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ㆹ們將著⎵的開關燈問題轉為ˬ給定格子數相⎴的圖 ˣ ，圖中的格

子為黑或䘥ˤ若 的第 號格子為䘥，則 中每個編號為 的倍數的格子都

要改變黑䘥狀態一次ˤ則操作⼴， 中哪些格子為黑或䘥？ ，˭稱ᶲ述操作

為ˬ用 改變 ˭ˤẍ㬌為基礎獲得了ᶳ列ㆸ果烉

 Ẍ 是ℐ黑的圖ˤ給定圖 ，可利用 反轉定理求出 ，使得

把 變ㆸ ˤ

 Ẍ 是ℐ黑的圖ˤ給定圖 ，將 1 2 2

3

1 1 1

1.

3.

4.

H G G

H G

G G G G G G

G

改變 得到新圖 ， 又拿去

改變 得到圖 ， ，如㬌重複操作，䘤現忁一系列的圖會⽒環，

為ᶲ述的 ㍸供不⎴解法ˤ

 給定圖 ，用 來改變 得到 ，又用 改變 ， ，如㬌重複操作，

䘤現忁一系列的圖會漸漸變黑而無法完ℐ回⽑為 ˤ

將黑䘥ℑ色圖的性質推廣到質數種色並應用於密碼ˤ

 
壹ˣ研究動機 

    ᶳ述問題ˬ有 100 顆ℐ暗的燈泡,編號從 1 到 100ˤ每個燈泡都有一個開關，按ᶳ任意 

編號的燈泡開關都會⎴時改變那些號碼為娚編號倍數的燈泡的亮暗狀態ˤ當所有編號的燈

泡開關都被按一ᶳ⼴，哪些燈泡是亮的?˭的答案廣為人知: ˬ亮著的燈泡號碼為完ℐ平方

數ˤ˭ 

ㆹ們被㬌饒富趣味的問題吸引ˤ在嘗試忚行了一些延伸探索⼴，在一個研習營的資料 

中看到ᶳ述䘤展方向烉ˬ 若選定某些特定的編號，而只有在按ᶳ忁些編號的燈泡開關時，才

會改變那些號碼為娚編號倍數的燈泡的亮暗狀態ˤ那麼，最⼴哪些燈泡是亮的？反之，若

先指定操作⼴的結果，那麼原先的特定編號為何？ ，˭忁的確Ẍ人好奇而讓ㆹ們躍躍欲試，

希望不但能㈦出答案還能ẍ㬌為起點而加ẍ推廣或深入，於是就展開ㆹ們忁個研究ˤ 

貳ˣ研究目的 

      為了方便陳述，ㆹ們先列出底ᶳ的ℑ個定義ˤ 

1 2

    1 ( )  

                   

                   

                   , :G G

定義 烉給定一組從 Ĳ開始編號的燈泡，℞中的燈泡有些亮ˣ有些暗 可ẍℐ亮或ℐ暗 ˤ

ㆹ們乾脆就用黑格子來ẋ表暗的燈泡ˣ䘥格子來ẋ表亮的燈泡，

因㬌就把忁一組燈泡的亮暗狀態看ㆸ一個由黑䘥格子依編號排列而ㆸ的ˬ圖˭ˤ

Ṳ若ℑ個圖 的格子數相⎴，ㆹ們稱ᶳ述操作

 

1 2

1 2 1 2 2
ˆ             ( )

G d G d

G G G G G

ˬ

˭

為ˬ ˭，並用符號 來表示 被忁樣子操作⼴所獲得的新圖ˤ

若 的第 號燈泡是亮的，則 中每個編號為 的倍數的燈泡都要改變亮暗狀態

        一次。

用 來改變
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   定義 2烉符號 0 表示所有格子為ℐ黑的圖ˤ 

       ㆹ們的研究目的如ᶳ烉 

0 1 0 1 1 0
ˆ      ( 0 )

         

 )

 

  (

           

G G G G G G 和 如何互相推導，特別是如何從 反推回 ˤ一ˣ 釐清等式 中的

請注意，忁℞實相當於考慮研

Ḵˣ 探討當ㆹ們從給定的

究動機中所㍸的問題烉

若選定某些特定的編號，而只有在按下這些編號的燈泡開關時，

才會改變那些號碼為該編號倍數的燈泡的亮暗狀態。那麼，最後哪些燈泡是亮的？

反之，若先指定操作後的結果，那麼原先的特定編號為何？

ˆ ˆ ˆ( ), ( 0 ), ( )(

 

)

 

G G G H HG G圖 開始，重複操作 會有什麼性質ˤ

ᶱˣ 忚一㬍的把黑䘥ℑ種顏色的研究心得推廣军質數種顏色的運算性質ˤ

四ˣ 將研究ㆸ果與密

是固定的圖

碼結合ˤ

 

⍪ˣ符號定義及預備知識 

 : 1,2,3,..., ,...

                           

                           

                           1,2

n

 
一ˣ 的定義 在ㆹ們忁個研究裡，所謂的ˬ ˭原本是指一群編號的燈泡 

℞中每個燈泡的亮暗狀態皆已指定ˤ但是為了表忼ᶲ的方便，

ㆹ們ẍˬ䘥 亮，黑 暗˭為原則，將燈泡轉ㆸ用格子的方式來呈現ˤ例如

ˬ一群編號

 圖 圖

,3,4,5,6 1,2,3  4,5,6 

                           

                          1,2,3,4,5,6 1,2,3 4,5,6 

的燈泡，℞中 號燈泡是亮的， 號燈泡是暗的ˤ˭

等⎴於

ˬ一排編號 的格子，℞中 號格子是䘥的，而 號格子是黑的ˤ˭

 例 1:ˬ 編號1,2,3,...,100的格子，℞中 ϭ,Ϯ,…,ϱϬ 號格子是䘥的，而 ϱϭ,ϱϮ,…,ϭϬϬ 號格子 

     是黑的ˤ˭是一個ˬ圖˭ʕ  

 例 2:ˬ編號1,2,3,...,(無限多個)的格子，℞中 ϭ,ϰ,9,ϭϲ,Ϯϱ,…, 2n ,……號格子是䘥的，℞ 

     餘都是黑的ˤ˭也是一個ˬ圖˭ʕ  

而為了方便將ℑ種顏色狀態ᶳ時的性質推廣到質數種顏色，可ẍ將原來只有黑䘥  

的ℑ種顏色擴增ㆸ第幾格第幾色的說法(配合⍫ˣᶱ)，℞中第幾色可ẍ自行規定，但

是要使用時必須確保使用者雙方的定義是相⎴的，例如: 現有一張七種顏色(紅橙黃綠

藍靛紫)的圖，小明可ẍ規定紅ˣ橙ˣ黃ˣ綠ˣ藍ˣ靛ˣ紫依序為第 0ˣ1ˣ2ˣ3ˣ4ˣ

5ˣ6 色來使用㬌系統，但若小暗想ẍ㬌圖形變換方式來跟小明傳遞圖䇯，那麼小暗

就不能有任一色的規定和小明不⎴，像是紅為第 6 色就不行ˤ 

在建立㬌系統⼴，ㆹ們就改用ˬ第幾格為第幾色˭來㍷述一個圖，而不再使用燈

泡來敘述了ˤ 

Ḵˣ   :G 的定義 符號 G 表示圖G 中的格子個數ˤ(例如 18G  表示G 中共有 18 個格子，編 

       號 1,2,3,…,18)ˤ῀若G 有無限多個格子，ㆹ們就說 G  ˤ 

ᶱˣ   1 : 1G GG v的定義 給定圖 ，在 種顏色的情況ᶳ，ㆹ們定義函數 為   
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1 1 ( ) ,     ( 0 1)Gn G n k n k k v      ， 若第 格為第 色 ℞中 ˤ 

      
2 :

1 ( ) 0   1 ( ) 1   G Gn n n n 
而為了避免書寫ᶲ的重複，ㆹ們在探討 種顏色的圖的時῁一⼳定義 ˢ

表示第 格是黑的，而 表示第 格是䘥的ˤ
  

四ˣ  若 1 2G G ，則ᶳ述命題顯然ㆸ立烉
1 21 2 1 1G GG G    

      忁也就是說，在已知 G 的值的時῁，ㆹ們可ẍ用1G 來完整地㍷述G

1 2 3    1 ( ),1 ( ),1 ( ),...,1 ( ),... 1

ˆ ( )

G G G G kG H G H d d d d

G G HH


ˢ       ㆹ們ẍᶳ述操作程序來定義ˬ用 來改

五ˣ   若

變 ˭而得

圖 和 滿足 且 都等於

的圖

ˢ

烉
  

      

1

2

3

  

  

  

                                             

  

 

           

    

         

 

  

  k

H d

H d

H d

H dk

格子

格

第一㬍烉將 中編號為 的倍數的 皆改變黑䘥之狀態一次烊

第Ḵ㬍烉將 中編號為 的倍數的 皆改變黑䘥之狀態一次烊

第ᶱ㬍烉將 中編號為 的倍數的 皆改變黑䘥之狀態一次烊

第 㬍烉將 中編號為 的倍數的 皆改變黑䘥之狀態一次格 烊

子

格子

子

                                           

ˆ ( )

ˆ1 (1) 1 ( )

   

 

G

G H

G H H G H   
如㬌不斷操作，最⼴獲得的圖記為 ˤ

例烉設 ， 為所有 ℐ黑的圖而又只有 ，那麼

ˢˢ中每一個 都是䘥

格子

格子 的ˤˢˢ

     

     1 : 

           0 : 

           

            ˆ3 ( 0 ) 0 3 3G G

ℕˣ 的定義 ẋ表每一個格子皆䘥的圖

的定義 ẋ表每一個格子皆黑的圖

格子℞中的 個數，就等於ˬ與℞做運算的圖的 個數˭ˤ

例如，若 ，則 中的 共有 個 而忁

格子

格子 格個 子ℐ黑ˤ

ˤ 

1 2 1 2

1 22 1

ˆ ( 0 )

ˆ ( 0 )

    

          ( )

G G G G

G GG G




ˤ七ˣ 有時為了表忼方便，ㆹ們會用符號 來表示

對給定的圖 ，是否必有解和怎麼解出  來滿足 是一開始的研究主題ˤ
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

,

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod ) 1G G G G

v G G G G

G G G G

n n n v n G G




     

ℓˣ 在 種顏色的情況ᶳ，已知 ，ㆹ們定義 ˣ 的ˬ ˭運算烉

 一個圖

，

的 是 滿足疊加

疊加

 

 九ˣ t t t為了敘述方便，對於 ，ㆹ們將完ℐ 次方數簡稱為完  ʕ

 十ˣ本研究的一組關鍵工℟是 Möbius 函數及 Möbius 反轉定理(⍫考資料[1])，簡ṳ如ᶳˤ 

定義烉Möbius 函數 ( )n 定義為 
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ö  [1](M bius ) ,F Gˢ定理 反轉定理，⍫考 烉設 是定義在ᶲ 的函數，則有    

         ( ) ( ) ,

             

         ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ,

        ( )

d n

d n d n

G n F d n

n n
F n G d d G n

d d

d n d

 

  


   


  ˢ

℞中 中的 為㬋整數  

附帶一㍸，因為ˬ對於㬋整數 ,n d ，若 d n，則 d n ，˭所ẍ觀察ᶲ述的 Mobius反轉定 

理的形式可看出有ᶳ面的推論ˤ 

推論烉 

        

, {1 , 2 , 3 , . . . , }

         ( ) ( ) ,1

             

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1

d n

d n d n

k F G k

G n F d n k

n n
F n G d d G n k

d d
 

  


   


 

給定㬋整數 若 和 都是定義在 的函數 則有

  

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 1 1

ˆ ˆ   ( ) ( ) ,   

ˆ , ,   ( )

ˆ ( ) ?

ˆ ˆ, , ( )

G H G H n G H n

G H m m G H G H G H m G H

G H m H K m m H K

H K H K m G H K

    
    



十一ˣ 觀察 的定義可知， 的第 格的顏色只跟 的前 格的顏色有關ˤ因㬌，

ˢˢˢ若 且 分別為 的前 格所ㆸ的圖，則

ˢˢˢ就等於 的前 格所ㆸ的圖ˤ由㬌可忚一㬍知忻，若

ˢˢˢ且 分別為 的前 格所ㆸ的圖，而又有 ， 2 2 2 1

2 1

( )     

   

             

G H K G

G m

 則 就是

ˢˢˢ 的前 格所ㆸ的圖ˤ總之，當ㆹ們把小圖擴展ㆸ大圖再忚行ᶲ述運算時，原先的小

ˢˢˢ圖的運算結果會原封不動地保留在大圖的相應範圍ℏˤ忁給ㆹ們頗大的方便，例如ㆹ們

ˢˢˢ可將對於有無限多個格子的圖的研究心得適當地運用到只有有限個格子的圖ᶲˤ
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肆ˣ研究過程 

原始問題: 

      有 100 顆燈泡(目前都是暗的),編號從 1 到 100， 

      每個燈泡都有一個開關(一按即亮,再按即暗,再按又亮...)ˤ  

      先將編號是 1 的倍數之燈泡開關都按一ᶳ，  

      再將編號是 2 的倍數之燈泡開關都按一ᶳ，  

      依㬌類推直到將所有編號 100 的倍數之燈泡開關都按一ᶳˤ  

      試問最⼴哪些燈泡亮著?   

  解答: 

      剩ᶳ亮著的燈泡編號為完ℐ平方數 

  說明: 

      根據原命題，只要遇到因數，就會改變一次狀態， 

      所ẍ如果㬌燈泡編號有偶數個因數，則㬌燈必暗， 

      相反的，如果㬌燈泡編號有奇數個因數，則㬌燈必亮， 

      而所有數字中，符合有奇數個因數的數字只有完ℐ平方數， 

      所ẍ最⼴完ℐ平方數會亮著ˤ 

      根據原始問題，ㆹ們加ẍ延伸而做了ẍᶳ的探討(ẍ流程圖表示): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

應
用:

密
碼 

ˆ ( 0 )G G和 的互相推導 

圖形的修㬋 

ˆ ( 0 )G 在ℑ色的疊加性質 

 

重複操作 

質數種狀態 

ˆ ( 0 )G

 

ˆ ( )G G

 

ˆ ( )G H

 

⽒環性 

趨第 0 色性質 

⽒環性 

⽒環性 

推廣 

推導 

ˆ ( )G G H  

Mobius不必用 反轉定理就可推導  
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ˆ ( 0 )
ˆ( 0 ) 1 1G G

G G 一  x 和 的互相推導 (即 和 的互相推導)  

0 0 1
ˆ( )  ( 0 )G G G一 ˣ給定 ，如何求出  

   例 1:  

   設編號是 2 的倍數之格子都改變黑䘥狀態一次，則最⼴是䘥色的格子編號是哪些? 

    解答:  剩ᶳ是䘥色的格子編號為 2 的倍數 

    例 2:  

   設編號是 2 和 3 的倍數之格子分別改變黑䘥狀態一次，則最⼴䘥色的格子編號是哪些? 

    解答:  剩ᶳ䘥色的格子編號為 2 的倍數和 3 的倍數，但不為 6 的倍數       

0

0

1 0

1 0 1 0

ˆ ( 0 ) 1 ( ) 1

1 ( )

ˆ )

0

1

( 0

0

0 0

( )

G

G
d n

G G d

d

d n d

n d d

n

n n

G G G G

n  







，設 ˤ由 的定義可知，若  為  的㬋因數且  的㬋因數且 

則 的第  號格子必須因為  而被改變狀態 次s，否則就不須因為而被  改變狀態，

所ẍ 的第  號格子共被改變了 次ˤ另外，注意到，

的第  號格子最⼴變ㆸ

給定 ，如何反求出 中的

 

 

ˢˢˢ 䘥色 的第  號格子共被改變了奇數次ˢ   

Ḵ ˣ

1

1 0
 | 

1 ( )

1 ( 1 ( ) (mod2)         ) (1)

G

G
d n

G

n

dn 
ˤ

由ẍᶲ忁些分析，再加ᶲ 的定義，即可得

ˢˢˢˢˢˢˢ

       
 

   
1 0

01

1 ( ) 1 ( )G GF n f d

G

n d

現在，ㆹ們想要由ᶲ面的 式著手來解出 ˤ

為了方便排䇰，ẍᶳ用函數 表示 ， 表示
ˤ 
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2 3

2

7
(1) (1) (7) (7) ( )

7
2 8 8 8

(2) (2) ( )  (8) (8) ( ) 0 ( ) 0 ( )
2 2 2 2
3 9 9

(3) (3) ( )  (9) (9) ( ) 0 ( )
3 3 3

       1  -1   

    :

f F f F F

f F F f F F F F

f F F f F F F

f

F F

  
     
    

而ㆹ們由ᶲ觀察到，有些原本應娚存在的㬋因數消失了，

且有些 前面的係數有 和 ，所ẍㆹ們想釐清 前面係數到底有何規⼳，

ẍᶳㆹ們把它改寫ㆸ另一種形式

2

2 2

4 4 10 10 10
(4) (4) ( ) 0 ( ) (10) (10) ( ) ( ) ( )

2 2 2 5 2 5
5 11

(5) (5) ( )   (11) (11) ( )
5 11
6 6 6 12 12 12 12 12

(6) (6) ( ) ( ) ( ) (12) (12) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( )
2 3 2 3 2 3 2 2 3 2 3

F F F f F F F F

f F F f F F

f F F F F f F F F F F F

       
   
           

ㆹ們觀察到，當分母的部分寫ㆸ標準分解式的形式⼴，

如   0 ;

   1 ;

   -1

F

F

F

果有質數的次方大於等於Ḵ次，那麼 前面的係數為 

如果是偶數個相異質數相乘，那麼 前面的係數為

如果是奇數個相異質數相乘，那麼 前面的係數為 ˤ  
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 | 

Mobius :

1 ( ) ( ) (mod 2)        (2)

mod 2 Mob

M bius

                        1 (

ius ?

? m 2

)

od

GG
d n

n
n d

ö

d

F f


所ẍ，由(1)式ㆹ們套用 反轉定理，得

军於為甚麼可ẍ在 時使用 反轉定理呢 忁會不會影響到原℔

式的㬋確性呢 ℞實，ㆹ們可ẍ由前面所列舉的 和 的

經過查資料⼴

運算過程䘤現

，䘤現忁就是前面所㍸的 反轉

，

並不

定理ˤ

影響移項 mod 2法則，故使用 是沒問題的ˤ   
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0 1

0 1 1
ˆ ( 0 )

1 ( ) 1 1 ( ) 1G G

G G n G

n
n n d d

d

 
  

定理一

在黑䘥ℑ色的狀態ᶳ，若 且㬋整數 ，則有

ˬ 的㬋因數 中，形如ˬ ，且 沒有質數平方為因數˭者共有奇數個

 

     

1 0

2

2

21 ( )=1 1 (68) 1 ?

 :

           68 1 68 2 34 4 17 2 17 1

           68 2 34 34 2

           68 17 4 4 2 17

           1

 1,G Gn n

k

k k

      
 
  

      ˢ  設 是否等於

   說明

因為 ，℞中 和 形如 ，

又 且 沒有質數平方為因數，所ẍ 滿足條件，

又 且 ，所ẍ 不滿足條件，

符合條件的只有 個數，為奇數個

，則

例 3 :

0

0

2

1 (68)=1

           :

           1 ( )=1 1, ,

 

             2,4,5,6,10,12,14,15,17,22,25,28,30...

(1) (2) (mod 2) (mod )

G

G n n d d k k

n

d
n

v v

   



，所ẍ

由ᶲ述方式可一個個推得

的㬋因數 中，滿足

ˢˢˢˢˢˢˢˢ 且 沒有質數平方為因數者共有奇數個ˤ

ˢˢˢ 接著把 ˣ ℑ式中的 改ㆸ 就能夠加ẍ推廣ㆸ 種顏色

0 1 1

:

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( 1) (mod )r
G G G

d n d r

v

n n d v



   

且 個相異質數乘積

( )的形式

ˢˢˢˢˢˢˢˢ ˢ

 

   

 

 

 

 

 

0

0 1

0 1
ˆ ( 0 ) 1 ( )

1 ( ) ( ) 1 ( )

G

G G

G G n

k k n




Ḵ  x  在黑䘥ℑ色的狀態ᶳ操作 ，並給定 的狀態，

        若某些 的值 有改變，則會如何影響 ？
 

0 1 1

0 1 1

( )

ˆ ( 0 )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( 1) (mod )r
G G G

d n d r

v v

G G n G

n n d v



 

   
且 個相異質數乘積

定理Ḵ 在 種顏色的情況ᶳ，

若 且㬋整數 ，則有

ˢˢˢ ˢ
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1

1

0

0

1 ( )

1 ( )

1 ( )

  

1 -1(mod 2)

 

      1 ( )

G

G

G

G

n

n

k

nk k

nk


若值有所改變的 中， 為 者共有偶數個，

又 ，忁表示在黑䘥ℑ色的情況ᶳ，

則 不用改變黑䘥狀態烊

若值有所改變的 中， 為 者共有奇數個

增加一個值就等於減少忁個值，

所ẍ 的㬋因

，則 必須改變黑

數

的㬋因數 䘥狀態ˤ

 

1

1

0 0

0

0

0 1

1 ( )

1 ( )

ˆ ( 0 ) 1 ( ) 1 ( ) ( )

1 ( )

1 ( )

G

G

G G

G

G

n

n

G G n k k N

k k

k k

n

n

 
定理ᶱ

在黑䘥ℑ色的狀態ᶳ操作 ，並給定 的狀態ˤ若某些 的值 有改變，

若值有所改變的 中， 為 的㬋因數

的㬋

者共有偶數個，則 不用改變黑䘥狀態烊

若值有所改變的 中， 為 者共有奇數個，則 必須改變黑因數 䘥狀態ˤ

 

 

1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆ( 0 ) ( 0 )G H G H

G G H H

v v  
 

ᶱˣ     若 且 ，

則 和 的關係為何？

在 種顏色的情況ᶳĩ Ī，
 

 

01

0 1

0

1

 | 

1 ( ) (mod 2)

mod 2

    1

    0

 +1(mod 2)

1 ( )

1 ( ) +1 1 ( )

1 (

1

G

G

G

G
d

G

n

G

n

k k

d

G

d

n

n

n

n

n

n

 可知，

欲求出 的第 格是黑還是䘥的關鍵就在於

把 的㬋因數 的 函數值ℐ部加起來再經 運算⼴，

得到的值如果是 ，那第 格

對

就是䘥的，

得到的值如果是 ，那第 格就是黑的ˤ

而如果每多讓一個 的

於忁個問題℞實可ẍ很直觀的看出答

㬋因數，則 ，

如果每多讓

案，

由

的值 ，而 為 的

一個

值會

1

0 1

0 1

  

) +1 1 ( )

1 ( ) -1 1 ( )

1 ( ) -

 -1 (mod 2)

1 1 ( )

G

G G

G G

k k n

k k n

n

n

k k n n

的㬋因數，則 ，

如果每多讓一個 的㬋因數，則

的值 ，而 不為 的值會不變

的值 ，而 為 的值

的值 ，而

會 ，

如果每多讓 不一個 的㬋因為 的值數，則 會不變，
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1 2

1 2 1 2

1 2

ˆ ( 0 )
| |

ˆ ˆ( 0 ) ( 0 )
| |

ˆ ˆ( 0 ) ( 0 )

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 ( ) 1 ( ) [1 ( ) 1 ( )]

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( )  (mod )

ˆ ( 0 )

ˆ ˆ( 0 ) ( 0 )

ˆ ˆ( ) ( 0 ) ( 0 )

G G GG
d n d n

G G G G
d n d n

HG G

n d d d

d d n n

n n v

G H G H

G G G G

G G

v v G G G G G H H H



  
   
 

 
  
 

       
 

因為

所ẍ

在 色的情況ᶳ ，Ẍ ，

1 2H H

 

       根據ᶲ述之推論，得知 1 2 1 2G G H H   

1 1 2 2 1 2 1 2

(  )

ˆ ˆ( 0 ) ( 0 )

v v

G H G H G G H H


   

定理四 在 種顏色的情況ᶳ，

若 且 ，則 ㆸ立
 

        根據定理四做ẍᶳ的例子說明: 
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       1 2 1 2

2 1

1 1 2 2

1 2
| | |

2 1
|

1 2

:

ˆ ˆ( 0 ) ( 0 )

ˆ1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )

ˆ                                                    1 ( ) 1 ( ) ( ) (mod )

 

H G G G H
d n d n d n

G H
d n

G H G H

n d d d n G H

d n G H v

v H H H 
    

  

 
  



證明

Ẍ ， ，

則 

在 色的情況ᶳ， ˤ

 

       因㬌就得到 

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1

( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( 0 )= ( 0 )=  = ( ) ( )

v v

G H G H H H H G H G H


  

定理五 在 種顏色的情況ᶳ，

若 ， ，則 ˤ
 

ˆ ( )G G四  x   在ĳ種顏色時的性質探討   

1 2 1 2

1

1 2 2

1

ˆ ( 0 ) ( )

ˆ (

:

0   

0 )

G G G G

G

G G G

G





即

想要傳給別人，但是又怕被中途劫取，

㬌時就可ẍ忚行 的操作，再把 傳給對方，

並利用定理一的方式反推回

ᶲ述一ˣ军ᶱˣ的部分大农ᶲ都只對 忚行探討，

而忁些結果ㆹ們都可ẍ拿來套用在密碼ᶲ，

例如 有一張只有黑䘥ℑ色的圖

圖

圖

但是很明顯的

ˤ

，㬌種加密方式似乎很容易被破解，

所ẍㆹ們就聯想到，如果將 為任意的圖，

那會不會有℞它有趣的性質出現

改

可ẍ讓密碼的 ?強度再增加呢

       

ㆹ們考慮ẍᶳ五種操作方式: 
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0 0 1 1 2 2 3 1

1 2 3 4 .

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) :  , ( 0 ) , ( 0 ) , ( 0 ) , , ( 0 )

         :  ......

 n nG G G G G G G G G

G G G G
   五 加密方式 給定 ......

破解方式 似乎難ẍ用 ˣ ˣ ˣ ˣ 作運算得知  

        綜ᶲ五種加密情形知忻，應娚是第(四)ˣ(五)種的安ℐ度較高， 

         故ẍᶳ對㬌ℑ種加密方式忚行研究ˤ 

1 1 1 2 2 2 3

ˆ1 ( 0 )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ... ( )

          

      

  

     

        

  

  

     0 0

c c

n G G A

A A A A A A A A A A A

c

c

 
  ˣ ˣ ˣˣ

由實驗結果ㆹ們推測烉則對固定的前幾格而言，必有 ，使得

在轉換 次⼴，保證忁前幾格圖形會變ㆸ ，且永遠為

首先，ㆹ們忚行ᶳ面的實驗ˤ

ˤ

五  x     在ℑ種顏色的狀態ᶳ，給 個格子且Ẍ ，由 開始，

接續操作

 

 

       觀察ᶲ面的實驗結果，ㆹ們猜測轉換奇數次時會有ẍᶳ的一些規⼳烉 

         
   

0

0 2

0 2 4

0

3 2

5 3 2 +2

2 3 2 2 2

 
   
   
     

轉換1次 格子 個 無意義,不討論

轉換3次 格子Ĵ Ĳ個 個

轉換5次 格子Ĵ 個 個

轉換7次 格子Ĵ Ĳ個 個

  

       由ᶲ面的式子觀察，ㆹ們列出底ᶳ的算式: 

       

 0 2 4 2 2 2

1

1
max

1

1

2

2

min 2

2 1( ) 1 2 (1 )

3 2 2 2 ... 2 2 1( ) (2 )

(1 ) (2 ) 2 1

2 1

2 1

( 1) 2

log ( 1) 1

log ( 1) 1

 log ( 1) 1

k k

c

c

c

c

c k k c k

n k

n

n

n c

n

n

n c

c n

c n









     
       

 
 

 
  
   
   

 

式

式

式 ẋ入 式 中得

所ẍ 個燈泡

再根據ẍᶲ結果推測，若已知 而欲求 ，則由

因㬌ㆹ們就推測 等於ˬ不小於 的最小整數˭，

不過，ẍᶲ的推測，要如何證明呢？忁引䘤了ᶳ面一連串的分析及計算ˤ
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0

0u

G u

G G

ℕ  x   Ẍ 為起始圖，利用ᶲ述第四種的加密方式重複操作 次，

           那麼 和 之間存在著甚麼關係呢?
      

 

      首先，
1 0 00 0 1

|

ˆ ˆ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )(mod 2)G G G
d n

G G G n n d  因為 ，所ẍ   

      ℞次，ㆹ們需要ᶳ面的引理:  

 0 0
| | '|

: ( 2 )

1 ( ) 1 ( ) (mod 2)G G
nd n d d d n
d

d d



  

且 為完平

引理一 在 種顏色的情況ᶳ

 

證明:  

 

0 0

| | |

: ( 2 )

1 ( ) 1 ( ) (mod 2)G G
n d n

d n d d d n
d d d

d d
  

   
且 為完平 且 為完平 且 為完四

引理Ḵ 在 種顏色的情況ᶳ

 

證明: 

   

0 0

0

| | | | |

|

2

2 2
2 2 2

2 2

1 ( ) 1 ( )

1 ( ) ( | | ) (mod 2)

| |

G G
n d n d n

d n d d d n d d d n
d d d d d

G
n

d n
d

d d

d n
d d d d n d

d d

n d n
a

d d d

n a d a
n a d d b d d n b

d b d b

    

 

 

   

 
      

   


且 為完平 且 為完平 且 為完平 且 為完平且 且 為完平

且 為完平

滿足 且 為完平且 且 為完平的 之個數

在ᶲ式中，因為 和 為完平，所ẍ 也必為完平 ˤ

故 ，又Ẍ ，即 2 2 |

( | | ) 1 (mod 2)

( )

n
a b

d
n d

d d d n d
d d

n n
b

d d

 
 

 

ˤ

為了 使 且 且 和 皆為完平的 之個數

所ẍ 必須有奇數個，也就是 完平 有奇數個完平的㬋因數，故 為完四ˤ
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      kn
k

d
根據引理一和引理Ḵ的推導方式，可類推出 為完2 ， 的形式

 
     再℞次，ㆹ們䘤現到ẍᶳ的運算都用到了⎴一個㈨巧 

 

㈨巧一:  

2

1 1

2 2

2 2

2 2

2

4

|

|

| |

|

0

| |

|

1 ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( )]

1 ( ) 1 ( )(mod 2)

mod 2 1 (

[1

)

( )

1 ( )

1 ( )

u u u

u u

u u

u u

u u

G G G
d n

G G
d d

G G
d n d d

G G
d n d n

u

G G
d n

G

d n

n n d

n d

n d

d d

G

d

G

n

d

 

 

 

 

  



 
 













 

觀察ᶲ式可知，在 的系統ᶳ，第Ḵ行的 會被消掉，

利用忁個特性，ㆹ們ẋ換到最⼴就可ẍ推出 和 的關係

ẍ 為

0 0

4 2 2

0 0

0 0

| |

|| | | | |

| | | |

0

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

[1 ( ) 1 ( )]

1 ( ) 1 ( )(mod 2)

1 ( )] [1 ( )G G
d n d d d n d

G G G
d n d d

G G
d d d d

G G
d n d d d d d

d

d

u

n n d

n d

n d

G G

d d



   

   

 

 

 
  


 


 






例:

ẍᶳㆹ們就直接套用忁個㈨巧再配合引理推出 和 的關係

 

   

1 0 0

2 0 0

4 0 0

8 0 0

1 0
|

2 0

|

4 0

|

8 0

( )      :  1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod 2)

( )      :  1 ( ) 1 ( ) 1 ( )(mod 2)

( )      :  1 ( ) 1 ( ) 1 ( )(mod 2)

( )      :  1 ( ) 1 ( ) 1 (

G G G
d n

G G G
n

d n
d

G G G
n

d n
d

G G G

G G n n d

G G n n d

G G n n d

G G n n

 
 
 
 





且 為完平

且 為完四

一 和 間的關係

Ḵ 和 間的關係

ᶱ 和 間的關係

四 和 間的關係

0 02

0 02

02

|

| 2

| 2

 : 

) (mod 2)

 :1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod 2)

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod 2)

k

k

k
k

k m mm

n
d n

d

G G G
d n

G G G
d n

G G

d

n n d

n n d 


 

 





且 為完ℓ

為完

為完

依㬌類推，可得 和 間的關係

⎴時就有ẍᶳ的推論
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0 0 1 1 1 2 1 1

0 02

0 02

| 2

| 2

(mod 2)

(mod 2)

( 2 )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

k

k

uu u

k

m mk m

G G G
d n

G G G
d n

G G G G G G G G G

k m n
n n d

n n d

 

 

  
 
 


為完

為完

定理ℕ 在 種顏色的情況ᶳ

在 ， ，...， ，...的操作方式ᶳ，

設 和 皆為㬋整數，則對於㬋整數
  

  ㆹ們可用定理ℕ來解釋固定的前幾格終將ℐ黑的現象，如ᶳ: 

  

4 0 0

4 0 0

0 02

4

|

4

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod 2)

2 -1 ( | )  

:

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 0 (mod 2)

2 -1 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 0 (mod 2)
k

k

G G G
n

d n
d

G G G

G G G

G

n n d

n
n d d n d n

d

n n n

n n n n

 



  
   

ˢ

炷ĳ 炸

且 為完四

ẍ 為例來說明:

因為ˢ ，

所ẍ如果 ，則 為了滿足 且 為完四 的條件，㬌時的 必定只能是 ，

因㬌得到ẍᶳ式子

ˤ

⎴理ĩ由定理ℕ及ᶲ述推理方式)可知，若 ，則 ˤ

 

2

2

2

0 0 1 1 1 2 1 1

2

( 2 )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ... ( ) ...

2 -1 1 ( ) 0 (mod 2)

2 -1

k

k

k

k

u u u

G

G G G G G G G G G

n k n

G

   
  炷 炸

炷 炸

定理七 在 種顏色的情況ᶳ

在 ， ，， ， 的操作方式ᶳ，

若 且 ，則 ˤ

忁表示 的前 格必ℐ黑ˤ

     

4 0 0 0 0 4 0

5 4 4 0 0

5

4 0

|

|

1 ( ) 1 ( ) 1 (1)+1 ( ) 1 (1) (mod 2) 1 ( ) 1 (1)(mod 2)

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 (1)+1 (1) 0(mod 2)

1 ( ) 0(mod 2)

1 ( ) 1

G G G G G G G
d m

G G G G G
d m

G

G G

m

m m m d

m m d

m m

m

   
   







℞實ㆹ們可再忚一㬍探討ˤ

當 恰等於單獨一個質數的四次方時，

，

得知ẍᶲ的結果⼴再觀察

所ẍ當 恰等於單獨一個質數的四次方時，

利用ᶲ述的結論
0 0 0

4

( ) 1 (1)+1 ( ) 1 (1) (mod 2)

1

G G G

G

m m 
ㆹ們䘤現到，在只有16個格子的狀況ᶳ，因為只有16為單獨一個質數的四次方，

所ẍĲ~Ĳ5在 的情況ᶳ必為黑色，只有16可能會是䘥色，

所ẍ若要使16個格子都保證為黑色，則共需轉換5次ˤ
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0

0u

G u

G G

七  x    Ẍ 為起始圖，利用ᶲ述第五種的加密方式重複操作 次，

           那麼 和 之間存在著甚麼關係呢?
 

1 0( )      :G G一 和 間的關係  

1 0
|

1 ( ) 1 ( )(mod2)G G
d n

n d  

2 0( )      :G GḴ 和 間的關係  

2 1 0 0

0

| | | '|

|

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

         1 ( )(mod 2)

G G G G
nd n d n d d d n
d

G
n

d n
d

n d d d

d




   

  


且 為完平

且 為完平

 

4 0( )      :G Gᶱ 和 間的關係  

4 2 0 0

0

| | | |

|

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( )(mod 2)

G G G G
n n d n

d n d n d d d n
d d d d

G
n

d n
d

n d d d

d

  
   


   


且 為完平 且 為完平 且 為完平 且 為完四

且 為完四

 

8 0( )      :G G四 和 間的關係  

 

8 0 0

0

| | |

|

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

1 ( )(mod 2)

G G G
n d n

d n d d d n
d d d

G
n

d n
d

n d d

d

  
  


  


且 為完四 且 為完四 且 為完ℓ

且 為完ℓ

 

 02
 :kG G依㬌類推，可得 和 間的關係  

 
02 | 2

(mod2)1 ( ) 1 ( )
kkG G

d n

n d 
為完

 

 ⎴時就有ẍᶳ推論 

 
02 | 2

(mod2)1 ( ) 1 ( )
k

mk m
G G

d n

n d
 

為完
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0 1 1 2 1

02

02

| 2

| 2

( 2 )

ˆ ˆ ˆ( 0 ) ( 0 ) ( 0 )

(mod 2)

(mod 2)

1 ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( )

k

k

u u

k

mk m

G G
d n

G G
d n

G G G G G G

k m n
n d

n d





  




為完

為完

定理ℓ 在 種顏色的情況ᶳ

在 ， ，...， ...的操作方式ᶳ，，

設 和 皆為㬋整數，則對於㬋整數
 

     ㆹ們可用定理ℓ來解釋固定的前幾格會有⽒環的現象，如ᶳ: 

    

4 0

4 0

2

02

4

|

4

:

1 ( ) 1 ( ) (mod 2)

2 -1 ( | )

:

1 ( ) 1 ( ) (mod 2)

2 -1 1 ( ) 1 ( ) (mod 2)
k

k

G G
n

d n
d

G G

G G

G

n d

n
n d d n

d
d n

n n

n n n






 

ˢ

炷 炸

且 為完四

ẍ 為例來說明

因為 ，

所ẍ如果 ，則 為了滿足 且 為完四 的條件，

㬌時的 必定只能是 ，因㬌得到ẍᶳ式子

ˤ

⎴理ĩ由定理ℓ及ᶲ述推理方式)可知，若 ，則 ˤ
 

2

02

2

0 1 1 2 1

2

ˆ ˆ ˆ( 0 ) ( 0 ) ( 0 )

( 2 )

2 -1 1 ( ) 1 ( )(mod 2)

2 -1

k

k

k

k

u u

G G

G G G G G G

n k n n

G

  
  炷 炸

炷 炸

在 ， ，...， ...的操作方式ᶳ，

定理九 在 種顏色的情況ᶳ

，

若 ，且 ，則 ˤ

忁表示 的前 格必ℐ部回到原始狀態ˤ  

 

    

02

0 0 2

0

02

0

:

( ) 2

2 2 (1 )

| 2

2 0

k

k

k

k

mt

k k

mt

r mt r

k

h

G G

G m G G G t m

m mt r r m G G

G G G G

r G m m

m h k h




   

    
  

    

將定理九再加ẍ分析

    已知

    若 之忙期為 ，也就是 ，則 ˤ

    Ṳ若 ，則 ，又 ，

    得到 ，

    㬌時的 和 之忙期為 矛盾，所ẍ

，且 ，
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0 1 1 2

1

0

2

ˆ ˆ2 -1  ( 0 ) ( 0 )

ˆ ( 0 ) 2 0

kp

h

u u

k G G G G

G G h k

G



   
  

炷 炸

( )定理十 在 種顏色的情況ᶳ

設 且 ˤ則 ， ，

...， ... 的忙期必為 ，且 ˤ，
 

  

0

1 2

3 4

0

2

G

G G

G G

6 10

 

4 2

1 ( )=1 n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

1 ( )=1 n=1,4,9 1 ( )=1 n=1,2,3,5,6,7,10

       1 ( )=1 n=1 1 ( )=1 n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

G n

n n

n n



 


 
 

Ẍ 且 ，

如定理十的方式重複操作，可得

， ，

， ，故得忙期 ˤ

例 .

 

0 02 1 2

0

0

ˆ ( 0 )

ˆ ( 0 )

Mobius

ˆ ( 0  

 

)

h hG G G G

G G G

G G G

  




非常值得一㍸的是，因為 ，忁表示，對於給定有限格的 ，

ㆹ們可ẍ透過重複操作的方式，來㈦到 ，滿足 烊

！

於是ㆹ們獲得了求解 中的 的另一種演算方法ˤ

 而在這個演算過程中，沒有使用 反轉公式

 

       

在掌握 2 種顏色的性質⼴，ㆹ們就想把它推懬到 2 種ẍᶲ顏色的狀態ˤ 

1 2 1 1

0

G
| | | 

0 0 1
2

G

1 2 -

G G

... 1 ( )

(2)

ˆ ( )

2

(1)1 ( ) =

+ )

=:

(( )

1 ( ) =1

q q

k kk k

q

q k k

k k

d n d d

b q

d d

k k k
s q s

k k b k k

k

G

d

G v

n

n

  
   


  


 


 




 


， ，

在 種ẍᶲ顏色的情況時，因為 會一直重複出現，為了表忼ᶲ的方便，

ㆹ們根據屢次運算累積起來的經驗，而䘤展出ẍᶳ的形式

且

，

運算符號 :

例

，

ℓ  x   在 種顏色時的性質探討

1

1 1 2 1

--

-22

1

- -2

1

0 1
1 1 -1

0 1 2
1 2 2 -2 -2

0 1 0 1
1 1 1 1

0 1 2 0 1
2 -2 -2 2

0

1

2
2

3

G
| 

G G
| | |

G
 

+

+2

= + ( + ) ]

= +2 ( + )

+

[

+

+

=

[ ]

3

( )+

 =1

1 ( ) =

1 ( )+( 2 (+ 1 =) )

k

k kk

k k

k k k

k k k k

k k k k k

k

k

d n

d n d n d d

d

d

n

dn

 
  

   
   










   
  



  

由ᶲ述舉例得知

表示形式ᶲ將㬌式用

形式ᶲ將㬌 表示式用
1 2 3 0 1
-3 -3 3 3 3

0 1

0 1

0 1 1 2

3

0 1

0 1
1

1 1 1 1 1 1

0 1
1 10 0 1

+3 + [

...

[

) )

( + ) ]

=

( + ) ]

( ... )

( .

(

.

(

)

k k k k k

m
k m k m k m

k m k m

m m
k m k m k m k m k m

m

k m

k m k m

m m
m

m

m m m
m

m m m

C C C

C C C

C C C

    
  

 
     
 

  

  
 

           
   

  

      
  

表形式ᶲ將㬌式用

形式ᶲ將㬌式

示

表示用

1

1 1 1

1
1 1

0 1 1
1 1 1 1

0 1
1 1

1
0 1 1

1

. (

...

)

( ][ )

m m
k m k m

m m
k m k m k m k m

k

m m m
m m m

m m m m

m k m

m m

m

C C C

C C C C

 
   

 


   


   
       

   

 
   




形式ᶲ將㬌式 表示用
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0 1

0 1

0 1 2 1

0 1
0 0

0 1 0 1 2 1
0 0 0

0 1 2 1

0 1 1 020 0 0

G

(3)

...

(

=( + )

=( + )

=( + )

=(4) ...+ )

1 (
k

q
k

q

k q k

k

q q

q

k q k q

q q
k q k q k q k

q q q
q q

k
k

k k k k

q k q

kkk
k k k

k

C C C C C

q k

C C C C C

 
 
    

 
     





 

 
 

  







 


   


    

 

 


如㬌一直無窮的推導ᶳ去，可知 的形式皆

當 時，

換ㆸ原式為

ㆸ立

1 1 2 1

1 2 1 1 2 1 2 1 1

0 0 0

0 0

1 21

1

2

1

G G
| | | 

G G
| | | | | | 

G

... ...

1 ( ) 1 ( ) ...

1 ( ) 1 ( )

) 1 ( )+

k k k k

k k

k k
k kk k

d n d n d d

d n d d d d d n d d d d

C C

C C

n n d d

d d
  

 

  


  
     

    

1 2 1 1

0 0G
|  |

G G
 | 

(1) ...1 ( ) 1 ( 1 ( ) (mo) d )+
p p

p p
d n d d d d

p n n d p


   當 為質數時，   

  

10
0

0
0 0 1 2

0

1 2 1
0 0 0 01

:

( )

! ( 1)...( 1)

( !)( )! !

0 ( 1)( 2)...( 1) !( ! )

( 1)( 2)...( 1) ( !)

( !) 0

...

p
p

p p p p p
p p

p
k

p
k

p p

p
k

C C C C C

p p p p k
C

k p k k

p k p p p k k p k C

p p p k t k t

C pt k

p

 



   

 
 

   
     

  

      
 



證明

當 時， 整除 因為 為質數和 互質，⎴時 為整

，

㬌

觀察

數

時

Ẍ 為質數

1 2 1 1

0 0

0
00

| | | 

(mod

(mod )

...

)

1 1 ( )( ) 1 ( ) (mod )
p p

p

p
p

pG
d n d d d d

G G

p

p

n n d p

  


  
   換ㆸ原

所ẍ

式為

 

 

 

00

|

G G(2) 1 ( )1 ( ) 1 ( )+ (mod )
k

k
p

G
n

d n p
d

p dn pn  
且 為完

當 為質數時，

 

 

  

1

1

0

0

0

0

0 1 2
0 0 0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 1 2 0

0
0 0

(mod )

(

+

( ) + 1

1 (

mod )

( )

) ( +

( ( ( (

(mod )

( ) )

) ) ) ... )

(mod )

k

w

w

w w w

w

k

w

w w

p

p

p

p

p

p

p

p

p p

p

p p p p

p

p p p p
p

p

i k

k w

k w

p

ii p

iii

p

C C C C

 

 


  







   




 





 
 
 



  


 
 




求證

證明烉

已知 時ᶲ式ㆸ立ˤ

時命題ㆸ立，即

時

ㆸ立，亦即

設 ˤ

則

，命題也ㆸ立ˤ

，

0
0 0 (mo+ d )k

k

p

p p  根據數學歸納法得證 ˤ

 

     於是再對 0 0

kp p ˣ 做深入探討，也就是ẍ ˆ ( 0 )G 的形式來觀察質數種顏色ᶳ的結果ˤ



20 

 

 

     於是ㆹ們需要ẍᶳ的引理來解釋 

0 0

1 2 1 1

0

| | | |

0

|

: ( )

1 ( ) ...... 1 ( ) 1 ( ) (mod )

1 ( ) (mod )

p

p p
p

p

p
p

G G p G p
nd n d d d d d n p

d

p
G p

n
d n p

d

p p

n d d p

d p


 

 
  


且 為完

且 為完

引理ᶱ 在 色的情況ᶳ， 為質數

也就是

 

 

㈨巧Ḵ: 

1 2

1 2 1 2

11 1

1

( 1)( 2)...(1 )
... ...

( 1)!

(mod )

(i) =1, 2 ,..., -1

( 1)( 2)...(1 )

( 1)!
( 1)( 2)...(1 ) 0(mod )

   

m

m m

m
j j jp bp b p bp p p

b b b b b b
j

j

j j j

j j j

p b p b b
C C C

p

p

b pk p k

H H H

p b p b b

p
p b p b b p 

    


      

  
    


     


觀察 在 的狀態ᶳ，可知:

設 ， 且 ，則

於是

( -1)!

   =

   

(ii)

( 1)( 2)...(1 )= ,

   
( 1)!

( 1)!
( 1)!

( 1)( 2)...(1 )
0 (mod )

( 1)!

( 1)( 2)..j

j j j

j j j

j j

p p

s t

pt

b pk

p b p b b ps s

ps
p

s
p

p
p b p b b

p
p

k p b p b

     

 

      
    

，且已知㬌數必為整數，⎴時因為 為質數和 互質，

所ẍ 可ẍ整除 ˤ

再將ᶲ述ẋ回原式，得知

設 ，

可ẍẌ ˤ

將之ẋ回得

，得到

，則

= +1 ( -1)!

=

    

.(1 ) ( -1)!(mod )

    ( 1)( 2)...(1 )= ( -1)!

( -1)!
    

( 1)! ( 1)!

( 1)!
( 1)!

( 1)( 2)...(1 )

( 1)

j

j j j

j j j

p p

s t

b p p

p b p b b ps p

ps p ps
p p

s
p

p
p b p b b

p

 
     

 
 

    


，且已知㬌數必為整數，⎴時因為 為質數和 互質，

所ẍ 可ẍ整除 ˤ

再將ᶲ述ẋ回原式，得知

於是可ẍẌ ，

將之ẋ回得

，得到

1 1(mod )
!

pt p  
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0 0

1 2 1 1 1 2 1 1

0

| | | | | | ... |

1 2 1 1 1 2 1
|

1 1

1 2 2
1 2 1 2

1

:

...... 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) [ | | ... | ( , ..., ) ] (mod )

... ...

p p p p p

p

G p G p
d n d d d d d n d n d d d d

G p p p p p
d n

p
p p p

p pp

d d

d d n d d d d d d d p

n
n

d

n c d

d c d
c c c d c c c

d c d

 

  




 
    





   
 且 且

證明

滿足 且 且 的 之組數

ˢˢˢ
 

     

1 2

1 2 1 2

0

1 2 1 2

1 2 1 2

|

... , ,...,

( ) ( ) :

(1) 1 ( ) 0 (mod )

(2) ... ( ... )

1 ( ) 1 ( )

m

p

m m

p

p
p

bb b
m m

p

p

j G

pk kpk pk k k p
j m m

p p

G G p
n

d n p
d

n
a a a a a a

d

n
p i ii

d

b pk n p

n n
b pk a a a a a a p

d d

n d





  
  

 
且 為完

設 ，℞中 為質數，

則 是 個㬋整數相乘的方法，根據㈨巧Ḵ中的 和 得知

當 時，

當 時， ，得知 為完ℐ 次方數ˤ

因㬌原式可改為

0 0

1

| |

( 1)( 2)...(1 )

( 1)!

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( ) (mod )
p

p p
p p

m
j j j

j

G G p G p
n n

d n p d n p
d d

p b p b b

p

ii n d d p


    


  


 

且 為完 且 為完

，

再根據 可再把式子改ㆸ

 

2 0 0
21 1

1 2 1 1
1 2

2

0
2

| || |

0 0

|

: ( )

1 ( ) ...... 1 ( ) 1 ( ) (mod )

( ) 1 ( ) (mod )

p
p

pp p
pp

p
p

G G p G p
n d d n

d n p d n pd d p d d p
d dd d

p p p
G p

n
d n p

d

p p

n d d p

d p 


 

  

   


且 為完 且 為完且 為完 且 為完

且 為完

引理四 在 色的情況ᶳ， 為質數

也就是
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0 0
21 1

1 2 1 1
1 2

0

| || |

1 2 1 1 1 2 1

|

1 1

1 2 2

1

:

...... 1 ( ) 1 ( )

1 ( ) [ | | ... | ( , ..., ) ] (mod )

p
pp p

pp

p
p

G p G p
n d d n

d n p d n pd d p d d p
d dd d

G p p p p p
n

d n p
d

p

p

p

p
p p p

d d

d d n d d d d d d d p

n c d

d c d n
p n

d

d c d



  





 

    

   


且 為完 且 為完且 為完 且 為完

且 為完

證明

滿足 且 且 的 之組數

，且 為完
ˢˢˢ

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1

...

... ( ... ) ...

... , ,...,

( ) ( ) :

(1) 1 ( ) 0 (mod )

(2) ... (

m

p

m

p p p p
p p

p

p p p p p
p p p

p

bb b
m m

j G

pkpk pk k
j m

n
c c c d r

d

n
c c c c c c r r c c c

d

r a a a a a a

r p i ii

b pk n p

b pk r a a a a



 

     


  
  

，且

設 ，℞中 為質數，

則 是 個㬋整數相乘的方法，根據㈨巧Ḵ中的 和 得知

當 時，

當 時， 1 2

2
1 2 1 2

2

2
1 2 1 2

... )

[( ... ) ] ( ... )

m

m m

kk p
m

k kk k k kp p p p
m m

p p

a a

n n
r a a a a a a p

d d
    ，得知 為完ℐ 次方數ˤ

 

    

2

2

2

2 2

0

0 0

1|

| |

( 1)( 2)...(1 )

( 1)!

(ii) (mod )

1 ( ) 1 ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( )

p

p
p

p

p p
p p

m
j j j

j
pG G

nd n p
d

p pG G G
n nd n p d n p

d d

p b p b b

p

p

n d

n d d


    

 
  


 

且 為完

且 為完 且 為完

因㬌原式可改為 ，

再根據 可再把式子改ㆸ
  

    
00

|

1 ( ) (mod )
k

k

k

p
G

n
d n p

d

n
p k

d

d p


 
且 為完

根據引理ᶱ和引理四的推導方式，可類推出 為完 ， 的形式

⎴時也推出
 

ˆ ( )G G十  x   在質數種顏色時的性質探討  

    根據ℓˣ九ˣ的結果，ㆹ們可針對質數種顏色做另類的探討: 
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1 0 0

0 0

0 0 0

|

|

0

|

0

ˆ ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) (mod )

| | 2 -1 1 ( ) =1 ( ) 1 ( ) 2 1 ( ) (mod )

2 (mod )

( )

kp
k

k

kp
k

k

k

G G G
d n

G G G
n

d n p
d

p
G G G G

n
d n p

d

p

m

p

G G

n n d p p

n n d p p

G d n n n p

p

m

 


 
 

  


 





且 為完

且 為完

在質數種顏色時的操作為:

， 為質數

由ℓˣ九ˣ得知㬌式可⊾為 ， 為質數ˤ

時， ，㬌時 ，

也可表示為

Ẍ ，

0( 1)

0 0

1 1
0 0

1
0( 1)

(2 ) 2 (mod )

1 2 1(mod )

) 2 (mod )

) (mod ) 1 ( ) 1 ( )

ˆ ( ) ( -1)

k

k k
kp p

m m

m

p p

p

p
G Gp p p

k

p

m p p

p

p n n

p G G p p

 

  
  



 




 
  

 
    

，

根據費馬小定理得知 時必能使 ㆸ立，

而當㬌條件ㆸ立時，也就可ẍ得知( ，

(

所ẍ在 種顏色ᶳ的 經過 次操作時必回到原始圖形ˤ

 

0 1 1 1 2 2 2 3

1 1

0 0

( )

ˆ ˆ ˆ2 -1  ( ) ( ) ( )

ˆ ( ) ( -1)

kp

k

u u u

p p

k G G G G G G G G G

G G G p p

G

 

    


炷 炸

定理十一 在 種顏色的情況ᶳ， 為質數

設 且 ˤ則 ， ， ，

......， ...... 經過 次操作時必回到原始圖形ˤ，

 

ˆ ( )G H十一  x   在質數種顏色時的性質探討  

    ᶲ述十ˣ是針對本身的圖形操作，於是ㆹ們想知忻如果對任意固定的圖形操作會是什麼 

    結果ˤ 

    

  0 0 1 1 0 2 0 1

0 0 1 0 0 1 0 1

1 0 2 1 0 0 2 1 0 2

2 0 3 3 2 1 0 3

0 11 1 2

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ... ( ) :

ˆ ˆ(1) ( ) ( 0 )

ˆˆ ˆ(2) ( ) ( 0 ) ( 0 )

ˆ(3) ( )

ˆ( ) ( ) ...k k k k k

u u

k

p p p p p

p p G H K K H K K H K

G H K G H G H K

K H K G H H G H H K

K H K G H H H K

p K H K G H H H



  

  
     
       
     

      

在 種顏色 為質數 且 ˣ ˣ ˣ 的操作模式ᶳ

0

0 1 01 1 1 1

0

0 1 0-1 -1 2

0 1 01

0

ˆ( 1) ( ) ...

( )

ˆ( ) ( ) ...

... ( )

k

k k k k k k

k

k k k k k k

k k k k

k

p

k

p p p p p p

k

p

k

p p p p p p p p p p p p

p p p p p p p

p p

H K

p K H K G H H H H K

H H p

p p K H K G H H H H K

G pH pH pH K G G

G K

   

      
   




        



        
      
 

℞中 ，因為經過 次操作過⼴一定會回來

如ᶲ

1
0 0 0
ˆ ( )kp G H G所ẍ經過 次操作過⼴，能在 的操作形式ᶳ回到原來給定的 ˤ  
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0 1 1 2 2 3

1

1 0

0 0 0 0

0

( )

ˆ ˆ ˆ2 -1  ( ) ( ) ( )

ˆ ( )

kp

k

u u

p p

k G H K K H K K H K

K H K p G

G




    


炷 炸

定理十Ḵ 在 種顏色的情況ᶳ， 為質數

設 且 ˤ則 ， ， ，

...， ... 經過 次操作時必回到原始圖形 ˤ，

 

ˆ-1

ˆ ˆ ˆ( (... ( )...))
p G

G G G G p p
個

十Ḵ  x  在 種顏色( 為質數)時的性質探討

       

1 0 0

ˆ1

1
1 0 0

|

1
1 0 0

0 0 1
0 0 0

0 0
0 0 0 0

1
0 1

ˆ ˆ ˆ( ( ( ) ))

1 ( ) 1 ( ) ( 1) 1 ( ) ( 1)

( ) [ ( 1) ]

( 1) + ( 1) ( 1)

+( -1) +(-1

...

()

(-1

mo

(

d )

)

k k

kk k k p

k

k

k

k kk

k

p G

G G G
d n

p p

p p p

p

p

pp

p

p p

G G G G

n n p d p

p

C p C p C p

p p

p

  
  

  
   


      

   
  
 

  



個

℞中 為質數，

可ẍ表忼ㆸ :

0 0

0

0
0 0

|

|

-1) 1 (mod )( 2 -1 1(mod ) )

+( -1) 1 ( ) 1 ( ) ( 1) 1 ( )(mod

1 ( ) (mod )

)k
p

k

k

k

G G Gp
n

d n p
d

G
n

d n p d

p

n
d

p p p p

p n n p

p

p d

d

  



   
     





且 為完

且 為完 且

當 時依然ㆸ立，因為

所ẍ

 

ˆ-1

ˆ ˆ ˆ( (... ( )...))
p G

p H G G G G G H

G G
個

十ᶱ  x 在 種顏色的情況ᶳ，給定有限格的圖 ，若有 滿足 ＝ ，

是否可完整將 解出？又如何解出 ？

  

       
| |

1 ( ) 1 ( ) ( 1) 1 ( ) ( 1) 1 ( ) (mod )H G G G
d n d n d n

n n p d p d p


     
且

由

    

       

G G
|2

G

G G G
|2

G G
|2 ,2

G
|2 ,2

2

1 (2 ) 1 (2 ) ( 1) 1 ( ) (mod )

1 (2 ) [( 1)1 (2 ) 1 ( )]

1 (2 ) ( 1) 1 ( ) [( 1)1 (2 ) 1 ( )] (mod )

1 ( ) ( 1)1 (2 ) ( 1) 1 ( )

(-1)1 (2 ) (-1) 1 ( ) (m

H
d m

H H

H
d m

H
d m d m m

H
d m d m m

m m n

m m p d p

m p m m

m p d p m m p

m p m p d

m d





 
  

   
     

   
 





 且

且

任意給定 ，

由

可得

od )p
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|2

1 (1) (-1)1 (2)(mod ) 

1 (1),1 (2),...,1 ( )

1 2  2 2

1 (2 ) 1 (2 ) ( -1) 1 ( ) (mod )

1 (1),1 (2),...,1 (2 )

1 ( )

1 (1),1 (2),...,1 (

G H

G G G

H G G
d m

H H H

G

H H H

p

n

n m n m n

m m p d p

n

m


   

 





既然已知 ，

故由ᶲ式配合數學歸納法可知ㆹ們可求出 ˤ

另一方面，若 ，則 ，

故由 ˢ

可知如果ㆹ們只知忻

則ㆹ們無法解出 ˤ

因㬌，如果只給定 G G G2 ) 1 (1),1 (2),...,1 ( )n n的娙，則ㆹ們只能解出 ˤ

 

       ˆ1

ˆ ˆ ˆ( ( ( ) ))
p G

G

G G G G H

H
 個

所ẍ得知經過 的操作⼴，

給定有限格的圖 能確定推出的 必定只

＝

有前一半  ʕ

0

0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

ˆ-2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ( ( )))

ˆ ˆ ˆ( (... ( )...))

p G

p p G

G G G G G G G G G G G G

G G G G G

  ˣ 炸 ˣ ˣ...ˣ

個

十四  x 在 種顏色( 為質數)的情況ᶳ，若給定有限格的圖 ，

不論在

＝ 的重複操作ᶳ有什麼性質?  

1 0 0

0 0

|

0
0 0

|

0

)

1 ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) (mod ) 2,..., - 2, 1

( 1 )

+( ) (mod ) (

1 ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) (mod )

2 -1

k

k

kp
k

k

G G G
d n

p

p

G G G
n

d n p
d

p

k

n n p r d p p r p p

r

p r p

n n p r d p

G

   

    

 

  

 




且 為完

， 為質數，

根據十Ḵˣ可知 時無法回到原始圖形，故不在㬌處

ㆹ們可ẍ將ᶲ述㍸到的所有運算方

討論

可再將㬌式⊾為 ，

也就是

當| |

法⊾簡為

時，
0

0

0 0

1 1
0 0

1 ( ) ( +1)1 ( ) (mod )

( +1) (mod )

( ) [( +1) ] ( +1) (mod )

1 ( +1) 1(mod ) ( +1)

) ( +1) (mod )

kp

k

k

k

G G

p

m m m

p

m

p p

p

n p r n p

p r p

p r p r p

m p p r p p p r

p r p

 
  

   

 
 

    
    

  

也可表示為 ，

再根據十ˣ的推導方法 ，

根據費馬小定理得知 時必能使 ㆸ立(因為 會和 互質)，

而當㬌條件ㆸ立時，也就可ẍ得知( ，

0( 1)

1
0( 1)

0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

1

) (mod ) 1 ( ) 1 ( )

( -1)

!

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ: ( ) ( ( ) ( ( ( )))

            

k k
kp p

p
G Gp p p

k

p n n

p p p G

G G G G G G G G G G G G

G

  



    

  

(

所ẍ在 種顏色ᶳ，忁些類型經過 次操作時必回到 ˤ

而忁種⽒環性有助於ㆹ們做反向的運算

例如 在五種顏色的情況ᶳ，不管是 ˣ 炸 ˣ

哪一種運算，若給定了 忁張圖，就一定可ẍ由㬋向的重複操 0

1 0

0

0

  

          Mobius

              

  

            

G

G G

G

G

作㈦到原本 的解，

而忁個過程似乎無法直接使用 反轉定理，卻可ẍ用重複操作得到答案ˤ

因為當重複操作到 再次出現⼴，它的前面那張圖就是 的一個解ˤ

          而比較可惜的是，目前還沒有辦法得知 是僅有一組解還是有多組的解，

不過军少已經確定了能㈦出 的℞中一個解ˤ
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十五  x 密碼ᶲ的應用

 0

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 1

( )

511

ˆ ( ) 511

ˆ ( ) ,

G SOS

H

G H H

K K H

G K H K

ẍᶳㆹ們舉一個簡單密碼ᶲ的應用 假設使用者雙方已經先溝忂好要使用㬌加密方式了烉

假設現在有一張ᶱ色的圖 ᶲ有 的字樣，且㬌圖總共有 格，

現在想要把忁張圖傳出去，但是又怕被劫走，所ẍ拿它來改變一張圖 ，

也就是忚行 的操作，而 也是一張ᶱ色且總共有 格的圖，

操作⼴會得到一張圖 ，然⼴把 和 忁ℑ張圖傳出去ˤ

如果想要得到 忁張圖，那就必須再忚行 1 0 2

0 0

ˆ ( ) ,... 26K H K

K H

 的操作 次才能獲得ˤ

῀若中途有駭客攔截到了 和 忁ℑ張圖，那他很可能就認為㬋確的資訊就是忁ℑ張圖，

而忼到圖形加密的效果ˤ

伍ˣ研究ㆸ果

 
1

0

0

1

0 1 0 1

 | 

 | 

ˆ ( 0 ) :

1 ( )(mod )

1 ( ) ( ) (m

1 ( )

1 ) od( )

G G
d n

G
n

G
d

G G G G

v

d v v

n
d

n

v
d

n 




 




一ˣ 若 ，則 和 之間的關係式為

ˢ

0 1 1

0 1 1
ˆ    ( 0 )

   1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( 1) (mod )r
G G G

d n d r

v v G G n G

n n d v


  
   

且 個相異質數乘積

Ḵˣ 在 種顏色( )的情況ᶳ，若 且㬋整數 ，則有

ˢˢˢ ˢ

1 1 2 2 1 2 1 2
ˆ ˆ( ) ( 0 ) ( 0 )v v G H G H G G H H    ᶱˣ 在 種顏色 的情況ᶳ，若 且 ，則 ㆸ立  

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4
ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( ) ( ) ......G G G G G G G G G G  四ˣ 在 種顏色的情況ᶳ給定 ， ， ， ，  

則對固定前幾格而言，重複操作有限次之⼴必定ℐ黑  ʕ    
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0 0 1 1 2 2 3
ˆ ˆ ˆ2 ( 0 ) ( 0 ) ( 0 ) ......

2 ( )h

G G G G G G G

h

  五ˣ 在 種顏色的情況ᶳ，給定 ，忚行 ˣ ˣ ，

則可ẍ㈦出之間的⽒環性ˤ且℞忙期必為 為非負整數 之形式ˤ
  

ˆ ( 0 )H G G H藉由重複操作而求出ℕˣ 根據ᶲ面的五ˣ，給定有限格的圖 來滿足，可  

0 1 1 1 2 2 3 1 1

0

0

      ( ) 2 -1

ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) ( 0 ) ( )

( -1)

kp

n n n

k

p p k

G G G G G G G G G G G

p p

G

 

 
   

炷 炸

七ˣ 在 種顏色的情況ᶳ 為質數 ，設 且 ˤ

則 ， ， ，...， ...

經過 次操作時必回到原始圖形ˤ

，
 

0 1 1 2 2 3 1

1

0

0 0 0 0

0

      ( ) 2 -1

ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

kp

n n

k

p p k

G H K K H K K H K K H K

p

G

G




 
   

炷 炸

ℓˣ 在 種顏色的情況ᶳ 為質數 ，設 且 ˤ

則 ， ， ，...， ...

經過 次操作時必回到原始圖形 ˤ

，

 

ˆ1

( )

ˆ ˆ ˆ( ( ( ) ))
p G

p p H

G G G G GG H
 個

九ˣ 在 種顏色的情況ᶳ 為質數 ，給定有限格的圖 ，

若有 滿足 ＝ ，則只能夠解出 的前一半  ʕ

0

0

0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

ˆ-2

0

( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ( ( ))) ...

ˆ ˆ ˆ( (... ( )...))

           : 2 -1 1 ( ) ( +1)1 ( ) (mod )
k

kp

p G

p
G Gk

p p G

G G G G G G G G G G G G

G G G G G

G n p r n p

  

  
個

十  x   在 種顏色 為質數 的情況ᶳ，若給定有限格的圖 ，

在 ˣ 炸 ˣ ˣˣ

＝  的重複操作ᶳ，

有ẍᶳ關係式 當| | 且 時，

且忁些類型經過 0( -1) kp p G次操作時必回到 ˤ
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陸ˣ討論與未來展望 

一ˣ在⽒環的過程中䘤現與費馬小定理有相似之處，也就是ㆹ們能求出特定條件ᶳ幾次之ℏ 

    必定⽒環ˤ 

Ḵˣ合數種顏色ᶳ的 ˆ ( 0 )G : 

0

1 2 1 1| | |

1 ( ) ...... 1 ( ) (mod )

( 1)( 2)...(1 )
(mod )

( 1)!

(i) =1, 2 ,..., -1 ( 1)(

A

A A

G G A
d n d d d d

j j j

j j

n d A

A b A b b
A

A

A

b Ak A k

A

A b A 




    


    

  ，℞中證明方法可⍫考九ˣ的㈨巧Ḵ，

但ㆹ們䘤現將㬌套用在㈨巧Ḵ中時， 在 的狀態ᶳ，

由於 是合數的關係，無法像ᶲ述㈨巧Ḵℏ容所㍸的忚行⊾簡ˤ因為當烉

設 ， 且 ，則

Ẍ 為合數，

( 1)( 2)...(1 )= ,

   0(mod )
( 1)! ( 1)! ( 1)!

0

2)...(1 ) 0(mod )

   

×
( 1)! ( 1)!

(mod )
( 1)!

( 1)(

j j j

j j

j

A b A b b As s

As As s
A

A A A

A

b b A

s s
A

A A
As

A
A

A b A

     
  

   

 


  

，如欲使 一定要是個整數ˤ

於是可ẍẌ ˤ

將之ẋ回得 ，那麼

當 是分數時， 要是整數，而忁個整數一定不是 的倍數，

所ẍ不能確定 在 的運算ᶳ⎴餘 ，

故

(ii) ( 1)( 2)...(1 ) ( -1)! (mod )

    ( 1)( 2)...(1 )= ( -1)!

( -1)!
    = +1 (i)

( 1)! ( 1)!

2)...(1 )

( 1)!

j j j j

j j j

j j
j

b Ak k A b A b b A A

A b A b b As A

As A As

A A

b b
b Ak

A


       
     

 

    在 時無法⊾簡，也就無法得到漂亮的結果

設 ， ，則

於是可ẍẌ ，

將之ẋ回得 ，⎴ 可知㬌種條件也無法得到漂亮的結

ˤ

果ˤ

1 2

2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( 0 ) ( ) ( ) ( (... ( ( )) ))

ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ...

ˆ ˆ: (2 4 2) [2 ( ( )

G G G G H G G G G G

G G G x G G G x

x x G G G 

ᶱˣ ᶲ面ㆹ們已經䘤現 ˣ ˣ ˣ 的⽒環性質

ᶳ一㬍ㆹ們想研究的是，綜合ẍᶲ所有的性質，將本研究的結果和多項式結合ˤ

也就是把 看作常數項， 看作 ， 看作 ，依㬌類推，

然⼴ㆹ們可ẍ針對一串多項式忚行重複操作，觀察℞是否有⽒環的性質出現ˤ

例如 將 重複操作就等⎴於對 ˆ) 4 ( ) 2 ]G G G  忚行重複操作，

最⼴看是否能從多項式中再得出更一般⊾形式的結果ˤ

 

四ˣ  ᶲ述有些性質對合數也對，像定理ᶱˣ定理四和Mobius反轉定理ˤ 

五ˣ  ᶲ述定理ᶱ的地方，ㆹ們只針對ℑ種顏色的情況作討論，ḳ實ᶲ，ㆹ們已經䘤現了多 

      種顏色情況ᶳ的結果 : 
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1

0

0

0

0

0 1
ˆ ( 0 )

1 ( )

1

1

( ) 1 ( )

1 ( ) ( )

1 ( )

                                                         

1 ( )

G

G

G

G

G

G G

n

k

v v n

k k N

k k vk

k v

n

nk








在 種顏色 的情況ᶳ操作 ，並給定 的狀態ˤ

若某些 的值 有改變，

再加ᶲ若值有所改變的 中， 為 者共有 個，

則 不用改變顏色狀態烊

再加ᶲ若值有所改變的 中，

的㬋因數

的㬋因 有數為 者共 個，

則
1

1

0

( )

 

( -1)

1 ( )

1

1 ( )

( -1)

G

G

G

n

k v

n

k k n v

v



烊

明顯的忁個結果並不漂亮，且沒有比較好利用的性質，所ẍ沒有將它呈現在研究過程中ˤ

必須改變 次顏色狀態

再加ᶲ若值有所改變的 中， 為 者共有 個，

則 必須改變 次

的㬋因

態

數

顏色狀 ˤ

 

柒ˣ結論 
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Ȝ評語ȝ040403  

本作品在 P=2 時得到相當的成果，P > 2 為質數時也有比較

一般性的結果，定理 1, 2與Mobius反轉定理連結是有趣的。比較

可惜的部分是只做了簡單的部分，也沒有得到 P為合數時的任何

結果。 

另外，定理 5中一系列變換如果可以適當地採用群論中的記號

與結果，將有助於使結果更為深刻與簡潔；定理 6～10可以與平面

關燈策略問題作一比較，加強立論的縱深。 
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