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摘要 

本研究4×始貨作者五ツ籛弟弟因練習奧數求連續整數㎜次和而渞問，引渞作者P四次五

次和撝次求和的,3趣，嘲簡單方式找出解法，並寫程式執行並分析比較，根據運算結果，數

度來回優化算式，再依據沿式子修改程式，最“終貨找到方法，嘲降冪X㎝ S3(㎜次和)轉換

求 S6，速度甚142快貨未優化的 S4〓 

    袪外應用琢項式定理X㎝ Telescope Sum嘲程式找出四次方到一渲次方求和式子的所病係

數進而求出晥冪次和〓最“更渞展遞迴程式，又快又精確沒病誤差地找出ｎ次和〓  

本研究還嘲極為簡單易懂的方法，找到(證明)㴑b銧數及晥 式！因渞現機械運算㋵多，故決

定嘲程式證明 式，還因袪意外渞現㴑b銧數b谷 式!最“用自87早期的式子｢唳 Telescope 

Sum，並寫出另外㎜種遞迴求極數程式！  
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連弟弟都看得懂的㴑b銧籛數及晥應用 

壹↓研究動機 

病一次弟弟練習數學奧林匹亞的 目，晥中一 要算 な戴 + に戴 + ⋯+のど戴之值，因不會所
嘲問べ〓花了一些時間教會了他，突然一個念頭掃過腦海，"如果是四方怎 辦?"，貨是べ馬

㎝動手算!窀花了一㎞午的嘗試，Q出式子拿去給爸爸看，爸爸的態度是剛開始說"錯"，然“

說"不P"，最“經べb力解釋，他才露出喜悅的笑容，很高,3能靠べ自87Q出袪式子，且鼓

勵べ繼續研究，並銧用寒暑假時間，引Qべ學習 CProgrammingLanguage〓 

關貨㴑b銧籛數，網路㎝雖病不少文獻，然而卻遠遠超出べ和弟弟的當時的理解範圍!

過自87Q式子，不但弟弟能懂，還能讓べ們P數列↓籛數病進一袽理解〓 過 C程式的撰

寫，除了讓べ深深體會到降冪P貨X速電腦運算的重要，更大大讓べ驚訝到數學竟然ｻ嘲應

用貨電腦，除了數學之美↓程式之美也ﾘ樣嗤人著迷! 第一次看到自87的程式按照自87的意

思跑出結果來，是迷人且使人振奮的!現在憘世界都在積極鼓勵青少ツ學習 Coding，很高,3べ

並不缺席! 

    除袪之外，國愰外電腦開扨課程風氣日盛，坐在家裡 過網路，隨時ｻ嘲在線㎝找到適

當的課程，免費學習!OCW的課，べ也看了很多，但要嘲袪找到㴑b銧籛數和的 解，實在

是非常困 ! 所嘲並不預期能找到 解( 式)，然而， 過式子的演算和程式的驗證，期待能

找到連弟弟也懂的病效解決方案〓 

貳↓研究目的 

本研究嘲㎜次籛數和為88知，希望找出四次籛數和↓五次籛數和及撝次籛數和，並嘲 C

程式驗證晥結果並比較速度，從而找出相P最佳解決方法〓 

參↓研究設備,2器材 

一↓個人電腦(配病 UBuntu 12.4 LTS,Win7作業系統) 

琢↓籓筆  

㎜↓網路  
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四↓維基渲釃  

五↓GNU C4.9.1 , Visual C++6.0 

撝↓Eclipse Kepler:2.0.0 Build Id 20130613-229 

3×↓研究過程及方法 

一↓列出指數為 3的籛數摠式 

S3= な戴 + に戴 + ⋯+n戴 

= 岫n ∗ 岫n + な岻/に岻態 

ｻ嘲數學歸納法證明， 緵過程請參考均一教育チｼ，數列,2籛數單元〓 

(嘲 Telescope Sum方法或MyRecursive1,MyRecursive2,MyRecursive3方法亦ｻ) 

琢↓四次籛數求和 
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是本研究最重要的式子,“面甚142ｻ據嘲推Q出 式 

㎜↓撰寫四次籛數求和 C程式，第一袽 

根據(式  3×.琢.1) (式  3×.琢.2) 撰寫 C程式〓 

因為要比較速度，所嘲 n要選大一點，幸好 GNU C提供 unsigned __int128 料型態，但“來

卻渞現連 128 bit整數都不夠用，為了簡化程式，也為了不讓問 失焦，Ç｢如㎞變 辦法，

既ｻ 到目的，又ｻ讓作者 種 C程式初學者不必為了提供 256 bit整數運算而焦頭爛 〓 

(一)unsigned __int128 

也就是用 128Bits(16Bytes)整數，而 unsigned表示沒病 signed bit，簡單講就是沒袘負，128Bits

憘用來表示整數，所嘲ｻ嘲表示 0- に怠態腿 也就是從 0 到 0xffffffffffffffffffffffffffffffff ，但即使

用 大的整數，當 n窀在 100011076右時 S6就超過範圍了，不過幸好即使超出範圍，尾數
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128bits還是袘確，因袪偊忽視進ゅ，還是ｻ嘲比較速度，並檢查計算結果是否袘確〓 

而在程式 Output 使用如 sum= xxxxxxxx24924924679e79e79e79e79e80000000 

晥中 xxxxxxxx表示超出範圍(進ゅ)之ゅ數 Don’t Care〓 

(琢)xxxxxxxx 128 bit進ゅ Don’t care 變 辦法測試程式 

為了讓進ゅｻ嘲不影響結果, 作者寫了一個測試程式如㎞： 

 

128 bit 整數測試程式 

晥測試結果如㎞ 
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(㎜)重要的 local variables 
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(四)方法一 Method1 

Method1不作任何處理，直接嘲 n*n*n*n或 n*n*n*n*n或 n*n*n*n*n*n緥X，因乘法非常耗時，

所嘲速度很慢! 

當 n=0x100000000 時，計算 な替 + に替 + ぬ替 …+n替需 なねぬ釄，な泰 + に泰 + ぬ泰 …+n泰需 なばぱ釄，な滞 + に滞 + ぬ滞 …+n滞需 ににの釄〓 
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(五)方法琢 Method2 

直接嘲 n * S3- ∑ 岫樽−怠 辿=怠 ∑ j戴辿棚=怠 岻相X    

因方法一使用大量乘法,因袪甚為耗時，銧用(式 3×.琢.2)，仍然需要 n*n*n求∑ 岫樽−怠 辿=怠 ∑ j戴辿棚=怠 岻，
所嘲ｶ能R幅度X速,當 n=0x100000000 時，計算 な替 + に替 + ぬ替 …+n替需 ぱぬ釄，晥 C 程式重

要片段如㎞: 

 

四,撰寫四次籛數求和 C程式，第琢袽 

(一). 方法㎜Method3 

方法琢病 n*n*n 所嘲需時 83釄完へな替 + に替 + ぬ替 …+岫に戴態岻替，而∑ 岫樽−怠 辿=怠 ∑ j戴辿棚=怠 岻 = ∑ 岫辿岫辿+怠岻態 岻態樽−怠辿=怠 =
∑ u鉄∗岫辿+怠岻  鉄投−迭i=迭 替 晥中岫i + な岻  態= i態 +  にi + な岫ｻ用嘲降冪岻，因袪在 for loop中，j態和岫j + な岻  態琢者ｶ要算晥中之一即ｻ，而且(j+1)

2ｻ嘲X法(2i+1)降冪算出，故ｻ嘲節省更多

時間，嘲㎞為晥程式片段如㎞：
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當 n=0x100000000 時，計算 な替 + に替 + ぬ替 …+n替需 のど釄，本方法在某些狀況㎞會病結果,2他
法不一143之缺點，但ｶ要 n不要過大，袪法表現堪稱差強人意! 
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= n * S3- ∑ 岫辿岫辿+怠岻態 岻態樽−怠辿=怠  

=-n * S3- 
∑ 辿鉄∗岫辿+怠岻  鉄投−迭i=迭 替 (式   3×. 四.1) 

(琢)方法五 Method5 

方法五銧用岫j + な岻戴 = j戴 + ぬ岫j態 + j岻 + な及岫j + な岻  態= j態 +  に ∗ j + な降冪， 

技77簡化 n*n*n，需時 58釄完へな替 + に替 + ぬ替 …+岫に戴態岻替 

嘲㎞為晥 C 程式重要片段： 
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五↓撰寫四次籛數求和 C程式，第㎜袽： 

方法四 Method4 

寫報告時一再碰釘子，也很偑惱〓寫不㎞去時，就一再用筆在計算籓㎝列式子 某日突然渞現 な戴=1    = な態 な戴+ に戴=9  =岫な + に岻態 な戴+ に戴 + ぬ戴=36 = 岫な + に + ぬ岻態 

P啊! S3就是 岫樽岫樽+怠岻態 岻態 而
樽岫樽+怠岻態 不就是大數學家高援R時因調皮而被老師罰算的 1+ 2+ 

3+........+ n 嗎!!! 

 但 又怎樣???  

 P程式病何幫a??? 

…………………??? 

因為 n*n*n改へ
樽鉄岫樽+怠岻鉄替 雖然讓使用時間從 83釄降到 50釄，但Method3計算 sum2lastnnn包ɛ

for loop還是很 煩!!! 

而岫な + に + ぬ+. . . . . +n岻態 不但再降冪(4->3->2)，而且每次進 for loop裏ｶ要  

X一行 sumx+=n 即ｻ求出 1+ 2+ 3+......+ n 

式子簡單X㎝再降冪，袘好是程式X速之戓大要件!!! 

毫無疑問， P本88ょ迷的 Project，注入一股強心動能!!! 

而 な戴 + に戴 + ぬ戴 ……………………..+n戴 剛好等貨岫な + に + ぬ+. . . . . +n岻態 

讓べ體を到數字之美!!! 也讓べ不禁感動!!! 
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= nS3-∑ 岫∑ j辿棚=怠 岻態樽−怠辿=怠          (式   3×.五.1)  

嘲㎞為晥 C 程式重要片段： 

 

當 n=0x100000000 時， 計算 な替 + に替 + ぬ替 …+n替需 ぬぬ釄，是 ね庙之前為衤最病效之方法! 
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撝↓五次籛數 
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(式   3×. 撝.1)是早期所Q出之五次籛數求和摠式(㎝學期)， 在完へ前述四次籛數求和程

式“，並不 渞現，要把(式 3×.撝.2)寫為 C程式ｻ不容易! 

而且即使做到也絕P不快!因為 S4並沒病一個簡單的式子ｻ嘲求出! 

ﾘ樣地也是在寫報告時一再碰釘子，很偑惱，實在寫不㎞去時，就一再用筆在計算籓㎝列式

子，突然靈寀乍現.......................... 
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一樣不 渞現，ｶ要稍X修改即ｻ將方法四改へ五次籛數求和程式如㎞〓 

七↓五次籛數 C程式 

根據(式   3×. 撝.3)，ｻ把方法四修改へ如㎞： 
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當 n=0x100000000 時， 計算 な泰 + に泰 + ぬ泰 …+n泰需時 ぱは釄， 而Method1(5)需時 なばぱ釄〓 

揵↓撝次籛數 

ﾘ理 
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九↓撝次籛數 C程式 

根據(式   3×. 揵.1)，ｻ把方法四修改へ如㎞： 
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當 n=0x100000000 時， 計算 な滞 + に滞 + ぬ滞 …+n滞需時 などな釄，比 Methodな岫ね岻方法一求四方和岫なねぬ釄岻還快! 
而Method1(6)需時 ににの釄〓 

十↓k次籛數一般解 

Sk= 層圭 +匝圭+….+�圭   本來想鉷ı袪式,沒想到在“面卻大病用處 

  = S3*(�圭−惣) - ∑ (岫兄 + 層岻圭−惣 − 岫兄岻圭−惣)(∑ 啓兄啓=層 )匝�−層兄=層  

十一↓渞現超籛棒的式子 

春假期間看到 Youtube㎝一部片子(參考 料五)嘲 Telescope Sum求出四次和如㎞:  ∑ 岫樽 辿=怠 岫i + な岻泰 − i泰岻= 岫n + な岻泰 − n泰+ n泰ろ岫n − な岻泰…………-1= 岫n + な岻泰 − な 

而∑ 岫樽 辿=怠 岫i + な岻泰 − i泰岻= ∑ 岫樽 辿=怠 のi替 + などi戴 + などi態 + のi + な岻 

                  = の ∑ i替樽 辿=怠  + など ∑ i戴 +  など ∑ i態樽 辿=怠樽 辿=怠 + の ∑ i樽 辿=怠 +n 

                  = 5S4 + 10S3 + 10S2+ 5S1 + n 

5S4=  岫n + な岻泰 − な − などSぬ − などSに − のSな − n 

   =  n泰 +  のn替 + 10n戴 + 10n態 + 5n+ 1 -1 ろn −などSぬ − などSに − のSな 

S4=
樽天+ 泰樽填 + 怠待樽典 + 怠待樽鉄 − 替樽−怠待S戴−怠待S態−泰S怠泰  (式  3×. 十一.1) 

因為 S1↓S2↓S3為88知,所嘲就ｻ從而找出 S4〓 

ﾘ理， 
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S2=
岫樽+怠岻典−怠−樽−戴S怠戴 (式  3×. 十一.2) 

S3= 
岫樽+怠岻填−怠−樽−滞S態−替S怠替 (式  3×. 十一.3) 

S5= 
岫樽+怠岻展−怠−樽−怠泰S替−態待S戴−怠泰S態−滞S怠滞      (式  3×. 十一.4) 

S6= 
岫樽+怠岻店−怠−樽−態怠S泰−戴泰S替−戴泰S戴−態怠S態−胎S怠胎 (式3×. 十一.5) 

Sm=   
岫樽+怠岻悼+迭−怠−樽− C鉄悼+迭岫S鱈−怠岻……−..−C悼悼+迭S怠鱈+怠 (式3×. 十一.6) 

雖然ｶ要次方大一些求 Sm就變得很複雜，但袘好ｻ嘲程式求解！ 

十琢↓求係數程式 

(了不起的 憲㎜角形) 

程式孖建立 憲㎜角形 stri 

 

然“把 S1↓S2↓S388知之係數扨入 bern[0][x](S1),bern[1][x], bern[2][x] 

根據(式  3×. 十一.1)求出 S4係數並扨入 bern[3][1](S4之 1次係數)bern[3][2](2次係數)，

bern[3][3](3次係數)bern[3][4](4次係數)bern[3][5](5次係數) 

病了 S4就ｻ求 S5……一直到 100為衤〓 
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十㎜↓遞迴求和程式 

嘲前述程式找出係數之“,渞現不管是程式找出的係數，或是嘲手算㴑b銧數套式子找出的係

數(嘲分數表示)，ｶ要數字大一些就病嚴重的誤差(Truncation Error)〓為了解決 Truncation Error，

試著嘲遞迴方法求和,求 sum2k(4) (即 S4) 會根據(式  3×. 十一.1)遞迴呼ｷ sum2k(3) (即 S3)，

一層層做完“再回來求 sum2k(2) (即 S2)及 sum2k(1) (S1)，本程式又快又袘確，是本研究五庙

前之最佳解決方案！ 

本程式運算迅速精確，當 N=0x1000 嘲Method1求 S10 0x2000000 次，需時 841釄,用遞迴方式

求 S10 0x2000000 次ｶ需 7釄！ 

晥重要程式片段如㎞: 

 

十四↓銧用 CAP程式(Computer Aided Proof)找出並證明 式，ﾘ時找出㴑b銧數關係式〓 

因為牽涉大量機械式運算，所嘲即使是使用數學歸納法也是,4袽維艱，最“終貨㎞定決心寫

程式解決問 ，大量機械式運算，就 機器去作!真不知 機器證明法Machine Proof或Computer 

Aided Proof(CAP)也病晥他人用過嗎？基本㎝，銧用 Telescoping Sum(式3×. 十一.6) 次找出 Sm

之n鱈+怠,n鱈, n鱈−怠, n鱈−態…即ｻ找到㴑b銧數，並Q出 式，銧用程式不但省去大量運算，更

ｻ嘲更嚴謹證明出 式，還ｻ更容易↓更方便找出埋在式子裡的神祕秩序！例如べ是病了袪

CAP程式“才找到b谷關係式〓b谷+怠 = 岾な − 谷+怠態! b谷− 岫谷岻岫谷+怠岻戴! b谷−怠 − ⋯ − bな − 怠谷+態 bど峇〓袪外程
式還渞現n谷,2S鱈中ｶ要 m-k 為定值,則不管是
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CoefS鱈鱈−谷(嗤CoefS鱈鱈−谷表示S鱈之n鱈−谷係數),Coef鱈+怠鱈−谷+怠,Coef鱈−怠鱈−谷−怠, Coef怠怠,Coef 態態結果多一143,ｻ嘲b鱈−谷+怠表示,所嘲程式 Output如㎞:
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一直就很想要寫 程式卻一直不羮動手，不是沒時間，晥實因為怕㋵ ，寫不出來，所嘲就

一直拖，但因為 程式實在㋵病用了，所嘲ｶ好硬著頭皮作〓沒想到程式根本不 ，卻很花

時間，運算不多，需要一些簡單分析，大部分需要堆砌，花了好幾㋴時間，但是卻很值得！ 
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(琢)嘲數學歸納法證明 式 

依據式3×.十四. な142 はｻ得 

S1=  
怠怠+怠 n態+ b怠 C迭迭+迭怠+怠 n =

怠態 n態+ 
怠態 n  

S2=  
怠態+怠 n戴+ b怠 C迭鉄+迭態+怠 n態+b態 C鉄迭+迭岫態+怠岻 n = 怠戴 n戴+ 

怠態 n態 + 怠滞 n  

S3=  
怠戴+怠 n替+ b怠 C迭典+迭戴+怠 n戴+ b態 C鉄典+迭戴+怠 n態+ b戴 C典典+迭戴+怠 n = 

怠替 n替+ 
怠態 n戴+ 

怠替 n態 

S4=  
怠替+怠 n泰+ b怠 C迭填+迭替+怠 n替+ b態 C鉄填+迭替+怠 n戴+ b戴 C典填+迭替+怠 n態+ b替 C填填+迭替+怠 n = 

怠泰 n替 + 怠態 n替+ 
怠戴 n戴- 

怠戴待 n態 

S5=  
怠泰+怠 n滞+ b怠 C迭天+迭泰+怠 n泰+ b態 C鉄天+迭泰+怠 n替+ b戴 C典天+迭泰+怠 n戴+ b替 C填天+迭泰+怠 n態+b泰  C天天+迭泰+怠 n  

=
怠滞 n滞 + 怠態 n泰+ 

泰怠態 n替- 
怠怠態 n態 

S6=  
怠滞+怠 n胎+ b怠 C迭展+迭滞+怠 n滞+ b態 C鉄展+迭滞+怠 n泰+ b戴 C典展+迭滞+怠 n替+ b替 C填展+迭滞+怠 n戴+b泰  C天展+迭滞+怠 n態 + b滞 C展展+迭滞+怠 n  

=
怠胎 n胎 + 怠態 n滞+ 

怠態 n泰- 
怠滞 n戴+

怠替態 n  

今假設 
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Sm=  
怠鱈+怠 n鱈+怠+ b怠 C迭悼+迭鱈+怠 n鱈+ b態 C鉄悼+迭鱈+怠 n鱈−怠+… ..+b鱈−怠  C悼−迭悼+迭鱈+怠 n態 + b鱈 C悼悼+迭鱈+怠 n  へ立(式3×.十四. ば) 

則依據(式3×. 十一.6) 

Sm+1=
岫樽+怠岻悼+鉄−怠−樽− C鉄悼+鉄岫S鱈岻……−..−C悼+迭悼+鉄S怠鱈+態  

如CoefS鱈鱈 依據(3×.十四. (一). な)一樣方式,也ｻ找到 CoefS鱈+怠鱈+怠 = 
怠態 C迭悼+鉄鱈+怠 = 

怠態 = b怠 

如CoefS鱈鱈−怠依據(3×.十四. (一). に)一樣方式,也ｻ找到 CoefS鱈+怠鱈 = 怠滞 C鉄悼+鉄岫鱈+態岻 = b態 C鉄悼+鉄岫鱈+態岻 
如CoefS鱈鱈−態依據(3×.十四. (一). ぬ)一樣方式,也ｻ找到 CoefS鱈+怠鱈−怠 = 0 = b戴 

如CoefS鱈鱈−戴依據(3×.十四. (一). ね)一樣方式,也ｻ找到 CoefS鱈+怠鱈−態 = -
怠戴待 C填悼+鉄岫鱈+態岻= b替 C填悼+鉄岫鱈+態岻 

如CoefS鱈鱈−替依據(3×.十四. (一). の)一樣方式,也ｻ找到 CoefS鱈+怠鱈−戴 = 0 = b泰 

如 CoefS鱈鱈−泰依據(3×.十四. (一). は)一樣方式,也ｻ找到 CoefS鱈+怠鱈−替 =
怠替態 C展悼+鉄岫鱈+態岻 = b滞 C展悼+鉄岫鱈+態岻 

嘲一樣方式ｻ找到如 CoefS鱈+怠鱈−泰 = b胎 C店悼+鉄岫鱈+態岻 
…………………… 

一直到CoefS鱈+怠戴 = b鱈−怠 C悼−迭悼+鉄岫鱈+態岻 
唯一比較特殊的是 CoefS鱈,怠 因為CoefS鱈,怠 還病一個− な如㎞式窆字部分 

而CoefS鱈+怠態 卻沒病 部分岫−な岻, 所嘲必須特別證明如㎞ 

.CoefS鱈怠 =
C悼悼+迭—C鉄悼+迭(C誰奪脱S悼−迭迭 )−C典悼+迭(C誰奪脱S悼−鉄迭 )−C填悼+迭(C誰奪脱S悼−典 迭 )−− ⋯−C悼−迭悼+迭(C誰奪脱S鉄迭 )−C悼悼+迭(C誰奪脱S迭迭 )−怠岫鱈+怠岻  

=
C悼悼+迭—C鉄悼+迭(bm−な  )−C典悼+迭(bm−に  )−C填悼+迭(bm−ぬ  )−⋯−C悼悼+迭岫b怠岻−怠岫鱈+怠岻  

=
C悼悼+迭—C悼悼+迭mに!(bm−な  )−C悼悼+迭m岫m−な岻ぬ! (bm−に  )−C悼悼+迭m岫m−な岻岫m−に岻ね! (bm−ぬ  )−⋯−C悼悼+迭岫b怠岻−C悼悼+迭 な岫m+な岻岫鱈+怠岻  

=
C悼悼+迭岾怠—mに!(bm−な  )−m岫m−な岻ぬ! (bm−に  )−m岫m−な岻岫m−に岻ね! (bm−ぬ  )−⋯−岫b怠岻− な岫m+な岻峇岫鱈+怠岻  

=
C悼悼+迭岫bm  岻岫鱈+怠岻  

.CoefS鱈+怠態 =
C悼悼+鉄—C鉄悼+迭(C誰奪脱S悼−迭鉄 )−C典悼+鉄(C誰奪脱S悼−鉄鉄 )−C填悼+鉄(C誰奪脱S悼−典 鉄 )−− ⋯−C悼悼+鉄(C誰奪脱S鉄迭 )−C悼+迭悼+鉄(C誰奪脱S迭鉄 )岫鱈+態岻  

=
C鉄悼+鉄—C鉄悼+迭(mに!(bm−な  ))−C典悼+鉄峭m−なに! (bm−に)嶌−C填悼+鉄峭m−にに! (bm−ぬ)嶌−− ⋯−C悼悼+鉄(bな )−C悼+迭悼+鉄岾なに峇岫鱈+態岻  
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=
C鉄悼+鉄—C鉄悼+迭(mに!(bm−な  ))−C典悼+鉄峭m−なに! (bm−に)嶌−C填悼+鉄峭m−にに! (bm−ぬ)嶌−− ⋯−C悼悼+鉄(bな )−C鉄悼+鉄岾 な岫m+な岻峇岫鱈+態岻  

=
C悼悼+鉄岫怠—mに!(bm−な  )−m岫m−な岻ぬ! (bm−に  )−m岫m−な岻岫m−に岻ね! (bm−ぬ  )−⋯−岫b怠岻− な岫m+な岻岻岫鱈+態岻  

          =
C悼悼+鉄岫bm  岻岫鱈+態岻  

嘲一樣的方式往回找,ﾘ樣ｻ找到 CoefS鱈+怠戴 ﾘCoefS鱈態 也含b鱈−怠   CoefS鱈+怠替 ﾘCoefS鱈戴 也含b鱈−態   
………………… CoefS鱈+怠鱈+怠 ﾘCoefS鱈鱈 也含b怠   
所嘲 

Sm+1=  
怠鱈+態 n鱈+態+ b怠 C迭悼+鉄鱈+態 n鱈+怠+ b態 C鉄悼+鉄鱈+態 n鱈+… ..+b鱈 C悼悼+鉄鱈+態 n態 + b鱈+怠 C悼悼+迭鱈+態 n へ立 

因為 S1,S 2,S3,S4,S5,S6へ立 Smへ立 Sm+1 也へ立，證明べ們ｻ嘲 

Sk=  
怠谷+怠 n谷+怠+ b怠 C迭k+迭谷+怠 n谷+ b態 C鉄k+迭谷+怠 n谷−怠+… ..+b谷−怠  Ck−迭k+迭谷+怠 n態 + b谷 Ckk+迭谷+怠 n  

求  な谷+ に谷+ ぬ谷+ ……+n谷 之和! 

依據參考 料琢,撝,七 べ們所找到的 b1 b2 b3 b4 b5 b5 b6 ………. 還不完憘是㴑b銧數， 因

為 b1= 
怠態 而 Sm= な鱈+ に鱈+ ぬ鱈+ ……+n鱈 

              = 
怠鱈+怠 n鱈+怠+ b怠 C迭悼+迭鱈+怠 n鱈+ b態 C鉄悼+迭鱈+怠 n鱈−怠+… ..+b鱈−怠  C悼−迭悼+迭鱈+怠 n態 + b鱈 C悼悼+迭鱈+怠 n  

而 Sm - n鱈 =  ど鱈+……+岫n − な岻鱈 

            = 
怠鱈+怠 n鱈+怠+ 岫b怠 C迭悼+迭鱈+怠 − な岻n鱈+ b態 C鉄悼+迭鱈+怠 n鱈−怠+… ..+b鱈−怠  C悼−迭悼+迭鱈+怠 n態 + b鱈 C悼悼+迭鱈+怠 n  

            = 
怠鱈+怠 n鱈+怠+ 岫怠態 − な岻n鱈+ b態 C鉄悼+迭鱈+怠 n鱈−怠+… ..+b鱈−怠  C悼−迭悼+迭鱈+怠 n態 + b鱈 C悼悼+迭鱈+怠 n  

            = 
怠鱈+怠 n鱈+怠- 

怠態 C迭悼+迭鱈+怠 n鱈+ b態 C鉄悼+迭鱈+怠 n鱈−怠+… ..+b鱈−怠  C悼−迭悼+迭鱈+怠 n態 + b鱈 C悼悼+迭鱈+怠 n  

而 - 
怠態 , b態, b戴…b鱈袘是べ們日思夜想的㴑b銧數! 

十五↓終貨渞現自87的式子，也能Q出 式，並寫出另外㎜組遞迴求和程式〓 

最“べ們終貨嘲自87的式子Q出： 
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=nS3- 
∑ 辿鉄∗岫辿+怠岻  鉄投−迭i=迭 替 (式   3×. 四.1) 注意ｶ要補㎝ S3就ｻ湊へ∑ i態 ∗ 岫i + な岻  態樽辿=怠  

=(n+1)S3- 
∑ 辿鉄∗岫辿+怠岻  鉄投i=迭 替  = (n+1)S3 ろ

S替+態S戴+S態替 把 S4移項ｻ得 S4 

=
替岫樽+怠岻S戴−態S戴−S態泰 (式十五之 1)而㤗五次求和中べ們渞現 S1,S2也能表示 S4,所嘲 S4 

=岫n + な岻態S2- 
∑ 辿∗岫辿+怠岻岫態辿+怠岻岫態辿+怠岻投i=迭 滞 一個(2i+1)是∑ i態來樽辿=怠 另外個是岫n + な岻  態 − n  態來 

=
滞岫樽+怠岻鉄S態−腿S戴−泰S態−S怠怠待 (式十五之 2) 

=岫n + な岻戴S1- 
∑ 辿∗岫辿+怠岻岫戴辿鉄+戴辿+怠岻投i=迭 態  

=
態岫樽+怠岻典S怠−滞S戴−替S態−S怠泰 (式十五之 3) 經過整理,得出 Sm如㎞: 

Sm=
態岫樽+怠岻悼−迭S怠−C鉄悼S鱈−怠 −C典悼S鱈−態 −⋯ − S怠鱈+怠  

=
滞(樽+怠岻悼−鉄S態−岫戴C迭悼−鉄+態C鉄悼−鉄)S鱈−怠 –岫態C典悼−鉄+戴C鉄悼−鉄+C典悼−鉄岻S鱈−態 −⋯  –岫戴+C悼−典悼−鉄岻S態 − S怠態岫鱈+怠岻 (式十五之 4) 

       =
替(樽+怠岻悼−典S戴−岫態C迭悼−典+C鉄悼−典)S鱈−怠 –岫怠C典悼−典+態C鉄悼−典+C迭悼−典岻S鱈−態 −⋯  –(態+C悼−鉄悼−典)S戴 – S態鱈+怠 (式十五之 5) 

㎜種方法含意為何，病待更進一袽È討！ 

十撝↓看文獻揵時意外Q出的式子 

當 k為大貨㎜之奇數時 ��+怠(n)=(k+1)∫ ���待 (x)dx+∫ ��+怠�待 dx=(k+1)∫ ���待 (x)dx+∑ 岫�+怠岻!�!岫�+態−�岻!�+態�=態 �岫�+態−�岻!�  (b怠到b谷為88知 ) 

當 k是偶數時，��+怠(n)=(k+1)∫ ���待 (x)dx(文獻揵)  故ｶ討論 k為奇數時的關係〓 
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晥遞迴求和程式如㎞:
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伍↓研究結果,2討論 

早期程式計算結果輸出(Output1)如㎞： 
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從輸出結果(Output)來看 

一↓當 N=0x1000 M=0x100000 表示 n=0x1000 求和 0x100000(M)次，,4Method1(6)為例： 求な滞 + に滞 + ぬ滞 …+岫に怠態岻滞 0x100000 次需時 219釄〓 

琢↓使用 N表示 n，M表示 loop次數，是為了讓結果更嚴謹ｻ靠〓 

㎜↓ｶ要 N*M值一樣，所需時間大143相ﾘ〓 

四↓方法㎜在 for loop裏77妙計算n態 ∗ 岫n + な岻態 之方式求和，在和溢ゅ(超過 2
128

)時會病和晥他

方法不一143的情況，但在 N<=0x100000則 OK〓晥他方法無袪現象渞生〓 

五↓和溢ゅ超過に怠態腿，晥“面 128bit不｣影響，且不影響執行速度〓 

撝↓前述 xxxxxxxx 128 bit進ゅ Don’t care 變 辦法，確實不影響結果，卻ｻ大幅減輕程式處

理極大數字運算之負擔，也大大降ょ程式複雜度〓 

七↓方法一嘲 n*n*n*n*n*n之方式極為耗時〓 

揵↓方法琢嘲 n*S3-n*n*n之方式求和確實降ょ耗時，惟 n*n*n仍病改善空間〓 

九↓方法四為四庙之前最快之辦法〓 

十↓乘法固然耗時，X法㋵多也很花時間，,4Method5(4)之 for loop 愰之 

nnn+=  3*(nn  +n )+1;為例，偊改へ 

nnn+=  nn+nn+nn+n+n +n+1速度馬㎝慢到 70幾釄! 

 

十一↓各種方法所需時間之比較長條示意圖： 

 

 

n^6

n^5

n^4

Method 1

Method 2

Method 3

Method 4

Method 5
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十琢↓各種方法所需時間之比較柱狀示意圖： 

 

單ゅ：釄 

 

十㎜↓程式 OutputP照表： 

N           M n^6方法1 n^6方法4 n^5方法1 n^5方法4 n^4方法1 n^4方法2 n^4方法3 n^4方法4 n^4方法5

0x100000000 0x1 225 101 178 86 143 83 50 33 58
0x10000000 0x10 224 101 178 86 143 83 50 33 58
0x1000000 0x100 224 101 178 86 143 83 50 33 58
0x100000 0x1000 224 101 178 87 143 83 50 33 58
0x10000 0x10000 221 102 183 90 143 83 50 33 58
0x1000 0x100000 219 101 185 93 143 83 50 33 58

表示Sum與其他方法不一致

表示sum溢位  i.e. sum > 0xffffffffffffffffffffffffffffffff  

單ゅ：釄 

 

 

十四↓遞迴程式 Output 
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速度差距極為懸殊, 遞迴程式不產生 Truncation Error 

㴑b銧數(式)並不是萬靈丹!!! 因為用在電腦運算㎝ｶ要數字一大,便會產生極為嚴重的

Truncation Errors〓 遞迴程式之所嘲能避開 個問 應 要從(式3×. 十一.6)來看岫n + な岻鱈+怠 −な − n並沒病分數,而所病S谷都從S怠計算出,所嘲即使最“除m+1也不142貨產生 Truncation Errors〓 

 

Coefficient2 Method產生 Truncation Error極為嚴重，Coefficient1 Method使用㴑b銧數(分數方式)

計算，Truncation Error仍然嚴重〓 

十五↓係數程式 Output 

理論㎝本程式ｻ求任何次方之所病係數,但在實務㎝到了數字一大就病爆ı的情況渞生,當然

要解決 問 ,自然病辦法,但 88不是本研究所 注意之焦點了〓 
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陸↓結論 

一↓本研究確實找到病效改善效率，又簡單又快，連弟弟都看得懂，又能嘲程式驗證之方法

求連續整數冪次和〓 

琢↓降冪P貨X速電腦運算晗142為重要顯著的效果,特別是各種沒病 解的狀況〓從方法一

n*n*n*n 到方法琢降冪為 n*n*n，求な替 + に替 + ぬ替 …+岫に戴態岻替需時從 143釄降到 83釄〓方法

四更嘲 for loop77妙快速地找到sumにn岫∑ j樽棚=怠 岻,再嘲sumにn態｢唳n*n*n，再次降冪，速度從

83釄再降到 33釄〓少乘法，code簡化是程式病效X快之基本原則〓 

㎜↓遞迴求和程式又快速又袘確，沒病 Truncation Error，是嘲電腦求連續整數冪次和之最病效

解決方案〓 
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四↓雖然作者本無能力證明或Q出㴑b銧籛數摠式，但最“渞現 Telescope sum方法，參考

料五看懂之“渞現，即使無法馬㎝證明或找出㴑b銧數，142少ｻ用程式去找 式，剛開

始ｶ能求算係數〓程式渞展過程中卻渞現晥遞迴特性貨是才趕緊寫出遞迴程式〓程式根

據數學式而生，而程式撰寫病a貨理解，往往寫好程式“返過來嘲程式思維修改式子，

數度來回之“，才能得到好へ果〓Method4是即最佳範例! 

五↓寫完遞迴程式“，渞現㴑b銧數就埋在裡面，而且也嘲遞迴的方式存在，一個不R心的

意外，讓べ真袘找到他！不禁深深｣到感動! 數學真美! 程式也是！ 

撝↓ 過程式確實真能找出各種係數，㴑b銧 p籛數確實是個病趣的 目！“面還病很多ｻ

做(例如 SmP n微分之“除嘲 m,去常數項,剛好等貨 Sm-1)，  

七↓一定還病很多未為人知的美麗秩序，依,5靜靜地↓んん地躺在 些神秘的式子裏，願藉

更多的b力，更廣泛的閱讀及各類 OCW收視，嘲及思考鍛鍊，能讓べ更㎝一層樓，看得

更深，走得更久遠！ 

揵↓從釃展學到甚 ？不羮高調講作學問的方法，但決不扨棄的卻是べ充分體會到的！筆記↓

籓筆不 手，病疑問就要不斷想，不斷思考目前為衤是突破困 的一貫妙方！保持樂觀↓

適當休息第琢〓 

九↓雖然病很多相關文獻べ依然看不懂，但べ很確定 目雖然88經很多人渞表過，但能嘲

簡單易懂的方法Q出者，應 很少！ 

十↓目前憘世界都在積極鼓勵青少ツ學習 Coding，真是非常病 理的！ｼ大陳凱風教æ即是

最好榜樣，べ就是看完 134期釃學人雜誌“拿給爸爸看，從袪“他就開始教べ C，濯實㎝

他是從不管べ學校W課的，但卻Pべ實過 Coding的魔鬼訓練！而べ自學微積分，他是從

不鼓勵，也不幫忙的！他ｶ是一再告訴べ程式語言是人人 學的第㎜外國語！ 

十一↓CAP(Computer Aided Proof)是べ自創ﾙ詞，也不知 是否病別人 做，但べ的 CAP程

式真的好處多多，還讓べ意外找出b谷關係式！當然還病很多改進空間，請ɛ目嘲待！ 

十琢↓Zeta函數(負數次方)也ｻ嘲本研究之數列㎜角排列，值得想一想！Telescoping Sum還能

解晥他問 ，病空也值得試一試！ 
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柒↓參考 料及晥他： 

一↓數列,2籛數．均一教育チｼ．http：//www.junyiacademy.org/ 

琢↓㴑b銧數楊輝㎜角形．維基渲釃 http：//en.wikipedia.org/ 

㎜↓Bernoulli Numbers．http：//www.youtube.com/watch?v=yGpkB2OoQjk 

四↓Bernoulli Numbers．http：//www.youtube.com/watch?v=kc-dkOaRf9I 

五↓Sum of n integers to the power of 4: simple Proof http：//www.youtube.com/watch?v=iR9BTx4tPN8 

撝↓尋尋∩冪∧∩冪∧わ連續整數冪次和摠式解之簡潔表示法．李根瑞．中華民國第51屆中

R學釃學展覽會．作品說明書。 

七↓Bernoulli Numbers in PASCAL Triangle．http//www.youtube.com/watch?v=xYuXW9xj2Sc 

揵↓葉東進．一個關貨冪次和的定理．數學傳播季刊．38(1)．64-71。 

九↓葉東進．冪次和表為n之多項式的係數’則．數學傳播季刊．38(2)．82-87。 

十↓蘇益弘↓胡豐榮↓許㋴維．從連續整數冪次和摠式引渞之擴充想法．數學傳播季刊．29(2)。 

十一↓吳松霖↓李國寧↓胡豐榮↓許㋴維．連續整數冪次和摠式之指數生へ函數È討．數學

傳播季刊．31(3)．13-16〓 

十琢↓陳錦初．多項式根冪次和的沿解法．數學傳播季刊．23(3)〓 

十㎜↓何⻝國．談談求∑ i谷樽辿=怠 (k=1,2,3)的幾種方法．數學傳播季刊．6(4)〓 

十四↓余文卿．一些渞翡籛數的求和法．數學傳播季刊．23(4)〓 

十五↓李拏豐．連續整數冪次和摠式的另類思考．數學傳播季刊．26(2)〓 

十撝↓Accessing Bernoulli-Numbers by Matrix-OperationsGottfried Helms 8'2009 (3'2006)Version  

2.3.2 (small corrections) 

十七↓Faulhaber’s formula http://en.wikipedia.org/wiki/Faulhaber’{}s%20formula?oldid=653008425  

十揵↓溫瑞烘↓洪袘聰． 料結構-使用C語言．憘賢圖書〓 

十九↓師明睿譯．微積分之屠龍寶刀．㋴㎞文化〓 

琢十↓師明睿譯．微積分之倚㋴寶劍．㋴㎞文化〓 

琢一↓陳ｻ崗譯．質數魔力．㋴㎞文化〓 

琢琢↓易富國教æ．99殖 物理怢．ｼ大開扨式課程 OCW．前撝講〓 



そ評語た030427  

作者利用電腦程式編寫求 k 次方和之公式。k 次方和之公式為

數學習知之結果，亦有諸多演算法可避開電腦大數運算的誤差問題。

作者試圖從頭開始發展自己之想法，精神可嘉亦值得鼓勵。然建議

可加深對數學理論之理解，以對問題之背景與發展有更深刻之理

解。 
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