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摘要 

本研究倯始㕤作者五⸜䳂弟弟因練習奧數求連續整數ᶱ次和而䘤問，引䘤作者對四次五

次和ℕ次求和的冰趣，ẍ簡單方式找出解法，並寫程式執行並分析比較，根據運算結果，數

度來回優化算式，再依據㕘式子修改程式，最⼴終㕤找到方法，ẍ降冪≈ᶲ S3(ᶱ次和)轉換

求 S6，速度甚军快㕤未優化的 S4ˤ 

    㬌外應用Ḵ項式定理≈ᶲ Telescope Sumẍ程式找出四次方到一䘦次方求和式子的所㚱係

數進而求出℞冪次和ˤ最⼴更䘤展遞迴程式，又快又精確沒㚱誤差地找出ｎ次和ˤ  

本研究還ẍ極為簡單易懂的方法，找到(證明)䘥≒⇑數及℞忂式！因䘤現機械運算⣒多，故決

定ẍ程式證明忂式，還因㬌意外䘤現䘥≒⇑數b୩忂式!最⼴用自⶙早期的式子⍾ẋ Telescope 

Sum，並寫出另外ᶱ種遞迴求極數程式！  
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連弟弟都看得懂的䘥≒⇑䳂數及℞應用 

壹ˣ研究動機 

㚱一次弟弟練習數學奧林匹亞的柴目，℞中一柴要算 ͳଷ + ʹଷ + ⋯+ͷͲଷ之值，因不會所
ẍ問ㆹˤ花了一些時間教會了他，突然一個念頭掃過腦海，"如果是四方怎湤辦?"，㕤是ㆹ馬

ᶲ動手算!䲬花了一ᶳ午的嘗試，導出式子拿去給爸爸看，爸爸的態度是剛開始說"錯"，然⼴

說"不對"，最⼴經ㆹ≒力解釋，他才露出喜悅的笑容，很高冰能靠ㆹ自⶙導出㬌式子，且鼓

勵ㆹ繼續研究，並⇑用寒暑假時間，引導ㆹ學習 CProgrammingLanguageˤ 

關㕤䘥≒⇑䳂數，網路ᶲ雖㚱不少文獻，然而卻遠遠超出ㆹ和弟弟的當時的理解範圍!

德過自⶙導式子，不但弟弟能懂，還能讓ㆹ們對數列ˣ䳂數㚱進一㬍理解ˤ德過 C程式的撰

寫，除了讓ㆹ深深體會到降冪對㕤≈速電腦運算的重要，更大大讓ㆹ驚訝到數學竟然⎗ẍ應

用㕤電腦，除了數學之美ˣ程式之美也⎴樣Ẍ人著迷! 第一次看到自⶙的程式按照自⶙的意

思跑出結果來，是迷人且使人振奮的!現在ℐ世界都在積極鼓勵青少⸜學習 Coding，很高冰ㆹ

並不缺席! 

    除㬌之外，國ℏ外電腦開㓦課程風氣日盛，坐在家裡德過網路，隨時⎗ẍ在線ᶲ找到適

當的課程，免費學習!OCW的課，ㆹ也看了很多，但要ẍ㬌找到䘥≒⇑䳂數和的忂解，實在

是非常困暋! 所ẍ並不預期能找到忂解(忂式)，然而，德過式子的演算和程式的驗證，期待能

找到連弟弟也懂的㚱效解決方案ˤ 

貳ˣ研究目的 

本研究ẍᶱ次䳂數和為⶚知，希望找出四次䳂數和ˣ五次䳂數和及ℕ次䳂數和，並ẍ C

程式驗證℞結果並比較速度，從而找出相對最佳解決方法ˤ 

參ˣ研究設備冯器材 

一ˣ個人電腦(配㚱 UBuntu 12.4 LTS,Win7作業系統) 

Ḵˣ䳁筆  

ᶱˣ網路  
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四ˣ維基䘦䥹  

五ˣGNU C4.9.1 , Visual C++6.0 

ℕˣEclipse Kepler:2.0.0 Build Id 20130613-229 

倮ˣ研究過程及方法 

一ˣ列出指數為 3的䳂數℔式 

S3= ͳଷ + ʹଷ + ⋯+nଷ 

= ሺn ∗ ሺn + ͳሻ/ʹሻଶ 

⎗ẍ數學歸納法證明，娛䳘過程請參考均一教育⸛⎘，數列冯䳂數單元ˤ 

(ẍ Telescope Sum方法或MyRecursive1,MyRecursive2,MyRecursive3方法亦⎗) 

Ḵˣ四次䳂數求和 
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忁是本研究最重要的式子,⼴面甚军⎗據ẍ推導出忂式 

ᶱˣ撰寫四次䳂數求和 C程式，第一㬍 

根據(式  倮.Ḵ.1) (式  倮.Ḵ.2) 撰寫 C程式ˤ 

因為要比較速度，所ẍ n要選大一點，幸好 GNU C提供 unsigned __int128屯料型態，但⼴來

卻䘤現連 128 bit整數都不夠用，為了簡化程式，也為了不讓問柴失焦，㍉⍾如ᶳ變忂辦法，

既⎗忼到目的，又⎗讓作者忁種 C程式初學者不必為了提供 256 bit整數運算而焦頭爛柵ˤ 

(一)unsigned __int128 

也就是用 128Bits(16Bytes)整數，而 unsigned表示沒㚱 signed bit，簡單講就是沒㬋負，128Bits

ℐ用來表示整數，所ẍ⎗ẍ表示 0- ʹଵଶ଼ 也就是從 0 到 0xffffffffffffffffffffffffffffffff ，但即使

用忁湤大的整數，當 n䲬在 1000110ⶎ右時 S6就超過範圍了，不過幸好即使超出範圍，尾數
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128bits還是㬋確，因㬌劍忽視進ỵ，還是⎗ẍ比較速度，並檢查計算結果是否㬋確ˤ 

而在程式 Output 使用如 sum= xxxxxxxx24924924679e79e79e79e79e80000000 

℞中 xxxxxxxx表示超出範圍(進ỵ)之ỵ數 Don’t Careˤ 

(Ḵ)xxxxxxxx 128 bit進ỵ Don’t care 變忂辦法測試程式 

為了讓進ỵ⎗ẍ不影響結果, 作者寫了一個測試程式如ᶳ： 

 

128 bit 整數測試程式 

℞測試結果如ᶳ 
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(ᶱ)重要的 local variables 
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(四)方法一 Method1 

Method1不作任何處理，直接ẍ n*n*n*n或 n*n*n*n*n或 n*n*n*n*n*n䳗≈，因乘法非常耗時，

所ẍ速度很慢! 

當 n=0x100000000 時，計算 ͳସ + ʹସ + ͵ସ …+nସ需 ͳͶ͵䥺，ͳହ + ʹହ + ͵ହ …+nହ需 ͳ͹ͺ䥺，ͳ଺ + ʹ଺ + ͵଺ …+n଺需 ʹʹͷ䥺ˤ 
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(五)方法Ḵ Method2 

直接ẍ n * S3- ∑ ሺ୬−ଵ ୧=ଵ ∑ jଷ୧୨=ଵ ሻ相≈    

因方法一使用大量乘法,因㬌甚為耗時，⇑用(式 倮.Ḵ.2)，仍然需要 n*n*n求∑ ሺ୬−ଵ ୧=ଵ ∑ jଷ୧୨=ଵ ሻ，
所ẍ⎒能小幅度≈速,當 n=0x100000000 時，計算 ͳସ + ʹସ + ͵ସ …+nସ需 ͺ͵䥺，℞ C 程式重

要片段如ᶳ: 

 

四,撰寫四次䳂數求和 C程式，第Ḵ㬍 

(一). 方法ᶱMethod3 

方法Ḵ㚱 n*n*n 所ẍ需時 83䥺完ㆸͳସ + ʹସ + ͵ସ …+ሺʹଷଶሻସ，而∑ ሺ୬−ଵ ୧=ଵ ∑ jଷ୧୨=ଵ ሻ = ∑ ሺ୧ሺ୧+ଵሻଶ ሻଶ୬−ଵ୧=ଵ =
∑ uమ∗ሺ୧+ଵሻ  మ౤−భi=భ ସ ℞中ሺi + ͳሻ  ଶ= iଶ +  ʹi + ͳሺ⎗用ẍ降冪ሻ，因㬌在 for loop中，jଶ和ሺj + ͳሻ  ଶḴ者⎒要算℞中之一即⎗，而且(j+1)

2⎗ẍ≈法(2i+1)降冪算出，故⎗ẍ節省更多

時間，ẍᶳ為℞程式片段如ᶳ：
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當 n=0x100000000 時，計算 ͳସ + ʹସ + ͵ସ …+nସ需 ͷͲ䥺，本方法在某些狀況ᶳ會㚱結果冯他
法不一农之缺點，但⎒要 n不要過大，㬌法表現堪稱差強人意! 
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= n * S3- ∑ ሺ୧ሺ୧+ଵሻଶ ሻଶ୬−ଵ୧=ଵ  

=-n * S3- 
∑ ୧మ∗ሺ୧+ଵሻ  మ౤−భi=భ ସ (式   倮. 四.1) 

(Ḵ)方法五 Method5 

方法五⇑用ሺj + ͳሻଷ = jଷ + ͵ሺjଶ + jሻ + ͳ及ሺj + ͳሻ  ଶ= jଶ +  ʹ ∗ j + ͳ降冪， 

技ⶏ簡化 n*n*n，需時 58䥺完ㆸͳସ + ʹସ + ͵ସ …+ሺʹଷଶሻସ 

ẍᶳ為℞ C 程式重要片段： 
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五ˣ撰寫四次䳂數求和 C程式，第ᶱ㬍： 

方法四 Method4 

寫報告時一再碰釘子，也很劎惱ˤ寫不ᶳ去時，就一再用筆在計算䳁ᶲ列式子 某日突然䘤現 ͳଷ=1    = ͳଶ ͳଷ+ ʹଷ=9  =ሺͳ + ʹሻଶ ͳଷ+ ʹଷ + ͵ଷ=36 = ሺͳ + ʹ + ͵ሻଶ 

對啊! S3就是 ሺ୬ሺ୬+ଵሻଶ ሻଶ 而
୬ሺ୬+ଵሻଶ 不就是大數學家高㕗小時因調皮而被老師罰算的 1+ 2+ 

3+........+ n 嗎!!! 

 但忁又怎樣???  

 對程式㚱何幫≑??? 

…………………??? 

因為 n*n*n改ㆸ
୬మሺ୬+ଵሻమସ 雖然讓使用時間從 83䥺降到 50䥺，但Method3計算 sum2lastnnn包㊔

for loop還是很湣煩!!! 

而ሺͳ + ʹ + ͵+. . . . . +nሻଶ 不但再降冪(4->3->2)，而且每次進 for loop裏⎒要  

≈一行 sumx+=n 即⎗求出 1+ 2+ 3+......+ n 

式子簡單≈ᶲ再降冪，㬋好是程式≈速之ℑ大要件!!! 

毫無疑問，忁對本⶚Ỷ迷的 Project，注入一股強心動能!!! 

而 ͳଷ + ʹଷ + ͵ଷ ……………………..+nଷ 剛好等㕤ሺͳ + ʹ + ͵+. . . . . +nሻଶ 

忁讓ㆹ體ぇ到數字之美!!! 也讓ㆹ不禁感動!!! 
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= nS3-∑ ሺ∑ j୧୨=ଵ ሻଶ୬−ଵ୧=ଵ          (式   倮.五.1)  

ẍᶳ為℞ C 程式重要片段： 

 

當 n=0x100000000 時， 計算 ͳସ + ʹସ + ͵ସ …+nସ需 ͵͵䥺，是 Ͷ㚰之前為㬊最㚱效之方法! 
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ℕˣ五次䳂數 
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(式   倮. ℕ.1)是早期所導出之五次䳂數求和℔式(ᶲ學期)， 在完ㆸ前述四次䳂數求和程

式⼴，並不暋䘤現，要把(式 倮.ℕ.2)寫為 C程式⎗不容易! 

而且即使做到也絕對不快!因為 S4並沒㚱一個簡單的式子⎗ẍ求出! 

⎴樣地也是在寫報告時一再碰釘子，很劎惱，實在寫不ᶳ去時，就一再用筆在計算䳁ᶲ列式

子，突然靈⃱乍現.......................... 
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一樣不暋䘤現，⎒要稍≈修改即⎗將方法四改ㆸ五次䳂數求和程式如ᶳˤ 

七ˣ五次䳂數 C程式 

根據(式   倮. ℕ.3)，⎗把方法四修改ㆸ如ᶳ： 
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當 n=0x100000000 時， 計算 ͳହ + ʹହ + ͵ହ …+nହ需時 ͺ͸䥺， 而Method1(5)需時 ͳ͹ͺ䥺ˤ 

ℓˣℕ次䳂數 

⎴理 
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九ˣℕ次䳂數 C程式 

根據(式   倮. ℓ.1)，⎗把方法四修改ㆸ如ᶳ： 
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當 n=0x100000000 時， 計算 ͳ଺ + ʹ଺ + ͵଺ …+n଺需時 ͳͲͳ䥺，比 MethodͳሺͶሻ方法一求四方和ሺͳͶ͵䥺ሻ還快! 
而Method1(6)需時 ʹʹͷ䥺ˤ 

十ˣk次䳂數一般解 

Sk= ૚ܓ +૛ܓ�+.…+ܓ   本來想⇒㌱㬌式,沒想到在⼴面卻大㚱用處 

  = S3*(�ܓ−૜) - ∑ (ሺܑ + ૚ሻܓ−૜ − ሺܑሻܓ−૜)(∑ ૚=ܒܑܒ )૛�−૚ܑ=૚  

十一ˣ䘤現超䳂棒的式子 

春假期間看到 Youtubeᶲ一部片子(參考屯料五)ẍ Telescope Sum求出四次和如ᶳ:  ∑ ሺ୬ ୧=ଵ ሺi + ͳሻହ − iହሻ= ሺn + ͳሻହ − nହ+ nହȸሺn − ͳሻହ…………-1= ሺn + ͳሻହ − ͳ 

而∑ ሺ୬ ୧=ଵ ሺi + ͳሻହ − iହሻ= ∑ ሺ୬ ୧=ଵ ͷiସ + ͳͲiଷ + ͳͲiଶ + ͷi + ͳሻ 

                  = ͷ ∑ iସ୬ ୧=ଵ  + ͳͲ ∑ iଷ +  ͳͲ ∑ iଶ୬ ୧=ଵ୬ ୧=ଵ + ͷ ∑ i୬ ୧=ଵ +n 

                  = 5S4 + 10S3 + 10S2+ 5S1 + n 

5S4=  ሺn + ͳሻହ − ͳ − ͳͲS͵ − ͳͲSʹ − ͷSͳ − n 

   =  nହ +  ͷnସ + 10nଷ + 10nଶ + 5n+ 1 -1 ȸn −ͳͲS͵ − ͳͲSʹ − ͷSͳ 

S4=
୬ఱ+ ହ୬ర + ଵ଴୬య + ଵ଴୬మ − ସ୬−ଵ଴Sଷ−ଵ଴Sଶ−ହSଵହ  (式  倮. 十一.1) 

因為 S1ˣS2ˣS3為⶚知,所ẍ就⎗從而找出 S4ˤ 

⎴理， 
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S2=
ሺ୬+ଵሻయ−ଵ−୬−ଷSଵଷ (式  倮. 十一.2) 

S3= 
ሺ୬+ଵሻర−ଵ−୬−଺Sଶ−ସSଵସ (式  倮. 十一.3) 

S5= 
ሺ୬+ଵሻల−ଵ−୬−ଵହSସ−ଶ଴Sଷ−ଵହSଶ−଺Sଵ଺      (式  倮. 十一.4) 

S6= 
ሺ୬+ଵሻళ−ଵ−୬−ଶଵSହ−ଷହSସ−ଷହSଷ−ଶଵSଶ−଻Sଵ଻ (式倮. 十一.5) 

Sm=   
ሺ୬+ଵሻౣ+భ−ଵ−୬− Cమౣ +భሺS୫−ଵሻ……−..−Cౣౣ+భSଵ୫+ଵ (式倮. 十一.6) 

雖然⎒要次方大一些求 Sm就變得很複雜，但㬋好⎗ẍ程式求解！ 

十Ḵˣ求係數程式 

(了不起的屰憲ᶱ角形) 

程式⃰建立屰憲ᶱ角形 stri 

 

然⼴把 S1ˣS2ˣS3⶚知之係數㓦入 bern[0][x](S1),bern[1][x], bern[2][x] 

根據(式  倮. 十一.1)求出 S4係數並㓦入 bern[3][1](S4之 1次係數)bern[3][2](2次係數)，

bern[3][3](3次係數)bern[3][4](4次係數)bern[3][5](5次係數) 

㚱了 S4就⎗求 S5……一直到 100為㬊ˤ 
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十ᶱˣ遞迴求和程式 

ẍ前述程式找出係數之⼴,䘤現不管是程式找出的係數，或是ẍ手算䘥≒⇑數套式子找出的係

數(ẍ分數表示)，⎒要數字大一些就㚱嚴重的誤差(Truncation Error)ʕ 為了解決 Truncation Error，

試著ẍ遞迴方法求和,求 sum2k(4) (即 S4) 會根據(式  倮. 十一.1)遞迴呼⎓ sum2k(3) (即 S3)，

一層層做完⼴再回來求 sum2k(2) (即 S2)及 sum2k(1) (S1)，本程式又快又㬋確，是本研究五㚰

前之最佳解決方案！ 

本程式運算迅速精確，當 N=0x1000 ẍMethod1求 S10 0x2000000 次，需時 841䥺,用遞迴方式

求 S10 0x2000000 次⎒需 7䥺！ 

℞重要程式片段如ᶳ: 

 

十四ˣ⇑用 CAP程式(Computer Aided Proof)找出並證明忂式，⎴時找出䘥≒⇑數關係式ˤ 

因為牽涉大量機械式運算，所ẍ即使是使用數學歸納法也是冱㬍維艱，最⼴終㕤ᶳ定決心寫

程式解決問柴，大量機械式運算，就娚機器去作!真不知忻機器證明法Machine Proof或Computer 

Aided Proof(CAP)也㚱℞他人用過嗎？基本 ，ɸ⇑用 Telescoping Sum(式倮. 十一.6)徸次找出 Sm

之n୫+ଵ,n୫, n୫−ଵ, n୫−ଶ…即⎗找到䘥≒⇑數，並導出忂式，⇑用程式不但省去大量運算，更
⎗ẍ更嚴謹證明出忂式，還⎗更容易ˣ更方便找出埋在式子裡的神祕秩序！例如ㆹ是㚱了㬌

CAP程式⼴才找到b୩關係式ˤb୩+ଵ = ቀͳ − ୩+ଵଶ! b୩− ሺ୩ሻሺ୩+ଵሻଷ! b୩−ଵ − ⋯ − bͳ − ଵ୩+ଶ bͲቁˤ㬌外程
式還䘤現n୩冯S୫中⎒要 m-k 為定值,則不管是
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CoefS୫୫−୩(ẌCoefS୫୫−୩表示S୫之n୫−୩係數),Coef୫+ଵ୫−୩+ଵ,Coef୫−ଵ୫−୩−ଵ, Coefଵଵ,Coef ଶଶ結果多一农,⎗ẍb୫−୩+ଵ表示,所ẍ程式 Output如ᶳ:
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一直就很想要寫忁程式卻一直不㔊動手，不是沒時間，℞實因為怕⣒暋，寫不出來，所ẍ就

一直拖，但因為忁程式實在⣒㚱用了，所ẍ⎒好硬著頭皮作ˤ沒想到程式根本不暋，卻很花

時間，運算不多，需要一些簡單分析，大部分需要堆砌，花了好幾⣑時間，但是卻很值得！ 
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(Ḵ)ẍ數學歸納法證明忂式 

依據式倮.十四. ͳ军 ͸⎗得 

S1=  
ଵଵ+ଵ nଶ+ bଵ Cభభ+భଵ+ଵ n =

ଵଶ nଶ+ 
ଵଶ n  

S2=  
ଵଶ+ଵ nଷ+ bଵ Cభమ+భଶ+ଵ nଶ+bଶ Cమభ+భሺଶ+ଵሻ n = ଵଷ nଷ+ 

ଵଶ nଶ + ଵ଺ n  

S3=  
ଵଷ+ଵ nସ+ bଵ Cభయ+భଷ+ଵ nଷ+ bଶ Cమయ+భଷ+ଵ nଶ+ bଷ Cయయ+భଷ+ଵ n = 

ଵସ nସ+ 
ଵଶ nଷ+ 

ଵସ nଶ 

S4=  
ଵସ+ଵ nହ+ bଵ Cభర+భସ+ଵ nସ+ bଶ Cమర+భସ+ଵ nଷ+ bଷ Cయర+భସ+ଵ nଶ+ bସ Cరర+భସ+ଵ n = 

ଵହ nସ + ଵଶ nସ+ 
ଵଷ nଷ- 

ଵଷ଴ nଶ 

S5=  
ଵହ+ଵ n଺+ bଵ Cభఱ+భହ+ଵ nହ+ bଶ Cమఱ+భହ+ଵ nସ+ bଷ Cయఱ+భହ+ଵ nଷ+ bସ Cరఱ+భହ+ଵ nଶ+bହ  Cఱఱ+భହ+ଵ n  

=
ଵ଺ n଺ + ଵଶ nହ+ 

ହଵଶ nସ- 
ଵଵଶ nଶ 

S6=  
ଵ଺+ଵ n଻+ bଵ Cభల+భ଺+ଵ n଺+ bଶ Cమల+భ଺+ଵ nହ+ bଷ Cయల+భ଺+ଵ nସ+ bସ Cరల+భ଺+ଵ nଷ+bହ  Cఱల+భ଺+ଵ nଶ + b଺ Cలల+భ଺+ଵ n  

=
ଵ଻ n଻ + ଵଶ n଺+ 

ଵଶ nହ- 
ଵ଺ nଷ+

ଵସଶ n  

今假設 
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Sm=  
ଵ୫+ଵ n୫+ଵ+ bଵ Cభౣ +భ୫+ଵ n୫+ bଶ Cమౣ +భ୫+ଵ n୫−ଵ+… ..+b୫−ଵ  Cౣ−భౣ+భ୫+ଵ nଶ + b୫ Cౣౣ+భ୫+ଵ n  ㆸ立(式倮.十四. ͹) 

則依據(式倮. 十一.6) 

Sm+1=
ሺ୬+ଵሻౣ+మ−ଵ−୬− Cమౣ +మሺS୫ሻ……−..−Cౣ+భౣ+మSଵ୫+ଶ  

如CoefS୫୫ 依據(倮.十四. (一). ͳ)一樣方式,也⎗找到 CoefS୫+ଵ୫+ଵ = 
ଵଶ Cభౣ +మ୫+ଵ = 

ଵଶ = bଵ 

如CoefS୫୫−ଵ依據(倮.十四. (一). ʹ)一樣方式,也⎗找到 CoefS୫+ଵ୫ = ଵ଺ Cమౣ +మሺ୫+ଶሻ = bଶ Cమౣ +మሺ୫+ଶሻ 
如CoefS୫୫−ଶ依據(倮.十四. (一). ͵)一樣方式,也⎗找到 CoefS୫+ଵ୫−ଵ = 0 = bଷ 

如CoefS୫୫−ଷ依據(倮.十四. (一). Ͷ)一樣方式,也⎗找到 CoefS୫+ଵ୫−ଶ = -
ଵଷ଴ Cరౣ +మሺ୫+ଶሻ= bସ Cరౣ +మሺ୫+ଶሻ 

如CoefS୫୫−ସ依據(倮.十四. (一). ͷ)一樣方式,也⎗找到 CoefS୫+ଵ୫−ଷ = 0 = bହ 

如 CoefS୫୫−ହ依據(倮.十四. (一). ͸)一樣方式,也⎗找到 CoefS୫+ଵ୫−ସ =
ଵସଶ Cలౣ +మሺ୫+ଶሻ = b଺ Cలౣ +మሺ୫+ଶሻ 

ẍ一樣方式⎗找到如 CoefS୫+ଵ୫−ହ = b଻ Cళౣ +మሺ୫+ଶሻ 
…………………… 

一直到CoefS୫+ଵଷ = b୫−ଵ Cౣ−భౣ+మሺ୫+ଶሻ 
唯一比較特殊的是 CoefS୫,ଵ 因為CoefS୫,ଵ 還㚱一個− ͳ如ᶳ式䲭字部分 

而CoefS୫+ଵଶ 卻沒㚱忁部分ሺ−ͳሻ, 所ẍ必須特別證明如ᶳ 

.CoefS୫ଵ =
Cౣౣ+భ—Cమౣ +భ(C୭ୣ୤Sౣ−భభ )−Cయౣ +భ(C୭ୣ୤Sౣ−మభ )−Cరౣ +భ(C୭ୣ୤Sౣ−య భ )−− ⋯−Cౣ−భౣ+భ(C୭ୣ୤Sమభ )−Cౣౣ+భ(C୭ୣ୤Sభభ )−ଵሺ୫+ଵሻ  

=
Cౣౣ+భ—Cమౣ +భ(bm−ͳ  )−Cయౣ +భ(bm−ʹ  )−Cరౣ +భ(bm−͵  )−⋯−Cౣౣ+భሺbଵሻ−ଵሺ୫+ଵሻ  

=
Cౣౣ+భ—Cౣౣ+భmʹ!(bm−ͳ  )−Cౣౣ+భmሺm−ͳሻ͵! (bm−ʹ  )−Cౣౣ+భmሺm−ͳሻሺm−ʹሻͶ! (bm−͵  )−⋯−Cౣౣ+భሺbଵሻ−Cౣౣ+భ ͳሺm+ͳሻሺ୫+ଵሻ  

=
Cౣౣ+భቀଵ—mʹ!(bm−ͳ  )−mሺm−ͳሻ͵! (bm−ʹ  )−mሺm−ͳሻሺm−ʹሻͶ! (bm−͵  )−⋯−ሺbଵሻ− ͳሺm+ͳሻቁሺ୫+ଵሻ  

=
Cౣౣ+భሺbm  ሻሺ୫+ଵሻ  

.CoefS୫+ଵଶ =
Cౣౣ+మ—Cమౣ +భ(C୭ୣ୤Sౣ−భమ )−Cయౣ +మ(C୭ୣ୤Sౣ−మమ )−Cరౣ +మ(C୭ୣ୤Sౣ−య మ )−− ⋯−Cౣౣ+మ(C୭ୣ୤Sమభ )−Cౣ+భౣ+మ(C୭ୣ୤Sభమ )ሺ୫+ଶሻ  

=
Cమౣ +మ—Cమౣ +భ(mʹ!(bm−ͳ  ))−Cయౣ +మቆm−ͳʹ! (bm−ʹ)ቇ−Cరౣ +మቆm−ʹʹ! (bm−͵)ቇ−− ⋯−Cౣౣ+మ(bͳ )−Cౣ+భౣ+మቀͳʹቁሺ୫+ଶሻ  
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=
Cమౣ +మ—Cమౣ +భ(mʹ!(bm−ͳ  ))−Cయౣ +మቆm−ͳʹ! (bm−ʹ)ቇ−Cరౣ +మቆm−ʹʹ! (bm−͵)ቇ−− ⋯−Cౣౣ+మ(bͳ )−Cమౣ +మቀ ͳሺm+ͳሻቁሺ୫+ଶሻ  

=
Cౣౣ+మሺଵ—mʹ!(bm−ͳ  )−mሺm−ͳሻ͵! (bm−ʹ  )−mሺm−ͳሻሺm−ʹሻͶ! (bm−͵  )−⋯−ሺbଵሻ− ͳሺm+ͳሻሻሺ୫+ଶሻ  

          =
Cౣౣ+మሺbm  ሻሺ୫+ଶሻ  

ẍ一樣的方式往回找,⎴樣⎗找到 CoefS୫+ଵଷ ⎴CoefS୫ଶ 也含b୫−ଵ   CoefS୫+ଵସ ⎴CoefS୫ଷ 也含b୫−ଶ   
………………… CoefS୫+ଵ୫+ଵ ⎴CoefS୫୫ 也含bଵ   
所ẍ 

Sm+1=  
ଵ୫+ଶ n୫+ଶ+ bଵ Cభౣ +మ୫+ଶ n୫+ଵ+ bଶ Cమౣ +మ୫+ଶ n୫+… ..+b୫ Cౣౣ+మ୫+ଶ nଶ + b୫+ଵ Cౣౣ+భ୫+ଶ n ㆸ立 

因為 S1,S 2,S3,S4,S5,S6ㆸ立 Smㆸ立 Sm+1 也ㆸ立，證明ㆹ們⎗ẍ 

Sk=  
ଵ୩+ଵ n୩+ଵ+ bଵ Cభk+భ୩+ଵ n୩+ bଶ Cమk+భ୩+ଵ n୩−ଵ+… ..+b୩−ଵ  Ck−భk+భ୩+ଵ nଶ + b୩ Ckk+భ୩+ଵ n  

求  ͳ୩+ ʹ୩+ ͵୩+ ……+n୩ 之和! 

依據參考屯料Ḵ,ℕ,七 ㆹ們所找到的 b1 b2 b3 b4 b5 b5 b6 ………. 還不完ℐ是䘥≒⇑數， 因

為 b1= 
ଵଶ 而 Sm= ͳ୫+ ʹ୫+ ͵୫+ ……+n୫ 

              = 
ଵ୫+ଵ n୫+ଵ+ bଵ Cభౣ +భ୫+ଵ n୫+ bଶ Cమౣ +భ୫+ଵ n୫−ଵ+… ..+b୫−ଵ  Cౣ−భౣ+భ୫+ଵ nଶ + b୫ Cౣౣ+భ୫+ଵ n  

而 Sm - n୫ =  Ͳ୫+……+ሺn − ͳሻ୫ 

            = 
ଵ୫+ଵ n୫+ଵ+ ሺbଵ Cభౣ +భ୫+ଵ − ͳሻn୫+ bଶ Cమౣ +భ୫+ଵ n୫−ଵ+… ..+b୫−ଵ  Cౣ−భౣ+భ୫+ଵ nଶ + b୫ Cౣౣ+భ୫+ଵ n  

            = 
ଵ୫+ଵ n୫+ଵ+ ሺଵଶ − ͳሻn୫+ bଶ Cమౣ +భ୫+ଵ n୫−ଵ+… ..+b୫−ଵ  Cౣ−భౣ+భ୫+ଵ nଶ + b୫ Cౣౣ+భ୫+ଵ n  

            = 
ଵ୫+ଵ n୫+ଵ- 

ଵଶ Cభౣ +భ୫+ଵ n୫+ bଶ Cమౣ +భ୫+ଵ n୫−ଵ+… ..+b୫−ଵ  Cౣ−భౣ+భ୫+ଵ nଶ + b୫ Cౣౣ+భ୫+ଵ n  

而 - 
ଵଶ , bଶ, bଷ…b୫㬋是ㆹ們日思夜想的䘥≒⇑數! 

十五ˣ終㕤䘤現自⶙的式子，也能導出忂式，並寫出另外ᶱ組遞迴求和程式ˤ 

最⼴ㆹ們終㕤ẍ自⶙的式子導出： 
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=nS3- 
∑ ୧మ∗ሺ୧+ଵሻ  మ౤−భi=భ ସ (式   倮. 四.1) 注意⎒要補ᶲ S3就⎗湊ㆸ∑ iଶ ∗ ሺi + ͳሻ  ଶ୬୧=ଵ  

=(n+1)S3- 
∑ ୧మ∗ሺ୧+ଵሻ  మ౤i=భ ସ  = (n+1)S3 ȸ

Sସ+ଶSଷ+Sଶସ 把 S4移項⎗得 S4 

=
ସሺ୬+ଵሻSଷ−ଶSଷ−Sଶହ (式十五之 1)而䓙五次求和中ㆹ們䘤現 S1,S2也能表示 S4,所ẍ S4 

=ሺn + ͳሻଶS2- 
∑ ୧∗ሺ୧+ଵሻሺଶ୧+ଵሻሺଶ୧+ଵሻ౤i=భ ଺ 一個(2i+1)是∑ iଶ來୬୧=ଵ 另外個是ሺn + ͳሻ  ଶ − n  ଶ來 

=
଺ሺ୬+ଵሻమSଶ−଼Sଷ−ହSଶ−Sଵଵ଴ (式十五之 2) 

=ሺn + ͳሻଷS1- 
∑ ୧∗ሺ୧+ଵሻሺଷ୧మ+ଷ୧+ଵሻ౤i=భ ଶ  

=
ଶሺ୬+ଵሻయSଵ−଺Sଷ−ସSଶ−Sଵହ (式十五之 3) 經過整理,得出 Sm如ᶳ: 

Sm=
ଶሺ୬+ଵሻౣ−భSଵ−Cమౣ S୫−ଵ −Cయౣ S୫−ଶ −⋯ − Sଵ୫+ଵ  

=
଺(୬+ଵሻౣ−మSଶ−ሺଷCభౣ −మ+ଶCమౣ −మ)S୫−ଵ –ሺଶCయౣ −మ+ଷCమౣ −మ+Cయౣ −మሻS୫−ଶ −⋯  –ሺଷ+Cౣ−యౣ−మሻSଶ − Sଵଶሺ୫+ଵሻ (式十五之 4) 

       =
ସ(୬+ଵሻౣ−యSଷ−ሺଶCభౣ −య+Cమౣ −య)S୫−ଵ –ሺଵCయౣ −య+ଶCమౣ −య+Cభౣ −యሻS୫−ଶ −⋯  –(ଶ+Cౣ−మౣ−య)Sଷ – Sଶ୫+ଵ (式十五之 5) 

ᶱ種方法含意為何，㚱待更進一㬍㍊討！ 

十ℕˣ看文獻ℓ時意外導出的式子 

當 k為大㕤ᶱ之奇數時 ��+ଵ(n)=(k+1)∫ ���଴ (x)dx+∫ ��+ଵ�଴ dx=(k+1)∫ ���଴ (x)dx+∑ ሺ�+ଵሻ!�!ሺ�+ଶ−�ሻ!�+ଶ�=ଶ �ሺ�+ଶ−�ሻ!�  (bଵ到b୩為⶚知 ) 

當 k是偶數時，��+ଵ(n)=(k+1)∫ ���଴ (x)dx(文獻ℓ)  故⎒討論 k為奇數時的關係ˤ 
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℞遞迴求和程式如ᶳ:
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伍ˣ研究結果冯討論 

早期程式計算結果輸出(Output1)如ᶳ： 
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從輸出結果(Output)來看 

一ˣ當 N=0x1000 M=0x100000 表示 n=0x1000 求和 0x100000(M)次，冱Method1(6)為例： 求ͳ଺ + ʹ଺ + ͵଺ …+ሺʹଵଶሻ଺ 0x100000 次需時 219䥺ˤ 

Ḵˣ使用 N表示 n，M表示 loop次數，是為了讓結果更嚴謹⎗靠ˤ 

ᶱˣ⎒要 N*M值一樣，所需時間大农相⎴ˤ 

四ˣ方法ᶱ在 for loop裏ⶏ妙計算nଶ ∗ ሺn + ͳሻଶ 之方式求和，在和溢ỵ(超過 2
128

)時會㚱和℞他

方法不一农的情況，但在 N<=0x100000則 OKˤ℞他方法無㬌現象䘤生ˤ 

五ˣ和溢ỵ超過ʹଵଶ଼，℞⼴面 128bit不⍿影響，且不影響執行速度ˤ 

ℕˣ前述 xxxxxxxx 128 bit進ỵ Don’t care 變忂辦法，確實不影響結果，卻⎗大幅減輕程式處

理極大數字運算之負擔，也大大降Ỷ程式複雜度ˤ 

七ˣ方法一ẍ n*n*n*n*n*n之方式極為耗時ˤ 

ℓˣ方法Ḵẍ n*S3-n*n*n之方式求和確實降Ỷ耗時，惟 n*n*n仍㚱改善空間ˤ 

九ˣ方法四為四㚰之前最快之辦法ˤ 

十ˣ乘法固然耗時，≈法⣒多也很花時間，冱Method5(4)之 for loop ℏ之 

nnn+=  3*(nn  +n )+1;為例，劍改ㆸ 

nnn+=  nn+nn+nn+n+n +n+1速度馬ᶲ慢到 70幾䥺! 

 

十一ˣ各種方法所需時間之比較長條示意圖： 

 

 

n^6

n^5

n^4

Method 1

Method 2

Method 3

Method 4

Method 5
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十Ḵˣ各種方法所需時間之比較柱狀示意圖： 

 

單ỵ：䥺 

 

十ᶱˣ程式 Output對照表： 

N           M n^6方法1 n^6方法4 n^5方法1 n^5方法4 n^4方法1 n^4方法2 n^4方法3 n^4方法4 n^4方法5

0x100000000 0x1 225 101 178 86 143 83 50 33 58
0x10000000 0x10 224 101 178 86 143 83 50 33 58
0x1000000 0x100 224 101 178 86 143 83 50 33 58
0x100000 0x1000 224 101 178 87 143 83 50 33 58
0x10000 0x10000 221 102 183 90 143 83 50 33 58
0x1000 0x100000 219 101 185 93 143 83 50 33 58

表示Sum與其他方法不一致

表示sum溢位  i.e. sum > 0xffffffffffffffffffffffffffffffff  

單ỵ：䥺 

 

 

十四ˣ遞迴程式 Output 
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n^6 n^5 n^4

Method 1

Method 2
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Method 5
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速度差距極為懸殊, 遞迴程式不產生 Truncation Error 

䘥≒⇑數(式)並不是萬靈丹!!! 因為用在電腦運算ᶲ⎒要數字一大,便會產生極為嚴重的

Truncation Errorsˤ 遞迴程式之所ẍ能避開忁個問柴應娚要從(式倮. 十一.6)來看ሺn + ͳሻ୫+ଵ −ͳ − n並沒㚱分數,而所㚱S୩都從Sଵ計算出,所ẍ即使最⼴除m+1也不军㕤產生 Truncation Errorsʕ  

 

Coefficient2 Method產生 Truncation Error極為嚴重，Coefficient1 Method使用䘥≒⇑數(分數方式)

計算，Truncation Error仍然嚴重ˤ 

十五ˣ係數程式 Output 

理論ᶲ本程式⎗求任何次方之所㚱係數,但在實務ᶲ到了數字一大就㚱爆㌱的情況䘤生,當然

要解決忁問柴,自然㚱辦法,但忁⶚不是本研究所娚注意之焦點了ˤ 
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陸ˣ結論 

一ˣ本研究確實找到㚱效改善效率，又簡單又快，連弟弟都看得懂，又能ẍ程式驗證之方法

求連續整數冪次和ˤ 

Ḵˣ降冪對㕤≈速電腦運算℟军為重要顯著的效果,特別是各種沒㚱忂解的狀況ˤ從方法一

n*n*n*n 到方法Ḵ降冪為 n*n*n，求ͳସ + ʹସ + ͵ସ …+ሺʹଷଶሻସ需時從 143䥺降到 83䥺ˤ方法

四更ẍ for loopⶏ妙快速地找到sumʹnሺ∑ j୬୨=ଵ ሻ,再ẍsumʹnଶ⍾ẋn*n*n，再次降冪，速度從

83䥺再降到 33䥺ˤ少乘法，code簡化是程式㚱效≈快之基本原則ˤ 

ᶱˣ遞迴求和程式又快速又㬋確，沒㚱 Truncation Error，是ẍ電腦求連續整數冪次和之最㚱效

解決方案ˤ 
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四ˣ雖然作者本無能力證明或導出䘥≒⇑䳂數℔式，但最⼴䘤現 Telescope sum方法，參考屯

料五看懂之⼴䘤現，即使無法馬ᶲ證明或找出䘥≒⇑數，军少⎗用程式去找忂式，剛開

始⎒能求算係數ˤ程式䘤展過程中卻䘤現℞遞迴特性㕤是才趕緊寫出遞迴程式ˤ程式根

據數學式而生，而程式撰寫㚱≑㕤理解，往往寫好程式⼴返過來ẍ程式思維修改式子，

數度來回之⼴，才能得到好ㆸ果ˤMethod4是即最佳範例! 

五ˣ寫完遞迴程式⼴，䘤現䘥≒⇑數就埋在裡面，而且也ẍ遞迴的方式存在，一個不小心的

意外，讓ㆹ真㬋找到他！不禁深深⍿到感動! 數學真美! 程式也是！ 

ℕˣ德過程式確實真能找出各種係數，䘥≒⇑ p䳂數確實是個㚱趣的柴目！⼴面還㚱很多⎗

做(例如 Sm對 n微分之⼴除ẍ m,去常數項,剛好等㕤 Sm-1)，  

七ˣ一定還㚱很多未為人知的美麗秩序，依冲靜靜地ˣええ地躺在忁些神秘的式子裏，願藉

更多的≒力，更廣泛的閱讀及各類 OCW收視，ẍ及思考鍛鍊，能讓ㆹ更ᶲ一層樓，看得

更深，走得更久遠！ 

ℓx 從䥹展學到甚湤？不㔊高調講作學問的方法，但決不㓦棄的卻是ㆹ充分體會到的！筆記ˣ

䳁筆不暊手，㚱疑問就要不斷想，不斷思考目前為㬊是突破困暋的一貫妙方！保持樂觀ˣ

適當休息第Ḵˤ 

九ˣ雖然㚱很多相關文獻ㆹ依然看不懂，但ㆹ很確定忁柴目雖然⶚經很多人䘤表過，但能ẍ

忁湤簡單易懂的方法導出者，應娚很少！ 

十ˣ目前ℐ世界都在積極鼓勵青少⸜學習 Coding，真是非常㚱忻理的！⎘大陳凱風教㌰即是

最好榜樣，ㆹ就是看完 134期䥹學人雜誌⼴拿給爸爸看，從㬌⼴他就開始教ㆹ C，ḳ實ᶲ

他是從不管ㆹ學校≇課的，但卻對ㆹ實㕥 Coding的魔鬼訓練！而ㆹ自學微積分，他是從

不鼓勵，也不幫忙的！他⎒是一再告訴ㆹ程式語言是人人娚學的第ᶱ外國語！ 

十一ˣCAP(Computer Aided Proof)是ㆹ自創⎵詞，也不知忻是否㚱別人忁湤做，但ㆹ的 CAP程

式真的好處多多，還讓ㆹ意外找出b୩關係式！當然還㚱很多改進空間，請㊕目ẍ待！ 

十ḴˣZeta函數(負數次方)也⎗ẍ本研究之數列ᶱ角排列，值得想一想！Telescoping Sum還能

解℞他問柴，㚱空也值得試一試！ 
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Ȝ評語ȝ030427  

作者利用電腦程式編寫求 k 次方和之公式。k 次方和之公式為

數學習知之結果，亦有諸多演算法可避開電腦大數運算的誤差問題。

作者試圖從頭開始發展自己之想法，精神可嘉亦值得鼓勵。然建議

可加深對數學理論之理解，以對問題之背景與發展有更深刻之理

解。 
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