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共軛可諸解式之研究 

摘要 

べ⒥將可ﾘ時被整係數諸解的戓個式子欠捲態 + 決捲 + 潔,2欠捲態 + 決捲 − 潔稱為∩共軛可諸解
式∧〓當88知可被因式諸解的欠捲態 + 決捲 + 潔時，將係數依序諸鉙昻㎝等比數列，所得新式子必
可被因式諸解，べ⒥稱這組式子為∩孿生可諸解式∧，這很容易獲得〓但是要找到共軛可諸解

式卻相當困難〓本研究在探討並找尋共軛可諸解式的規則，並進而找出其生へ摠式〓 

從式子可被諸解,2方程式根之摠式的關係，發現共軛可諸解式的係數,2畢氏㎜元數有關〓

再利用本原畢氏㎜元數摠式，找出一種共軛可諸解式的生へ摠式〓最後Î論放寬限制後本原

畢氏㎜元數可以表示出所有畢氏㎜元數〓後續研究只要能證明，或配合幾何性質，必能找出

所有共軛可諸解式的規則〓 

 

壹↓ 研究動機 

べ⒥研究∩共軛可諸解式∧的動機，是來自於國琢㎝學期時，數學老師出了戓題因式諸

解的題目，但是係數很像，Q143很多ﾘ學在鉎斷㎝發生錯誤〓而且在教科書㎝有一題 ∩怢溝

戓人做ﾘ一題因式諸解，…，溝看錯常數項之袘負，得到答案是…〓∧べ⒥就在想 ∩x的琢

次多項式的常數項，是袘的時候和是負的時候都可以諸解？∧這真是奇妙的濯情啊！所以べ

⒥想把這種∩題型∧的規則找出來〓 

考慮戓個 x的琢次多項式的因式諸解  捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻 捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻 

這戓式均可被整係數因式諸解〓但是另戓個琢次多項式  捲態 + は捲 + の = 岫捲 + な岻岫捲 + の岻可以被因式諸解〓 捲態 + は捲 − の 不能被整係數因式諸解〓 

所以88經知 一個琢次多項式可以被因式諸解，不代表它的常數項變號後的琢次多項式
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也可以被因式諸解〓這裡所討論的都局限於整數係數因式諸解，不考慮有根號的諸解式〓 

在因式諸解的題目中，有很多係數變號後也可以諸解的例子〓例如88知 捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻〓 

1.一次項係數變號 捲態 − の捲 + は = 岫捲 − に岻岫捲 − ぬ岻 

2.係數反序 は捲態 + の捲 + な = 岫に捲 + な岻岫ぬ捲 + な岻 

3.係數依序諸鉙昻㎝等比數列 捲態 + の捲 + は的係數 1↓5↓6，依序諸鉙昻㎝ 1↓2↓4，變

へ捲態 + など捲 + にね，可諸解為 岫捲 + ね岻岫捲 + は岻〓ﾘ樣地，捲態 + の捲 + は的係數 1↓5↓6，

依序諸鉙昻㎝ 4↓2↓1，變へ ね捲態 + など捲 + は，也可諸解為 に岫に捲 + ぬ岻岫捲 + な岻〓 

其實㎝述這幾種都是∩係數依序昻等比數列∧形へ新的可諸解式〓設� ≠ ど, 堅 ≠ ど，這種
∩若 欠捲態 + 決捲 + 潔 可被整係數因式諸解，則係數諸鉙昻㎝等比數列�, �堅, �堅態得到 �欠捲態 + �堅決捲 + �堅態潔 也可被整係數因式諸解∧的一組式子，べ⒥稱之為∩孿生可諸解式∧，

因為只要知 可諸解的 欠捲態 + 決捲 + 潔，另外的 �欠捲態 + �堅決捲 + �堅態潔 一定就可以被整係數因

式諸解 說明於附錄一 ，所以很容易找到孿生可諸解式的例子〓 

但是，欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 欠捲態 + 決捲 − 潔 ﾘ時可被整係數因式諸解的例子卻不是那麼容易

被找到〓㤗於找尋網路㎝尚未有相關的研究，而在高中數學將複數 欠 + 決� 和 欠 − 決� 稱為共
軛複數，將戓條雙曲線

 掴2  銚2 −  槻2  長2 = な,2−  掴2  銚2 +  槻2  長2 = な稱為共軛雙曲線，在生物學和物理學也有
類似的へP以∩共軛∧來命ﾙ的情形〓所以べ⒥也把∩欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 欠捲態 + 決捲 − 潔 ﾘ時

可被整係數因式諸解∧的一組式子稱為∩共軛可諸解式∧ 這個ﾙ詞是べ⒥暫定的 ，因為有

類似的∩一加一減∧的意涵〓本研究即在找出共軛可諸解式的規則,2生へ摠式〓 

 

貳↓ 研究目的 

本研究在探討如何找出共軛可諸解式的例子，是否存在相ﾘ的規則〓有以㎞幾個目的  

一↓期望能找出共軛可諸解式的共ﾘ規則及生へ摠式〓 

琢↓教,2學 (1)老師出題時，要出係數類似的題目，提供學生來練習或測驗，以鉎斷學

生是否真的熟練因式諸解的訣竅〓(2)學生也可以找出係數類似的題目來練習，以釐
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清觀念及提昇因式諸解的能力〓若因思考方向不ﾘ，而Q143答案錯誤時，則也可以

換方向做〓P於類似題目但答案完憘不ﾘ時，べ⒥可以注意到關鍵，即可找出不ﾘ

的作法〓 

㎜↓在研究過程中，發現生へ規則,2畢氏㎜元數有關〓期盼能藉㤗袪研究找出畢氏㎜元

數的一般型生へ摠式〓 

 

參↓ 研究設備及器材 

一↓紙↓筆 

琢↓電腦及 Excel↓GeoGebra軟體 

 

肆↓ 研究過程及結果 

 

圖一  研究脈絡示意圖 

嘗試尋找 電腦輔助 整理ÎQ 

畢氏三元數 共軛可分解式 

本原畢氏三元數 

結論一-公式一二 

結論二-公式三四 

基礎知識一 

基礎知識三 

基礎知識二 

說明  

一↓嘗試,2尋找 

琢↓電腦輔助 

㎜↓以畢氏㎜元數形へ共軛可諸解式摠式 

四↓以本原畢氏㎜元數摠式形へ共軛可諸 

解式摠式 

一 琢 ㎜↓五 

㎜↓四 

㎜ 

㎜ 
撝 

撝 

撝 

撝 

撝 撝 

撝 撝 

五↓從平方へ等比ÎQ 

撝↓將摠式㎜四拓展到憘部共軛可諸解式 

，將本原畢氏㎜元數摠式拓展到表示

憘部畢氏㎜元數 
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一↓嘗試 

(一) 自87尋找例子 

べ⒥試著自87找出共軛可諸解式的例子，除了捲態 + の捲 + は和捲態 + の捲 − は這組之
外，另外只找到に捲態 + の捲 + ぬ和に捲態 + の捲 − ぬ這組，還有一些是計算錯誤的例子〓べ
⒥發現其實很不容易找到，而且在課本裡這類型的題目很少〓 

(琢) 猜想共軛可諸解式規則 

べ⒥觀察 捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻 ,2 捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻 這

組例子，Î論出共軛可諸解式的模式大概會像 捲態 + 決捲 + 潔 = 岫捲 + 憲岻岫捲 + 懸拳岻 及 捲態 + 決捲 − 潔 = 岫捲 + 憲懸岻岫捲 − 拳岻 

的形式〓先從最簡單的情況開始，設拳 = な，就變へ 捲態 + 決捲 + 潔 = 岫捲 + 憲岻岫捲 + 懸岻 及 捲態 + 決捲 − 潔 = 岫捲 + 憲懸岻岫捲 − な岻 

袪時，決 = 憲 + 懸 = 憲懸 − な 且 潔 = 憲懸〓當然べ⒥先在決, 潔, 憲, 懸都是袘整數的情
況㎞討論〓當 憲 = 懸 時 b會無整數解〓設 憲 > 懸，如果 u,2 v都是質數，發現只有岫憲, 懸岻 = 岫ぬ,に岻這種可能〓理㤗如㎞  決 = 憲 + 懸 = 憲懸 − な，憲懸 − 憲 − 懸 = な，憲懸 − 憲 − 懸 + な = に， 岫憲 − な岻岫懸 − な岻 = に，則憲 − な = に且懸 − な = な，故岫憲, 懸岻 = 岫ぬ,に岻〓 

べ⒥仿照㎝面的模式，增加到 憲, 懸, 拳 是㎜個質數的情況，找到 2↓3↓5的例 

子〓 捲態 + 岫に ∙ の + ぬ岻捲 + 岫に ∙ の ∙ ぬ岻 = 岫捲 + に ∙ の岻岫捲 + ぬ岻 捲態 + 岫ぬ ∙ の − に岻捲 − 岫に ∙ の ∙ ぬ岻 = 岫捲 + ぬ ∙ の岻岫捲 − に岻 

即 捲態 + なぬ捲 + ぬど = 岫捲 + など岻岫捲 + ぬ岻 ,2 捲態 + なぬ捲 − ぬど = 岫捲 + なの岻岫捲 − に岻〓 

但是其他㎜個質數的例子卻沒有找到〓四個質數的例子⒦是不只一組〓 

1. 捲態 + 岫に ∙ ば + ぬ ∙ の岻捲 + 岫に ∙ ぬ ∙ の ∙ ば岻 = 岫捲 + に ∙ ば岻岫捲 + ぬ ∙ の岻 捲態 + 岫の ∙ ば − に ∙ ぬ岻捲 − 岫に ∙ ぬ ∙ の ∙ ば岻 = 岫捲 + の ∙ ば岻岫捲 − に ∙ ぬ岻  

2. 捲態 + 岫ば + に ∙ ぬ ∙ なぬ岻捲 + 岫に ∙ ぬ ∙ ば ∙ なぬ岻 = 岫捲 + ば岻岫捲 + に ∙ ぬ ∙ なぬ岻 捲態 + 岫ば ∙ なぬ − に ∙ ぬ岻捲 − 岫に ∙ ぬ ∙ ば ∙ なぬ岻 = 岫捲 + ば ∙ なぬ岻岫捲 − に ∙ ぬ岻  
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㤗於例子可能無限多個，但是並未看出規則〓所以除了仿照㎝面模式慢慢找之

外，還要另外設法發展出新的研究方向〓 

(㎜) 利用電腦輔助尋找例子 

老師介紹べ⒥電腦㎝的動態幾何數學軟體 GeoGebra，並藉㤗國㎜數學所教的拋

物線検 = 欠捲態 + 決捲 + 潔 方程式,2圖形的關係 如圖琢 ，發現若欠捲態 + 決捲 + 潔可被諸
解為岫嫌捲 + 建岻岫憲捲 + 懸岻，則 検 = 欠捲態 + 決捲 + 潔,2 x軸交點的 x坐標為岾− 痛 鎚 , ど峇及
岾− 塚 通 , ど峇 其中− 痛 鎚 及− 塚 通 為整數或有理數 〓所以欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 欠捲態 + 決捲 − 潔 是

一組共軛可諸解式，象徵著 検 = 欠捲態 + 決捲 + 潔 及 検 = 欠捲態 + 決捲 − 潔 ,2 x軸的戓組

戓個交點的 x坐標均為整數或有理數！  

 

圖琢  在電腦 GeoGebra程式㎝操作拋物線找尋共軛可諸解式 

 

べ⒥研究共軛可諸解式是 検 = 欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 検 = 欠捲態 + 決捲 − 潔，考慮 欠 = な 

時簡化為 検 = 捲態 + 決捲 + 潔 = 岫捲 − 憲岻岫捲 − 懸岻 的圖形，其,2 x軸交於 岫憲, ど岻 及 岫懸, ど岻 

戓點，,2 y軸交於 岫ど, 潔岻 一點〓可知 憲 + 懸 = −決 及 憲懸 = 潔 韋 Viète定理，根

,2係數關係 〓検 = 捲態 + 決捲 + 潔 ,2 検 = 捲態 + 決捲 − 潔，戓者的 b相ﾘ，表示戓條拋物

線個鉙,2 x軸戓交點的中點相ﾘ，都是岾 −長 態 , ど峇〓而戓拋物線,2 y軸的交點諸鉙為 岫ど, 潔岻 及 岫ど, −潔岻，㎝㎞P稱於原點〓而將 検 = 捲態 + 決捲 + 潔 圖形往㎞平移 2c單位，

即可,2 検 = 捲態 + 決捲 − 潔 圖形重合〓 

這個 GeoGebra軟體的操作方式是，先設定 検 = 捲態 + 決捲 + 潔 ,2 x軸的戓個交點
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岫憲, ど岻 及 岫懸, ど岻，而且可以用滑鼠拉動，則可產生拋物線 検 = 捲態 + 決捲 + 潔 圖形，接

著也ﾘ時產生拋物線 検 = 捲態 + 決捲 − 潔 圖形，並可找到其,2 x軸的戓個交點 A↓B〓

所以拉動戓點 岫憲, ど岻 及 岫懸, ど岻 使得 u,2 v都是整數，看看後來的交點 A,2 B的 x

坐標是否也是整數〓如果是，那就找到了共軛可諸解式〓 

例如在圖琢的例子中，検 = 捲態 + 決捲 + 潔,2x軸的戓個交點為 岫−に,ど岻 及 岫−ぬ,ど岻，
故拋物線為検 = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻 = 捲態 + の捲 + は，另一拋物線為検 = 捲態 + の捲 − は，其,2
x軸交點為岫−は , ど岻及岫 な , ど岻，故可知 捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻，形へ一組共軛
可諸解式〓 

べ⒥利用這個軟體找到另一組共軛可諸解式 捲態 + なぬ捲 + ぬど = 岫捲 + など岻岫捲 + ぬ岻 

及 捲態 + なぬ捲 − ぬど = 岫捲 + なの岻岫捲 − に岻〓如果把整個坐標範圍擴大，可以再找到其他
的共軛可諸解式〓 

雖然べ⒥P於國㎜的數學並不熟，而且在電腦㎝的操作並未找出規則，但也提

供べ⒥一個思考方向〓後續研究可以試著從幾何方面著手〓 

 

琢↓學習基礎知識 

請教過幾位老師後，べ⒥學到了幾個基礎知識  

(一) 基礎知識一 可被整係數因式諸解之多項式係數,2方程式根的關係 

88知整係數多項式 欠捲態 + 決捲 + 潔 可被整係數因式諸解，設欠捲態 + 決捲 + 潔 =岫嫌捲 + 建岻岫憲捲 + 懸岻，其中 欠, 決, 潔, 嫌, 建, 憲, 懸 均是不為 0的整數，則欠捲態 + 決捲 + 潔 = ど的
戓根為有理根− 痛 鎚 及− 塚 通 〓而欠捲態 + 決捲 + 潔 = ど的戓根摠式為捲 = −長±√長2−替銚頂態銚 〓若戓

根為有理數，則√決態 − ね欠潔為有理數〓 

更進一袽，因為限制欠, 決, 潔為非零的整數，則袪時√決態 − ね欠潔為整數，故決態 − ね欠潔
為完憘平方數〓 完憘平方數是一個袘整數的平方，也是袘整數  

所以整係數多項式 欠捲態 + 決捲 + 潔 可被整係數因式諸解，即 決態 − ね欠潔為完憘平
方數〓 

(琢) 基礎知識琢 平方和摠式,2平方差摠式組合 
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岫欠 + 決岻態 = 欠態 + に欠決 + 決態 岫欠 − 決岻態 = 欠態 − に欠決 + 決態 

戓式相加可得岫欠 + 決岻態 + 岫欠 − 決岻態 = に岫欠態 + 決態岻〓 

(㎜) 基礎知識㎜ 畢氏㎜元數,2本原畢氏㎜元數 

設欠, 決, 潔為袘整數，若滿足欠態 + 決態 = 潔態，則稱岫欠, 決, 潔岻為畢氏㎜元數〓 

本原畢氏㎜元數的生へ摠式為欠 = 嫌態 − 建態↓決 = に嫌建↓潔 = 嫌態 + 建態 其中嫌, 建為
袘整數，嫌 > 建 〓 

並不是所有的畢氏㎜元數都可以用本原畢氏㎜元數的摠式來表示，例如 

(9,12,15) 就無法用嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態來表示〓 

 

㎜↓找出共軛可諸解式,2畢氏㎜元數的關係 

以㎞在 a↓b↓c均為袘整數的情況㎞來討論共軛可諸解式，其他若有負整數的

情形可㤗㎝述孿生可諸解式模式來處理〓 

(一) ÎQ關係 

基礎知識一提供べ⒥很重要的思考方向〓設 欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 欠捲態 + 決捲 − 潔 

為共軛可諸解式，依照基礎知識一，可知 決態 − ね欠潔 ,2 決態 + ね欠潔 均為完憘平方數，

設 兼態 = 決態 − ね欠潔 及 券態 = 決態 + ね欠潔，其中 兼, 券 均為袘整數〓因為欠 > ど, 決 >ど, 潔 > ど，很明顯地知  兼 < 決 < 券〓 

㤗ね欠潔 = 券態 − 決態 = 決態 − 兼態，可知兼態, 決態, 券態へ等差數列，得券態 + 兼態 = に決態，
也明顯地看出 兼, 決, 券 ﾘ為奇數或ﾘ為偶數〓 

㤗基礎知識琢，設券 = 喧 + 圏↓兼 = 喧 − 圏 因 兼, 券 ﾘ為奇數或ﾘ為偶數，故喧, 圏 均為袘整數，從券態 + 兼態 = に決態可得岫喧 + 圏岻態 + 岫喧 − 圏岻態 = に岫喧態 + 圏態岻 = に決態〓
所以如果能找到畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻滿足喧態 + 圏態 = 決態，則能找到 券 = 喧 + 圏↓兼 = 喧 − 圏〓而ね欠潔 = 券態 − 決態 = 岫喧 + 圏岻態 − 決態 = 喧態 + に喧圏 + 圏態 − 決態 = に喧圏，可知欠潔 = 怠 態 喧圏〓袪時取決 = √喧態 + 圏態，可得到結論一的第一部諸〓 
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這裡有一點需要補充說明，畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻較R的戓數 q , p142少有一個

是偶數 證明於附錄琢 ，所以欠潔 = 怠 態 喧圏必為整數〓 

(琢) ,4例說明 

1. 例 1.88知岫圏, 喧, 決岻 = 岫ぬ,ね,の岻為畢氏㎜元數〓袪時欠潔 = 怠 態 喧圏 = は〓 

(1) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫な,の,は岻時， 捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻 捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻 

袘好為研究動機的例子〓 

(2) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫に,の,ぬ岻時， に捲態 + の捲 + ぬ = 岫捲 + な岻岫に捲 + ぬ岻 に捲態 + の捲 − ぬ = 岫捲 + ぬ岻岫に捲 − な岻 

這袘是べ⒥找到的例子〓 

(3) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫ぬ,の,に岻時， ぬ捲態 + の捲 + に = 岫捲 + な岻岫ぬ捲 + に岻 ぬ捲態 + の捲 − に = 岫捲 + に岻岫ぬ捲 − な岻 

可從例 1(2)依照孿生可諸解式之係數反序規則Î得〓 

(4) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫は,の,な岻時， は捲態 + の捲 + な = 岫に捲 + な岻岫ぬ捲 + な岻 は捲態 + の捲 − な = 岫は捲 − な岻岫捲 + な岻 

可從例 1(1)依照孿生可諸解式之係數反序規則Î得〓 

㤗袪例中可知，固定欠潔 = は且決 = の，㤗岫欠, 決, 潔岻 = 岫な,の,は岻得共軛可諸解式

結論一う第一部分え 

只要找到畢氏㎜元數岫刺, 使, 産岻滿足使匝 + 刺匝 = 産匝，並且找到袘整數 a↓c

滿足珊算 = 層 匝 使刺，則 珊�匝 + 産� + 算 ,2 珊�匝 + 産� − 算 必為共軛可諸解式〓 
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捲態 + の捲 + は及捲態 + の捲 − は〓べ⒥發現可以用孿生可諸解式的規則來簡化過程〓 

(1) 其係數 1↓5↓6諸鉙昻㎝等比數列 2↓1↓
怠 態 可得岫欠, 決, 潔岻 = 岫に,の,ぬ岻的共軛可

諸解式に捲態 + の捲 + ぬ及に捲態 + の捲 − ぬ〓 

(2) 其係數 1↓5↓6諸鉙昻㎝等比數列 3↓1↓
怠 戴 可得岫欠, 決, 潔岻 = 岫ぬ,の,に岻的共軛可

諸解式ぬ捲態 + の捲 + に及ぬ捲態 + の捲 − に〓 

(3) 其係數 1↓5↓6諸鉙昻㎝等比數列 6↓1↓
怠 6 可得岫欠, 決, 潔岻 = 岫は,の,な岻的共軛可

諸解式は捲態 + の捲 + な及は捲態 + の捲 − な〓 

這意謂著，只要訂出欠 = な↓潔 = 怠 態 喧圏↓決 = √喧態 + 圏態，必定可得一組共軛
可諸解式〓其他的 a↓c的情況可從孿生可諸解式的∩係數諸鉙昻㎝等比數列∧

的規則可得到共軛可諸解式〓以㎞以討論欠 = な的情況為主〓 

2. 例 2.88知岫圏, 喧, 決岻 = 岫の,なに,なぬ岻為畢氏㎜元數〓袪時欠潔 = 怠 態 喧圏 = ぬど↓決 = なぬ〓 

(1) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫な,なぬ,ぬど岻時， 捲態 + なぬ捲 + ぬど = 岫捲 + ぬ岻岫捲 + など岻 捲態 + なぬ捲 − ぬど = 岫捲 + なの岻岫捲 − に岻 

(2) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫に,なぬ,なの岻時， に捲態 + なぬ捲 + なの = 岫捲 + の岻岫に捲 + ぬ岻 に捲態 + なぬ捲 − なの = 岫捲 − な岻岫に捲 + なの岻 

(3) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫ぬ,なぬ,など岻時， ぬ捲態 + なぬ捲 + など = 岫捲 + な岻岫ぬ捲 + など岻 ぬ捲態 + なぬ捲 − など = 岫捲 + の岻岫ぬ捲 − に岻 

(4) 當岫欠, 決, 潔岻 = 岫の,なぬ,は岻時， の捲態 + なぬ捲 + は = 岫捲 + に岻岫の捲 + ぬ岻 の捲態 + なぬ捲 − は = 岫捲 + ぬ岻岫の捲 − に岻 

(5) 以㎞略〓 



10 

 

ﾘ樣地只要找到整數 a↓c滿足欠潔 = 怠 態 喧圏 = ぬど，所形へ的欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 

欠捲態 + 決捲 − 潔 必為共軛可諸解式〓簡化過程為設欠 = な↓決 = √喧態 + 圏態↓
潔 = 怠 態 喧圏，找出第一組共軛可諸解式後，係數諸鉙昻㎝等比數列可得到其他組
的共軛可諸解式〓 

(㎜) ÎQ諸解式 

當88經找到畢氏㎜元數 岫圏, 喧, 決岻 滿足喧態 + 圏態 = 決態，以及 a↓c滿足欠潔 = 怠 態 喧圏〓
袪時券 = 喧 + 圏↓兼 = 喧 − 圏， 欠捲態 + 決捲 + 潔 = ど ⇒ 捲 = −長±√長2−替銚頂態銚 = −長±�態銚   ⇒ に欠捲 + 決 = ±兼 ⇒ に欠捲 + 決 ± 兼 = ど，利用這戓式合へ可諸解的多項式〓 

㤗岫に欠捲 + 決 + 兼岻岫に欠捲 + 決 − 兼岻 = ね欠態捲態 + ね欠決捲 + 決態 − 兼態，將喧, 圏代入，得岫に欠捲 + 決 + 喧 − 圏岻岫に欠捲 + 決 − 喧 + 圏岻 = ね欠態捲態 + ね欠決捲 + 決態 − 岫喧 − 圏岻態 = ね欠態捲態 + ね欠決捲 + に喧圏，ﾘ除以 4得 欠態捲態 + 欠決捲 +  椎槌 態 = 岾欠捲 +  長+椎−槌 態 峇 岾欠捲 +  長−椎+槌 態 峇， 

簡化形式，取 欠 = な 得 捲態 + 決捲 +  椎槌 態 = 岾捲 +  長+椎−槌 態 峇 岾捲 +  長−椎+槌 態 峇  

ﾘ理可得 捲態 + 決捲 −  椎槌 態 = 岾捲 +  長+椎+槌 態 峇 岾捲 +  長−椎−槌 態 峇  

這為共軛可諸解式的簡化一般型式摠式，為結論一的第琢部諸摠式結果〓142

於 欠 ≠ な 的情形，可依孿生可諸解式規則，係數諸鉙昻㎝等比數列而得到〓 
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這裡也有一點需要說明，畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻較R的戓數 q , p142少有一個是偶

數 證明於附錄琢 〓所以 q↓p↓b可能ﾘ為偶數或是戓奇數一偶數 不可能是戓

偶數一奇數 ，故
 長+椎−槌 態 ↓

 長−椎+槌 態 ↓
 長+椎+槌 態 ↓

 長−椎−槌 態 也都是整數〓 

(四) 幾何方面的巧合 

因為畢氏㎜元數 岫圏, 喧, 決岻 滿足 喧態 + 圏態 = 決態 的性質，べ⒥想到直角㎜角形〓

如圖㎜，以長度 q↓p為戓股畦稽̅̅ ̅̅↓畦系̅̅ ̅̅，以 b為斜邊作直角㎜角形，㎝述之捲態 + 決捲 +  椎槌 態  

係數 b為斜邊稽系̅̅ ̅̅ ，而 
 椎槌 態  恰好為直角㎜角形的面積！ 

 

圖㎜  直角㎜角形中各角色,2共軛可諸解式係數的關係 

 

接著作∆畦稽系的愰諶圓，諸鉙諶㎜邊 畦稽̅̅ ̅̅↓畦系̅̅ ̅̅↓稽系̅̅ ̅̅  於 F↓E↓D，㤗於畦稽̅̅ ̅̅ = 圏↓畦系̅̅ ̅̅ = 喧↓稽系̅̅ ̅̅ = 決，在諸解式捲態 + 決捲 +  椎槌 態 = 岾捲 +  長+椎−槌 態 峇 岾捲 +  長−椎+槌 態 峇中， 長+椎−槌 態 恰

為系継̅̅̅̅ = 系経̅̅ ̅̅，是 C點諶線段長
 長−椎+槌 態 恰為稽繋̅̅ ̅̅ = 稽経̅̅ ̅̅，是 B點諶線段長〓另外在諸

結論一う第二部分え 

只要找到畢氏㎜元數岫刺, 使, 産岻滿足使匝 + 刺匝 = 産匝， 則可以得到共軛可諸解

式簡化的一般型式為 �匝 + 産� +  使刺 匝 = 岾� +  産+使−刺 匝 峇 岾� +  産−使+刺 匝 峇             う公式一え 

�匝 + 産� −  使刺 匝 = 岾� +  産+使+刺 匝 峇 岾� +  産−使−刺 匝 峇             う公式二え 
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解式捲態 + 決捲 −  椎槌 態 = 岾捲 +  長+椎+槌 態 峇 岾捲 +  長−椎−槌 態 峇中， 長+椎+槌 態 為周長的一半，而−  長−椎−槌 態
袘好是愰諶圓半徑，也袘是畦継̅̅ ̅̅ = 畦繋̅̅ ̅̅ 為 A點諶線段長〓這麼多的巧合，讓べ⒥覺

得很有發展空間！因為因式諸解大多是代數的計算，如果能,2幾何圖形連結，也

許會有更多的發現〓可惜這部份べ⒥還未整理出規則，有待後續的研究〓 

 

四↓利用本原畢氏㎜元數摠式形へ共軛可諸解式摠式 

(一) ÎQ摠式 

綜合基礎知識琢,2基礎知識㎜，利用本原畢氏㎜元數的生へ摠式，設 喧 = 嫌態 − 建態，圏 = に嫌建，決 = 嫌態 + 建態 其中嫌, 建為袘整數，嫌 > 建 ，代入㎝述的簡化
的一般型式摠式一及摠式琢，可得 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 + 嫌建岫嫌態 − 建態岻 = 岫捲 + 嫌態 − 嫌建岻岫捲 + 建態 + 嫌建岻  捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 − 嫌建岫嫌態 − 建態岻 = 岫捲 + 嫌態 + 嫌建岻岫捲 + 建態 − 嫌建岻  

諸解形式為 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 + 嫌建岫嫌 + 建岻岫嫌 − 建岻 = [捲 + 嫌岫嫌 − 建岻][捲 + 建岫嫌 + 建岻] 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 − 嫌建岫嫌 + 建岻岫嫌 − 建岻 = [捲 + 嫌岫嫌 + 建岻][捲 − 建岫嫌 − 建岻] 
這裡關鍵數字的移動模式，跟前面∩一↓嘗試∧的∩ 琢 猜想共軛可諸解

式規則∧的想法袘好相符〓 

摠式㎜,2摠式四這戓式可視為共軛可諸解式的一種生へ摠式〓這,2結論一的

摠式一及摠式琢的不ﾘ點在於 結論一需要自87找出畢氏㎜元數代入才會得到共

軛可諸解式，而這裡的生へ摠式只要用任意袘整數嫌, 建 嫌 > 建 代入即可得到一

組共軛可諸解式，相當簡便〓 

ÎQ這個生へ摠式的過程中，p↓q有P稱型式，故改用圏 = 嫌態 − 建態↓喧 = に嫌建↓決 = 嫌態 + 建態代入也會得到ﾘ一組摠式〓 
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但是有一點必須注意，並不是所有的畢氏㎜元數都可以用本原畢氏㎜元數的

摠式來表示〓所以㎝述結論，並不能表示出所有的共軛可諸解式〓這留待後續的

研究〓 

(琢) ,4例說明 

1. 例 3.將岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻 代入摠式㎜及摠式四，可得 捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻 捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻 

也,2研究動機和例 1(1)的例子相符〓 

2. 例 4.將岫嫌, 建岻 = 岫ぬ,に岻 代入摠式㎜及摠式四，可得  捲態 + なぬ捲 + ぬど = 岫捲 + ぬ岻岫捲 + など岻 捲態 + なぬ捲 − ぬど = 岫捲 + なの岻岫捲 − に岻 

,2例 2(1)相ﾘ〓 

3. 例 5.將岫嫌, 建岻 = 岫ね,な岻 代入摠式㎜及摠式四，可得 捲態 + なば捲 + はど = 岫捲 + なに岻岫捲 + の岻 捲態 + なば捲 − はど = 岫捲 + にど岻岫捲 − ぬ岻 

4. 例 6.將岫嫌, 建岻 = 岫ね,ぬ岻 代入摠式㎜及摠式四，可得 捲態 + にの捲 + ぱね = 岫捲 + ね岻岫捲 + にな岻 捲態 + にの捲 − ぱね = 岫捲 + にぱ岻岫捲 − ぬ岻 

べ⒥利用電腦 Excel程式找出部諸例子，收錄在附錄㎜〓 

 

五↓從兼態, 決態, 券態へ等差數列ÎQ共軛可諸解式摠式 

結論二 

P於任意袘整數 s↓t， s > t ，可以得到一組共軛可諸解式 �匝 + 岫史匝 + 嗣匝岻� + 史嗣岫史匝 − 嗣匝岻 = 岫� + 史匝 − 史嗣岻岫� + 嗣匝 + 史嗣岻      う公式三え �匝 + 岫史匝 + 嗣匝岻� − 史嗣岫史匝 − 嗣匝岻 = 岫� + 史匝 + 史嗣岻岫� + 嗣匝 − 史嗣岻      う公式四え 
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㤗前面∩㎜↓找出共軛可諸解式,2畢氏㎜元數的關係∧得到的兼態, 決態, 券態へ等差
數列性質，べ⒥可以繼續發展〓 

㤗 ね欠潔 = 券態 − 決態 = 決態 − 兼態，可知 兼態, 決態, 券態 へ等差數列，得 券態 + 兼態 = に決態，
也明顯看出 兼, 決, 券 ﾘ為奇數或ﾘ為偶數〓べ⒥設 兼 = 決 − に嫌及券 = 決 + に建，其中 s

,2 t都是袘整數，嫌 > 建〓為了簡化過程，べ⒥設欠 = な，袪時 ね潔 = 券態 − 決態 = 岫決 + に建岻態 − 決態 = ね決建 + ね建態 ね潔 = 決態 − 兼態 = 決態 − 岫決 − に嫌岻態 = ね決嫌 − ね嫌態 

，聯立解可得決 =  鎚2+痛2 鎚−痛 ，潔 =  (鎚2+痛2)痛 鎚−痛 + 建態 =  鎚痛岫鎚+痛岻 鎚−痛 ，得到一組可諸解式為 

捲態 +  鎚2+痛2  鎚−痛 捲 +  鎚痛岫鎚+痛岻 鎚−痛  ,2 捲態 +  鎚2+痛2 鎚−痛 捲 −  鎚痛岫鎚+痛岻 鎚−痛 ，但是因 
 鎚2+痛2 鎚−痛  ,2 

 鎚痛岫鎚+痛岻 鎚−痛  不保證為

整數，故P袪組式子的係數諸鉙昻㎝等比數列 1↓岫嫌 − 建岻↓岫嫌 − 建岻態 目的在消去諸

母 ，得到共軛可諸解式為 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 + 嫌建岫嫌態 − 建態岻 ,2 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 + 嫌建岫嫌態 − 建態岻 

，這恰巧,2結論琢相ﾘ〓所以並沒有產生新的結論〓 

㤗於這裡並不是從畢氏㎜元數出發ÎQ的，所以べ⒥有個想法 是不是可以反

過來，㤗共軛可諸解式找出可以表示所有的畢氏㎜元數之摠式呢？但因為㎝面的過

程中曾經依序昻㎝等比數列，所以在邏輯㎝無法將共軛可諸解式的摠式,2畢氏㎜元

數摠式劃㎝等價〓但べ⒥Î測，所有畢氏㎜元數應 可以表示為本原畢氏㎜元數的

倍數，即如 堅岫嫌態 − 建態岻↓に堅嫌建↓堅岫嫌態 + 建態岻 的形式〓這昻㎝ r的倍數的想法是源自㎝

面依序昻㎝等比數列的摠比 r〓這也待後續的研究〓 

 

撝↓最簡共軛可諸解式,2畢氏㎜元數↓本原畢氏㎜元數的關聯性 

㎝面ÎQ共軛可諸解式的過程中使用畢氏㎜元數和本原畢氏㎜元數摠式，べ⒥

接著研究共軛可諸解式的規則是否能將本原畢氏㎜元數摠式拓展到能表示所有畢氏

㎜元數〓 

(一) 最簡共軛可諸解式的定義 
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在觀察共軛可諸解式的幾個例子中，べ⒥發現有一些存在著孿生可諸解式的

規則〓例如在結論琢的摠式中，取 岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻 時，得共軛可諸解式捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻及捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻 取 岫嫌, 建岻 = 岫ぬ,な岻 

時，得共軛可諸解式 捲態 + など捲 + にね = 岫捲 + ね岻岫捲 + は岻 及捲態 + など捲 − にね = 岫捲 + なに岻岫捲 − に岻〓依照孿生可諸解式的規則，把捲態 + など捲 ± にね的係數諸鉙昻㎝
等比數列 な , 怠 態  , 怠 替  ，即可得到捲態 + の捲 ± は〓這類似諸數的約諸的過程，所以べ⒥
把共軛可諸解式中，琢次項係數為 1↓一次項係數和常數項互質者稱為∩最簡共

軛可諸解式∧ 這是べ⒥的暫定ﾙ稱，仿最簡諸數的諸子諸母互質模式 〓例如捲態 + の捲 ± は 和 捲態 + にの捲 ± ぱね 是最簡共軛可諸解式，但是捲態 + など捲 ± にね 和 に捲態 + の捲 ± ぬ 是共軛可諸解式，但不是最簡共軛可諸解式〓 

其他的共軛可諸解式可經㤗孿生可諸解式規則變為最簡共軛可諸解式 後面

研究會證明 〓例如將 捲態 + にど捲 + ひは = 岫捲 + ぱ岻岫捲 + なに岻 ,2 捲態 + にど捲 − ひは =岫捲 + にね岻岫捲 − ね岻係數諸鉙昻㎝ な , 怠 替 , 怠 怠6  變へ 捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻 及 捲態 + の捲 − は = 岫捲 + は岻岫捲 − な岻 為最簡共軛可諸解式〓 

(琢) 摠式如何得到最簡共軛可諸解式？ 

べ⒥比較感,3趣的，是在結論琢的摠式㎜ 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 + 嫌建岫嫌態 − 建態岻 ,2

摠式四 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 − 嫌建岫嫌態 − 建態岻中，參數 s和 t有何關係時，這戓個摠式可

得到最簡共軛可諸解式？另外最簡共軛可諸解式P應的畢氏㎜元數有沒有特鉙

的條件？ 

在電腦執行所得到的數據和例子中，べ⒥發現岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻, 岫ね,な岻, 岫ね,ぬ岻, 岫の,に岻, 岫の,ね岻等等情形得到最簡共軛可諸解式，而且注意到其中一例 岫嫌, 建岻 = 岫ね,ぬ岻
時得到捲態 + にの捲 + ぱね之一次項係數和常數項都不是質數 可是當岫嫌, 建岻 = 岫ぬ,な岻, 岫の,な岻, 岫ね,に岻, 岫の,ぬ岻等等情形得到不是最簡的共軛可諸解式〓所以べ⒥歸納出，
當 s,2 t互質，而且 s,2 t為一奇數一偶數時，結論琢的摠式㎜↓四可得到最簡共

軛可諸解式〓這性質證明於附錄四〓 
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另外在結論一中，所取的畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，若圏, 喧, 決戓戓互質，所得共軛
可諸解式必為最簡共軛可諸解式〓理㤗很簡單，因 b,2 p互質且 b,2 q互質，則

結論一之摠式 捲態 + 決捲 ±  椎槌 態  中，係數 b,2
 椎槌 態 必互質〓 

目前べ⒥沒辦法證明所有畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，當圏, 喧, 決戓戓互質時，必可用
本原畢氏㎜元數摠式 嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態 來表示，但是べ⒥檢驗在 100以愰

所有畢氏㎜元數 ㎜數戓戓互質 ，均可找到袘整數 s↓t s > t，s,2 t互質且 s

,2 t為一奇數一偶數 代入本原畢氏㎜元數摠式,2之相符〓並將戓者個鉙代入摠

式一↓琢及摠式㎜↓四，可得到相ﾘ的最簡共軛可諸解式〓P照例子列出在附錄

五〓 

 

另外，如果在摠式㎜及摠式四中，一次項係數岫嫌態 + 建態岻,2常數項嫌建岫嫌態 − 建態岻有
質數摠因數 r的 ，那麼將係數諸鉙昻㎝な , 怠 追  , 怠 追2 後，會不會有時候無法得到係
數為整數的共軛可諸解式呢？答案是否定的 這證明於附錄撝 ，也就是說，共

軛可諸解式捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 ± 嫌建岫嫌態 − 建態岻中，若岫嫌態 + 建態岻,2嫌建岫嫌態 − 建態岻有質數摠因
數 r的 ，則嫌建岫嫌態 − 建態岻必有因數堅態，所以べ⒥P 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 ± 嫌建岫嫌態 − 建態岻 

的係數諸鉙昻㎝な , 怠 追  , 怠 追2 後仍可得到係數為整數的共軛可諸解式，故可重複動作
到一次項係數,2常數項互質為衤〓 類似諸數約諸的處理模式  

(㎜) 非最簡之共軛可諸解式,2畢氏㎜元數關係 

接著べ⒥思考，P於目前檢驗到的畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，當圏, 喧, 決戓戓互質時，
可用本原畢氏㎜元數摠式 嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態 來表示，將岫圏, 喧, 決岻↓岫嫌, 建岻諸鉙
代入摠式一↓摠式琢及摠式㎜↓摠式四所得共軛可諸解式均相符，而且是最簡共

結論三う第一部分え 猜想，88驗證 100以愰的畢氏㎜元數  

所有畢氏㎜元數岫刺, 使, 産岻，當刺, 使, 産戓戓互質時，必可用本原畢氏㎜元數
摠式 史匝 − 嗣匝↓匝史嗣↓史匝 + 嗣匝 來表示，而且個鉙代入摠式一↓琢及摠式㎜↓

四，可得相ﾘ的最簡共軛可諸解式〓 
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軛可諸解式〓然而如果畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，當圏, 喧, 決並不互質呢？因為畢氏㎜元
數岫圏, 喧, 決岻滿足喧態 + 圏態 = 決態，所以圏, 喧, 決㎜數中，如果其中戓者有質數的摠因數 r，

則第㎜者必有因數 r，所以㎜者ﾘ時有摠因數 r〓 

觀察結論一和結論琢的摠式  

1. 在摠式一及摠式琢，取畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻 = 岫ぬ,ね,の岻 袪時㎜數互質 ，可得共
軛可諸解式捲態 + の捲 ± は，P應到結論琢的摠式㎜及摠式四取參數岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻
得到相ﾘ結果〓 

2. 摠式一↓琢取岫圏, 喧, 決岻 = 岫は,ぱ,など岻 袪時㎜數有摠因數 2 ，可得共軛可諸解式捲態 + など捲 ± にね，P應到結論琢的摠式㎜↓四取岫嫌, 建岻 = 岫ぬ,な岻可得相ﾘ結果〓 

3. 但是若摠式一↓琢取岫圏, 喧, 決岻 = 岫ひ,なに,なの岻 袪時㎜數有摠因數 3 ，可得共軛可

諸解式捲態 + なの捲 + のね = 岫捲 + ひ岻岫捲 + は岻及捲態 + なの捲 − のね = 岫捲 + なぱ岻岫捲 − ぬ岻，結
論琢的摠式㎜及摠式四卻無岫嫌, 建岻的結果可,2之P應！ 

這個困難點其實和本原畢氏㎜元數的情況相ﾘ，畢氏㎜元數岫ひ,なに,なの岻無法以
本原畢氏㎜元數摠式 嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態 來表示 嫌, 建取袘整數 〓但是べ⒥如
果利用孿生可諸解式規則來輔助，則可以得到,2岫ひ,なに,なの岻代入摠式一↓琢相ﾘ的
共軛可諸解式！ 

從最簡共軛可諸解式之一的捲態 + の捲 ± は出發，其P應摠式一↓琢的畢氏㎜元
數為岫圏, 喧, 決岻 = 岫ぬ,ね,の岻 想要變へ另一個共軛可諸解式 捲態 + なの捲 ± のね，P應摠式
一↓琢的畢氏㎜元數為岫圏, 喧, 決岻 = 岫ひ,なに,なの岻，發現前式的畢氏㎜元數剛好都昻以 3

變へ後式的畢氏㎜元數，而前共軛可諸解式係數依序諸鉙昻㎝な , ぬ , ひ可變へ後式〓
這就是孿生可諸解式的係數諸鉙昻㎝等比數列的規則！ 

另外從結論琢的摠式㎜↓四出發，捲態 + の捲 ± は P應摠式的參數岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻，
但 捲態 + なの捲 ± のね 則沒有岫嫌, 建岻可P應〓利用孿生可諸解式規則，取堅 = ぬ，將諸
解式捲態 + の捲 ± は的係數依序諸鉙昻㎝ な, 堅, 堅態 就可得到 捲態 + なの捲 ± のね〓べ⒥試
著把參數岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻也直接都昻以 3，得岫嫌, 建岻 = 岫は,ぬ岻，代入摠式㎜↓四得到不
ﾘ的共軛可諸解式捲態 + ねの捲 ± ねぱは，接著再把係數依序諸鉙昻㎝な, 怠 戴 , 怠 9  就可得到
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べ⒥想要的 捲態 + なの捲 ± のね〓べ⒥發現把岫嫌, 建岻 = 岫に,な岻直接昻以 3代入摠式㎜↓四

時，係數有再平方的情況 一次項係數 岫嫌態 + 建態岻 昻了 9，常數項 嫌建岫嫌態 − 建態岻 昻

了 81〓若べ⒥如果放寬 s↓t條件，不限制是整數，直接以岫嫌, 建岻 = (に√ぬ, √ぬ)代入
也就是參數都昻了√ぬ ，就可直接得到共軛可諸解式捲態 + なの捲 ± のね〓 

所以べ⒥猜想，如果改變本原畢氏㎜元數摠式 嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態 中嫌, 建取
袘整數的條件，放寬到 嫌 = 憲√堅 , 建 = 懸√堅 u↓v↓r為袘整數，憲 > 懸 ，應 可

以表示所有的畢氏㎜元數〓當然這需要嚴謹的證明，但是目前べ⒥還沒完へ〓 

 

這結論猜想的本原畢氏㎜元數形式其實跟前述的 堅岫嫌態 − 建態岻↓に堅嫌建↓堅岫嫌態 + 建態岻 表示法其實是相ﾘ的，只要代入即可形へ相ﾘ的摠式結構〓但是結論

㎜的表示方式，一方面是忠於本原畢氏㎜元數摠式，另一方面√堅的使用是源自本
研究中，利用孿生可諸解式規則處理非最簡的共軛可諸解式的研究流程，而不是

只比P數字來作猜測的〓 

べ⒥檢驗了 100以愰的不互質之畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，,2放寬限制的岫嫌, 建岻，
P照發現戓者均可P應 P照表請參考附錄七，若是互質的畢氏㎜元數,2岫嫌, 建岻P
照請參考附錄五 ，並可P應到相ﾘ的非最簡的共軛可諸解式〓 

 

伍↓ 結論,2建議 

一↓結論一 

只要找到畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻滿足喧態 + 圏態 = 決態，並且找到袘整數 a↓c滿足

結論三う第二部分え 猜想，88驗證 100以愰的畢氏㎜元數  

本原畢氏㎜元數摠式 史匝 − 嗣匝↓匝史嗣↓史匝 + 嗣匝，放寬到 史 = 四√司 , 嗣 = 士√司
u↓v↓r為袘整數，四 > 士 ，應 可以表示所有的畢氏㎜元數〓相ﾘ地，

結論琢的摠式㎜↓摠式四以袪形式參數岫史, 嗣岻代入應可找到所有共軛可諸解
式〓 
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欠潔 = 怠 態 喧圏，則 欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 欠捲態 + 決捲 − 潔 必為共軛可諸解式〓 

簡化的一般型式為 捲態 + 決捲 +  喧圏 に = (捲 +  決 + 喧 − 圏 に ) (捲 +  決 − 喧 + 圏 に ) 

捲態 + 決捲 −  喧圏 に = (捲 +  決 + 喧 + 圏 に ) (捲 +  決 − 喧 − 圏 に ) 

琢↓結論琢 

P於任意袘整數 s↓t， s > t ，可以得到一組共軛可諸解式 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 + 嫌建岫嫌態 − 建態岻 = 岫捲 + 嫌態 − 嫌建岻岫捲 + 建態 + 嫌建岻 捲態 + 岫嫌態 + 建態岻捲 − 嫌建岫嫌態 − 建態岻 = 岫捲 + 嫌態 + 嫌建岻岫捲 + 建態 − 嫌建岻 

㎜↓結論㎜ 猜想，88驗證 100以愰的畢氏㎜元數  

所有畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，當圏, 喧, 決戓戓互質時，必可用本原畢氏㎜元數摠式 嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態 來表示，而且個鉙代入摠式一↓琢及摠式㎜↓四，可得相ﾘ

的最簡共軛可諸解式〓 

本原畢氏㎜元數摠式 嫌態 − 建態↓に嫌建↓嫌態 + 建態，放寬到 嫌 = 憲√堅 , 建 = 懸√堅 u↓v↓

r為袘整數，憲 > 懸 ，應 可以表示所有的畢氏㎜元數〓相ﾘ地，結論琢的摠式㎜↓

摠式四以袪形式參數岫嫌, 建岻代入應可找到所有共軛可諸解式〓 

四↓建議 

㤗於整數參數的本原畢氏㎜元數摠式並不能表示出所有的畢氏㎜元數，所以結

論琢的生へ摠式無法找出所有的共軛可諸解式〓或者反過來說，如果能夠找出所有

共軛可諸解式的生へ摠式，那麼應 可以ÎQ出所有畢氏㎜元數的摠式〓如果結論

㎜的猜想經過證明是袘確的，那就可以利用本原畢氏㎜元數摠式表示出所有的畢氏

㎜元數，也可以表示出所有的共軛可諸解式〓另外還可以從兼態, 決態, 券態へ等差數列的
性質再發展〓還有利用電腦動態幾何軟體 GeoGebra設計出相關的幾何圖形，以及

直角㎜角形和愰諶圓的相關性質，期盼能找出共軛可諸解式的幾何規則〓這都有待

後續的研究〓 
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陸↓ 附錄 

一↓附錄一 孿生可諸解式的規則,2使用 

88經知 可被整係數因式諸解的 欠捲態 + 決捲 + 潔，則係數諸鉙昻㎝等比數列� , �堅 , �堅態 得到 �欠捲態 + �堅決捲 + �堅態潔 的一組式子必也可被整係數因式諸解，べ⒥

稱之為∩孿生可諸解式∧〓㤗於 k,2 r為任意數，只要新式子的係數 �欠 , �堅決 , �堅態潔 是

整數即可，所以孿生可諸解式規則所能造出新的可諸解式有無限多個〓只要是88知

一組可諸解式，昻㎝不ﾘ的等比數列得到不ﾘ的可諸解式，這些諸解式,2原88知可

諸解式都合稱為一組孿生可諸解式〓 

設88知可諸解式 欠捲態 + 決捲 + 潔 = 岫嫌捲 + 建岻岫憲捲 + 懸岻，其中 欠, 決, 潔, 嫌, 建, 憲, 懸 均為

非零的整數〓明顯可知欠 = 嫌憲↓決 = 嫌懸 + 建憲↓潔 = 建懸〓則係數依序諸鉙昻㎝等比數
列� , �堅 , �堅態 得 �欠捲態 + �堅決捲 + �堅態潔 = �岫嫌捲 + 堅建岻岫憲捲 + 堅懸岻 = 岫�嫌捲 + �堅建岻岫憲捲 + 堅懸岻 = 岫嫌捲 + 堅建岻岫�憲捲 + �堅懸岻 

只要Í制係數為整數，這些式子都可被整係數諸解〓若是諸數，則可以憘部ﾘ

昻以諸母的最R摠倍數，使係數都變へ整數〓 

以㎞べ⒥來看看幾個特鉙的例子〓 

(一) 一次項係數變號 欠捲態 − 決捲 + 潔 = 嫌憲捲態 − 岫嫌懸 + 建憲岻捲 + 建懸 = 岫嫌捲 − 建岻岫憲捲 − 懸岻 

可被整係數因式諸解〓其實將原式 欠捲態 + 決捲 + 潔 的係數 欠 , 決 , 潔 諸鉙依序昻㎝

等比數列 1↓−1↓1即可得到 欠捲態 − 決捲 + 潔，符合孿生可諸解式規則〓 

(琢) 係數反序 潔捲態 + 決捲 + 欠 = 建懸捲態 + 岫嫌懸 + 建憲岻捲 + 嫌憲 = 岫建捲 + 嫌岻岫懸捲 + 憲岻 

可被整係數因式諸解〓這也就是將原式 欠捲態 + 決捲 + 潔 的係數 欠 , 決 , 潔 諸鉙依序

昻㎝等比數列 
頂 銚 ↓1↓

銚 頂  可得到 潔捲態 + 決捲 + 欠，符合孿生可諸解式規則〓 

(㎜) 綜合型 一次項係數變號加㎝係數反序  
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潔捲態 − 決捲 + 欠 = 建懸捲態 − 岫嫌懸 + 建憲岻捲 + 嫌憲 = 岫建捲 − 嫌岻岫懸捲 − 憲岻 

可被整係數因式諸解〓如果領Q係數是負的，可視情況將等號戓邊ﾘ時變號〓這

也是將原式 欠捲態 + 決捲 + 潔 的係數 欠 , 決 , 潔 諸鉙依序昻㎝等比數列 
頂 銚 ↓−1↓

銚 頂  可
得到 潔捲態 − 決捲 + 欠，符合孿生可諸解式規則〓 

㤗袪可知，88知可被整係數因式諸解的 欠捲態 + 決捲 + 潔，則找到其孿生可諸解式
相當容易〓這,2本研究的∩共軛可諸解式∧不ﾘ〓共軛可諸解式是指欠捲態 + 決捲 + 潔 ,2 欠捲態 + 決捲 − 潔 均可諸解，但無法將係數 a↓b↓c依序諸鉙昻㎝等比數列變へ a↓b↓−潔〓 

當べ⒥88經找到一組可被整數諸解式 欠捲態 + 決捲 + 潔 = 岫喧捲 + 圏岻岫嫌捲 + 建岻，可依照
㎝述模式把係數諸鉙昻等比數列� , �堅 , �堅態，來產生其他可被整數諸解式  �欠捲態 + �堅決捲 + �堅態潔 = �岫嫌捲 + 堅建岻岫憲捲 + 堅懸岻 = 岫�嫌捲 + �堅建岻岫憲捲 + 堅懸岻 = 岫嫌捲 + 堅建岻岫�憲捲 + �堅懸岻 

當然係數都仍要是整數，可以Í制 k來 へ這個條件〓,4例來說，88知捲態 + の捲 + は = 岫捲 + に岻岫捲 + ぬ岻，利用 � = に , 堅 = 怠 態 ，將係數 1 , 5 , 6諸鉙昻㎝ 

に , 岾に ∙ 怠 態 峇 , (に ∙ 岾 怠 態 峇態)，也就是諸鉙昻㎝ に , な , 怠 態 ， 

に ∙ 捲態 + の ∙ に ∙ な に ∙ 捲 + は ∙ に ∙ ( な に )態 = 岫に ∙ 捲 + に ∙ に ∙ な に 岻岫捲 + ぬ ∙ な に 岻= 岫捲 + に ∙ な に 岻岫に ∙ 捲 + ぬ ∙ に ∙ な に 岻 

即 に捲態 + の捲 + ぬ = 岫に捲 + に岻岫捲 + 戴 態 岻 = 岫捲 + な岻岫に捲 + ぬ岻，可得另一可諸解式〓這是用
㎝述得係數諸鉙昻等比數列的 k↓r摠式法，可以處理所有情況〓 

這個過程其實可以簡化，諸析捲態 + の捲 + は和に捲態 + の捲 + ぬ十字交昻表示方式  

 

一次項不變，常數項把 2移到 x項，昻開後會到琢次項 

捲態 + の捲 + は 捲    + に 捲    + ぬ 

 

 

捲    + に 捲    + ぬ 

 

 

 

に捲態 + の捲 + ぬ 捲    + な に捲    + ぬ 
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ﾘ樣地，要從 捲態 + の捲 + は 變へ は捲態 + の捲 + な  

 

將常數項的 2和 3移動到前面 x項，昻開後會到琢次項 

只要掌握這個數字移動技巧，可以很快產生其他可諸解式〓然而這些方法都仍

符合孿生可諸解式的規則〓 

 

琢↓附錄琢 畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻較R的戓數 q , p142少有一個是偶數〓 

證明 利用反證法〓 

假設 q , p均為奇數，設圏 = にℎ + な↓喧 = に� + な，其中ℎ, �為整數， 

則㤗 喧態 + 圏態 = 決態 可得 決態 = 岫にℎ + な岻態 + 岫に� + な岻態 = ね岫ℎ態 + ℎ + �態 + �岻 + に，故決態為偶數，即 b為偶數〓 

但如袪決態為 4的倍數，,2決態 = ね岫ℎ態 + ℎ + �態 + �岻 + に 矛盾〓 

得證 q , p142少有一個是偶數〓 因ℎ態 + ℎ + �態 + �必為整數  

 

㎜↓附錄㎜ 利用電腦 Excel程式找出部諸共軛可諸解式例子如㎞ 結論琢之摠式  

s t 
 

x
2
+ (s

2
+t

2
) x+ st(s

2
-t

2
) =( x+ s

2
-st )*( x+ t

2
+st ) 

s t 
 

x
2
+ (s

2
+t

2
) x- st(s

2
-t

2
) =( x+ s

2
+st )*( x+ t

2
-st ) 

              
2 1 

 
x

2
+ 5 x+ 6 =( x+ 2 )*( x+ 3 ) 

2 1 
 

x
2
+ 5 x+ -6 =( x+ 6 )*( x+ -1 ) 

              
3 1 

 
x

2
+ 10 x+ 24 =( x+ 6 )*( x+ 4 ) 

3 1 
 

x
2
+ 10 x+ -24 =( x+ 12 )*( x+ -2 ) 

              
4 1 

 
x

2
+ 17 x+ 60 =( x+ 12 )*( x+ 5 ) 

4 1 
 

x
2
+ 17 x+ -60 =( x+ 20 )*( x+ -3 ) 

              
5 1 

 
x

2
+ 26 x+ 120 =( x+ 20 )*( x+ 6 ) 

捲態 + の捲 + は 捲    + に 捲    + ぬ 

 

 

捲    + に 

捲    + ぬ 

 

 

は捲態 + の捲 + な ぬ捲    + な に捲    + な 
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5 1 
 

x
2
+ 26 x+ -120 =( x+ 30 )*( x+ -4 ) 

              
3 2 

 
x

2
+ 13 x+ 30 =( x+ 3 )*( x+ 10 ) 

3 2 
 

x
2
+ 13 x+ -30 =( x+ 15 )*( x+ -2 ) 

              
4 2 

 
x

2
+ 20 x+ 96 =( x+ 8 )*( x+ 12 ) 

4 2 
 

x
2
+ 20 x+ -96 =( x+ 24 )*( x+ -4 ) 

              
4 3 

 
x

2
+ 25 x+ 84 =( x+ 4 )*( x+ 21 ) 

4 3 
 

x
2
+ 25 x+ -84 =( x+ 28 )*( x+ -3 ) 

              
5 2 

 
x

2
+ 29 x+ 210 =( x+ 15 )*( x+ 14 ) 

5 2 
 

x
2
+ 29 x+ -210 =( x+ 35 )*( x+ -6 ) 

              
5 3 

 
x

2
+ 34 x+ 240 =( x+ 10 )*( x+ 24 ) 

5 3 
 

x
2
+ 34 x+ -240 =( x+ 40 )*( x+ -6 ) 

              
5 4 

 
x

2
+ 41 x+ 180 =( x+ 5 )*( x+ 36 ) 

5 4 
 

x
2
+ 41 x+ -180 =( x+ 45 )*( x+ -4 ) 

 

四↓ 附錄四 設 s,2 t都是袘整數〓當 s,2 t互質，而且 s,2 t為一奇數一偶數時， 

結論琢的摠式可得到最簡共軛可諸解式〓 

這即是在證明 88知 s,2 t為袘整數，且 s > t時， 

s,2 t互質，而且 s,2 t為一奇數一偶數⇔岫嫌態 + 建態岻,2嫌建岫嫌態 − 建態岻互質 

一 預備性質 べ⒥要利用幾個預備性質  

1. s,2 t互質⇔ s,2 岫嫌 ± 建岻 互質〓 

2. s,2 t互質⇔ s,2 建態 互質〓 

3. s,2 t為一奇數一偶數時，岫嫌態 + 建態岻,2岫嫌態 − 建態岻均為奇數〓 

4. s,2 t為均為奇數或均為偶數時，岫嫌態 + 建態岻,2岫嫌態 − 建態岻均為偶數，不互質〓 

琢 袘式證明  

1. s,2 t互質⇔ s,2 建態 互質⇔ 嫌態 ,2 建態 互質⇔ 岫嫌態 + 建態岻 ,2 建態 互質 ⇔ 岫嫌態 + 建態岻 ,2 建 互質〓ﾘ理可得 s,2 t互質⇔ 岫嫌態 + 建態岻 ,2 嫌 互質〓 
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2. 岫嫌態 + 建態岻 ,2 岫嫌態 − 建態岻 互質 ⇔ 岫嫌態 + 建態岻 ,2 (岫嫌態 + 建態岻 + 岫嫌態 − 建態岻) 互質⇔ 岫嫌態 + 建態岻 ,2 に嫌態 互質 ⇔ “岫嫌態 + 建態岻 ,2 嫌態 互質” 且 “s,2 t為一奇數一偶數” ⇔ “建態 ,2 嫌態 互質” 且 “s,2 t為一奇數一偶數” ⇔ “建 ,2 嫌 互質” 且 “s,2 t為一奇數一偶數” 

得證 s,2 t互質，而且 s,2 t為一奇數一偶數⇔岫嫌態 + 建態岻,2嫌建岫嫌態 − 建態岻互質 

 

五↓附錄五 檢驗 100以愰所有畢氏㎜元數 ㎜數戓戓互質 ,2本原畢氏㎜元數摠式及

最簡共軛可諸解式相符〓 

q p b 
 

s t 
 

x
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+ (s
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2
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x
2
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3 2 

 
x

2
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5 12 13 
 

3 2 
 

x
2
+ 13 x+ -30 =( x+ 15 )*( x+ -2 ) 
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x

2
+ 25 x+ 84 =( x+ 4 )*( x+ 21 ) 

7 24 25 
 

4 3 
 

x
2
+ 25 x+ -84 =( x+ 28 )*( x+ -3 ) 

                  
8 15 17 

 
4 1 

 
x

2
+ 17 x+ 60 =( x+ 12 )*( x+ 5 ) 

8 15 17 
 

4 1 
 

x
2
+ 17 x+ -60 =( x+ 20 )*( x+ -3 ) 

                  
9 40 41 

 
5 4 

 
x

2
+ 41 x+ 180 =( x+ 5 )*( x+ 36 ) 

9 40 41 
 

5 4 
 

x
2
+ 41 x+ -180 =( x+ 45 )*( x+ -4 ) 

                  
11 60 61 

 
6 5 

 
x

2
+ 61 x+ 330 =( x+ 6 )*( x+ 55 ) 

11 60 61 
 

6 5 
 

x
2
+ 61 x+ -330 =( x+ 66 )*( x+ -5 ) 

                  
12 35 37 

 
6 1 

 
x

2
+ 37 x+ 210 =( x+ 30 )*( x+ 7 ) 

12 35 37 
 

6 1 
 

x
2
+ 37 x+ -210 =( x+ 42 )*( x+ -5 ) 

                  
13 84 85 

 
7 6 

 
x

2
+ 85 x+ 546 =( x+ 7 )*( x+ 78 ) 
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13 84 85 
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x
2
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8 3 
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+ 73 x+ -1320 =( x+ 88 )*( x+ -15 ) 
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+ 97 x+ 2340 =( x+ 45 )*( x+ 52 ) 
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x
2
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撝↓附錄撝 設 s,2 t都是袘整數〓若岫嫌態 + 建態岻,2嫌建岫嫌態 − 建態岻有質數摠因數 r的 ， 

則嫌建岫嫌態 − 建態岻必有因數堅態〓 

證明 88知質數 r是岫嫌態 + 建態岻,2嫌建岫嫌態 − 建態岻的摠因數〓 

1.若 r是嫌的因數，則 r是嫌態的因數，故 r是岫岫嫌態 + 建態岻 − 嫌態岻的因數， 

即 r是建態的因數，所以堅態是嫌建岫嫌態 − 建態岻的因數〓 

ﾘ理可證 若 r是建的因數，則堅態是嫌建岫嫌態 − 建態岻的因數〓 

2.若 r不是嫌的因數，而且 r不是建的因數，則 r是岫嫌態 − 建態岻的因數， 

又 r是岫嫌態 + 建態岻的因數，所以 r是(岫嫌態 + 建態岻 + 岫嫌態 − 建態岻)的因數， 
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即 r是に嫌態的因數〓 

(1)若 堅 ≠ に，則 r是嫌態的因數，這,2 r不是 s的因數矛盾 因為 r是質數 〓 

(2)若 堅 = に，則從∩r不是 s的因數，而且 r不是 t的因數∧可知 s,2 t都是

奇數，這樣的 ，岫嫌態 − 建態岻必為 堅態 = ね 的倍數〓 設 嫌 = に憲 − な↓建 = に懸 − な，嫌態 − 建態 = 岫に憲 − な岻態 − 岫に懸 − な岻態 = ね岫憲態 − 懸態 − 憲 + 懸岻為 4

的倍數  

故得證嫌建岫嫌態 − 建態岻必有因數堅態〓 

 

七↓附錄七 檢驗 100以愰的不互質之畢氏㎜元數岫圏, 喧, 決岻，,2放寬限制的岫嫌, 建岻，P照發
現戓者均可P應，並可P應到相ﾘ的非最簡的共軛可諸解式〓 
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10 24 26 

 
3 2 2 2 x

2
+ 26 x+ 120 =( x+ 6 )*( x+ 20 ) 

10 24 26 
 

3 2 2 2 x
2
+ 26 x+ 120 =( x+ 30 )*( x+ -4 ) 

                   
12 16 20 

 
4 1 2 1 x

2
+ 20 x+ 96 =( x+ 8 )*( x+ 12 ) 

12 16 20 
 

4 1 2 1 x
2
+ 20 x+ 96 =( x+ 24 )*( x+ -4 ) 

                   
14 48 50 

 
4 2 3 2 x

2
+ 50 x+ 336 =( x+ 8 )*( x+ 42 ) 

14 48 50 
 

4 2 3 2 x
2
+ 50 x+ 336 =( x+ 56 )*( x+ -6 ) 

                   
15 20 25 

 
2 5 1 5 x

2
+ 25 x+ 150 =( x+ 10 )*( x+ 15 ) 

15 20 25 
 

2 5 1 5 x
2
+ 25 x+ 150 =( x+ 30 )*( x+ -5 ) 

                   
15 36 39 

 
3 3 2 3 x

2
+ 39 x+ 270 =( x+ 9 )*( x+ 30 ) 

15 36 39 
 

3 3 2 3 x
2
+ 39 x+ 270 =( x+ 45 )*( x+ -6 ) 

                   



27 

 

16 30 34 
 

4 2 1 2 x
2
+ 34 x+ 240 =( x+ 24 )*( x+ 10 ) 

16 30 34 
 

4 2 1 2 x
2
+ 34 x+ 240 =( x+ 40 )*( x+ -6 ) 

                   
18 24 30 

 
2 6 1 6 x

2
+ 30 x+ 216 =( x+ 12 )*( x+ 18 ) 

18 24 30 
 

2 6 1 6 x
2
+ 30 x+ 216 =( x+ 36 )*( x+ -6 ) 

                   
18 80 82 

 
5 2 4 2 x

2
+ 82 x+ 720 =( x+ 10 )*( x+ 72 ) 

18 80 82 
 

5 2 4 2 x
2
+ 82 x+ 720 =( x+ 90 )*( x+ -8 ) 

                   
20 48 52 

 
6 1 4 1 x

2
+ 52 x+ 480 =( x+ 12 )*( x+ 40 ) 

20 48 52 
 

6 1 4 1 x
2
+ 52 x+ 480 =( x+ 60 )*( x+ -8 ) 

                   
21 28 35 

 
2 7 1 7 x

2
+ 35 x+ 294 =( x+ 14 )*( x+ 21 ) 

21 28 35 
 

2 7 1 7 x
2
+ 35 x+ 294 =( x+ 42 )*( x+ -7 ) 

                   
21 72 75 

 
4 3 3 3 x

2
+ 75 x+ 756 =( x+ 12 )*( x+ 63 ) 

21 72 75 
 

4 3 3 3 x
2
+ 75 x+ 756 =( x+ 84 )*( x+ -9 ) 

                   
24 32 40 

 
2 8 1 8 x

2
+ 40 x+ 384 =( x+ 16 )*( x+ 24 ) 

24 32 40 
 

2 8 1 8 x
2
+ 40 x+ 384 =( x+ 48 )*( x+ -8 ) 

                   
24 45 51 

 
4 3 1 3 x

2
+ 51 x+ 540 =( x+ 36 )*( x+ 15 ) 

24 45 51 
 

4 3 1 3 x
2
+ 51 x+ 540 =( x+ 60 )*( x+ -9 ) 

                   
24 70 74 

 
6 2 1 2 x

2
+ 74 x+ 840 =( x+ 60 )*( x+ 14 ) 

24 70 74 
 

6 2 1 2 x
2
+ 74 x+ 840 =( x+ 84 )*( x+ -10 ) 

                   
25 60 65 

 
3 5 2 5 x

2
+ 65 x+ 750 =( x+ 15 )*( x+ 50 ) 

25 60 65 
 

3 5 2 5 x
2
+ 65 x+ 750 =( x+ 75 )*( x+ -10 ) 

                   
27 36 45 

 
6 1 3 1 x

2
+ 45 x+ 486 =( x+ 18 )*( x+ 27 ) 

27 36 45 
 

6 1 3 1 x
2
+ 45 x+ 486 =( x+ 54 )*( x+ -9 ) 

                   
28 96 100 

 
8 1 6 1 x

2
+ 100 x+ 1344 =( x+ 16 )*( x+ 84 ) 

28 96 100 
 

8 1 6 1 x
2
+ 100 x+ 1344 =( x+ 112 )*( x+ -12 ) 

                   
30 40 50 

 
2 10 1 10 x

2
+ 50 x+ 600 =( x+ 20 )*( x+ 30 ) 

30 40 50 
 

2 10 1 10 x
2
+ 50 x+ 600 =( x+ 60 )*( x+ -10 ) 

                   



28 

 

30 72 78 
 

3 6 2 6 x
2
+ 78 x+ 1080 =( x+ 18 )*( x+ 60 ) 

30 72 78 
 

3 6 2 6 x
2
+ 78 x+ 1080 =( x+ 90 )*( x+ -12 ) 

                   
32 60 68 

 
8 1 2 1 x

2
+ 68 x+ 960 =( x+ 48 )*( x+ 20 ) 

32 60 68 
 

8 1 2 1 x
2
+ 68 x+ 960 =( x+ 80 )*( x+ -12 ) 

                   
33 44 55 

 
2 11 1 11 x

2
+ 55 x+ 726 =( x+ 22 )*( x+ 33 ) 

33 44 55 
 

2 11 1 11 x
2
+ 55 x+ 726 =( x+ 66 )*( x+ -11 ) 

                   
35 84 91 

 
3 7 2 7 x

2
+ 91 x+ 1470 =( x+ 21 )*( x+ 70 ) 

35 84 91 
 

3 7 2 7 x
2
+ 91 x+ 1470 =( x+ 105 )*( x+ -14 ) 

                   
36 48 60 

 
4 3 2 3 x

2
+ 60 x+ 864 =( x+ 24 )*( x+ 36 ) 

36 48 60 
 

4 3 2 3 x
2
+ 60 x+ 864 =( x+ 72 )*( x+ -12 ) 

                   
39 52 65 

 
2 13 1 13 x

2
+ 65 x+ 1014 =( x+ 26 )*( x+ 39 ) 

39 52 65 
 

2 13 1 13 x
2
+ 65 x+ 1014 =( x+ 78 )*( x+ -13 ) 

                   
40 42 58 

 
5 2 2 2 x

2
+ 58 x+ 840 =( x+ 30 )*( x+ 28 ) 

40 42 58 
 

5 2 2 2 x
2
+ 58 x+ 840 =( x+ 70 )*( x+ -12 ) 

                   
40 75 85 

 
4 5 1 5 x

2
+ 85 x+ 1500 =( x+ 60 )*( x+ 25 ) 

40 75 85 
 

4 5 1 5 x
2
+ 85 x+ 1500 =( x+ 100 )*( x+ -15 ) 

                   
42 56 70 

 
2 14 1 14 x

2
+ 70 x+ 1176 =( x+ 28 )*( x+ 42 ) 

42 56 70 
 

2 14 1 14 x
2
+ 70 x+ 1176 =( x+ 84 )*( x+ -14 ) 

                   
45 60 75 

 
2 15 1 15 x

2
+ 75 x+ 1350 =( x+ 30 )*( x+ 45 ) 

45 60 75 
 

2 15 1 15 x
2
+ 75 x+ 1350 =( x+ 90 )*( x+ -15 ) 

                   
48 64 80 

 
8 1 4 1 x

2
+ 80 x+ 1536 =( x+ 32 )*( x+ 48 ) 

48 64 80 
 

8 1 4 1 x
2
+ 80 x+ 1536 =( x+ 96 )*( x+ -16 ) 

                   
51 68 85 

 
2 17 1 17 x

2
+ 85 x+ 1734 =( x+ 34 )*( x+ 51 ) 

51 68 85 
 

2 17 1 17 x
2
+ 85 x+ 1734 =( x+ 102 )*( x+ -17 ) 

                   
54 72 90 

 
6 2 3 2 x

2
+ 90 x+ 1944 =( x+ 36 )*( x+ 54 ) 

54 72 90 
 

6 2 3 2 x
2
+ 90 x+ 1944 =( x+ 108 )*( x+ -18 ) 

                   



29 

 

57 76 95 
 

2 19 1 19 x
2
+ 95 x+ 2166 =( x+ 38 )*( x+ 57 ) 

57 76 95 
 

2 19 1 19 x
2
+ 95 x+ 2166 =( x+ 114 )*( x+ -19 ) 

                   
60 63 87 

 
5 3 2 3 x

2
+ 87 x+ 1890 =( x+ 45 )*( x+ 42 ) 

60 63 87 
 

5 3 2 3 x
2
+ 87 x+ 1890 =( x+ 105 )*( x+ -18 ) 

                   
60 80 100 

 
4 5 2 5 x

2
+ 100 x+ 2400 =( x+ 40 )*( x+ 60 ) 

60 80 100 
 

4 5 2 5 x
2
+ 100 x+ 2400 =( x+ 120 )*( x+ -20 ) 

 

 

 



そ評語た030423  

探討和可同時分解為整係數一次因式時，需滿足的條件，給出

了近乎完整的解答。這是一個有趣的問題。作者們聰明的利用一些

基礎的數學概念，對所考慮的問題作了俶盡的討論。能由一個簡單

的習題發想，給出這樣一個問題並進行深入的分析，頗具創意，值

得嘉許。作品中提及不是所有的畢氏三數組都可由本原畢氏三數組

的公式導出，所以公式三和公式四不能表示出所有的共軛可分解式。

這應伜可以透過乘上一個等比數列解決。例如：當時，我們得出共

軛可分解式和，乘上…，我們可以還原回由所得出的共軛可分解式

和。透過這樣的方式，應伜可以對原始的問題給出一個完整的答案。

沒有看到這樣的關聯性是有點可惜了。 

 

030423-評語 
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