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滾積木遊戲探討 

摘要 

滾積木遊戲為一邊長 1╳1╳2的長方體積木，在由邊長為 1╳1的方格所組ㆸ的棋盤ᶲ，

立於起點，利用Ὰˣ滾ˣ立ᶱ種移動方式向前ˣ⼴ˣⶎˣ右方向移動，移動立於終點，即算

過關ˤ(走過的格子可重複走) 

本作品主要在探討烉 

一ˣ滾積木遊戲的有解及無解狀態ˤ 

二ˣ探討 m╳n矩形過關移動最少㬍數ˤ 

ᶱˣ探討 m╳n矩形移動最少㬍數路徑數量ˤ 

四ˣ探討不規則形狀之棋盤如何過關ˤ 

最⼴利用 Scratch製作一滾積木遊戲ˤ 

 

壹ˣ研究動機 

國二的數學寒假作業為ˬ找一個數學相關的遊戲 ，˭有位同學找了忁個滾積木遊戲，於

是ㆹᾹ進行多次的過關，卻發現大家同一關的過關方法及走的㬍數都不大一樣，因㬌，激起

ㆹᾹ想要對㬌進行㬍數ˣ移動法則的探討，ẍ助於ㆹᾹ找出過關最少㬍數ˤ 

 

貳ˣ研究目的 

1.探討遊戲有解ˣ無解狀態ˤ 

2.尋找有解的最小矩形ˤ 

3.研究 m╳n矩形當起點固定，每一有解方格之最少移動㬍數ˤ 

4.研究 m╳n矩形當起點固定，每一有解方格之最少移動㬍數路徑數量ˤ 

5.探討不規則形狀之棋盤如何過關ˤ 

6.利用電腦軟體 Scratch設計滾積木遊戲ˤ 
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參ˣ研究內容 

滾積木遊戲介紹 

有一邊長為 1╳1╳2的長方體積木，在由邊長為 1╳1的方格所組ㆸ的棋盤ᶲ(如圖 1-1)，

立於起點，利用Ὰˣ滾ˣ立ᶱ種移動方式向前ˣ⼴ˣⶎˣ右方向移動，移動立於終點，即算

過關ˤ(走過的格子可重複走) 

 

 

 

 

Ὰ烉⮯積木Ὰᶳ，如圖 1-2 

         

 

滾烉滾動積木，如圖 1-3 

         

                                       

立烉⮯積木立起，如圖 1-4 

         

                                       

 

終點 起點 

圖 1-1 

圖1-2 

圖 1-3 

圖 1-4 
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忁是個有趣的遊戲，能夠過關真Ẍ人冰奮ˤㆹᾹ一開始不斷嘗試如何過關，並且過完所

有的關卡ˤ而在玩的過程中，ㆹᾹ發現ᶱ個人走的㬍數皆不同，解法並不唯一ˤ因㬌，ㆹᾹ

試著要找出最少㬍數，並在最少㬍數ᶳ找出不同解法ˤ另外，ㆹᾹ想要了解矩形中任意一方

格當起點是否一定能移動到任意一終點ˤ 

 

一ˣ有解？無解？ 

首先，ㆹᾹ先找出必定無解的狀況烉 

1. 當起點周圍方格無法讓積木移動時 

2. 當終點設在無法使積木向任何方向移動的地點時 

3. 當移動的路徑可能無法被站立或是Ὰᶳ時 

4. 棋盤不夠⮔時，當起點固定⼴，大部↮方格無法當終點 

前面ᶱ點非常直觀就知忻，而第 4點當棋盤為 m╳1或 m╳2時，如ᶳ圖 2，若積木立於

第一排第一格，因為棋盤不夠⮔，積木只能向ⶎˣ右Ὰˣ立或向ᶲˣᶳ滾ˤ因為一Ὰ一立共

移動ᶱ格，積木能立的終點必定是每一排第 3x+1 (x=0,1,2,……)之方格，而非第 3x+1之方格就

無法當終點了ˤ(底ᶳ黑色格子即積木可立之格子，而綠色方格即為無解區) 

 

 

 

 

由ẍᶲ四點無解的狀況，ㆹᾹ推測若要每格方格都有解矩形必須要夠⮔，因㬌接著ㆹᾹ

研究 m╳n矩形當 mˣn皆大於 2是否每一方格一定都有解？ 

為了研究的方便，ㆹᾹ做了ẍᶳ幾個規定和表示方法烉 

 

1. ㆹᾹ⮯ m╳n矩形座標化，如右圖 3-1ˤ 

2. Ὰ(pour)− xP 烉積木向右Ὰˣ 
xP 烉積木向ⶎᾺˣ yP 烉積木向ᶲᾺˣ 

yP 烉積木向ᶳᾺˤ 

圖 2 

圖 3-1 
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3. 滾(roll)− xR 烉積木向右滾ˣ 
xR 烉積木向ⶎ滾ˣ yR 烉積木向ᶲ滾ˣ 

yR 烉積木向ᶳ滾ˤ 

4. 立(stand)− xS 烉積木向右立ˣ 
xS 烉積木向ⶎ立ˣ yS 烉積木向ᶲ立ˣ 

yS 烉積木向ᶳ立ˤ 

5. m╳n矩形冯 n╳m矩形為對稱圖形，因㬌ㆹᾹ只討論 m╳n矩形，其中 nm ˤ 

6. A→B烉ẋ表ẍ A方格為起點，而可移動立於 B方格ˤ 

7.ㆹᾹ用 H(head)表示起點ˤ 

先來看 3╳3矩形，如右圖 3-2，ㆹᾹ由必定無解的第 1x 2點狀況可得知，

(2 , 2)忁方格無論是當起點或當終點，都無法到忼矩形ᶲ任一方格，故為無解ʕ

若ẍ(1 , 1)當起點，則除了(2 , 2)外，每一方格都能立起，也就是每一格都可當終點ˤ 

例如ẍ(1, 1)為起點，(1, 2)為終點移動方式為 xP + yR + 
xS  

 

ㆹᾹ⮯ẍ(1, 1)為起點立於每一方格的移動方式⮓在底ᶳ表格烉 

xP + yR + yR + 
xS  

xP + yR + yR + 
xS

+ 
yP + xR + yS  

xP + yR + yR + 
xS +


yP + xR + xR + yS  

xP + yR + 
xS  無解 

yP + xR + xR + 
yS  

+ 
xP + yR + xS  

起點 yP + xR + 
yS  yP + xR + xR + 

yS  

 

ㆹᾹ只⮓出ẍ(1 , 1)為起點的表格，因ㆹᾹ發現不需每一格都檢驗是否可為起點ˤ 

發現一烉若 A→Bㆸ立，則必存在 B→A，也就是 A↔B 

  說明烉顯而易見的，若 A→Bㆸ立，只要依同樣路徑逆回去則 B→A也ㆸ立，也就是

A↔B 

xP  
yR  

xS  

圖 3-2 

圖 3-3 

表格 1 
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發現二烉A→B且 A→C，則必存在 B→C 

說明烉若 A→B，則由發現一得知 B→A，又 A→C，因㬌必存在 B→C 

 

由發現二可得知除了(2 , 2)外任一方格當起點至少都可經由(1 , 1)到其他方格ˤ因㬌ㆹᾹ

發現，若只討論有無解，可只討論ẍ(1 , 1)為起點的狀況，不需再ẍ其他方格作為起點ˤ 

 

定理一烉4╳3矩形為每一方格皆有解的最小矩形ˤ 

 證明烉⮯ 4╳3矩形視為兩個 3╳3矩形重疊，如右圖 3-4(紫色部↮為重疊地帶)ˤ 

當積木ẍ(1 , 1)為起點時在 3╳3矩形中只有(2 , 2)無解……(1) 

但當積木經 xP + xS 立於(4 , 1)時，在 3╳3矩形中只有(3 , 2)無解……(2)  

又(1 , 1)→(3 , 2)ㆸ立，(4 , 1)→(2 , 2)ㆸ立……(3) 

由(1)ˣ(2)ˣ(3)利用發現二得知每一方格皆有解 

因 3╳3矩形並非每格方格皆有解，故 4╳3矩形為每一方格皆有解的最小矩形 

 

定理二烉任意 m╳n矩形，若 m╳n大於 4╳3則必定每個方格皆有解ˤ 

 證明烉如同定理一的證明，ㆹᾹ可⮯ m╳n矩形視為多個 4╳3矩形重疊，如ᶳ圖 3-5ˤ 

因㬌，顯而易見的每個方格皆有解ˤ(紫色為重疊部↮，由 2塊 4╳3矩形所組

ㆸ的 5╳3矩形) 

 

確定 m╳n大於 4╳3則必定每個方格皆有解⼴，ㆹᾹ想研究每一方格移動的最少㬍數ˣ

移動方式及最小㬍數移動路徑數ˤ 

二ˣ移動最少㬍數 

1. ẍ(1 , 1)為起點 

為了找出每一方格移動的最少㬍數，ㆹᾹ一開始先↮ⶍ實際操作 3╳4ˣ4╳4ˣ5╳5ˣ6╳6

圖 3-4 

圖 3-5 
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的矩形ˤ在實際操作中ㆹᾹ有了幾個新發現，有助於之⼴的研究烉 

 

發現ᶱ烉(1)  (a , b)+ xP + xS =(a+3 , b) 向右一Ὰ一立移動了ᶱ格，同理向ⶎ亦同ˤ 

 (2)  (a , b)+ yP + yS =(a , b+3) 向ᶲ一Ὰ一立移動了ᶱ格，同理向ᶳ亦同ˤ 

 (3)  (a , b)+ xP + 
xS =(a , b) 向右Ὰ⼴向ⶎ立，則立於原來方格，同理向ⶎᾺ⼴

向右立ˣ向ᶲᾺ⼴向ᶳ立ˣ向ᶳᾺ⼴向ᶲ立，亦立於原來方格ˤ 

 (4) 無論向ⶎ右滾動 xR ( 
xR )滾動幾次必須介於一次的向ᶲˣᶳᾺ yP  ( 

yP )ˣ立

yS  ( 
yS )之間ˤ同理，向ᶲˣᶳ滾動 yR ( 

yR )滾動必須介於一次的ⶎ右Ὰ xP  

( 
xP )ˣ立 xS  ( 

xS )之間ˤ 

 (5) yP + xR + xR + xR + yS = yP + yS + xP + xS ， xP + yR + yR + yR + xS = xP + xS + yP + yS  

    ，也就是滾ᶱ次相當於一次Ὰ加一次立 

 (6)若㬌㬍數為最少㬍數，則在移動路徑中，不會有到同一點兩次的狀況ˤ 

 

發現四烉任意 m╳n矩形有解的方格中，若移動㬍數為最少㬍數，則不會有同方向滾動

ᶱ次ˤ 

說明烉由發現ᶱ (5)可知同方向每滾ᶱ次可被Ὰˣ立取ẋ，也就是ᶱ㬍可ẍ用兩㬍取

ẋ，因㬌，若移動㬍數為最少，則不會有同方向滾動ᶱ次ˤ 

依據ᶲ述發現ᶱˣ發現四，底ᶳ是 4╳3ˣ4╳4ˣ5╳5ˣ6╳6ẍ(1 , 1)為起點，立於其他方格的 

最少移動㬍數: 

 

 

 

 

5 6 6 5 6 

2 3 4 4 5 

4 6 7 4 6 

3 6 6 3 6 

H 3 4 2 5 

4 7 7 4 

3 6 7 3 

H 3 4 2 

6 7 7 6 7 8 

5 6 6 5 6 7 

2 3 4 4 5 6 

4 6 7 4 6 7 

3 6 6 3 6 7 

H 3 4 2 5 6 

2 3 4 4 

4 6 7 4 

3 6 6 3 

H 3 4 2 

 

表格

 

表格 2 
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從ᶲ表可發現，除了 4╳3的矩形(3 , 2)ˣ(2 , 3)方格外，當矩形擴大時同一座標方格最少

移動㬍數皆不會再改變，也就是其最小㬍數ˤ接著ㆹᾹ想求出 m╳n矩形ẍ(1 , 1)為起點，任

一方格為終點的最少㬍數ˤ 

為方便研究，ㆹᾹ⮯(1 , 1)
 ẋ表ẍ(1 , 1)為起點，移動至終點座標(x , y)的最少㬍數ˤ(x , y)  →ܖ�ܕ

定理ᶱ烉m╳n矩形 )4,4(  nm ẍ(1 , 1)為起點，移動至終點座標(x , y)，若終點方格冯

起點方格的座標差為(3A+C，3B+D)，其中 Ax B∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ }，Cx D∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}，
則最少㬍數為烉 

(一) 2(A+B)+C+D     if  A1ˣB1  

(二) 2(A+B)+C+D     if  A=0ˣB1ˣD=0或 B=0ˣA1ˣC=0 

(ᶱ) 2(A+B)+C+D+1   if  A=0x B1x C=2x D=1,2或 B=0x A1x D=2x C=1,2 

(四) 2(A+B)+C+D+2   if  A=0ˣB1ˣC=0,1ˣD=1,2或 

B=0ˣA1ˣD=0,1ˣC=1,2 

(五) 2(A+B)+C+D+2   if  A=0ˣB=0且 C=0ˣD=1,2或 D=0ˣC=1,2 

(ℕ)其他特殊座標(1 , 1) ୫୧୬→  (2 , 2)=6ˣ(1 , 1) ୫୧୬→  (2 , 3)=6ˣ(1 , 1) ୫୧୬→  (3 , 2)=6ˣ 

               (1 , 1) ୫୧୬→  (3 , 3)=7 

證明烉由發現ᶱˣ發現四得知一Ὰˣ立即移動了 3格且同一方向的滾不會大於 2次，

因㬌ㆹᾹ⮯終點方格冯起點方格的座標差表示為(3A+C，3B+D)，  

(一) A1，則冯 x軸座標差 3A+C3，也就是說必須往 x軸Ὰˣ立 A次ˣ滾 C

次，但往 x軸滾必須至少介於一次往 y軸Ὰˣ立之間ˤ 

又 B1，冯 y軸座標差 3B+D3，y軸方向也需Ὰˣ立 B次ˣ滾 D次，且

y軸滾必須至少介於一次往 x軸Ὰˣ立之間ˤ 

因為 1次的Ὰˣ立需兩㬍ˣ而滾需 1㬍，所ẍ最少㬍數為 

 2A+C+2B+D 

=2(A+B)+C+D 
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(二) A=0則冯 x軸座標差 3A+C=C2，因㬌不需往 x軸Ὰˣ立，只需往 x軸滾

C次且必須至少介於一次往 y軸Ὰˣ立之間ˤ 

又 B1，D=0，因㬌 y軸座標差為 3的倍數，只需Ὰˣ立 B次即可ˤ 

所ẍ最少㬍數為 

2B+Cڮڮሺͳሻ 
同理，B=0，A1，C=0則最少㬍數為 2A+Dڮڮሺʹሻ 
合併(1)ˣ(2)得知，若 A=0，B1，D=0或 B=0，A1，C=0，最少㬍數為 

2(A+B)+C+D  

(ᶱ) A=0，B1，C=2，D=1,2 

B1，y軸方向需Ὰˣ立 B次，而 A=0本不需往 x軸Ὰˣ立，但 D=1,2需

往 y軸滾 D次，且必須介於一次往 x軸Ὰˣ立之間，因㬌當 C=2，本需滾

動 2次，移動方式其中一段需變為 xP +ڮڮ+ xS + yP + 
xR + yS ，增加了 1㬍ˤ 

同理，B=0，A1，D=2，C=1,2也會增加 1㬍，因㬌最少㬍數為 

2(A+B)+C+D+1 

(四) A=0，B1，C=0,1，D=1,2 

冯(ᶱ)相同，當 C=1，本需滾動 1次，移動方式其中一段需變為 xP +ڮڮ+ 
xS

+ yP + xR + yS ，增加了 2㬍烊而當 C=0，本不需滾動Ὰˣ立，但移動方式其

中一段需變為 xP +ڮڮ+ 
xS + yP + yS ，增加了 2㬍ˤ 

同理，B=0，A1，D=0,1，C=1,2也會增加兩㬍，因㬌最少㬍數為 

2(A+B)+C+D+2 

(五) A=0，B=0且 C=0，D=1,2或 D=0，C=1,2，證明冯(四) 當 C=0相同，不

再贅述ˤ同理，最少㬍數為 

2(A+B)+C+D+2 
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(ℕ) (1 , 1)
୫୧୬→  (2 , 2)本只需往 x軸ˣy軸各滾 1次即可，共兩㬍，但因滾需介於

Ὰˣ立之間，因㬌移動方式需改為 yP + xR + 
yS + xP + yR + 

xS ，增加了 4㬍

變ㆸ 6㬍 

(1 , 1) ୫୧୬→  (2 , 3) 本只需往 x軸ˣy軸各滾 1ˣ2次，共ᶱ㬍，但因滾需介於

Ὰˣ立之間，因㬌移動方式需改為 yP + xR + yS + xP + 
yR + 

xS ，增加了 3㬍變

ㆸ 6㬍 

(1 , 1) ୫୧୬→  (3 , 2)，同理，移動方式需改為 xP + yR + xS + yP + 
xR + 

yS ，增加了

3㬍變ㆸ 6㬍 

(1 , 1) ୫୧୬→  (3 , 3)，同理，移動方式需改為 xP + yR + yR + xS + yP + 
xR + 

yS ，增

加了 3㬍變ㆸ 7㬍 

 

底ᶳㆹᾹ用表格 3來表示㬌定理ᶱ， 

黃色方格ẋ表烉最少㬍數 2(A+B)+C+D       藍色方格ẋ表烉最少㬍 2(A+B)+C+D+1 

紅色方格ẋ表烉最少㬍數 2(A+B)+C+D+2    灰色方格ẋ表烉其他特殊座標 ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ  

 ڮ         

 ڮ         

 ڮ         

 ڮ         

 ڮ         

 ڮ         

 ڮ       7 6 

 ڮ       6 6 

H         ڮ 

表格 3 
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最少㬍數表 

 

6 7 8 8 9 10 10 11 12 12 

8 9 9 8 9 10 10 11 12 12 

7 8 8 7 8 9 9 10 11 11 

4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 

6 7 7 6 7 8 8 9 10 10 

5 6 6 5 6 7 7 8 9 9 

2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 

4 6 7 4 6 7 6 8 9 8 

3 6 6 3 6 7 5 8 9 7 

H 3 4 2 5 6 4 7 8 6 

 

之前ㆹᾹ發現 4╳3的矩形(1 , 1)
୫୧୬→  (3 , 2)ˣ(1 , 1)

୫୧୬→  (2 , 3)皆是 7㬍，冯 m╳n矩形的 6㬍

不同，主要是因為依原來的㬍驟 xP + yR + xS + yP + 
xR + 

yS ，到第四㬍驟 xP + yR + xS + yP 時 y軸

座標需到 4單位，超過棋盤 y軸座標ᶲ限的ᶱ單位，因㬌需改變移動路徑，在立於(3 , 2)前需

躺在(1 , 2)及(2 , 2)ᶲ(如ᶳ圖)，因㬌移動方式為 yP + xR + xR + 
yS + 

xP + yR + xS ， 

同理(1 , 1)
୫୧୬→   (2 , 3)不再贅述ˤ 

 

 

 

 
圖 4 

表格 4 
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2. ẍ任意(a , b)當起點 

在玩遊戲時，ㆹᾹ發現起點忂常不會在(1 , 1)，因㬌ㆹᾹ想探討ẍ任意座標方格(a , b)時

到其他終點座標方格的移動方式冯最少㬍數ˤ 

定理四烉若 A→Bㆸ立，則 A
୫୧୬→  B=B

୫୧୬→  A 

  證明烉由發現一知忻，若 A→Bㆸ立，即可 B→Aˤ只要依 A→B的路徑把移動的先

⼴順序顛Ὰ且方向相反就是 A
୫୧୬→  B=B

୫୧୬→  A 

例如: xP + yR + 
xS Ὰ過來就是 xP + 

yR + 
xS  

首先ㆹᾹ先從 4╳3的矩形開始探討，由定理四及對稱性，因㬌ㆹᾹ只要↮別ẍ(1 , 1)x (2 , 1)ˣ

(1 , 2)及 (2 , 2)為起點即可ˤ最少㬍數↮別如ᶳ表格 5烉 

 

 

 

 

因為 4╳3的矩形不夠⮔，用 m╳n最少路徑容易超過棋盤，部↮需要特殊解法，因㬌最

少㬍數較無規⼳ˤ 

 

4╳4的矩形，也由定理四及對稱性，因㬌ㆹᾹ只要↮別ẍ(1 , 1)x (2 , 1)及 (2 , 2)為起點即可ˤ

最少㬍數↮別如ᶳ表格 6烉 

 

 

 

 

 

由ẍᶲ的表格ㆹᾹ發現，除了黃色方格外，無論起點在何處，起點座標冯終點座標差相

同時，最少移動㬍數也相同ˤ因㬌ㆹᾹ持續操作並探討任意 m╳n矩形 )4,4(  nm 的情況ˤ 

 

4 7 7 4 

3 6 7 3 

H 3 4 2 

 

7 4 7 7 

6 3 6 6 

3 H 3 4 

 

3 6 6 3 

H 9 9 2 

3 6 6 3 

 

6 3 6 7 

9 H 9 9 

6 3 6 7 

 

2 3 4 4 

4 6 7 4 

3 6 6 3 

H 3 4 2 

 

3 2 3 4 

6 4 6 6 

6 3 6 6 

3 H 3 4 

 

6 4 6 7 

6 3 6 6 

3 H 3 4 

6 3 6 6 

 

表格 5 

表格 6 
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定理五烉 m╳n矩形 )4,4(  nm ，若(a1 , b1)→(x1 , y1)的座標差冯(aʹ , bʹ)→(x2 , yଶ)

的座標差相同，則(a1 , b1)
୫୧୬→  (x1 , y1) = (aʹ , bʹ)୫୧୬→  (x2 , yଶ)ˤ 

除了底ᶳ四種狀況烉(1 , 1)↔(3 , 3)ˣ(m , 1)↔( 2m , 3)ˣ(1 , n)↔(3 , 2n )ˣ 

(m , n)↔( 2m , 2n )比其他座標差(2 , 2)多 1㬍ˤ 

證明烉若移動方式不會超過棋盤，對於一般(a1 , b1)→(x1 , y1)的座標差冯(aʹ , bʹ)→
(x2 , yଶ)的座標差相同時的最少㬍數移動方式皆相同，因㬌 

(a1 , b1)
୫୧୬→  (x1 , y1) = (aʹ , bʹ)୫୧୬→  (x2 , yଶ) 

而(1 , 1)↔(3 , 3)ˣ(m , 1)↔( 2m , 3)ˣ(1 , n)↔(3 , 2n )ˣ(m , n)↔( 2m , 2n )

忁四種狀況，雖然座標差皆為(2 , 2)，但一般座標差為(2 , 2)的移動方式為 

xP + 
yR + xS + yP + 

xR + yS  或 yP + 
xR + yS + xP + 

yR + xS  各是 6㬍 

忁樣的移動方式在 

(1 , 1)↔(3 , 3)ˣ(m , 1)↔( 2m , 3)ˣ(1 , n)↔(3 , 2n )ˣ(m , n)↔( 2m , 2n ) 

忁四種狀況都會超過棋盤，因㬌移動方式需改為 

xP + yR + yR + xS + yP + 
xR + 

yS  或 yP + xR + xR + yS + xP + 
yR + 

xS  各是 7㬍 

因㬌，(1 , 1)↔(3 , 3)x (m , 1)↔( 2m , 3)x (1 , n)↔(3 , 2n )x (m , n)↔( 2m , 2n )

比其他座標差(2 , 2)多 1㬍 

ᶳ圖 5當同顏色之方格相互為起點和終點時，其最少㬍數比其他座標差為(2 , 2)者多 1㬍，其

餘方格當座標差相同時期最少㬍數必會相同ˤ 

 

 

 

 

 

 

        

        

        

        

        

        

        

        
圖 5 
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ᶱˣ移動最少㬍數路徑數量 

探討完最少㬍數⼴，ㆹᾹ更進一㬍想要知忻，任意起點移動至終點最少㬍數的路徑數

量ˤ 

每一個最少移動㬍數的路徑都是由Ὰˣ滾ˣ立ᶱ種移動方式向前ˣ⼴ˣⶎˣ右方向移動

組合而ㆸˤ在發現ᶱ(4)中提到無論同時向ⶎˣ右滾動幾次，必須介於一次向ᶲˣᶳᾺˣ立之

間烊同理同時向ᶲˣᶳ滾動，必須介於一次向ⶎˣ右Ὰˣ立之間ˤ 

如同之前，ㆹᾹẌ m╳n矩形 )4,4(  nm ẍ(1 , 1)為起點，終點座標(x , y)，假設終點方

格冯起點方格的座標差為(3A+C，3B+D)，其中 AˣB∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ}，CˣD∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}ˤ 

發現五烉當 A1，B1，移動方式組合有( xP + xS )ˣ( xP + yR + xS )ˣ( xP + yR + yR + xS )ˣ 

( yP + yS )x ( yP + xR + yS )x ( yP + xR + xR + yS )，ℕ種可能組合ˤ其中( xP + yR + xS )ˣ

( xP + yR + yR + xS )不會同時存在烊( yP + xR + yS )x ( yP + xR + xR + yS )不會同時存在ˤ 

 

說明烉ℕ種組合是顯而易見的，而( xP + yR + xS )ˣ( xP + yR + yR + xS )不會同時存在烊 

( yP + xR + yS )x ( yP + xR + xR + yS )不會同時存在，是因為最少㬍數時同方向不可滾

ᶱ次，甚至也可說( xP + yR + xS )ˣ( yP + xR + yS )最多只可能兩組同時存在ˤ 

 

發現ℕ烉發現五中的移動方式組合若存在，則移動組合交換先⼴順序並不影響最少㬍

數ˤ 

說明烉在移動路徑中，ㆹᾹ可⮯路徑↮為 xP +C yR + xS
， yP +D xR + yS  兩種組合， 

xP +C yR + xS 的移動㬍數為 2+C， yP +D xR + yS 的移動㬍數為 2+D，若是單一的

組合，則其總㬍數為 4+C+D，交換組合先⼴順序不會影響最少㬍數ˤ同理，

更多組合也是相同ˤ 

由發現五ˣ發現ℕ可知路徑是可交換的，因㬌最少㬍數路徑數量可計算如ᶳ烉 
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定理ℕ烉m╳n矩形 )4,4(  nm ẍ(1 , 1)為起點，終點座標(x , y)，假設終點方格冯起點

方格的座標差為(3A+C，3B+D)，其中 AˣB∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ }，CˣD∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}ˤ
當 A1，B1最少㬍數路徑數量烉 

(一) 
ሺ+ሻ!ሺ−ୈሻ! ሺ−େሻ!            if     C=0,1ˣD=0,1 

(二) 
ሺ+ሻ!!ሺ−ଵሻ!+ ሺ+ሻ!!ሺ−ଶሻ!ଶ!        if     C=2ˣD=0 

(ᶱ) 
ሺ+ሻ!ሺ−ଵሻ!!+ ሺ+ሻ!ሺ−ଶሻ!!ଶ!        if     C=0ˣD=2 

(四) ∑ ∑ ሺ+ሻ!ሺ−୨ሻ!ሺ−୧ሻ!୧!୨!=ଵ=ଵ     if     C=1,2ˣD=1,2 

註烉若A − j < Ͳ或B − i < Ͳ 則Ẍ 
ሺ+ሻ!ሺ−୨ሻ!ሺ−୧ሻ!୧!୨! = Ͳ 

證明烉由定理ᶱ得知最少移動㬍數為 2(A+B)+C+D，也就是路徑中有 A個( xP + xS )ˣB

個( yP + yS )ˣC個 xR ˣD個 yR  

(一)當 C=0ˣD=0則路徑由 A個( xP + xS )及 B個( yP + yS )組合，由發現ℕ知忻忁

A+B個組合可交換先⼴順序，因㬌最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ܣ! B!  

當 C=1ˣD=0則路徑由 A個( xP + xS )ˣ1個( yP + xR + yS )ˣB−ͳ個( yP + yS )組

合，忁 A+B個組合可交換先⼴順序，因㬌最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ܣ! ሺB − ͳሻ! 
當 C=0ˣD=1，同理最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ!  !ܤ 
同理，當 C=0,1ˣD=0,1，最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ሺA − Dሻ! ሺB − Cሻ! 
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(二)當 C=2ˣD=0，則路徑中有 A個( xP + xS )ˣB個( yP + yS )ˣ2個 xR ，路徑組合

有 A個( xP + xS )ˣ1個( yP + xR + xR + yS )ˣB−ͳ個( yP + yS )或 A個( xP + xS )ˣ2

個( yP + xR + yS )ˣB−ʹ個( yP + yS )，因㬌最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!A! ሺB − ͳሻ! + ሺA + Bሻ!ܣ! ሺB − ʹሻ! ʹ! 
(ᶱ)當 C=0ˣD=2，同理，最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ! B! + ሺA + Bሻ!ሺA − ʹሻ! B! ʹ! 
(四)當 C=2ˣD=1，則路徑中有 A個( xP + xS )x B個( yP + yS )x 2個 xR ˣ1個 yR ，

路徑組合有 1個( xP + yR + xS )x A−ͳ個( xP + xS )x 1個( yP + xR + xR + yS )x B−ͳ個
( yP + yS )或 1個( xP + yR + xS )ˣA−ͳ個( xP + xS )ˣ2個( yP + xR + yS )ˣ 

B−ʹ個( yP + yS )，因㬌最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ! ሺB − ͳሻ! + ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ! ሺB − ʹሻ! ʹ! 
當 C=1ˣD=2，同理，最少㬍數路徑數量為 ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ! ሺB − ͳሻ! + ሺA + Bሻ!ሺA − ʹሻ! ሺB − ͳሻ! ʹ! 
當 C=2ˣD=2，則路徑中有 A個( xP + xS )x B個( yP + yS )x 2個 xR ˣ2個 yR ，

路徑組合有  

( xP + yR + yR + xS )+(A−ͳ)( xP + xS )+( yP + xR + xR + yS )+(B−ͳ)( yP + yS ) 或 

( xP + yR + yR + xS )+(A−ͳ) ( xP + xS )+2( yP + xR + yS )+(B−ʹ)( yP + yS ) 或 

2( xP + yR + xS )+(A−ʹ)( xP + xS )+( yP + xR + xR + yS )+(B−ͳ)( yP + yS ) 或 

2( xP + yR + xS )+(A−ʹ)( xP + xS )+2( yP + xR + yS )+(B−ʹ)( yP + yS )， 

因㬌最少㬍數路徑數量為 
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ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ! ሺB − ͳሻ! + ሺA + Bሻ!ሺA − ͳሻ! ሺB − ʹሻ! ʹ! + ሺA + Bሻ!ሺA − ʹሻ! ሺB − ͳሻ! ʹ! + ሺA + Bሻ!ሺA − ʹሻ! ሺB − ʹሻ! ʹ! ʹ! 
因㬌ㆹᾹ可ẍ⮯(四)合併為，當 C=1,2ˣD=1,2，最少㬍數路徑數量為 

∑∑ ሺA+ Bሻ!ሺA − jሻ! ሺB − iሻ! i! j!
=ଵ


=ଵ  

 

定理七烉m╳n矩形 )4,4(  nm ẍ(1 , 1)為起點，終點座標(x , y)，假設終點方格冯起點

方格的座標差為(3A+C，3B+D)，其中 AˣB∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ }，CˣD∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}ˤ
當 A=0或 B=0最少㬍數路徑數量烉 

(一) 
ሺ+ଵሻ! ሺ−ଵሻ!ଶ     if     B=0，C=1,2，D=2 

(二) 
ሺ+ଵሻ! ሺ−ሻ!      If     B=0，C=1,2，D=0,1 

證明烉(一) 當 B=0，C=1,2，D=2，則路徑中有 1個( yP +C xR + yS )ˣ1個( xP + 
yR + xS )ˣA-1個

( xP + xS )總共 A+1個組合，且( yP +C xR + yS )一定要在( xP + 
yR + xS )之前，不然移

動過程中會超出棋盤，因㬌最少㬍數路徑數量為
ሺ+ଵሻ! ሺ−ଵሻ!ଶ    

A=0，C=2，D=1,2同理最少㬍數路徑數量為
ሺ+ଵሻ! ሺ−ଵሻ!ଶ 

 

(二) 當 B=0，C=1,2，D=0，則路徑中有 1個( yP +C xR + 
yS )x A個( xP + xS )，和到 B=1，

C=1,2，D=0的格子差別只在( yP +C xR + 
yS )改ㆸ( yP +C xR + yS )，且不會影響路徑

的數量，因㬌最少㬍數路徑數量為
ሺ+ଵሻ! !  

A=0，C=0，D=1,2同理最少㬍數路徑數量為
ሺ+ଵሻ! !  

當 B=0，C=1,2，D=1，則路徑中有 1個( yP +C xR + 
yS )ˣ1個( xP + yR + xS )ˣA-1

個( xP + xS )，和到 B=1，C=1,2，D=1的格子差別只在( yP +C xR + 
yS )改ㆸ 

( yP +C xR + yS )，且不會影響路徑的數量，因㬌最少㬍數路徑數量為
ሺ+ଵሻ! ሺ−ሻ! 
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A=0，C=1，D=1,2同理最少㬍數路徑數量為
ሺ+ଵሻ! ሺ−ଵሻ! 

合併ᶲ面二個式子變ㆸ
ሺ+ଵሻ! ሺ−ሻ!或 ሺ+ଵሻ! ሺ−ሻ! 

 

整理定理ℕ及定理七的結果如ᶳ方表格 7: 

 

1 3 6 4 12 24 10 30 60 20 

3 6 3 3 6 9 18 36 54 60 

3 6 3 3 6 9 12 24 36 30 

1 2 3 3 6 9 6 12 18 10 

2 2 1 2 2 2 9 9 9 24 

2 2 1 2 2 2 6 6 6 12 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 

1 1 4 1 1 1 3 3 3 6 

1 2 1 1 2 2 2 6 6 3 

H 1 1 1 2 2 1 3 3 1 

 

四ˣ不規則形狀之棋盤 

在ㆹᾹ玩的滾積木遊戲中，很多關卡都不是完整的矩形，已無法用ㆹᾹ當初的最少㬍數

℔式，因㬌要找到最少㬍數必須要有策略ˤ 

ㆹᾹ先歸納簡易的不規則形烉兩個矩形由一列數格方格連接ˤ如ᶳ圖 6-1~6-8 

ˤ 

 

 

 

 

 

         

         

         

         

         

         

         

         

表格 7 

圖 6-1 圖 6-2 
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再來由兩個矩形ẍ多列橋梁連接，如ᶳ圖 7-1~7-6 

: 

 

 

   

    

          

          

          

          

          

          

          

          

           

           

           

           

           

           

           

           

          

          

          

          

          

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

         

         

         

         

         

         

         

         

圖

圖 6-3 

圖 6-5 圖 6-6 

圖 7-1 圖 7-2 

圖 6-4 

圖 6-7 圖 6-8 
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ㆹᾹ發現，不規則棋盤的最少路經不能直接使用定理ᶱ，如ᶳ圖 8，使用定理ᶱ的最少㬍數

路徑會超出棋盤(   處)，所ẍㆹᾹ要探討不規則形的最少移動方式ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

在探討不規則形最少移動㬍數時，ㆹᾹ先定義不規則形⮰有名詞定義烉 

1. 橋烉兩個矩形中的連接方格稱為橋ˤ 

2. 中繼點:在移動路經當中會被經過的點 

3. 關鍵中繼點烉起點移動到終點的路徑中，一定會經過的幾個中繼點，ㆹᾹ⮯它定義為

關鍵點ˤ 

從ẍᶲ不規則棋盤的圖形(圖 6ˣ圖 7)，ㆹᾹ發現從ⶎ邊矩形到右邊矩形必須經過橋，也

就是關鍵中繼點必在橋附近ˤ 

          

          

          

          

          

          

          

          

           

           

           

           

           

           

           

           

        

        

    F    

        

        

        

H        
圖 8 

圖 7-3 圖 7-4 

圖 7-5 圖 7-6 
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發現七烉若 H為起點，K為中繼點，F為終點，若 H→Kㆸ立ˣK→Fㆸ立，則 

H
୫୧୬→  K+K

୫୧୬→  FH
୫୧୬→  F 

    說明烉當 K點不在 H
୫୧୬→  F的任何一條最短路徑ᶲ，H

୫୧୬→  K+K
୫୧୬→  F會大於 H

୫୧୬→  F，像是ᶱ

角形兩邊和大於第ᶱ邊一樣ˤ另外，若 H
୫୧୬→  K+K

୫୧୬→  F=H
୫୧୬→  F則 K點在 H

୫୧୬→  F的

其中一條最短路徑ᶲˤ 

 

  ㆹᾹ⮯ H定義為起點，K為中繼點，F為終點 

  簡易的不規則形的橋若為一列，如ᶳ圖 9-1~9-3:  

橋為一格者，關鍵中繼點ᶱ點可為 

橋為二格者，關鍵中繼點ᶱ點可為 

橋為ᶱ格者，關鍵中繼點ᶱ點可為 

 

ᶳ圖 9-4 K2點當關鍵點或是 AˣD點當關鍵點是一樣的，因為從起點經過 K2點要到終點前，

必會先立在 A點，經過 K2⼴，必會立在 D點ˤ 

   

 

  因為Ὰ加立移動了 3格，所ẍ當橋只 有一橫列的時候，不管橋多長，ㆹᾹ都

只須討論 3個關鍵中繼點ʕ 如ᶳ圖 10所示，顏色相同的方格設為中繼點時，移動㬍數會相同ˤ 

 

 

 

同樣的，因為Ὰ加立移動了 3格，所ẍ當橋只有一直行的時候，不管橋多⮔，ㆹᾹ都只須討

論 3個關鍵中繼點ˤ 

 

 

 

K1 K2 K3 

K1 K2 K3 

A B K1 K2 K3 C D 

K1 K2 K3 

         . . .    

註：黃色為橋 

圖 9-1 

圖 9-2 

圖 9-3 

圖 9-4 

圖 10 
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發現ℓ: 當橋為 m╳n矩形，當 n<3時，需要設 3n個關鍵點，當 n 3時，只需要設立 9個關

鍵點ˤ 

 

說明烉同樣的，因為Ὰ加立移動ᶱ格，因㬌當橋為 m╳n矩形如ᶳ圖 11，相同顏色的區塊設

為中繼點時其㬍數會相同，所ẍ無論橋多大，關鍵點最多只需要設立 9個ˤ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

當ㆹᾹ確定了關鍵鍵中繼點，ㆹᾹ即可ẍ來求最少㬍數了ˤ為了表示方便，ẌT iK
為起點

經過中繼點 iK 到終點的的最少㬍數ˤ若橋只有一座時烉 

 

  定理ℓ : ẌTKi
= iKH min

+ FKi min
 

        則不規則棋盤最少㬍數 : ),...,,,min(
321

min TTTTT KKKK i

    其中      91  i  

 

當不規則棋盤只有一座橋，只有九個關鍵中繼點需考慮，再↮別用定理ℓ的℔式進行比

較最少㬍數 

例如在ᶳ圖 12中ㆹᾹ可設立了 9個中繼點( 1K ~ 9K )ˤ 

 

 

 

 

7 8 9 7 8 9 

4 5 6 4 5 6 

1 2 3 1 2 3 

7 8 9 7 8 9 

4 5 6 4 5 6 

1 2 3 1 2 3 

K1 
圖 12 

K4 

K7 

K5 

K8 

K3 

K9 

K6 

K2 

圖 11 
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ㆹᾹ使用定理ℓ用 T iK
= iKH min

+ FKi min  表示不規則形棋盤的最少㬍數ˤ 

ẍᶳ是圖 12由起點經過各個中繼點到忼終點的㬍數表示烉 

TK1
=4+6=10      TK2

=2+5=7
       TK3

=5+4=9
 

TK4
=7+9=16

      TK2
=3+4=7

       TK5
=6+7=13

 

TK7
=7+6=13

      TK8
=4+3=7

       TK9
=7+6=13

 

ẍᶲ可知忻，最少移動㬍數為 7，而必須經過的關鍵中繼點為TK2
ˣTK5

ˣTK8
Ƕ

 

而當不規則棋盤的圖形更複雜，有多座橋，若第一座橋關鍵點有 1i 個ˣ第二座橋關鍵點

有 2i 個ˣ……ˣ第 j座橋關鍵點有 ji 個，那麼會有 jiii  21 種組合，忁時ㆹᾹ需要利用電

腦來幫ㆹᾹ計算T iK
並進行比較ˤ 

 

最⼴ㆹᾹ整理出不規則棋盤移動最少㬍數策略烉 

    1.⮯不規則棋盤↯割ㆸ多個矩形及多座橋梁 

    2.設立關鍵中繼點 

    3.計算起點到各個關鍵點的㬍數加ᶲ各個關鍵點到終點的㬍數 

    4.比較出㬍數的最小值，即為所求 
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五ˣ利用電腦軟體 Scratch製作滾積木遊戲 

由定理ᶱ最少㬍數的的℔式，定理五最少移動㬍數無論起點在何處，起點座標冯終點座

標差相同時，最小移動㬍數也相同(除了四點座標外)及形狀不規則之棋盤最少移動㬍數策略，

ㆹᾹ利用電腦軟體 Scratch製作出滾積木遊戲，⮯資訊冯數學結合ˤ 

 

 

肆ˣ結論 

一ˣ4╳3矩形為每一方格皆有解的最小矩形ˤ 

二ˣ任意 m╳n矩形，若 m╳n大於 4╳3則必定每個方格皆有解ˤ 

ᶱˣ 最少㬍數移動策略 

(一) 無論向ⶎ右滾動滾動幾次必須介於一次的向ᶲˣᶳᾺˣ立之間ˤ同理，向ᶲˣᶳ滾動

滾動必須介於一次的ⶎ右Ὰˣ立之間ˤ 

(二) 任意 m╳n矩形有解的方格中，若移動㬍數為最少㬍數，則不會有同方向滾動ᶱ次ˤ 

四ˣ最少㬍數烉m╳n矩形 )4,4(  nm  

(一)ẍ(1 , 1)為起點，終點座標(x , y)，若終點方格冯起點方格的座標差為(3A+C，3B+D)，

其中 AˣB∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ }，CˣD∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}，則最少㬍數為烉 

(1)  2(A+B)+C+D     if  A1，B1  

(2)  2(A+B)+C+D     if  A=0，B1，D=0或 B=0，A1，C=0 

(3)  2(A+B)+C+D+1   if  A=0，B1，C=2，D=1,2或 B=0，A1，D=2，C=1,2 



24 

 

(4)  2(A+B)+C+D+2   if  A=0，B1，C=0,1，D=1,2或 

 B=0，A1，D=0,1，C=1,2 

(5)  2(A+B)+C+D+2   if  A=0，B=0且 C=0，D=1,2或 D=0，C=1,2 

(6) 其他特殊座標(1 , 1) ୫୧୬→  (2 , 2)=6ˣ(1 , 1) ୫୧୬→  (2 , 3)=6ˣ(1 , 1) ୫୧୬→  (3 , 2)=6ˣ 

               (1 , 1) ୫୧୬→  (3 , 3)=7 

(二)ẍ任意(a , b)當起點烉若(a1 , b1)→(x1 , y1)的座標差冯(aʹ , bʹ)→(x2 , yଶ)的座標差相

同，則(a1 , b1)
୫୧୬→  (x1 , y1)= (aʹ , bʹ)୫୧୬→  (x2 , yଶ)，除了底ᶳ四種狀況烉(1 , 1)→(3 , 3)ˣ

(m , 1)→( 2m , 3)ˣ(1 , n)→(3 , 2n )ˣ(m , n)→( 2m , 2n ) 

五ˣ移動最少㬍數路徑數量 

m╳n矩形 )4,4(  nm ẍ(1 , 1)為起點，終點座標(x , y)，假設終點方格冯起點方格的座

標差為(3A+C，3B+D)，其中 AˣB∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ}，CˣD∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}ˤ當 A1，B1最

少㬍數路徑數量烉 

(一) 
ሺ+ሻ!ሺ−ୈሻ! ሺ−େሻ!            if     C=0,1ˣD=0,1 

(二) 
ሺ+ሻ!ሺ−ଵሻ!!+ ሺ+ሻ!ሺ−ଶሻ!!ଶ!        if     C=2ˣD=0 

(ᶱ)  ሺ+ሻ!!ሺ−ଵሻ!+ ሺ+ሻ!!ሺ−ଶሻ!ଶ!        if     C=0ˣD=2 

(四) ∑ ∑ ሺ+ሻ!ሺ−୨ሻ!ሺ−୧ሻ!୧!୨!=ଵ=ଵ     if     C=1,2ˣD=1,2 

註烉若A − i < Ͳ或B − j < Ͳ 則Ẍ 
ሺ+ሻ!ሺ−୨ሻ!ሺ−୧ሻ!୧!୨! = Ͳ 

 

m╳n矩形 )4,4(  nm ẍ(1 , 1)為起點，終點座標(x , y)，假設終點方格冯起點方格的座

標差為(3A+C，3B+D)，其中 AˣB∈ {Ͳ,ͳ,ʹ,͵ڮڮ}，CˣD∈ {Ͳ,ͳ,ʹ}ˤ當 A=0或

B=0最少㬍數路徑數量烉 

(一) 
ሺ+ଵሻ! ሺ−ଵሻ!ଶ!     if     B=0，C=1,2，D=2 

(二) 
ሺ+ଵሻ! ሺ−ሻ!      If     B=0，C=1,2，D=0,1 
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ℕˣ形狀不規則之棋盤過關策略 

    1.⮯不規則棋盤↯割ㆸ多個矩形及多座橋梁 

    2.設立關鍵中繼點 

    3.計算起點到各個關鍵點的㬍數加ᶲ各個關鍵點到終點的㬍數 

    4.比較出㬍數的最小值，即為所求 

 

當橋=m*n(其中 m是長，n是⮔)，當 n<3時，需要設 3n個關鍵點，當 n 3時，需要設立

9個關鍵點ˤ 

TKn
為起點經過中繼點Kn

到終點的㬍數 

  ẌTKi
= iKH min

+ FKi min
 

不規則棋盤最少㬍數 : ),...,,,min(
321

min TTTTT KKKK i

  

其中      91  i  

 

伍ˣ未來展望 

ㆹᾹ目前研究出矩形棋盤中最少㬍數的℔式ˣ路徑數量的計算方式，ẍ及不規則棋盤的

過關策略ˤ但當不規則的棋盤圖形複雜時，需要利用電腦程式語言來協助計算ˤ未來，ㆹᾹ

想利用 Python程式語言結合ㆹᾹ的研究結果，更有效率的找出不規則棋盤的最少㬍數解ˤ 

㬌外，ㆹᾹ⮯在未來改變長方體積木形狀，或 1╳1╳n，或 1╳2╳n也或 k╳m╳n，看是否

也有最少移動㬍數的策略ˤ 

 

ℕˣ參考資料 

1.棋盤ᶲ的數學 P.29~P.35        作者烉單壿     九章出版社 

2.高中數學  第二冊 2-2 排列冯組合 P.78~P.102     南一書局 
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Ȝ評語ȝ030422  

考慮在棋盤上依據倒下、滾動、站立三個簡單的規則移動，最

後能否移到終點的一個有趣的小的遊戲Ƕ針對的格點圖的最少移動

步數，和在移動數最少的的情況下，可能的不同移動方式的個數作

了完整的討論Ƕ針對不規則圖形的最少移動步數，也給出了一些化

簡的規則Ƕ作者針對解的最小值以及達到最小值的解的分析論述的

非常၁盡，頗為難得Ƕ對於更一般化的狀況Ȑ如：積木的長、寬、

高不限於的情形ȑ，應၀有類似的結果Ƕ如果能針對一般化的情形

給出完整的答案，應၀會更為有趣Ƕ另一方面，針對非格點圖的分

析部分稍嫌少了些Ƕ是否能給出更多化簡的想法？如果能有一些更

好的化約方式，會是很棒的結果Ƕ 
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