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打電話 
 

 

摘要 

   有 55位同學，每人各得知一則與他人相異訊息。假設通話時，雙方皆能在同一分鐘內把

自己所擁有的訊息傳達給對方，並得知對方所擁有的訊息，同一分鐘內，不限定通話的組數，

但需兩兩通話，且通話的人不能重複，則至少需要幾分鐘才能使每個人都知道全部的訊息? 

    我們想要知道上述問題的答案，並推廣問題，所以將 55人改成 n個人，看能否說明如何

配對可以得到最少的分鐘數。 
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壹、研究動機 

    『假設有 55位同學，每人各得知一則與他人相異訊息。他們用通電話的方式兩兩互相告

訴對方自己所得知的全部訊息。若每次通話皆使用 1分鐘，則至少需要_____分鐘才能使每個

人都知道全部的訊息。』上課時，老師告訴全班，有興趣想做數學科展的人，可以去找他討

論。這個題目便是在那之後，我們去找老師，老師問我們有沒有興趣做的題目，若是有興趣

我們三個可以一起想出答案。 

    乍看之下，敘述很簡單的題目在我們花費了一番心力後，還是沒有任何頭緒。我們去找

老師討論，他說：『你們可以先把題目簡單化，例如只有 4個人的時候是幾分鐘?』，我們了解

後就開始想，4個人很簡單，一下子就做出來了，之後再去找老師，老師就問了幾個問題：

你們怎麼知道找出來的答案就是最少的分鐘數呢?有辦法說明嗎?如果把 4個人改回 55人或

隨意改成 53、109人答案又是什麼呢?他說『如果你們算出來了，我會再把人數隨便更改，看

你們能不能找出一個較快又較好的算法來算出答案。要不要挑戰看看? 』 

    後來老師告訴我們這個問題是『2014青少年數學國際城市邀請賽--參賽代表遴選複賽試

題--填充第 4題』。老師說：『我一開始純粹是要考考你們，也不知道你們能不能做出來』。事

後才知道原來老師是覺得這個問題很有趣，所以才告訴我們，也才有先前對我們提出一連串

的疑問，測試我們能否回答他所提出的問題。如果我們回答出來，那我們就參加科展比賽，

將我們的成果告訴其他的數學愛好者，我們思考後決定試試看，想辦法在這之中做出一些結

果。 

 

貳、研究目的 

想知道此問題(有 n位同學每人各得知一則與他人相異的訊息。他們用通電話的方式兩兩

互相告訴對方自己所得知的全部訊息。若每次通話皆使用 1 分鐘，則至少需要分鐘才能使每

個人都知道全部的訊息?)有沒有一般解及較適當的通話方法 ? 

 

 

 

參、研究設備及器材 
       紙、筆、橡皮擦、立可帶。 
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肆、研究過程或方法 

     

一開始我們先將最原始的 55人的問題改成 n=4，也就是指『有 4位同學每人各得知一則與他

人相異的訊息。他們用通電話的方式兩兩互相告訴對方自己所得知的全部訊息。若每次通話

皆使用 1分鐘，則至少需要幾分鐘才能使每個人都知道全部的訊息? 』這答案很簡單，只要

兩分鐘就能打完。圖 1 中 1a 、 2a 、 3a 、 4a 分別代表擁有 1、2、3、4號訊息的人;而雙箭頭

符號 就表示 1a 與 2a 互相通話;符號代表進入下一步驟; 1~2a 、 3~4a 代表擁有 1~2號訊

息及 3~4號訊息，但為了以後方便起見，若寫成 4~2a 代表擁有 4、1、2號訊息，即從 4號繞

一圈再度數回到 2號。由此圖可知只要兩分鐘所有人都會知道所有的訊息。可知所有人在每

分鐘都有通話，且都跟擁有不同訊息的人通電話，沒有多餘的步驟，因此這是最少的分鐘數。 

 

 

 

 

 

 

接著我們研究 n=5的情況，由圖 2 可知需要 4分鐘。但有一個問題：『4分鐘是 5個人通

電話的最少分鐘數嗎? 』因為我們在這裡只提供一種 4分鐘的連線(通話)方法，說不定有其

他連線方法所需時間更少。所以我們針對這個問題嘗試了其他更多不同的連線方法，但無論

如何總感覺答案最少都只需 4分鐘。剛接觸題目的我們對於這點，還沒有辦法完整的說明原

因，隱約感覺五個人不可能為 3分鐘。 

 

 

 

1 3 1~2 3~4 1~2 3~4 1~4 1~4

2 4 1~2 3~4 3~4 1~2 1~4 1~4

a a a a a a a a

a a a a a a a a

  

第一分鐘通

電話的情況 

第二分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

第一分鐘後

的情況 

第一分鐘通

電話的情況 

第一分鐘後

的情況 

第二分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

1 3 5 1~2 3~4 5 1~2 3~4 5 1~2 1~4 3~5

2 4 1~2 3~4 1~2 3~4 1~4 3~5

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

  

圖 1 
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接著我們研究 n=6，即 6個人的情況。我們將連線方法列出，如圖 3，只需 3分鐘，所以四個

人需 2分鐘、五個人需 4分鐘、六個人需 3分鐘。照理說人數越多，花費的時間應該越長，

這直觀的猜測竟然不對。所以我們決定嘗試 n=7、8、9，看情況如何。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4 為 n=7的連線方法，如圖，只需 4分鐘。 

 

 

 

 

1 3 5 1~2 3~4 5~6

2 4 6 1~2 3~4 5~6

a a a a a a

a a a a a a

 

1~2 3~4 5~6 1~4 3~6 1~2;5~6

1~2 3~4 5~6 1~2;5~6 1~4 3~6

a a a a a a

a a a a a a

 

第二分鐘通

電話的情況 

第一分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

第一分鐘後

的情況 

第三分鐘通

電話的情況 

第三分鐘後

的情況 

1~4 3~6 1~2;5~6 1~6 1~6 1~6

1~2;5~6 1~4 3~6 1~6 1~6 1~6

a a a a a a

a a a a a a



1 3 5 7 1~2 3~4 5~6 7

2 4 6 1~2 3~4 5~6

a a a a a a a a

a a a a a a

 

第一分鐘後

的情況 

第一分鐘通

電話的情況 

1~2 3~4 5~6 7 1~2 1~4 3~6 5~7

1~2 3~4 5~6 1~4 3~6 5~7

a a a a a a a a

a a a a a a

 

第二分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

圖 2 

圖 3 

第四分鐘後

的情況 

1~5 1~5 1~5

1~5 1~5

a a a

a a

1~2 1~4 3~5

1~4 3~5

a a a

a a



1~5 1~4 1~5

1~5 1~5

a a a

a a



第三分鐘通

電話的情況 

第三分鐘後

的情況 

1~5 1~4 1~5

1~5 1~5

a a a

a a



第四分鐘通

電話的情況 
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圖 5 為 n=8的連線方法，只需 3分鐘。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第一分鐘通

電話的情況 

第一分鐘後

的情況 

1 3 5 7 1~2 3~4 5~6 7~8

2 4 6 8 1~2 3~4 5~6 7~8

a a a a a a a a

a a a a a a a a

 

第二分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

1~2 3~4 5~6 7~8 1~2;7~8 1~4 3~6 5~8

1~2 3~4 5~6 7~8 1~4 3~6 5~8 1~2;7~8

a a a a a a a a

a a a a a a a a

 

第三分鐘通

電話的情況 

第三分鐘後

的情況 

1~2;7~8 1~4 3~6 5~8 1~8 1~8 1~8 1~8

1~4 3~6 5~8 1~2;7~8 1~8 1~8 1~8 1~8

a a a a a a a a

a a a a a a a a

 

圖 4 

第三分鐘通

電話的狀態 

第三分鐘後

的情況 

1~2 1~4 3~6 5~7 1~6 1~7 3~6 1~7

1~4 3~6 5~7 1~7 1~6 1~7

a a a a a a a a

a a a a a a

 

1~6 1~7 3~6 1~7 1~7 1~7 1~7 1~7

1~7 1~6 1~7 1~7 1~7 1~7

a a a a a a a a

a a a a a a

 

第四分鐘通

電話的情況 

第四分鐘後

的情況 

圖 5 
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圖 6 為 n=9的連線方法，只需 5分鐘。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

因為實際將連線方法用電腦整齊的排列出來所佔的空間太多，所以我們在此只列出

第一分鐘後

的情況 

1 3 5 7 9 1~2 3~4 5~6 7~8 9

2 4 6 8 1~2 3~4 5~6 7~8

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

 

第一分鐘通

電話的情況 

第二分鐘通

電話的情況 

1~2 3~4 5~6 7~8 9

1~2 3~4 5~6 7~8

a a a a a

a a a a



第二分鐘後

的情況 

1~2 1~4 3~6 5~8 7~9

1~4 3~6 5~8 7~9

a a a a a

a a a a



第三分鐘通

電話的情況 

1~2 1~4 3~6 5~8 7~9

1~4 3~6 5~8 7~9

a a a a a

a a a a



第三分鐘後

後的情況 

1~2 5~8 1~4 7~9 3~6 1~8 3~9

1~8 3~9 1~2 5~8 1~4 7~9

a a a a a

a a a a



， ，

， ，

1~2 5~8 1~4 7~9 3~6 1~8 3~9

1~8 3~9 1~2 5~8 1~4 7~9

a a a a a

a a a a



， ，

， ，

第四分鐘通

電話的情況 

1~9 1~9 1~9 1~8 1~9

1~9 1~9 1~9 1~9

a a a a a

a a a a



第四分鐘後

的情況 

圖 6 

第五分鐘後

的情況 

1~9 1~9 1~9 1~9 1~9

1~9 1~9 1~9 1~9

a a a a a

a a a a



1~9 1~9 1~9 1~8 1~9

1~9 1~9 1~9 1~9

a a a a a

a a a a



第五分鐘通

電話的情況 
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n=4~9，實際畫在計算紙上，因為較不講求整齊，所以花的時間較少，不需多久就能畫到 n=20

了。但是當 n越大，連線所耗費的精神就增加很多，而且連線方法有很多種，我們無法確定

當下的連線方法為耗時最少的方法，首先我們想找出能流程化的方法。如果找到了，之後只

要照著這套流程畫，就不必費太多精神去研究連線方法。若是不幸找不到，我們退而求其次，

找出哪些準則能幫助我們判斷何謂好的連線方法。 

首先我們考慮 n=5的情況，發現若暫且將 5a 擺在旁邊不與其他人連線，等其他人連完後

再將 5a 的訊息釋放出來與他人連線，這方法並非耗時最短的方法，請看下圖 7。可以發現在

通完第 4分鐘的電話後還有一個人未獲得所有訊息，所以依這方法 n=5需花 5分鐘。但對照

前面的圖 2，連線只要 4分鐘，可以知道將 5a 暫且擺在旁邊，這方法不好。不好的原因歸納

起來有兩點，第一點是 5a 太慢與別人連線。至於第二點，請先看圖 7，第三分鐘打電話的狀

態，只有兩個人互通電話，其餘人沒事，這也是造成分鐘數較高的原因之一。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

因此我們歸納出以下準則： 

每個人須盡快將自己所知道的訊息傳出。 

每分鐘，越多人通話越好。 

在通電話時，通話的雙方，重複的訊息越少越好，即想辦法與擁有越多相異訊息的人通話。 

1 3 5

2 4

a a a

a a



1~2 3~4 5

1~2 3~4

a a a

a a



1~2 3~4 5

1~2 3~4

a a a

a a



1~4 1~4 5

1~4 1~4

a a a

a a



第一分鐘後

的情況 

第一分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

第二分鐘通

電話的情況 

1~4 1~4 5

1~4 1~4

a a a

a a



1~4 1~4 1~5

1~4 1~5

a a a

a a



1~4 1~4 1~5

1~4 1~5

a a a

a a



1~5 1~4 1~5

1~5 1~5

a a a

a a



第三分鐘通

電話的情況 

第四分鐘通

電話的情況 

第三分鐘後

的情況 

第四分鐘後

的情況 

圖 7 
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我們實驗了很多組後，發現有一套流程可以遵循以及得知至少需耗時多久才能讓全部的

人皆知道所有訊息。舉例來說 n=5的情況，請看下圖 8。我們先將 5個人中擁有奇數號訊息

的人由左至右依序排在上方，偶數號訊息的人由左至右依序排在下方，但因為 n=5，所以上

方一定比下方多一個人。第一分鐘時，上下互相連線，上方的最後一個數一定沒有人跟它連，

連線符合準則的第 2點及第 3點。第二分鐘時，連右上方，在此我們要特別說明，我們這時

需趕緊把訊息 5傳遞出去，這符合準則的第 1點，這時連線皆符合準則。第三分鐘時，再連

線，但這時每個人知道的訊息量較多，所以互通電話的雙方皆會有重複的訊息，但秉持著準

則，我們盡量嘗試連線。第三分鐘結束，只剩一個人不知道全部的訊息，因此四分鐘後，所

有人知道所有的訊息。至於不可能為三分鐘的原因是，第二分鐘結束時，只有 2個人知道 5

號訊息，再經過一分鐘(即第三分鐘結束)，最多 4個人知道 5號訊息，但全部 5個人，所以

一定有一個人不知道 5號訊息，因此不可能三分鐘就結束連線。 

 

 

至於 6個人不可能為 2分鐘的原因是，不管哪一號訊息，經過一分鐘最多 2個人知道，

再過一分鐘，最多 4個人知道，但全部有 6個人，所以並非所有人皆知道全部的訊息。依此

類推，我們很容易知道為什麼 7個人最少需要 4分鐘，8個人最少需要 3分鐘，9個人最少需

要 5分鐘了。 

根據歸納出的準則，目前為止我們可以解釋，為什麼 5個人最少需要 4分鐘，6個人最少

 

 

 

 

 

 

 

 

第一分鐘通

電話的情況 

第一分鐘後

的情況 

第二分鐘通

電話的情況 

第二分鐘後

的情況 

1 3 5 1~2 3~4 5 1~2 3~4 5 1~2 1~4 3~5

2 4 1~2 3~4 1~2 3~4 1~4 3~5

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

  

1~2 1~4 3~5

1~4 3~5

a a a

a a



1~5 1~4 1~5

1~5 1~5

a a a

a a



第三分鐘通

電話的情況 

第三分鐘後

的情況 

1~5 1~4 1~5

1~5 1~5

a a a

a a



第四分鐘後

的情況 

第四分鐘通

電話的情況 

1~5 1~5 1~5

1~5 1~5

a a a

a a

圖 8 
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需要 3分鐘，7個人最少需要 4分鐘，8個人最少需要 3分鐘，9個人最少需要 5分鐘的原因，

因此我們可以給出以下的定理。 

定理 1：設n為奇數，若 k 為滿足2k n 的最大的正整數，則通電話的最少分鐘數不可能小

於 2k  。 

證明：因為n為奇數，所以在第一分鐘通電話時，一定存在著一則沒有被傳遞出去的訊息，

我們稱這則特殊的訊息為 x。第一分鐘後，只有原先的人知道 x ;第二分鐘後，最多 2

人知道 x ;第三分鐘後，最多 4人知道 x ;依此類推，第( 1k  )分鐘後，最多2k 個人知

道 x，但 2k n ，所以代表並非所有人都知道 x。因此我們可得知，第( 1k  )分鐘後，

不是全部人皆知道所有訊息，因此通話的最少分鐘數不可能小於 2k  。 

定理 2：設n為偶數且並非 2的次方，若 k 為滿足2k n 的最大的正整數，則通電話的最少

分鐘數不可能小於 1k  。 

證明：任取一則訊息，在第一分鐘結束後，這個訊息最多 2人知道;第二分鐘結束後，最多

4人知道;在第三分鐘結束後，最多 8人知道;依此類推，在第 k 分鐘結束後，最多 2k

人知道，但是2k n ，這表示並非所有人都知道這則訊息，及不是所有人皆知道所有

訊息，因此打電話的最少分鐘數不可能是 k 分鐘，最少分鐘數一定要比 k 分鐘還多。 

     

為了更加確認我們觀察出的連線流程及準則，我們做了 n=3~40的情況，其中發現了某些規

律，並更加確認了我們的觀察，將觀察做成表格 1，請看下一頁。我們發現以下幾點： 

I. 當人數為 2的次方時，最短的時間就剛好是這個次方的指數。例如: 12 2 ，需 1分鐘。
24 2 ，需 2分鐘。 38 2 ，需 3分鐘。 416 2 ，需 4分鐘。 532 2 ，需 5分鐘。 

II. 可依人數分成若干個區間。n=2~3一個區間，n=4~7 一個區間，n=8~15 一個區間，……，

n= 12 ~ 2 1k k  為另一個區間，依此類推。 

III. 在同一個區間中，當人數為奇數時，最少分鐘數比非 2 的次方的偶數多 1分鐘。例如:7

個人為 4 分鐘，比 6個人的 3分鐘多 1分鐘。15個人比 14個人的時間多 1分鐘。 

IV. 在同一個區間中，當人數為奇數時，最少分鐘數比 2的次方的偶數多 2分鐘。例如:7個

人為 4分鐘比 4個人的 2分鐘多 2分鐘。15個人比 8個人的時間多 2分鐘。 

V. 在同一個區間中，當人數是奇數時，不管是幾個人所需的最少分鐘數皆相同。在同一個

區間中，當人數是非 2的次方的偶數時，不管是幾個人所需的最少分鐘數也同樣相同。 
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人數 n 最短時間 人數 n 最短時間 人數 n 最短時間 人數 n 最短時間 

  11 5 21 6 31 6 

2 1 12 4 22 5 32 5 

3 3 13 5 23 6 33 7 

4 2 14 4 24 5 34 6 

5 4 15 5 25 6 35 7 

6 3 16 4 26 5 36 6 

7 4 17 6 27 6 37 7 

8 3 18 5 28 5 38 6 

9 5 19 6 29 6 39 7 

10 4 20 5 30 5 40 6 

    我們發現人數為 2的次方時，通電話的結論非常有規律，都和 2的次方有關。經過討論

後，我們給出下面這個定理。 

定理 3：當 2kn  ， k 為正整數時，通電話的最少分鐘數為 k 。 

證明：2個人很簡單就可想到只需 1分鐘。現在說明 4個人只需 2分鐘的情況:我們先將 4

個人的訊息編號，再依號碼的大小分成兩組，每一組 2 個人，這兩組在第一分鐘後，

達成每組中的所有人皆知道該組內的所有訊息，接下來再將相異兩組互相連線，因為

兩組的人數相同，所以我們不須擔心有人沒辦法連線;第二分鐘後，全部人皆知道所

有訊息。接下來 8個人只需 3分鐘的說明如下:我們先將 8個人的訊息編號，再依號

碼的大小分成兩組，每一組 4個人，這兩組在第二分鐘後，達成每組中的所有人皆知

道該組內的所有訊息，接下來再將相異兩組互相連線，因為兩組的人數相同，所以我

們不須擔心有人沒辦法連線;第三分鐘後，全部人皆知道所有訊息。依此類推，我們

可以得知當有 2k 個人時，只需 k 分鐘。 

+1 

+2 

+2 

+2 

-1 

+2 

-1 

+1 

表格 1 
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    經過我們的實驗後，我們發現了一套流程，我們將這套流程套用到 n=3~40皆正確，所以

我們猜測不管 n為多少，只要依照這個流程，就能做出最少分鐘數。 

流程: n為偶數(即 2n m ，m為正整數)。 

    我們先將 2m個人中擁有奇數號訊息的人由左至右依序排在上方，偶數號訊息的人由左至

右依序排在下方，因為 n為偶數，所以上方和下方的人一樣多。 

第一步:第一分鐘時，上下互相連線。 

第二步:第二分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方的第 2個數。下方的第 1+1=2個數，

連至上方的第 2+1=3個數。下方的第 1+2=3個數，連至上方的第 2+2=4個數，依此類

推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第 2+t個數，0 1t m   ，t 為整數。因上

方沒有第 2+(m-1)=m+1個數，所以重頭回到第一個數繼續數即可。 

第三步:第三分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方由左而右的第 22 4 個數。下方的

第 1+1=2個數，連至上方的第 22 +1=5個數。下方的第 1+2=3個數，連至上方的第
22 +2=6個數，依此類推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第 22 +t個數，

0 1t m   ，t 為整數。 

第四步:第四分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方由左而右的第 32 8 個數。下方的

第 1+1=2個數，連至上方的第 32 +1=9個數。下方的第 1+2=3個數，連至上方的第
32 +2=10個數，依此類推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第 32 +t個數，

0 1t m   ，t 為整數。 

 

第 S步:第 s分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方由左而右的第 12s 個數。下方的第

1+1=2個數，連至上方的第( 12s +1)個數。下方的第1+2=3個數，連至上方的第( 12s +2)

個數，依此類推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第( 12s +t)個數，0 1t m   ，

t 為整數。 

最後 1步:將下方第 1個數連到上方最後一個數，下方第 2個數連到上方第一個數，依此類推。

那如何判斷何時是最後 1步呢?如果下方第 1個數，在第一輪還連不到上方的第 2s

個數，那麼此時就是最後一步。 

 

依照這個方法做到全部人都知道所有訊息，那麼所花的分鐘數配合定理 2後，可得知此

分鐘數為最少分鐘數。 
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流程: n為奇數(即 2 1n m  ，m為正整數)。 

因為奇數連線比較複雜，所以流程上要比偶數再多 1步。我們先將2 1m 個人中擁有奇數號

訊息的人由左至右依序排在上方，偶數號訊息的人由左至右依序排在下方，因為 n為奇數，

所以上方比下方多一個人。 

第一步:第一分鐘時，上下互相連線，先不理會擁有第2 1m 號訊息的人。 

第二步:第二分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方的第 2個數。下方的第 1+1=2個數，

連至上方的第 2+1=3個數。下方的第 1+2=3個數，連至上方的第 2+2=4個數，依此類

推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第 2+t個數，0 1t m   ，t 為整數。當下

方算到第 m個數時，上方有第 m+1個數，可以相連，不需重回到上方第一個數。 

第三步:第三分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方由左而右的第 22 4 個數。下方的

第 1+1=2個數，連至上方的第 22 +1=5個數。下方的第 1+2=3個數，連至上方的第
22 +2=6個數，依此類推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第 22 +t個數，

0 1t m   ，t 為整數。 

第四步:第四分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方由左而右的第 32 8 個數。下方的

第 1+1=2個數，連至上方的第 32 +1=9個數。下方的第 1+2=3個數，連至上方的第
32 +2=10個數，依此類推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第 32 +t個數，

0 1t m   ，t 為整數。 

 

第 S步:第 s分鐘時，下方由左而右的第 1個數，連至上方由左而右的第 12s 個數。下方的第

1+1=2個數，連至上方的第( 12s +1)個數。下方的第1+2=3個數，連至上方的第( 12s +2)

個數，依此類推。因此下方的第 1+t個數，連至上方的第( 12s +t)個數，0 1t m   ，

t 是整數，(若(s+1)步正好為倒數第二步，則例外)。 

 

倒數第二步:如何判斷何時是倒數第二步呢?如果下方第 1個數，在第一輪還連不到上方的第

2s個數，那麼此時就是倒數第二步。連法是將下方由左而右的第 1個數，連到

上方最後一個數，依此類推。 

最後一步:上下互相連線。 

依照這個方法做到全部人皆知道所有訊息，那麼所花的分鐘數配合定理 1，可以得到此分

鐘數為最少分鐘數。 
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我們各舉一個奇數和偶數的例子。先舉偶數例子，當 n=20，為避免連線太複雜影響觀看，

在第四和第五分鐘通電話時，若我們只連兩條線，黑色線代表連至斜右上方，從黑色雙箭頭

的位置往後開始，而連至斜左上方的藍色線，從上方由左而右的藍色雙箭頭的位置往後開始。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第一分鐘通

電話的情況 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第一分鐘後

的情況 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第二分鐘通

電話的情況 

19~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~2

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第二分鐘後

的情況 

19~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~2

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第三分鐘通

電話的情況 
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15~2 17~4 19~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~2 17~4 19~6

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第三分鐘後

的情況 

15~2 17~4 19~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~2 17~4 19~6

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第四分鐘通

電話的情況 

7~2 9~4 11~6 13~8 15~10 17~12 19~14 1~16 3~18 5~20

1~16 3~18 5~20 7~2 9~4 11~6 13~8 15~10 17~12 19~14

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第四分鐘後

的情況 

1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20

1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20 1~20

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a



第五分鐘後

的情況 

 

第五分鐘通

電話的情況 

7~2 9~4 11~6 13~8 15~10 17~12 19~14 1~16 3~18 5~20

1~16 3~18 5~20 7~2 9~4 11~6 13~8 15~10 17~12 19~14

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a
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舉奇數的例子，n=15。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 3 5 7 9 11 13 15

2 4 6 8 10 12 14

a a a a a a a a

a a a a a a a



第一分鐘通

電話的情況 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14

a a a a a a a a

a a a a a a a



第一分鐘後

的情況 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14

a a a a a a a a

a a a a a a a



第二分鐘通

電話的情況 

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~15

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~15

a a a a a a a a

a a a a a a a



第二分鐘後

的情況 

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~15

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~15

a a a a a a a a

a a a a a a a



第三分鐘通

電話的情況 

1~211~14 13~4 3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~15

1~8 3~10 5~12 7~14 9~15 1~211~14 13~4

a a a a a a a a

a a a a a a a



，

，

第三分鐘後

的情況 
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在縣市的科展比賽時，我們還沒想出流程的證明。經過了一個月的苦思後，我們能證明

當人數為偶數時(即 2n m ，m為正整數)，我們給的連線方法保證是最少分鐘數；人數為奇

數時，連線沒有顯著規律，因此我們無法證明，但看出難以解釋的美妙規律，真的很神奇。 

定理 4：如果 2n m ， n不是 2的次方且 2kn  ，其中m 為正整數、 k 為滿足 2kn  的最大

正整數，則通電話的最少分鐘數為 1k  。 

證明：將2m個人中擁有奇數號訊息的人由左至右依序排在上方，偶數號訊息的人由左至右

依序排在下方，因為 n為偶數，所以上方和下方的人一樣多。首先觀察特定的奇數號

訊息連線方法，看第2 1j  號訊息(即 2 1ja  )，其中0 1j m   ，在第一分鐘時 2 1ja 

會與 2 2ja  連線變成 2 1~2 2j ja   ，觀察得知 2 1ja  與 2 2ja  各自擁有的訊息皆相異，

1~211~14 13~4 3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~15

1~8 3~10 5~12 7~14 9~15 1~211~14 13~4

a a a a a a a a

a a a a a a a



，

，

第四分鐘通

電話的情況 

1~14 1~15 3~14 1~15 1~14 1~15 7~14 1~15

1~15 1~14 1~15 3~14 1~15 1~14 1~15

a a a a a a a a

a a a a a a a



第四分鐘後

的情況 

1~14 1~15 3~14 1~15 1~14 1~15 7~14 1~15

1~15 1~14 1~15 3~14 1~15 1~14 1~15

a a a a a a a a

a a a a a a a



第五分鐘通

電話的情況 

1~15 1~15 1~15 1~15 1~15 1~15 1~15 1~15

1~15 1~15 1~15 1~15 1~15 1~15 1~15

a a a a a a a a

a a a a a a a



第五分鐘後

的情況 
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在第二分鐘時 2 1~2 2j ja   會與 2 1~2j ja  連線，變成 2 1~2 2j ja   ，且觀察 2 1~2 2j ja   與

2 1~2j ja  各自擁有的訊息皆相異，且 2 1~2 2j ja   與 2 1~2j ja  擁有的訊息數為 12 。而

第三分鐘 2 1~2 2j ja   會與 2 5~2 2j ja   連線，變成 2 5~2 2j ja   ，且觀察 2 1~2 2j ja   與

2 5~2 2j ja   中，各自擁有的訊息皆相異且 2 1~2 2j ja   與 2 1~2j ja  擁有的訊息數為
22 ，……，依此類推。我們利用等比級數公式能推導出第 k 分鐘後，原本的 2 1ja  會

變成
2 3 2 ~2 2kj j

a
  

，仔細去數
2 3 2 ~2 2kj j

a
  

中共包含2k 個數。 

 

觀察特定的偶數號訊息，看第2 4j  號訊息(即 2 4ja  )，我們用相同方法觀察偶數號

訊息，第一分鐘時 2 4ja  會與 2 3ja  連線變成 2 3~2 4j ja   ，觀察得知 2 4ja  與 2 3ja  各

有不同訊息，第二分鐘時 2 3~2 4j ja   會與 2 5~2 6j ja   連線，變成 2 3~2 6j ja   ，且觀

察 2 3~2 4j ja   與 2 5~2 6j ja   各擁有不同訊息，且 2 3~2 4j ja   與 2 5~2 6j ja   擁有的訊

息數各為 12 。而第三分鐘 2 3~2 6j ja   會與 2 7~2 10j ja   連線，變成 2 3~2 10j ja   ，且

觀察 2 3~2 6j ja   與 2 7~2 10j ja   中，各自擁有的訊息皆相異且各自擁有的訊息數為
22 ，……，依此類推，由等比級數公式能導出第 k 分鐘後，原本的 2 4ja  會變成

(2 3)~(2 3) (2 1)kj j
a

   
，仔細去數

(2 3)~(2 3) (2 1)kj j
a

   
中共包含 2k 個數。 

 

因為 12 2 2k kn m    ，所以 12 2k km   ，再加上連線流程，可知第 k 分鐘為倒數

第二步，因為連線方法的最後 1步與其他步不相同，因此前兩段的討論皆不包含最後

1步，現在我們來探討最後 1步，最後 1步是將第2 1j  號訊息與第2 4j  號訊息相連，

因此
2 3 2 ~2 2kj j

a
  

與
(2 3)~(2 3) (2 1)kj j

a
   

相連後，變成
(2 3) 2 ~(2 3) (2 1)k kj j

a
    

。 

因為
(2 3) 2 ~(2 3) (2 1)k kj j

a
    

擁有 12k  個訊息，但 k 為滿足 2kn  的最大正整數，所

以 12kn  ，因此第 2 1j  號訊息與第2 4j  號訊息相連後，會得知所有訊息且 j 可任

意變動，因此我們的到結論只要 1k  分鐘所有人都知道彼此的訊息。再配合定理 2 可

知道通電話的最少分鐘數為 1k  。 

 

對於人數為奇數，我們看出些許規律，但沒辦法證明，我們將規律寫出，方便以後有興

趣的讀者繼續研究。 

規律 5：如果 2 1n m  ，m為大於 1的正奇數，且倒數第二步連線後，則 1~2 1ma  會上下交

錯出現。 

說明：為節省版面，在此只呈現一個例子：人數 7人，此時 m=3，其餘請參閱附件。 

 



18 
 

1.綠色代表倒數第二步擁有 2 1ma   

2.黃色代表前一分鐘時，沒有對外連線 

3.紅色代表最後一分鐘前，擁有全部訊息 

奇數(原始狀態) 1a  3a  5a  7a   

偶數(原始狀態) 2a  4a  6a    

奇數 1~2 3~4 5~6 7 1分鐘後 

偶數 1~2 3~4 5~6  1分鐘後 

奇數 1~2 1~4 3~6 5~7 2分鐘後 

偶數 1~4 3~6 5~7  2分鐘後 

奇數 1~6 1~7 3~6 1~7 3分鐘後 

偶數 1~7 1~6 1~7  3分鐘後 

請看第三分鐘後奇數與偶數的狀態，1~7上、下交錯出現。當m 為奇數，這都會出現，

但是m為偶數則不一定，我們不知如何解釋這種規律。 

 

伍、研究結果 

【結論一】設n為奇數，若 k 為最大的整數且滿足2k n ，則通電話的最少分鐘數不可能小

於 2k  。 

【結論二】設n為偶數且並非 2的次方，若 k 為最大的整數且滿足2k n ，則通電話的最少

分鐘數不可能小於 1k  。 

【結論三】當 2kn  ， k 為正整數時，通電話的最少分鐘數為 k 。
 

【結論四】我們給出一套流程，依照這流程，實際連線的人數從 3到 40人，都能做出最少分

鐘數。因此我們猜測無論人數多少，這套流程都適用。 

【結論五】如果 2n m ，n不是 2的次方且 2kn  ，其中m 為正整數、k 為滿足 2kn  的最大

正整數，則依照流程，通電話的最少分鐘數為 1k  。 

【結論六】我們觀察出：如果 2 1n m  ，m為大於 1的正奇數，且倒數第二步連線後，則

1~2 1ma  會上下交錯出現。 

陸、討論 

 

我們給出整套流程中偶數人數的證明，但奇數人數尚未證明，對此有興趣的同學可以嘗

試花時間說明。另外如果證明了這整套流程對所有人數都能成立，那麼我們可以馬上知道，

表格 1 的人數可以推廣到更大的數。 
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柒、結論 

【結論一】設n為奇數，若 k 為最大的整數且滿足2k n ，則通電話的最少分鐘數不可能小

於 2k  。 

【結論二】設n為偶數且並非 2的次方，若 k 為最大的整數且滿足2k n ，則通電話的最少

分鐘數不可能小於 1k  。 

【結論三】當 2kn  ， k 為正整數時，通電話的最少分鐘數為 k 。
 

【結論四】我們給出一套流程，依照這流程，實際連線的人數從 3到 40人，都能做出最少分

鐘數。因此我們猜測無論人數多少，這套流程都適用。 

【結論五】如果 2n m ，n不是 2的次方且 2kn  ，其中m 為正整數、k 為滿足 2kn  的最大

正整數，則依照流程，通電話的最少分鐘數為 1k  。 

【結論六】我們觀察出：如果 2 1n m  ，m為大於 1的正奇數，且倒數第二步連線後，則

1~2 1ma  會上下交錯出現。 

 
捌、參考資料及其他 

 

一、國中數學課本，第一冊，翰林文教事業。 

二、2014年青少年數學國際城市邀請賽—參賽代表遴選複賽試題第 4題。 

三、高中數學課本，第二冊。 

 

 

 

 

 

 



玖、附件 
1.為了節省版面，省略奇、偶數與分鐘數 

2.綠色代表倒數第二步擁有 2 1ma   

3.黃色代表上一分鐘沒有對外連線 

4.紅色代表擁有全部訊息 

奇數 1~2 3~4 5   1分鐘後 奇數 1~2 3~4 5~6 7   1分鐘後 

偶數 1~2 3~4    1分鐘後 偶數 1~2 3~4 5~6    1分鐘後 

奇數 1~2 1~4 3~5   2分鐘後 奇數 1~2 1~4 3~6 5~7   2分鐘後 

偶數 1~4 3~5    2分鐘後 偶數 1~4 3~6 5~7    2分鐘後 

奇數 1~5 1~4 1~5   3分鐘後 奇數 1~6 1~7 3~6 1~7   3分鐘後 

偶數 1~5 1~5    3分鐘後 偶數 1~7 1~6 1~7    3分鐘後 

               

               

 1~2 3~4 5~6 7~8 9   1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11  

 1~2 3~4 5~6 7~8    1~2 3~4 5~6 7~8 9~10   

 1~2 1~4 3~6 5~8 7~9   1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~11  

 1~4 3~6 5~8 7~9    1~4 3~6 5~8 7~10 9~11   

 
1~2，5~8 7~9~4 3~6 1~8 3~9 

  
1~2，

7~10 
9~11~4 3~6 1~8 3~10 5~11 

 

 
1~8 3~9 1~2，

5~8 

7~9~4  
  1~8 3~10 5~11 

1~2，

7~10 
9~11~4  

 

 1~9 1~9 1~9 1~8 1~9   1~10 1~11 1~10 1~11 3~10 1~11  

 1~9 1~9 1~9 1~9    1~11 1~10 1~11 1~10 1~11   
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1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13 1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12  1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14  

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~13 1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~15 

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~13  1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~15  

1~2，

9~12 
11~13~4 3~6 1~8 3~10 5~12 7~13 

1~2，

11~14 
13~15~4 3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~15 

1~8 3~10 5~12 7~13 
1~2，

9~12 
11~13~4  1~8 3~10 5~12 7~14 9~15 

1~2，

11~14 
13~15~4  

1~12 1~13 3~13 1~12 1~13 5~12 1~13 1~14 1~15 3~14 1~15 1~14 1~15 7~14 1~15 

1~13 1~12 1~13 3~13 1~12 1~13  1~15 1~14 1~15 3~14 1~15 1~14 1~15  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17       

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16        

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~17       

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~17        

1~2

，

13~1

6 

15~17~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~17       

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~17 
1~2，

13~16 
15~17~4        

1~2

，

5~16 

7~17~4 

3~6

，

9~16 

11~17~

8 

1~10

，

13~16 

15~17~1

2 
7~14 1~16 3~17       

1~16 3~17 

1~2

，

5~16 

7~17~4 
3~6，

9~16 
11~17~8 

1~10，

13~16 

15~17~1

2 
       

1~17 1~17 1~17 1~17 1~17 1~17 1~17 1~16 1~17       

1~17 1~17 1~17 1~17 1~17 1~17 1~17 1~17        

 

 

 

 

        

      

 

 

 

 

              



3 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19      

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18       

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~19      

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~19       

1~2

，

15~1

8 

17~19~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~19     

 

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~19 
1~2，

15~18 

17~19~

4 
     

 

1~2

，

7~18 

9~19~4 

3~6

，

11~1

8 

13~19~

8 

1~10

，

15~18 

17~4~12 7~14 1~16 3~18 5~19     

 

1~16  3~18 5~19 
1~2，

7~18 

9~19~

4 

3~6，

11~18 

13~19~

8 

1~10，

15~18 

17~4~1

2 
     

 

1~18 1~19 1~18 1~19 1~18 1~19 1~18 1~19 3~18 1~19      

1~19 1~18 1~19 1~18 1~19 1~18 1~19 1~18 1~19       

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

             

 



4 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21     

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20      

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~21     

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~21      

1~2

，

17~2

0 

19~21~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~21    

 

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~21 
1~2，

17~20 

19~21~

4 
    

 

1~2

，

9~20 

11~21~

4 

3~6

，

13~2

0 

15~21~

8 

1~10

，

17~20 

19~4~12 7~14 1~16 3~18 5~20 7~21    

 

1~16  3~18 5~20 7~21 
1~2，

9~20 
11~21~4 

3~6，

13~20 
15~21~8 

1~10，

17~20 

19~4~1

2 
    

 

1~20 1~21 3~21 1~21 1~21 1~21 1~21 1~20 1~21 5~20 1~21     

1~21 1~20 1~21 3~21 1~21 1~21 1~21 1~21 1~20 1~21      

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

             

 



5 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23    

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22     

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~23    

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~23     

1~2

，

19~2

2 

21~23~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~23   

 

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~23 
1~2，

19~22 

21~23~

4 
   

 

1~2

，

11~2

2 

13~23~

4 

3~6

，

15~2

2 

17~23~

8 

1~10

，

19~22 

21~4~12 7~14 1~16 3~18 5~20 7~22 9~23   

 

1~16  3~18 5~20 7~22 9~23 
1~2，

11~22 

13~23~

4 

3~6，

15~22 

17~23~

8 

1~10，

19~22 

21~4~1

2 
   

 

1~22 1~23 3~22 1~23 1~22 1~23 3~22 1~23 1~22 1~23 7~22 1~23    

1~23 1~22 1~23 3~22 1~23 1~22 1~23 3~22 1~23 1~22 1~23     

 

 

 

             

 

 

 

 

             

 

 

 
             

 



6 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25   

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24    

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~25   

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~25    

1~2

，

21~2

4 

23~25~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~25  

 

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~25 
1~2，

21~24 

23~25~

4 
  

 

1~2

，

13~2

4 

13~25~

4 

3~6

，

17~2

4 

19~25~

8 

1~10

，

21~24 

23~4~12 7~14 1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~25  

 

1~16  3~18 5~20 7~22 9~24 11~25 
1~2，

13~24 
13~25~4 

3~6，

17~24 

19~25~

8 

1~10，

21~24 

23~4~1

2 
  

 

1~24 1~25 3~24 1~25 1~25 1~25 7~25~4 1~24 1~25 1~24 1~25 9~24 1~25   

1~25 1~24 1~25 3~24 1~25 1~25 1~25 7~25~4 1~24 1~25 1~24 1~25    

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

             

 



7 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27  

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26   

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~27  

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~27   

1~2

，

23~2

6 

25~27~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~27  

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~27 
1~2，

23~26 

25~27~

4 
  

1~2

，

15~2

6 

17~27~

4 

3~6

，

19~2

6 

21~27~

8 

1~10

，

23~26 

25~4~12 7~14 1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~27  

1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~27 
1~2，

15~26 

17~27~

4 

3~6，

19~26 

21~27~

8 

1~10，

23~26 

25~4~1

2 
  

1~26 1~27 3~26 1~27 1~26 1~27 
1~2，

7~26 
1~27 3~26 1~27 1~26 1~27 11~26 1~27 

 

1~27 1~26 1~27 3~26 1~27 1~26 1~27 
1~2，

7~26 
1~27 3~26 1~27 1~26 1~27  

 

 

 
             

 

 

 
             

 

 

 
             

 



8 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27~28 29 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27~28  

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~28 
27~2

9 

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~28 27~29  

1~2

，

25~2

8 

27~29~

4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~28 

23~2

9 

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~28 23~29 
1~2，

25~28 

27~29~

4 
 

1~2

，

17~2

8 

19~27~

4 

3~6

，

21~2

8 

23~29~

8 

1~10

，

25~28 

27~4~12 7~14 1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~28 
15~2

9 

1~16  3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~28 15~29 
1~2，

17~28 

19~27~

4 

3~6，

21~28 

23~29~

8 

1~10，

25~28 

27~4~1

2 
 

1~28 1~29 3~28 1~29 1~28 1~29 7~29 1~28 1~29 3~28 1~29 1~28 1~29 13~28 1~29 

1~29 1~28 1~29 3~28 1~29 1~28 1~29 7~29 1~28 1~29 3~28 1~29 1~28 1~29  

 

 

 

 

 

 

 



9 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27~28 29~30 31  

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27~28 29~30   

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~28 27~30 29~31  

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~28 27~30 29~31   

1~2

，

27~3

0 

29~31

~4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~28 23~30 

25~31  

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~28 23~30 25~31 
1~2，

27~30 

29~31~

4 

  

1~2

，

19~3

0 

21~31

~4 

3~6

，

23~3

0 

25~31

~8 

1~10

，

27~30 

29~31~

12 
7~14 1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~28 15~30 17~31 

 

1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~28 15~30 17~31 
1~2，

19~30 

21~31

~4 

3~6，

23~30 

25~31

~8 

1~10，

27~30 

29~31~

12 

  

1~30 1~31 3~30 1~31 1~30 1~31 7~30 1~31 1~30 1~31 3~30 1~31 1~30 1~31 15~30 1~31  

1~31 1~30 1~31 3~30 1~31 1~30 1~31 7~30 1~31 1~30 1~31 3~30 1~31 1~30 1~31   

 

 

 

 

              

  

 

 

 

 

              

  



10 
 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27~28 29~30 31~32 33 

1~2 3~4 5~6 7~8 9~10 11~12 13~14 15~16 17~18 19~20 21~22 23~24 25~26 27~28 29~30 31~32  

1~2 1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~28 27~30 29~32 
31~3

3 

1~4 3~6 5~8 7~10 9~12 11~14 13~16 15~18 17~20 19~22 21~24 23~26 25~28 27~30 29~32 31~33  

1~2

，

29~3

2 

31~33

~4 
3~6 1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~28 23~30 25~32 

27~3

3 

1~8 3~10 5~12 7~14 9~16 11~18 13~20 15~22 17~24 19~26 21~28 23~30 25~32 27~33 
1~2，

29~32 

31~33~

4 
 

1~2

，

21~3

2 

23~33

~4 

3~6

，

25~3

2 

27~33

~8 

1~10

，

29~32 

31~33~

12 
7~14 1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~28 15~30 17~32 

19~3

3 

1~16 3~18 5~20 7~22 9~24 11~26 13~28 15~30 17~32 19~33 
1~2，

21~32 

23~33~

4 

3~6，

25~32 

27~33~

8 

1~10，

29~32 

31~33~

12 
 

1~2

，

5~32 

7~33~

4 

3~6

，

9~32 

11~33

~8 

1~10

，

13~32 

15~33~

12 

7~14

，

17~32 

19~33~

16 

1~18

，

21~32 

23~33~

20 

3~22

，

25~32 

27~33~

24 

1~26

，

29~32 

31~33~

28 
15~30 1~32 3~33 

1~32 3~33 

1~2

，

5~32 

7~33~

4 

3~6，

9~32 

11~33~

8 

1~10

，

13~32 

15~33~

12 

7~14

，

17~32 

19~33~

16 

1~18

，

21~32 

23~33~

20 

3~22

，

25~32 

27~33~

24 

1~26，

29~32 

31~33~

28 
 

1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~32 1~33 

1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33 1~33  

 



【評語】030421  

作者們所討論的其實是完全圖的 gossip問題。這是一個古老

的問題。關於這個問題的答案早在 1950 年就已經有了。作者們所

考慮的其實並非完全圖，而是完全二部圖。這使得求這個問題的解

難度因此而提高了。作者們應該不熟習對數，也不是很清楚該如何

表示才能讓結果變的更好，有點可惜。解決此問題的關鍵是看出結

果在 n變為兩倍時，時間會多一（單位時間），所以最好的簡化方

式是將點拆成兩半，透過強數學歸納法的想法來簡化討論。作者們

確實完成了一些不簡單的工作，但如果能事先多花一點時間蒐集資

料，應該可以把討論的重心放在一些前人不曾討論過的更有趣的內

容上，也應該會有一些更有趣的結果。 
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