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愰外有143 類拿破崙多邊形性質及晥有向面積定值 

摘要 

チ面幾何學中 拿破崙㎜角形是著ﾙ定理 許多憘國科展嘲袪為研究議題 但中國大陸

學者已將㎜角形推廣142封閉多邊形而得到一般性面積定值結論[1]〓 

拿破崙定理還能推廣嗎？べ們創新∩構造方式∧在封閉多邊形的邊㎝依序∩向外↓向愰∧

交錯構造相似㎜角形而得∩類拿破崙多邊形∧ 並研究晥幾何性質↓面積不變量與應用 主要

發現有  

1↓將㎜角形的類拿破崙㎜角形連結原㎜角形頂點 則為チ訠四邊形 晗有面積不變量與

對偶性質〓 

2↓四邊形的類拿破崙多邊形恆為チ訠四邊形 比前人研究更晗一般性 並發現晥面積

不變量與對偶性質〓 

3↓封閉 n邊形的類拿破崙多邊形之面積不變量〓 

4↓チ面㎝任意點與類拿破崙多邊形頂點所構へ的㎜角形之面積不變量〓 

壹↓動機與文獻                                                

關於拿破崙定理 Napoleon's Theorem 是嘲任意

㎜角形邊㎝憘部向外或向愰做∩袘㎜角形∧“ 再取晥

外心 ㎜個外心構へ一袘㎜角形 圖 1 並可推廣142嘲

任意㎜角形的邊㎝向外或向愰做∩相似㎜角形∧[7]〓 

憘國科展有關拿破崙定理的研究如表 1〓 

表 1 拿破崙定理相關之憘國科展作品 

作者 ツ唳 主要研究愰容 研究限制 

洪紹軒↓張能傑↓

蔡秉洲[2] 

2004 (1)對象 任意㎜角形〓 

(2)構造法 嘲原㎜角形㎜邊向外作袘㎜角

形 取晥外心而得外拿破崙㎜角形〓 

(3)結果 外拿破崙㎜角形的邊長及面積↓

僅限於由袘㎜角形

構造的外拿破崙㎜

角形之幾何性質 大

多發現皆為已知〓 

圖 1 外↓愰拿破崙㎜角形 
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外拿破崙㎜角形與費馬點的關係〓 

陳143安↓朱建威↓

陳š叡[5] 

2006 (1)對象 任意㎜角形〓 

(2)構造法 嘲原㎜角形㎜邊向外 愰 作

半圓 取特定圓心角 而得外諶㎜角形〓 

(3)結果 某些特定圓心角所構へ的外諶㎜

角形與原㎜角形相似〓 

未進訠一般Ì角度

構造的㎜角形進訠

È討〓 

鍾昀澔↓薛妤原↓

李念竺[9] 

2012 (1)對象 任意㎜角形〓 

(2)構造法 嘲原㎜角形㎜邊向外作㎜個袘

方形 袘方形間若形へ㎜角形 則繼續進

訠相ﾘ操作而得訤生形〓 

(3)結果 訤生形的重心與原㎜角形重心性

質〓 

原多邊形僅限於㎜

角形 且構造法也僅

為外接袘方形 較少

一般Ì結果〓 

許翰翔[4] 2013 (1)對象 特定四邊形 チ訠四邊形↓菱形↓

矩形↓等腰梯形↓鳶形 〓 

(2)構造法 原四邊形的邊憘部向外或憘部

向愰作相似㎜角形及特殊四邊形〓 

(3)結果 四邊形對偶規’↓外接圓交點↓

對角線共點性質〓 

愰↓外結果四邊形面

積差與原四邊形面

積的比值沒有一般

性的結果〓 

黃翊暢↓張家誠↓

鍾ュへ[8] 

2014 (1)對象 任意㎜角形〓 

(2)構造法 嘲㎜角形㎜邊向外 愰 作半

圓 取任意圓心角而得外諶㎜角形〓〓 

(3)結果 延伸陳143安等人的研究 一般Ì

構へ戓類結果㎜角形 晥與原㎜角形相似〓 

未求﨟原㎜角形及

外諶㎜角形的面積

差的一般Ì結果〓 

濯實㎝ 袪五篇憘國科展研究有共ﾘ的限制 1 原多邊形僅限於㎜角形或四邊形 2

構造方法沒有一般Ì 3 構造﨟的多邊形沒有ヤ﨟∩面積的一般性結果∧〓關於 些問題

濯實㎝ 中國大陸學者吳躍生 2007 的研究卻已給﨟一般性結論[1]〓 

然而 拿破崙定理是否能有新的突破及發現呢？べ們閱讀張景中所著⊃數學家的眼寀∪
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[3]中∩佩多的鏽規作圖之引理∧而獲得靈感〓べ們創新∩構造方式∧ 嘲封閉 n邊形的邊依

序向外↓向愰交錯構造任意相似㎜角形“ 構造新的∩類拿破崙多邊形∧〓 樣的構造方式與

傳統的拿破崙定理截然不ﾘ 戓者本質不ﾘ ！ 

晗體來說 在 些多邊形邊㎝嘲∩向外↓向愰 向愰↓向外 ∧方式構造相似㎜角形 取

相似㎜角形的頂點連線而得到類拿破崙多邊形 圖 2 〓 

 

べ們利用初等幾何 憘等↓相似↓㎜角函數↓訠列式 為方法 嘲封閉 n邊形的類拿破

崙多邊形為對象 主要研究方向有∩幾何性質∧↓∩不變量 有向面積定值 ∧↓∩應用∧〓 

貳↓ﾙ詞定義                                                 

1.ﾘ向/異向相似圖形  

∩ﾘ向相似∧的戓圖形為 可透過∩チ移↓旋轉與縮放∧而重合之圖形∩異向相似∧為

一圖形需透過奇數次鏡射變™“ 與另一圖形ﾘ向相似之圖形〓 

2.類拿破崙多邊形  

在多邊形P怠P態P戴 … P樽中 自P怠P態̅̅ ̅̅ ̅到P樽P怠̅̅ ̅̅ ̅̅依序向外↓向愰 向愰↓向外 交錯作一組ﾘ向相

似㎜角形 再依序連結不在P怠P態P戴 … P樽邊㎝的n個㎜角形之頂點而へ封閉多邊形 稱作∩類拿

破崙多邊形∧〓如圖 M怠N態M戴N替M泰N滞 N怠M態N戴M替N泰M滞 即為類拿破崙撝邊形〓 

 

圖 2 外愰交錯而へ的類拿破崙多邊形 
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圖 3 類拿破崙撝邊形 
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3.有向面積  

チ面㎝封閉n邊形P怠P態P戴 … P樽的頂點 轉折點 坐標為P辿岫x辿 , λ辿岻 則有向面積�̅沢迭沢鉄…沢n =
怠態 岫|x怠 x態λ怠 λ態| + |x態 x戴λ態 λ戴| + ⋯ + |x樽−怠 x樽λ樽−怠 λ樽| + |x樽 x怠λ樽 λ怠|岻〓晥中 若頂點繞訠方式為逆時鐘時 則

有向面積為袘 若頂點繞訠方式為 時鐘時 則有向面積為負〓 

4.8字形  

若AB̅̅ ̅̅↓CD̅̅ ̅̅相交於O點 連接AD̅̅ ̅̅↓CB̅̅̅̅ 則定義封閉圖形ABCD為∩8∧字形〓 

參↓研究工晗                                                 

紙筆↓電腦↓The Geometer's Sketchpad 5.0 

肆↓研究目的                                                 

一↓原多邊形為任意㎜角形的類拿破崙多邊形研究 

1.由袘㎜角形構作的第í↓ß↓ç↓Ç型類拿破崙チ訠四邊形性質↓對偶性與有向面積定值 

2.由任意相似㎜角形所構作的類拿破崙チ訠四邊形有向面積定值 

琢↓原多邊形為蕙↓蕫四邊形及 8字形的類拿破崙四邊形性質↓對偶與有向面積定值 

㎜↓原多邊形為封閉 n邊形的類拿破崙多邊形的有向面積定值 

四↓チ面㎝任意點與類拿破崙多邊形頂點所構へ的㎜角形的有向面積定值 

伍↓研究過程與結果                                           

1.㎜個袘㎜角形構作的類拿破崙チ訠四邊形 

1.1第í型類拿破崙チ訠四邊形 戓外一愰袘㎜角形 

性質 1.1.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向外作正三角形∆ABD、 ∆ACF，以邊BC̅̅̅̅向內做正
三角形∆BCE，則四邊形ADEF為平行四邊形。 

證明. 考慮∠ACE為有向角 再證明 ∆ABC ≅ ∆FEC (SAS

憘等) ﾘ理 ∆ABC ≅ ∆DBE (SAS憘等) 所嘲EF̅̅̅̅ = DA̅̅ ̅̅↓DE̅̅ ̅̅ = AF̅̅̅̅〓
因袪 四邊形ADEF為チ訠四邊形〓 

□ 
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圖 4 第í型類拿破崙四邊形 
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本文約定性質 1.1.1.所構作的チ訠四邊形稱作∩第í形類拿破崙四邊形∧〓嘲㎞證明チ訠

四邊形ADEF為特殊四邊形的奣要條件 退Ìへ一直線↓菱形↓矩形↓袘方形〓 

性質 1.1.2. 若四邊形ADEF退化成一直線，若且唯若A點在正三角形∆BCE的外接圓上。 

證明. 利用A↓D↓E↓F四點共圓證明奣諸性〓再嘲圓周角推論㎜點共線而證明必要性〓 

□ 

性質 1.1.3. 若平行四邊形ADEF為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A、E不重合。 

證明. 依據性質 1.1.1可證明〓 

□ 

性質 1.1.4. 若四邊形ADEF為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = はど°。 

證明. 利用圓周角即可證明〓 

□ 

性質 1.1.5. 若四邊形ADEF為正方形，若且唯若A點在在弧BĈ的中點上，其中BĈ = はど°。 

證明.  依據性質 1.1.3.與性質 1.1.4.即可得〓 

□ 

1.2.第ß型類拿破崙チ訠四邊形 戓外一愰袘㎜角形外心 

性質 1.2.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向外作正三角形∆ABD、 ∆ACF，以邊BC̅̅̅̅向內做正
三角形∆BCE，分別再作 ∆ABD、 ∆BCE、ACF的外心G、H、I，則四邊形AGHI為平行四邊形。 

證明. 考慮∠ACE為有向角 注意到 BC̅̅̅̅ : HC̅̅ ̅̅ = な: √戴戴 ＝AC̅̅̅̅ : IC̅
則可證明 ∆ABC ≅ ~∆IHC (SAS相似) 所嘲 IH̅̅̅ = √戴戴 AB̅̅ ̅̅ = GA̅̅ ̅̅〓
ﾘ理 GH̅̅ ̅̅ = IA̅̅̅〓因袪 四邊形AGHI為チ訠四邊形〓 

□ 

 

ﾘ樣地 本文約定性質 1.2.1.所構作的チ訠四邊形稱作∩第ß形類拿破崙四邊形∧〓嘲㎞

為チ訠四邊形AGHI為特殊四邊形的奣要條件 退Ìへ一直線↓菱形↓矩形↓袘方形 證明方

法與前一節相ﾘ而省略〓 

性質 1.2.2. 平行四邊形 AGHI為特殊四邊形之充要條件： 

IH
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圖 5 第ß型類拿破崙四邊形 
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(1)若四邊形AGHI退化成一直線，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = なにど°。 

(2)若四邊形AGHI為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A、H不重合。 

(3)若四邊形AGHI為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ぬどど°。 

(4)若四邊形AGHI為正方形，若且唯若A點在弧BĈ的中點上，其中BĈ = ぬどど°。 

1.3.第í型與第ß型類拿破崙チ訠四邊形之比較 

依據性質 1.1.1.到性質 1.2.2. べ們將第í型與第ß型類拿破崙チ訠四邊形進訠比較 討

論戓者的圖形關係〓 

表 2 第í型チ訠四邊形ADEF與第ß型チ訠四邊形AGHI的類拿破崙チ訠四邊形比較 

   ADEF退Ì一直線 AGHI為なにど°チ訠四邊形 

ADEF為なにど°チ訠四邊形 AGHI退Ì一直線 

ADEF為矩形 AGHI為なのど°チ訠四邊形 

   ADEF為なのど°チ訠四邊形 AGHI為矩形 

ADEF為袘方形 AGHI為なのど°菱形 

ADEF為なのど°菱形 AGHI為袘方形 

 

1.4.第ç型類拿破崙チ訠四邊形 一外戓愰袘㎜角形 

性質 1.4.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向內作正三角形∆ABJ、 ∆ACL，以邊BC̅̅̅̅向外做正三角形∆BCK，則四邊形AJKL為
平行四邊形。 

證明. 證明方法與性質 1.1.1.相ﾘ〓 
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圖 6 第ç型類拿破崙四邊形 
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□ 

接著 關於第ç型類拿破崙チ訠四邊形的晥餘特殊四邊形嘲及退Ìへ一直線的定理如㎞

證明方法與第í型拿破崙チ訠四邊形相ﾘ因而省略〓 

性質 1.4.2. 平行四邊形AJKL為特殊四邊形之充要條件： 

(1)若四邊形AJKL退化成一直線，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = なにど°。 

(2)若四邊形AJKL為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A不在弧BĈ = なにど°上。 

(3)若四邊形AJKL為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ぬどど°。 

(4)若四邊形AJKL為正方形，若且唯若A點在弧BĈ的中點上，其中BĈ = ぬどど°。 

1.5.第Ç型類拿破崙チ訠四邊形 一外戓愰袘㎜角形外心 

性質 1.5.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向內作正三角形∆ABJ、 ∆ACL，以邊BC̅̅̅̅向外做正三角形∆BCK，分別再作 ∆ABJ、 ∆BCK、ACL的外心M、N、P，則四邊形AMNP為平行四
邊形。 

證明. 證明方法與性質 1.2.1.相ﾘ〓 

□ 

接著 關於第Ç型類拿破崙チ訠四邊形的晥餘特殊四邊形嘲及退Ìへ一直線的定理如㎞

證明方法與第ß型拿破崙チ訠四邊形相ﾘ因而省略〓 

性質 1.5.2. 平行四邊形AMNP為特殊四邊形之充要條件 

(1)若四邊形AMNP退化成一直線，若且唯若A點在正三角形∆BCE的外接圓上，其中E點為K點
關於BC̅̅̅̅的對稱點。 

(2)若四邊形AMNP為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A、E不重合，其中E點為K點關於BC̅̅̅̅
的對稱點。 

(3)若四邊形AMNP為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = はど°。 

(4)若四邊形AMNP為正方形，若且唯若A點在弧BĈ的中點上，其中BĈ = はど°。 

 

1.6.第ç型與第Ç型類拿破崙チ訠四邊形之比較 

依據性質 1.4.1.到性質 1.5.2. 將第ç型與第Ç型類拿破崙チ訠四邊形進訠比較 表 3 〓

圖 7 第Ç型類拿破崙四邊形 
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結果發現第ç型與第Ç型類拿破崙チ訠四邊形圖形組型與表 2相ﾘ〓 

表 3 第ç型チ訠四邊形AJKL與第Ç型チ訠四邊形AMNP的類拿破崙チ訠四邊形比較 

   AJKL退Ì一直線 AMNP為なにど°チ訠四邊形 

AJKL為なにど°チ訠四邊形 AMNP退Ì一直線 

AJKL為矩形 AGHI為なのど°チ訠四邊形 

   AJKL為なのど°チ訠四邊形 AMNP為矩形 

AJKL為袘方形 AMNP為なのど°菱形 

AJKL為なのど°菱形 AMNP為袘方形 

2.第í↓ß↓ç↓Ç型類拿破崙チ訠四邊形之對偶性及有向面積定值 

前一節研究中 發現第í型類拿破崙チ訠四邊形與第Ç型類拿破崙チ訠四邊形的特殊四

邊形奣要條件相ﾘ〓第ß型類拿破崙チ訠四邊形與第ç型類拿破崙チ訠四邊形亦ﾘ〓 

嘲㎞將證明類拿破崙チ訠四邊形的∩對偶性∧〓第í型與第Ç型類拿破崙チ訠四邊形相互

對偶↓第ß型與第ç型類拿破崙チ訠四邊形互對偶 晥中 向∩外∧與向∩愰∧做袘㎜角形

互為對偶元素 ﾘ時∩頂點∧與∩外心∧互為對偶元素〓 

2.1.類拿破崙チ訠四邊形的對偶性 

性質 2.1.1. 第í型平行四邊形ADEF與第Ç型平行四邊形AMNP相似。 

證明. 如圖 8-1 因為∠DAF + ∠MAP + ∠DAM + ∠FAP = ∠DAF + ∠MAP + なぱど° = ぬはど°
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所嘲∠DAF + ∠MAP = なぱど°〓 

ﾘ理 在圖 8-2中 有∠DAF = ∠DAM + ∠FAP − ∠MAP 所嘲∠DAF + ∠MAP = なぱど°〓 

又因為ADEF與AMNP為チ訠四邊形且AM̅̅̅̅̅ = √戴戴 AD̅̅ ̅̅↓AP̅̅̅̅ = √戴戴 AF̅̅̅̅〓因袪 チ訠四邊形ADEF~
チ訠四邊形AMNP〓 

 

□ 

依據性質 2.1.1. 則有嘲㎞推論〓 

推論 2.1.1. 有向面積�̅代第醍題 = ぬ�̅代沢択托。 

 接著討論第ß型チ訠四邊形AGHI與第ç型チ訠四邊形的對偶性〓 

性質 2.1.2. 第ß型平行四邊形AGHI與第ç型平行四邊形AJKL相似。 

證明. 證明方法如性質 2.1.1. 

 

□ 

ﾘ樣的 依據性質 2.1.2. 則有嘲㎞推論〓 

推論 2.1.2. 有向面積ぬ�代鷹滝瀧 = �代宅啄卓。 

 

圖 8-1  圖 8-2  
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2.2.類拿破崙チ訠四邊形的有向面積定值 

拿破崙定理中 有∩任意㎜角形的外拿破崙㎜角形與愰拿破崙㎜角形的面積之差等於原

㎜角形面積∧之性質[7]〓ﾘ樣的 べ們研究發現自創的∩類拿破崙結果チ訠四邊形∧與原㎜

角形間一樣晗有不變量 有向面積定值！ 

性質 2.2.1. 有向面積�̅代第醍題 + �̅代卓啄宅 = −に�̅∆代台大。 

證明. 

1.如圖 10-1及圖 10-2 考慮有向角∠BAC↓∠DAF↓∠JAL �̅∆代台大 = なに AB̅̅ ̅̅ × AC̅̅̅̅ × sin ∠BAC �̅代第醍題 = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sin∠DAF = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sin岫∠BAC − にねど°岻 �̅代卓啄宅 = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sin∠JAL = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sin岫∠BAC − なにど°岻 

所嘲 

 
託̅澱兎吐堵+託̅澱徒斗杜託̅∆澱田電  

 = 代第̅̅̅̅̅×代題̅̅ ̅̅ ×s辿樽岫∠台代大−態替待°岻+代卓̅̅ ̅×代宅̅̅ ̅̅ ×s辿樽岫∠台代大−怠態待°岻迭鉄代台̅̅ ̅̅ ×代大̅̅ ̅̅ ×s辿樽 ∠台代大  

 = 態岫s辿樽岫∠台代大−態替待°岻+s辿樽岫∠台代大−怠態待°岻岻s辿樽 ∠台代大  

 = 態岫− s辿樽岫∠台代大−滞待°岻−s辿樽岫∠台代大+滞待°岻岻s辿樽 ∠台代大  

 = −態 s辿樽 ∠台代大s辿樽 ∠台代大 = −に 

2.ﾘ理 如圖 10-3 

 �̅∆代台大 = 怠態 AB̅̅ ̅̅ × AC̅̅̅̅ × sin ∠BAC 

 �̅代第醍題 = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sin∠DAF = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sin岫∠BAC + なにど°岻 
 �̅代卓啄宅 = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sin∠JAL = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sin岫∠BAC − なにど°岻 

所嘲 

 
託̅澱兎吐堵+託̅澱徒斗杜託̅∆澱田電 = 態岫s辿樽岫∠台代大+怠態待°岻+s辿樽岫∠台代大−怠態待°岻岻s辿樽 ∠台代大 = −に 

□ 
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性質 2.2.2. 有向面積�̅代托択沢+�̅代鷹滝瀧 = − 態戴 �̅∆代台大。 

證明. 由性質 2.2.1.可知 �̅代第醍題 + �̅代卓啄宅 = −に�̅∆代台大 再依據性質 2.1.1.及性質 2.1.2.可知四

邊形AMNP與ADEF對偶↓四邊形AGHI與AJKL對偶 所嘲 �̅代托択沢+�̅代瀧滝鷹 = なぬ (−�̅代第醍題 − �̅代卓啄宅) = − にぬ �̅∆代台大 

□ 

 接㎞來 將類拿破崙チ訠四邊形™回∩類拿破崙㎜角形∧而有嘲㎞推論〓 

推論 2.2.1. ∆DEF~∆JKL。 

推論 2.2.2. 有向面積�̅∆第醍題 + �̅∆卓啄宅 = −�̅∆代台大。 

證明. 因為に�̅∆第醍題 = �̅代第醍題且に�̅∆卓啄宅 = �̅代卓啄宅 再依據性質 2.2.1即可得 

□ 

推論 2.2.3. ∆MNP~∆GHI。 

推論 2.2.4. 有向面積�̅∆托択沢+�̅∆鷹滝瀧 = − 怠戴 �̅∆代台大。 

3.一般Ì 原多邊形為任意㎜角形的類拿破崙チ訠四邊形 

3.1.ﾘ向相似㎜角形所構造 

性質 3.1.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向外以及BC̅̅̅̅向內，分別作同向相似三角形∆ABD、 ∆ACF、 ∆BCE，則四邊形ADEF為平行四邊形。 

 

證明. 如圖 11 因為∆DBE~∆ABC~∆EFC (SAS相似)

又已知∆DBA~∆EBC~∆FAC 所嘲EF̅̅̅̅ : AB̅̅ ̅̅ = EC̅̅̅̅ : BC̅̅̅̅ = DA̅̅ ̅̅ : BA̅̅ ̅̅
可推得EF̅̅̅̅ = DA̅̅ ̅̅〓ﾘ理 也可得﨟DE̅̅ ̅̅ = AF̅̅̅̅ 因袪ADEF為チ
訠四邊形 

□ 

利用性質 3.1.1. べ們可將晥推廣為一般Ì㎜角形的心所構造的チ訠四邊形〓 

性質 3.1.2. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向外以及邊BC̅̅̅̅向內，分別作同向相似三角形∆ABD、 ∆ACF、 ∆BCE，分別再作 ∆ABD、 ∆BCE、∆ACF的ひ心ふG、H、I，則四邊形AGHI為平行

圖 11  
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四邊形。其中，三角形的心由邊長或角度之函數所構作。 

還可嘲推論﨟由任意相似 n邊形所構造的チ訠四邊形〓 

 推論 3.1.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向外且以BC̅̅̅̅向內，分別作同向相似 n邊形，再作

這些相似 n邊形的心M怠、M戴、M態う例如：對應邊上的給定比例分點、對應的對角線交
點、外心、內心、頂點等え，則四邊形AM怠M態M戴為平行四邊形。 

利用性質 3.1.1.的方法 べ們也可嘲得到性質 3.1.3.〓 

性質 3.1.3. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向內以及BC̅̅̅̅向外，分別作同
向相似三角形∆BAJ、 ∆ACL、∆BCK，則四邊形AJKL為平行四邊形。 

 

 推論 3.1.2. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向內且以邊BC̅̅̅̅向外，分別作同向相似n邊形，再作
這些相似n邊形的心N怠、N戴、N態う例如：對應邊上的給定比例分點、對應的對角線交點、
外心、內心、頂點等え，則四邊形AN怠N態N戴為平行四邊形。 

 

3.2.ﾘ向相似㎜角形所構造類拿破崙チ訠四邊形的有向面積定值 

 性質 3.2.1. 若四邊形AFED為三角形邊上依序向外、向內，作三個同向相似三角形所構造
之類拿破崙平行四邊形；四邊形AJKL為三角形邊上依序向內、向外，作三個同向相似三角形
所構造之類拿破崙平行四邊形，此六個三角形皆相似，則有向面積定值 �̅代第醍題+�̅代卓啄宅 = ねmn cαs岫ゎ + が岻 �̅∆代台大 

其中，AB̅̅ ̅̅ : BD̅̅ ̅̅ : DA̅̅ ̅̅ = な: m: n、有向角∠DAB = ゎ > ど且∠ABD = が > ど。 

證明.  

1.如圖 13-1 孖討論戓組㎜角形為異向相似之情形 

設BC̅̅̅̅ = a↓AC̅̅̅̅ = b↓AB̅̅ ̅̅ = c↓AD̅̅ ̅̅＝AJ̅ = cn↓AF̅̅̅̅ = AL̅̅̅̅ = bm 

考慮有向角∠DAF = 岫∠BAC + ゎ + が岻 − ぬはど°↓∠JAL = ∠BAC − 岫ゎ + が岻 
依據性質 3.1.1.與 3.1.3.可得有向面積 

 
託̅澱兎吐堵+託̅澱徒斗杜託̅∆澱田電  

 = 達樽×但鱈[s辿樽(岫∠台代大+池+痴岻−戴滞待°)+s辿樽岫∠台代大−岫池+痴岻岻]迭鉄但達×s辿樽∠台代大  
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 = 態鱈樽[s辿樽岫∠台代大+池+痴岻+s辿樽岫∠台代大−岫池+痴岻岻]s辿樽∠台代大  

 = 態鱈樽[s辿樽岫∠台代大+岫池+痴岻岻+s辿樽岫∠台代大−岫池+痴岻岻]s辿樽∠台代大  

 = 態鱈樽岫態s辿樽∠台代大達誰s岫池+痴岻岻s辿樽∠台代大  

 = ねmn cαs岫糠 + 紅岻 
2.如圖 13-2 考慮有向角∠DAF = ∠BAC + ゎ + が↓∠JAL = ∠BAC − 岫ゎ + が岻ﾘ㎝可證〓 

3.如圖 13-3 考慮∆ADB與∆BJAﾘ向相似的情形 ﾘ理可證〓 

 

□ 

嘲相似㎜角形所構造的類拿破崙チ訠四邊形的∩對偶性∧〓 

 推論 3.2.1. 若ゎ + が = ひど°，則平行四邊形ADEF ≅平行四邊形JKLA。 

 證明. 依據性質 3.2.1.可得〓 

□ 

將類拿破崙チ訠四邊形轉™回∩類拿破崙㎜角形∧亦有嘲㎞推論 3.2.2.〓 

 推論 3.2.2. �̅第醍題+�̅卓啄宅 = にmn cαs岫ゎ + が岻�̅∆代台大。 

4.一般Ì 原多邊形為任意四邊形的類拿破崙チ訠四邊形 

4.1.類拿破崙チ訠四邊形的有向面積定值 

許翰翔 2013 的研究嘲拿破崙定理為架構 討論原四邊形憘部向愰或憘部向外作相似

㎜角形及四邊形 之“所構作結果四邊形並∩不晗一般性∧ 例如 原四邊形為チ訠四邊形

諸別向愰做袘方形取晥中心 則結果四邊形為袘方形 若原四邊形為等腰梯形 則結果四邊

形為鳶形 該研究並沒有解決袪問題[4]〓 
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然而 本研究改變∩憘部向愰∧或∩憘部向外∧的方式 並將原四邊形推廣142∩蕙四邊

形↓蕫四邊形與 8字形∧ 再諸別討論㎜種構造情形所得的戓類結果四邊形  

1 外 外 外 愰 等價於∩愰 愰 愰 外∧  

2 外 外 愰 愰 

3 外 愰 外 愰〓 

結果發現僅有∩外 愰 外 愰∧的組合所構作的結果四邊形晗有一般性 它們皆為チ

訠四邊形！顯示 樣的構造方式比起許翰翔的研究更晗突破性與價值性〓 

 性質 4.1.1. 若在任意凸四邊形、凹四邊形與 8字形ABCD各邊上依次輪流向外及向內做同
向相似三角形∆ABE、∆BFC、∆CDG、∆DHA，則四邊形EFGH為平行四邊形。 

證明. 因為∆AHE~∆ADB (SAS相似) 可得HE̅̅ ̅̅ : DB̅̅ ̅̅ = AH̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅〓∆GFC~∆DBC 再得GF̅̅̅̅ : DB̅̅ ̅̅ = GC̅̅̅̅ : DC̅̅ ̅̅〓但又已知AH̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = GC̅̅̅̅ : DC̅̅ ̅̅ 所嘲HE̅̅ ̅̅ = GF̅̅̅̅〓ﾘ理 HG̅̅ ̅̅ = EF̅̅̅̅ 因袪EFGH為
チ訠四邊形〓 

□ 

在性質 4.1.1.中 べ們證明任意蕙↓蕫四邊形與 8字形 嘲四個邊依序輪流向外及向

愰做ﾘ向相似㎜角形 所構造的結果四邊形的一般性結果 皆為チ訠四邊形 ﾘ時也可

一般Ì142推廣 4.1.1.〓 

 推廣 4.1.1. 若在任意凸、凹四邊形及 8字形ABCD各邊上依次輪流向外及向內分別作
同向相似n邊形，再作這些相似n邊形的心N怠、N戴、N態う例如：對應邊上的給定比例分點、
對應的對角線交點、心、頂點等え，則四邊形AN怠N態N戴為平行四邊形。 

接㎞來 繼續進訠四邊形的類拿破崙チ訠四邊形有向面積定值證明〓 

 引理 4.1.1. 凸四邊形、凹四邊形及 8字形的有向面積公式 
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(1)在凸四邊形與ABCD中，若AC ⃡   與BD ⃡    交於O點，則有向面積 �̅代台大第 = なに AC̅̅̅̅ × BD̅̅ ̅̅ × sin∠AOB 

其中，∠AOB為有向角。 

(2)在凹四邊形與 8字形ABCD中，若AC ⃡   與BD ⃡    交於O點，則有向面積 �̅代台大第 = − なに AC̅̅̅̅ × BD̅̅ ̅̅ × sin∠AOB 

其中，∠AOB為有向角。 

證明. 

1.考慮有向面積�̅代台大第 = �̅∆代台拓 + �̅∆台大拓 + �̅∆大第拓 + �̅∆第代拓 = �̅∆代台大 + �̅∆大第代 

2.諸組討論 

Case1如圖 15-1 在蕙四邊形中 考慮有向角∠AOB = ゎ > ど 

 �̅∆代台大 + �̅∆大第代 = 代大̅̅ ̅̅ ×台醍̅̅ ̅̅ ×s辿樽池+代大̅̅ ̅̅ ×第醍̅̅ ̅̅ ×s辿樽 岫怠8待°−池岻態 = 代大̅̅ ̅̅ ×台第̅̅ ̅̅ ×s辿樽池態  

Case2如圖 15-2↓圖 15-3 在蕫四邊形及 8字形中 考慮有向角∠AOB = が < ど 

 �̅∆代台大 + �̅∆大第代 = 代大̅̅ ̅̅ ×台醍̅̅ ̅̅ ×s辿樽 岫−痴岻+代大̅̅ ̅̅ ×第醍̅̅ ̅̅ ×s辿樽 岫怠8待°+痴岻態 = −代大̅̅ ̅̅ ×台第̅̅ ̅̅ ×s辿樽痴態  

 

□ 

性質 4.1.2. 若在凸四邊形、凹四邊形與 8字形ABCD中，四邊形EFGH為其邊上依序
向內、外、內、外，作四個同向相似三角形所構造之類拿破崙平行四邊形；四邊形IJKL為
其邊上依序向外、內、外、內，作四個同向相似三角形所構造之類拿破崙平行四邊形，

此八個三角形皆相似，則有向面積定值 �̅醍題鷹滝+�̅瀧卓啄宅 = ねmn cαs岫ゎ + が岻�̅代台大第 

其中，AD̅̅ ̅̅ : AH̅̅ ̅̅ : HD̅̅ ̅̅ = な: m: n、有向角∠HDA = ゎ > ど且∠DAH = が > ど。 
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圖 15-1  圖 15-2  圖 15-3  
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證明. 

1.如圖 16-1 孖討論蕙四邊形戓組㎜角形為異向相似之情形 

考慮有向角 嗤∠AHE = x↓∠GHD = λ 

又因為∆AEH ≅ ∆AIL↓∆DHG ≅ ∆DLK且∆AEH~∆ABD↓∆DHG~∆DAC 

可得 ∠EHG = 岫なぱど° − ゎ − が岻 − x − λ 

     ∠ILK = ぬはど° − 岫なぱど° − ゎ − が岻 − x − λ = なぱど° −x − λ + ゎ + が ∠ADB = ∠AHE = x且∠CAD = ∠DHG = λ 

從而∠AOB = ∠ADB + ∠CAD = x + λ 

再得 EH̅̅ ̅̅ : BD̅̅ ̅̅ = AH̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = m: な↓HG̅̅ ̅̅ : AC̅̅̅̅ = HD̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = n: な 

2.依據性質 4.1.1.與引理 4.1.1.有 

 
託̅吐堵塗妬+託̅屠徒斗杜託̅澱田電兎  

 = 醍滝̅̅ ̅̅ ×滝鷹̅̅̅̅̅[s辿樽岫怠8待°−淡−湛−池−痴岻+s辿樽岫怠8待°−淡−湛+池+痴岻]迭鉄代大̅̅ ̅̅ ×台第̅̅ ̅̅ ×s辿樽 岫淡+湛岻  

 = 態鱈樽[s辿樽岫淡+湛+池+痴岻+s辿樽岫淡+湛−池−痴岻]s辿樽岫淡+湛岻  

 = 態鱈樽[s辿樽岫淡+湛+岫池+痴岻岻+s辿樽岫淡+湛−岫池+痴岻岻]s辿樽岫淡+湛岻  

 = 態鱈樽岫態s辿樽岫淡+湛岻達誰s岫池+痴岻岻s辿樽岫淡+湛岻  

 = ねmn cαs岫ゎ + が岻 

3.如圖 16-2 考慮蕙四邊形戓組ﾘ向相似的情形 利用ﾘ方法可證明〓 

4.再討論蕫四邊形戓組㎜角形為異向及ﾘ向相似之情形 

如圖 16-3與圖 16-4 嗤有向角∠AHE = x < ど↓∠GHD = λ > ど↓∠HDA = ゎ↓∠DAH = が
則 

 ∠AOB = なぱど° − 岫x + λ岻 < ど 

 ∠EHG = 岫なぱど° − ゎ − が岻 − x − λ 

 ∠ILK = なぱど° − x − λ + ゎ + が 

圖 16-1  
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即為蕫四邊形的情形 ﾘ方法可證〓 

 

5.討論揵字形戓組㎜角形為異向及ﾘ向相似之情形 

如圖 16-5與圖 16-6 嗤有向角∠AHE = x < ど↓∠GHD = λ < ど↓∠HDA = ゎ↓∠DAH = が 

又因為∆CAD~∆GHD且∆ADB~∆AHE 

在∆AOD中 依據外角定理有 

 |∠AOB| + なぱど° = |∠CAD| + |∠ADB| = |∠GHD| + |∠AHE| = |x| + |λ| 
 ∠AOB = x + λ + なぱど° < ど 

而且 

 ∠EHG = −岫ぬはど° + ∠AHE + ∠EHD − ∠AHD岻 = −なぱど° − ゎ − が − 捲 − 検 

 ∠ILK = ∠KJI = ぬはど° − 岫∠IJB + CIK岻 − ∠BJC = −なぱど° + ゎ + が − x − λ 

即為 8字形的情形 ﾘ方法可證〓 

 

□ 
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圖 16-3  圖 16-4  

圖 16-5  圖 16-6  
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嘲相似㎜角形所構造的類拿破崙チ訠四邊形的∩對偶性∧〓 

 推論 4.1.1. 若ゎ + が = ひど°，則平行四邊形EFGH ≅平行四邊形IJKL。 

 證明. 依據性質 4.1.3.可得〓 

□ 

4.2.類拿破崙チ訠四邊形的有向面積的極值 

原多邊形為任意㎜角形↓任意四邊形 蕙四邊形↓蕫四邊形↓揵字形 所構造的類拿破

崙チ訠四邊形有向面積比值為 ねmn cαs岫ゎ + が岻〓 

孖將m, n戓變數做唳™ 

依據袘弦定理有 sin がm = sin ゎn = sin岫ゎ + が岻な  

所嘲 ねmn cαs岫ゎ + が岻 = ね sin ゎ sin が cαs岫ゎ + が岻sin態岫ゎ + が岻  

利用WolframAlpha網站[10]計算描繪
替 s辿樽 池 s辿樽 痴 達誰s岫池+痴岻s辿樽鉄岫池+痴岻  之立體圖形與計算極值 圖 17  

將ゎ™へx が™へλ 輸入∩maximize (4 sin(x) sin(y) cos(x+y))/(sin^2(x+y))∧得﨟結論  想型契 �形�岫膳 + 糎岻 ≤ 層 

  

圖 17 ねmn cαs岫ゎ + が岻極值 

 再討論岫ゎ, が岻 = 岫ど°, ど°岻的幾何意義 也就是向外或向愰做的相似㎜角形即為∩底角為 0

度的等腰相似㎜角形∧ 退Ì為原多邊形各邊的中點〓 

圖 18 在任意∆ABC中 D與J為AB̅̅ ̅̅中點↓E與K為BC̅̅̅̅中點↓F與L為AC̅̅̅̅中點 所嘲有向面積  
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�̅代第醍題+�̅代卓啄宅�̅∆代台大 = な↓ �̅∆第醍題+�̅∆卓啄宅�̅∆代台大 = なに 

ﾘ理 對於任意四邊形ABCD有 

�̅醍題鷹滝+�̅瀧卓啄宅�̅代台大第 = �̅代台大第に + �̅代台大第に�̅代台大第 ＝な 

 

5.一般Ì 任意封閉 n邊形的類拿破崙多邊形有向面積定值 

關於任意多邊形P怠P態 … P樽的類拿破崙多邊形有向面積定值 計算角度及長度太過複雜

所嘲べ們Ç用喻德生研究中的 岫ぢ, づ岻 來定義PiPi+怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅邊㎝所作的相似㎜角形[6] 再利用測量師摠

式進訠有向面積計算〓 

5.1.類拿破崙多邊形頂點坐標 

性質 5.1.1. 平面上有相異兩點P辿岫x辿, λ辿岻, P辿+怠岫x辿+怠, λ辿+怠岻，M辿(x托i , λ托i)與N辿岫x択i , λ択i岻為關於PiPi+怠 ⃡         的對稱點，MiNi̅̅ ̅̅ ̅̅ 與PiPi+怠 ⃡         交於Q辿。若PiQi̅̅ ̅̅ ̅ = ぢQiPi+怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅且MiQi̅̅ ̅̅ ̅̅ = づPiPi+怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則M辿與N辿的坐標 

          X托i = 淡i+竹淡i+迭怠+竹 + づ岫λ辿+怠 − λ瀧岻, λ托i = 湛i+竹湛i+迭怠+竹 − づ岫x辿+怠 − x辿岻 
          x択i = 淡i+竹淡i+迭怠+竹 − づ岫λ辿+怠 − λ辿岻, λ択i = 湛i+竹湛i+迭怠+竹 + づ岫x辿+怠 − x辿岻 
證明. 利用諸點摠式與相似㎜角形即可證明 見[6] 〓 

 

□ 

 

圖 18 
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5.2.任意封閉 n邊形的類拿破崙多邊形有向面積定值 

孖證明偶多邊形 在性質 5.2.1.中可發現封閉 n邊形的類拿破崙多邊形存在有向面積不變

量 由∩奇數頂點所構へ多邊形∧↓∩偶數頂點所構へ多邊形∧↓∩原多邊形∧所組へ〓 

性質 5.2.1. 在偶多邊形P怠P態 … P態谷中うk ∈ ℕ; P態谷+棚 = P棚え，自P怠P態̅̅ ̅̅ ̅邊上起依序向外、內，作にk個一組同向相似三角形ΔP怠P態M怠~ΔP戴P態N態~ … ~ΔP態谷−怠P態谷M態谷−怠~ΔP怠P態谷N態谷，再向內、外，
作にk個一組同向相似三角形ΔP怠P態N怠~ΔP戴P態M態~ … ~ΔP態谷−怠P態谷N態谷−怠~ΔP怠P態谷M態谷。其中，M怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ P怠P態̅̅ ̅̅ ̅，P怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = ぢQ怠P態̅̅ ̅̅ ̅̅ 且M怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = づP怠P態̅̅ ̅̅ ̅，則 

(1)若兩組異向相似，則�̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k 

 = に 岾 竹鉄岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢鉄沢填…沢鉄k + に 岾 怠岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢迭沢典…沢鉄k−迭 + ね 岾 ぢ岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 �̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k 

(2)若兩組同向相似，則�̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k 

 = に 岾 竹鉄+怠態岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 (�̅沢鉄沢填…沢鉄k + �̅沢迭沢典…沢鉄k−迭) + ね 岾 ぢ岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 �̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k 

證明. 

1.孖證明戓組異向相似之情形〓如圖 20 依據性質 5.1.1.可得坐標 

 M態辿−怠岫淡鉄i−迭+竹淡鉄i怠+竹 + づ岫λ態辿 − λ態辿−怠岻, 湛鉄i−迭+竹湛鉄i怠+竹 − づ岫x態辿 − x態辿−怠岻岻 
 N態辿−怠岫淡鉄i−迭+竹淡鉄i怠+竹 − づ岫λ態辿 − λ態辿−怠岻, 湛鉄i−迭+竹湛鉄i怠+竹 + づ岫x態辿 − x態辿−怠岻岻 
 M態辿岫淡鉄i+迭+竹淡鉄i怠+竹 + づ岫λ態辿+怠 − λ態辿岻, 湛鉄i+迭+竹湛鉄i怠+竹 − づ岫x態辿+怠 − x態辿岻岻 
 N態辿岫淡鉄i+迭+竹淡鉄i怠+竹 − づ岫λ態辿+怠 − λ態辿岻, 湛鉄i+迭+竹湛鉄i怠+竹 + づ岫x態辿+怠 − x態辿岻岻 

晥中 i = な,に, … , k 

再將坐標唳入㎞式 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄n−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄n−迭托鉄k 

 = 怠態 ∑ 岾|x托鉄i−迭 x択鉄iλ托鉄i−迭 λ択鉄i| + |x択鉄i x托鉄i+迭λ択鉄i λ托鉄i+迭|峇谷辿=怠 + 怠態 ∑ 岾|x択鉄i−迭 x托鉄iλ択鉄i−迭 λ托鉄i| + |x托鉄i x択鉄i+迭λ托鉄i λ択鉄i+迭|峇谷辿=怠  

Ì簡“可得 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k 

 = ∑ {岾 怠怠+竹峇態 [ぢ態 岾|x態辿 x態辿+態λ態辿 λ態辿+態|峇 + ぢ 岾|x態辿−怠 x態辿λ態辿−怠 λ態辿| + に |x態辿 x態辿+怠λ態辿 λ態辿+怠| + |x態辿+怠 x態辿+態λ態辿+怠 λ態辿+態|峇 + 岾|x態辿−怠 x態辿+怠λ態辿−怠 λ態辿+怠|峇]}谷辿=怠 +
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∑ づ態岫|x態辿 x態辿+態λ態辿 λ態辿+態| − |x態辿−怠 x態辿λ態辿−怠 λ態辿| + に |x態辿 x態辿+怠λ態辿 λ態辿+怠| + |x態辿+怠 x態辿+態λ態辿+怠 λ態辿+態| + |x態辿−怠 x態辿+怠λ態辿−怠 λ態辿+怠|岻谷辿=怠  

 = [岾 竹怠+竹峇態 + づ態] ∑ 岾|x態辿 x態辿+態λ態辿 λ態辿+態|峇谷辿=怠 + [岾 怠怠+竹峇態 + づ態] ∑ 岾|x態辿−怠 x態辿+怠λ態辿−怠 λ態辿+怠|峇谷辿=怠  

 + [ 竹岫怠+竹岻鉄 − づ態] ∑ 岾|x態辿−怠 x態辿λ態辿−怠 λ態辿| + に |x態辿 x態辿+怠λ態辿 λ態辿+怠| + |x態辿+怠 x態辿+態λ態辿+怠 λ態辿+態|峇谷辿=怠  

 = に 岾 竹鉄岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢鉄沢填…沢鉄k + に 岾 怠岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢迭沢典…沢鉄k−迭 + ね 岾 竹岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 �̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k 

 

2.再證明戓組ﾘ向相似之情形 

如圖 21 諸別作M辿與N辿關於PiPi+怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的對稱點�辿與�辿 
依據前 證明可得 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅鐸迭託鉄鐸典託填…鐸鉄k−迭託鉄k 

 = に 岾 竹鉄岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢鉄沢填…沢鉄k + に 岾 怠岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢迭沢典…沢鉄k−迭 + ね 岾 竹岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 �̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k 

 �̅託迭鐸鉄託典鐸填…託鉄k−迭鐸鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k 

 = に 岾 怠岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢鉄沢填…沢鉄k + に 岾 竹鉄岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢迭沢典…沢鉄k−迭 + ね 岾 竹岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 �̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k 

注意到 因對稱性所嘲 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k = �̅鐸迭託鉄鐸典託填…鐸鉄k−迭託鉄k + �̅託迭鐸鉄託典鐸填…託鉄k−迭鐸鉄k 

因袪 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k 

 = 怠態 (�̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅鐸迭託鉄鐸典託填…鐸鉄k−迭託鉄k + �̅託迭鐸鉄託典鐸填…託鉄k−迭鐸鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k) 

圖 20 偶多邊形異向相似 
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 = に 岾 竹鉄+怠態岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 (�̅沢鉄沢填…沢鉄k + �̅沢迭沢典…沢鉄k−迭) + ね 岾 竹岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 �̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k 

 

□ 

再證明奇多邊形 在性質 5.2.2.中可發現封閉 n邊形的類拿破崙多邊形存在有向面積不變

量〓相較偶多邊形 奇多邊形的有向面積定值由∩奇數頂點所構へ多邊形∧↓∩偶數頂點所構

へ多邊形∧↓∩原多邊形∧嘲及一個校袘 ∩∆�層�匝�匝�+層∧所組へ〓 

 性質 5.2.2. 在奇多邊形P怠P態 … P態谷+怠中うk ∈ ℕ; P岫態谷+怠岻+棚 = P棚え，自P怠P態̅̅ ̅̅ ̅邊上起依序向外、
內，作にk + な個一組同向相似三角形ΔP怠P態M怠~ΔP戴P態N態~ … ~ΔP態谷+怠P態谷N態谷~ΔP態谷+怠P怠M態谷+怠，
再向內、外，作にk + な個一組同向相似三角形ΔP怠P態N怠~ΔP戴P態M態~ … ~ΔP態谷+怠P態谷M態谷~ΔP態谷+怠P怠N態谷+怠。其中，M怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ P怠P態̅̅ ̅̅ ̅，P怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = ぢQ怠P態̅̅ ̅̅ ̅̅ 且M怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = づP怠P態̅̅ ̅̅ ̅，則 

(1)若兩組異向相似，則�̅托迭択鉄托典択填…托鉄n−迭択鉄k托鉄k+迭 + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄n−迭托鉄k択鉄k+迭 

   = に 岾 竹鉄岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢鉄沢填…沢鉄k沢迭 + に 岾 怠岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢迭沢典…沢鉄k+迭 + に 岾 ぢ岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 (に�̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k+迭 − �̅沢迭沢鉄沢鉄k+迭) 

(2)若兩組同向相似，則�̅托迭択鉄托典択填…托鉄n−迭択鉄k托鉄k+迭 + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄n−迭托鉄k択鉄k+迭 

  = に 岾 竹鉄+怠態岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 (�̅沢鉄沢填…沢鉄k沢迭 + �̅沢迭沢典…沢鉄k+迭) + に 岾 ぢ岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 (に�̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k+迭 − �̅沢迭沢鉄沢鉄k+迭) 
證明. 

1.孖證明戓組異向相似之情形〓如圖 22-1 依據性質 5.2.1.有 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k托鉄k+迭 + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k択鉄k+迭 

圖 21 偶多邊形ﾘ向相似 
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 = 怠態 {∑ 岾|x托鉄i−迭 x択鉄iλ托鉄i−迭 λ択鉄i| + |x択鉄i x托鉄i+迭λ択鉄i λ托鉄i+迭|峇谷辿=怠 + |景轡匝�+層 景轡層桂轡匝�+層 桂轡層 |} 
 + 怠態 {∑ 岾|x択鉄i−迭 x托鉄iλ択鉄i−迭 λ托鉄i| + |x托鉄i x択鉄i+迭λ托鉄i λ択鉄i+迭|峇 + |景窪匝�+層 景窪層桂窪匝�+層 桂窪層 |谷辿=怠 } 
 = [岾 竹怠+竹峇態 + づ態] {∑ 岾|x態辿 x態辿+態λ態辿 λ態辿+態|峇谷辿=怠 + |景層 景匝桂層 桂匝|} 
 + [岾 怠怠+竹峇態 + づ態] {∑ 岾|x態辿−怠 x態辿+怠λ態辿−怠 λ態辿+怠|峇谷辿=怠 + |景匝�+層 景層桂匝�+層 桂層|} 
 + [ 竹岫怠+竹岻鉄 − づ態] {∑ 岾|x態辿−怠 x態辿λ態辿−怠 λ態辿| + に |x態辿 x態辿+怠λ態辿 λ態辿+怠| + |x態辿+怠 x態辿+態λ態辿+怠 λ態辿+態|峇谷辿=怠 − |景匝 景匝�+層桂匝 桂匝�+層|} 

Ì簡“可得 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k托鉄k+迭 + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k択鉄k+迭 

 = に 岾 竹鉄岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢鉄沢填…沢鉄k沢迭 + に 岾 怠岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 �̅沢迭沢典…沢鉄k+迭 + に 岾 ぢ岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 (に�̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k+迭 − �̅沢迭沢鉄沢鉄k+迭) 

2.證明方法與性質 5.2.1.相ﾘ 可得戓組ﾘ向相似之情形 圖 22-2  

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k托鉄k+迭 + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k択鉄k+迭 

 = に 岾 竹鉄+怠態岫怠+竹岻鉄 + づ態峇 (�̅沢鉄沢填…沢鉄k沢迭 + �̅沢迭沢典…沢鉄k+迭) + に 岾 ぢ岫怠+竹岻鉄 − づ態峇 (に�̅沢迭沢鉄沢典…沢鉄k+迭 − �̅沢迭沢鉄沢鉄k+迭) 

 

□ 

 應用性質 5.2.1.與性質 5.2.2.可嘲推得各邊構造特殊㎜角形的情形〓 

 推論 5.2.1. 在多邊形P怠P態 … P樽中，若依序取各邊中點D怠，再依序連接而成的中點多邊形D怠D態 … D樽，則其有向面積 

(1)若P怠P態 … P樽為偶邊形，則�̅第迭第鉄…第n = 怠替 (�̅PにPね…Pn + �̅PなPぬ…Pn−な) + 怠態 (�̅PなPにPぬ…Pn) 

圖 22-1 
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(2)若P怠P態 … P樽為奇邊形，則�̅第迭第鉄…第n = 怠替 (�̅PにPね…Pn−なPな + �̅PなPぬ…Pn − �̅PなPにPn) + 怠態 (�̅PなPにPぬ…Pn) 

證明. 嗤岫ぢ, づ岻 = 岫な,ど岻唳入性質 5.2.1.與性質 5.2.2.即可證明〓 

□ 

 依據推論 5.2.1.有 在蕙n邊形中 各邊中點連線所形へ的中點多邊形面積摠式 層匝 (原契 邊形面積) + 層想 (契 角星面積+ 契 角星形狀內部所圍契邊形面積) 

 

推論 5.2.2. 若岫ぢ, づ岻 = 岫な, √戴態 岻，則可得在多邊形P怠P態 … P樽中，依序在各邊向外、向內做正
三角形的類拿破崙多邊形，則其有向面積定值 

(1)若P怠P態 … P樽為偶邊形，則 

 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄k−迭択鉄k + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄k−迭托鉄k = に(�̅沢鉄沢填…沢n + �̅沢迭沢典…沢n−迭 − �̅沢迭沢鉄沢典…沢n) 

(2)若P怠P態 … P樽為奇邊形，則 �̅托迭択鉄托典択填…托鉄n−迭択鉄k托鉄k+迭 + �̅択迭托鉄択典托填…択鉄n−迭托鉄k択鉄k+迭 

 = に(�̅沢鉄沢填…沢n−迭沢迭 + �̅沢迭沢典…沢n − �̅沢迭沢鉄沢典…沢n) + �̅沢迭沢鉄沢n 

推論 5.2.3. 若岫ぢ, づ岻 = 岫ぢ, √ぢ岻，則可得在多邊形P怠P態 … P樽中，依序在各邊向外、向內做直
角三角形う等同以各邊為箏形或矩形的對角線依序作同向相似形え的類拿破崙多邊形，則其

有向面積定值。 

圖 23-2 圖 23-1 
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□ 

6.チ面㎝任意點與類拿破崙多邊形頂點所構へ的㎜角形的有向面積定值 

 前一節 べ們證明了任意封閉 n邊形的戓個類拿破崙多邊形的有向面積不變量〓べ們觀

察到坐標M辿(x托i , λ托i)與N辿岫x択i , λ択i岻晗有對稱性 所嘲べ們嘗試討論是否還有晥他的有向面積

定值？於是 べ們在チ面㎝任意取 Q點 圖形愰部↓邊㎝↓外部 討論每一個㎜角形的有

向面積和∑ �̅∆濯托i択i .樽辿=怠 最“發現僅在ﾘ向相似時 晥有向面積為不變量〓 

性質 6.1.1. 在n邊形P怠P態 … P樽中うn ∈ ℕ; P樽+棚 = P棚え，自P怠P態̅̅ ̅̅ ̅邊上起依序向外、內，作n個
一組同向相似三角形ΔP怠P態M怠~ΔP戴P態N態~ … ~ΔP態谷+怠P態谷N態谷~ΔP態谷+怠P怠M態谷+怠，再向內、外，作n個
一組同向相似三角形ΔP怠P態N怠~ΔP戴P態M態~ … ~ΔP態谷+怠P態谷M態谷~ΔP態谷+怠P怠N態谷+怠。其中，M怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ P怠P態̅̅ ̅̅ ̅，P怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = ぢQ怠P態̅̅ ̅̅ ̅̅ 且M怠Q怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = づP怠P態̅̅ ̅̅ ̅。若在平面上任取一點Q，則有向面積 

∑ �̅∆濯托i択i .樽
辿=怠 = (な − ぢな + ぢ) �̅沢迭沢鉄…沢n 

證明. 

如圖 25 依據性質 5.1.1.有 

 ∑ �̅∆濯托i択i .樽辿=怠  

 = 怠態 ∑ | x x鱈i x樽i     xλ λ鱈i λ樽i     λ |樽辿=怠  

圖 24-1 嘲各邊為對角線的箏形 
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 = 怠態 ∑ {x [岫怠−竹岻岫湛i−湛i+迭岻怠+竹 − にづ岫x辿+怠 − x辿岻] + λ [岫怠−竹岻岫淡i+迭−淡i岻怠+竹 − にづ岫λ辿+怠 − λ辿岻]}樽辿=怠  

 + 怠態 ∑ { 怠岫怠+竹岻鉄 [岫x辿 + ぢx辿+怠岻岫λ辿+怠 + ぢλ辿岻 − 岫x辿+怠 + ぢx辿岻岫λ辿 + ぢλ辿+怠岻]}樽辿=怠  

 + 怠態 ∑ {づ態[岫λ辿+怠 − λ辿岻岫x辿+怠 − x辿岻 − 岫λ辿+怠 − λ辿岻岫x辿+怠 − x辿岻]}樽辿=怠  

 + 怠態 ∑ { 筑怠+竹 [岫x辿 + ぢx辿+怠岻岫x辿+怠 − x辿岻 + 岫λ辿+怠 + ぢλ辿岻岫 λ辿+怠 − λ辿岻 + 岫x辿+怠 + ぢx辿岻岫x辿+怠 − x辿岻 +樽辿=怠岫λ辿 + ぢλ辿+怠岻岫λ辿+怠 − λ辿岻]} 

注意到 ∑ 岫x辿+怠 − x辿岻樽辿=怠 = ど 且 ∑ 岫λ辿+怠 − λ辿岻樽辿=怠 = ど 

所嘲 

 ∑ �̅∆濯托i択i .樽辿=怠  

 = 怠態 ∑ (怠−竹鉄)岫怠+竹岻鉄 岫x辿λ辿+怠 − x辿+怠λ辿岻樽辿=怠  

 = 岾怠−竹怠+竹峇 × 怠態 ∑ |x辿 x辿+怠λ辿 λ辿+怠|樽辿=怠  

 = 岾怠−竹怠+竹峇 �̅沢迭沢鉄…沢n 

□ 

推論 6.1.1. 在n邊形P怠P態 … P樽中，若各邊上的中垂線有n − な條交於一點O，則n條中垂線
交於一點。 

證明. 依據性質6.1.1.得∑ �̅∆拓托i択i .樽辿=怠 = 岾怠−竹怠+竹峇 �̅沢迭沢鉄…沢n = ど 又因為已知∑ �̅∆拓托i択i .樽−怠辿=怠 = ど
所嘲∆OM樽N樽 = ど〓因袪 第 n個邊的中垂線必 過O點〓 

□ 

陸↓討論                                                      

本研究與過去憘國科展作品或學者研究的主要差異在於  

1 構造法的不ﾘ べ們Ç用外愰 愰外 交錯的方式操作構へ類拿破崙多邊形 樣

的多邊形與傳統拿破崙多邊形完憘不ﾘ 因袪本文發現的性質皆為新的研究へ果〓 

2 類拿破崙四邊形晗有一般性 許翰翔 2013 研究嘲傳統構作方式 憘部向外或憘
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部向愰 所構作拿破崙四邊形並∩不晗一般性∧ 例如 原四邊形為等腰梯形 則結果四邊形

為鳶形[4]〓然而 本研究的類拿破崙四邊形皆為∩チ訠四邊形∧ 袪外べ們也將原多邊形推

廣142任意蕙四邊形↓蕫四邊形↓8字形 甚142是任意 n邊形〓 

3 有向面積不變量 關於傳統拿破崙多邊形面積不變量在吳躍生 2007 的研究已經

給﨟一般Ì結果[1] 注意到 該研究的拿破崙多邊形與本研究的類拿破崙多邊形本質不ﾘ

但吳躍生的研究僅討論戓組異向相似的情形〓本研究的類拿破崙多邊形則ﾘ時討論∩異向相

似∧與∩ﾘ向相似∧的有向面積不變量〓 

柒↓結論                                                      

一↓㎜角形的類拿破崙多邊形有向面積定值與性質 

一 多邊形性質與有向面積不變量 

べ們發現任意∆ABC邊㎝依序向外↓向愰↓向外 向愰↓向外↓向愰 作ﾘ向相似㎜角形

所形へ的戓個類拿破崙㎜角形 晥有向面積定值為∩不變量∧  �̅∆串櫛釧 + �̅∆窟沓靴 = 匝型契 �形�岫膳 + 糎岻 �̅∆寓遇隅 = 匝 ( 疏岫層 + 疏岻匝 − 疎匝) �̅∆寓遇隅 

袪戓個類拿破崙㎜角形與∆ABC頂點A可形へ∩チ訠四邊形∧定義為類拿破崙チ訠四邊形
晥有向面積定值為  �̅寓串櫛釧+�̅寓窟沓靴 = 想型契 �形�岫膳 + 糎岻�̅∆寓遇隅 = 想 ( 疏岫層 + 疏岻匝 − 疎匝) �̅∆寓遇隅 

 再討論特殊Ì 由袘㎜角形構造的類拿破崙㎜角形 也就是取值

(m, n, ゎ, が岻 = 岫な,な,はど°, はど°岻／(ぢ,  づ) = 岫な, √戴態 岻 的情形 可得到 �̅∆串櫛釧 + �̅∆窟沓靴 = −�̅∆寓遇隅 

ﾘ時再取袘㎜角形的外心形へ另外戓個類拿破崙㎜角形 ﾘ樣有面積不變量 �̅∆轡窪�+�̅∆屑屈掘 = − 層惣 �̅∆寓遇隅 

琢 對偶性 

諸別將前面四個類拿破崙㎜角形的頂點與原∆ABC的頂點 A 可形へ四個チ訠四邊形 定義

チ訠四邊形ADEF為第í型↓チ訠四邊形AGHI為第ß型↓チ訠四邊形AJKL為第ç型↓チ訠四
邊形AMNP為第Ç型〓 
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べ們發現第í型與第Ç型相互對偶↓第ß型與第ç型相互對偶 晥中向∩外∧與向∩愰∧

為對偶元素 ∩頂點∧與∩外心∧互為對偶元素〓 

在本研究中 還可嘲推廣對偶到由任意相似㎜角形所構造的類拿破崙多邊形之情形 當ゎ + が = ひど° 則チ訠四邊形ADEF ≅チ訠四邊形JKLA〓 

琢↓四邊形的類拿破崙多邊形有向面積定值與性質 

許翰翔 2013 研究所構作拿破崙結果四邊形並∩不晗一般性∧[4] 然而 本研究改變

構造方式得到∩類拿破崙四邊形∧則晗有一般性 無論原多邊形為蕙四邊形↓蕫四邊形或 8

字形 由ﾘ向相似㎜角形所構作的類拿破崙四邊形皆為チ訠四邊形！ 

類拿破崙チ訠四邊形有向面積定值為 �̅櫛釧屑屈+�̅掘窟沓靴 = 想型契 �形�岫膳 + 糎岻�̅寓遇隅串 = 想 ( 疏岫層 + 疏岻匝 − 疎匝) �̅寓遇隅串 

ﾘ樣的 べ們也發現對偶條件 若ゎ + が = ひど° 則チ訠四邊形EFGH ≅チ訠四邊形IJKL〓 

ﾘ時 べ們發現存在極值 想型契 �形�岫膳 + 糎岻 ≤ 層 

 晥中 等號へ立時 若且唯若岫ゎ, が岻 = 岫ど°, ど°岻／岫ぢ, づ岻 = 岫な,ど岻 晥幾何意義就是退Ì為各

邊的中點〓 

㎜↓封閉 n邊形的類拿破崙多邊形 

一 有向面積不變量 

在封閉的 n邊形P怠P態 … P樽的邊㎝PiPi+怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 依據本研究的定義構造類拿破崙多邊形 晥中べ

們將嘲喻德生的研究使用岫ぢ, づ岻來定義相似㎜角形[6] 並求﨟戓個類拿破崙多邊形之頂點坐標

結果依舊存在∩有向面積不變量∧  

1.若P怠P態 … P樽為偶邊形且戓組㎜角形異向相似 則 

 �̅轡層窪匝轡惣窪想…轡匝�−層窪匝� + �̅窪層轡匝窪惣轡想…窪匝�−層轡匝� 

 = 匝 岾 疏匝+層匝岫層+疏岻匝 + 疎匝峇 (�̅�匝�想…�匝� + �̅�層�惣…�匝�−層) + 想 岾 疏岫層+疏岻匝 − 疎匝峇 �̅�層�匝�惣…�匝� 

利用對稱性 可再得戓組㎜角形ﾘ向相似之結果 

2.若P怠P態 … P樽為偶邊形且戓組㎜角形ﾘ向相似 則 
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 �̅轡層窪匝轡惣窪想…轡匝�−層窪匝� + �̅窪層轡匝窪惣轡想…窪匝�−層轡匝� 

 = 匝 岾 疏匝+層匝岫層+疏岻匝 + 疎匝峇 (�̅�匝�想…�匝� + �̅�層�惣…�匝�−層) + 想 岾 疏岫層+疏岻匝 − 疎匝峇 �̅�層�匝�惣…�匝� 

3.若P怠P態 … P樽為奇邊形且戓組㎜角形異向相似 則 

 �̅轡層窪匝轡惣窪想…轡匝契−層窪匝�轡匝�+層 + �̅窪層轡匝窪惣轡想…窪匝契−層轡匝�窪匝�+層 

  = 匝 岾 疏匝岫層+疏岻匝 + 疎匝峇 �̅�匝�想…�匝��層 + 匝 岾 層岫層+疏岻匝 + 疎匝峇 �̅�層�惣…�匝�+層 + 匝 岾 疏岫層+疏岻匝 − 疎匝峇 (匝�̅�層�匝�惣…�匝�+層 − �̅�層�匝�匝�+層) 

4.若P怠P態 … P樽為奇邊形且戓組㎜角形ﾘ向相似 則 

 �̅轡層窪匝轡惣窪想…轡匝契−層窪匝�轡匝�+層 + �̅窪層轡匝窪惣轡想…窪匝契−層轡匝�窪匝�+層 

 = 匝 岾 疏匝+層匝岫層+疏岻匝 + 疎匝峇 (�̅�匝�想…�匝��層 + �̅�層�惣…�匝�+層) + 匝 岾 疏岫層+疏岻匝 − 疎匝峇 (匝�̅�層�匝�惣…�匝�+層 − �̅�層�匝�匝�+層) 

琢 應用 

考慮岫ぢ, づ岻不ﾘ取值時 可嘲得到特殊情形 例如 岫ぢ, づ岻 = 岫な,ど岻 則可得中點多邊形面

積摠式  (ぢ,  づ) = 岫な, √戴態 岻 則可得由袘㎜角形構造的類拿破崙多邊形有向面積定值(ぢ,  づ) = 岫ぢ, √ぢ岻 則可得由直角㎜角形構造的類拿破崙多邊形有向面積定值〓 

四↓チ面任意點與類拿破崙多邊形頂點形へ的㎜角形 

在チ面㎝任意取 Q點 討論每一個㎜角形的有向面積和∑ �̅∆濯托i択i .樽辿=怠 研究發現僅在ﾘ向

相似時 晥有向面積為不變量  

∑ �̅∆濯托i択i
樽

辿=怠 = (な − ぢな + ぢ) �̅沢迭沢鉄…沢n 

 應用前式可推得n邊形的外心定理 也就是∩若各邊㎝的中垂線有n − な條交於一點 則n條
中垂線必交於一點∧〓 
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そ評語た030419  

拿破崙多邊形為常見之科展研究題材。本作品考慮沿多邊形取

一內一外(或一外一內)之多邊形，所得之兩個多邊形之面積的定量

關係。此設定有創意，然發展性有限。未來可考慮取mod r之內外，

看是否能走出此類研究的新路。 

 

030419-評語 


	030419-封面
	030419-本文
	摘要
	壹、動機與文獻 
	貳、名詞定義
	參、研究工具
	肆、研究目的
	伍、研究過程與結果
	陸、討論
	柒、結論
	捌、參考資料

	030419-評語

