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ℏ外有农炼類拿破崙多邊形性質及℞有向面積定值 

摘要 

⸛面幾何學中炻拿破崙ᶱ角形是著名定理炻許多ℐ國科展ẍ㬌為研究議題炻但中國大陸

學者已將ᶱ角形推廣军封閉多邊形而得到一般性面積定值結論[1]ˤ 

拿破崙定理還能推廣嗎？ㆹ們創新ˬ 構造方式 炻˭在封閉多邊形的邊ᶲ依序ˬ 向外x 向ℏ˭

交錯構造相似ᶱ角形而得ˬ類拿破崙多邊形 炻˭並研究℞幾何性質ˣ面積不變量與應用炻主要

發現有烉 

1x 將ᶱ角形的類拿破崙ᶱ角形連結原ᶱ角形頂點炻則為⸛埴四邊形炻℟有面積不變量與

對偶性質ˤ 

2ˣ四邊形的類拿破崙多邊形恆為⸛埴四邊形炷比前人研究更℟一般性炸炻並發現℞面積

不變量與對偶性質ˤ 

3ˣ封閉 n邊形的類拿破崙多邊形之面積不變量ˤ 

4ˣ⸛面ᶲ任意點與類拿破崙多邊形頂點所構ㆸ的ᶱ角形之面積不變量ˤ 

壹ˣ動機與文獻                                                

關於拿破崙定理炷Napoleon's Theorem炸炻是ẍ任意

ᶱ角形邊ᶲℐ部向外或向ℏ做ˬ㬋ᶱ角形˭⼴炻再取℞

外心炻ᶱ個外心構ㆸ一㬋ᶱ角形炷圖 1炸炻並可推廣军ẍ

任意ᶱ角形的邊ᶲ向外或向ℏ做ˬ相似ᶱ角形˭[7]ˤ 

ℐ國科展有關拿破崙定理的研究如表 1ˤ 

表 1 拿破崙定理相關之ℐ國科展作品 

作者 ⸜ẋ 主要研究ℏ容 研究限制 

洪紹軒ˣ張能傑ˣ

蔡秉洲[2] 

2004 (1)對象烉任意ᶱ角形ˤ 

(2)構造法烉ẍ原ᶱ角形ᶱ邊向外作㬋ᶱ角

形炻取℞外心而得外拿破崙ᶱ角形ˤ 

(3)結果烉外拿破崙ᶱ角形的邊長及面積ˣ

僅限於由㬋ᶱ角形

構造的外拿破崙ᶱ

角形之幾何性質炻大

多發現皆為已知ˤ 

圖 1 外ˣℏ拿破崙ᶱ角形 
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外拿破崙ᶱ角形與費馬點的關係ˤ 

陳农安ˣ朱建威ˣ

陳㎂叡[5] 

2006 (1)對象烉任意ᶱ角形ˤ 

(2)構造法烉ẍ原ᶱ角形ᶱ邊向外炷ℏ炸作

半圓炻取特定圓心角炻而得外↯ᶱ角形ˤ 

(3)結果烉某些特定圓心角所構ㆸ的外↯ᶱ

角形與原ᶱ角形相似ˤ 

未進埴一般⊾角度

構造的ᶱ角形進埴

㍊討ˤ 

鍾昀澔ˣ薛⃮原ˣ

李念竺[9] 

2012 (1)對象烉任意ᶱ角形ˤ 

(2)構造法烉ẍ原ᶱ角形ᶱ邊向外作ᶱ個㬋

方形炻㬋方形間若形ㆸᶱ角形炻則繼續進

埴相同操作而得埵生形ˤ 

(3)結果烉埵生形的重心與原ᶱ角形重心性

質ˤ 

原多邊形僅限於ᶱ

角形炻且構造法也僅

為外接㬋方形炻較少

一般⊾結果ˤ 

許翰翔[4] 2013 (1)對象烉特定四邊形炷⸛埴四邊形ˣ菱形ˣ

矩形ˣ等腰梯形ˣ鳶形炸ʕ  

(2)構造法烉原四邊形的邊ℐ部向外或ℐ部

向ℏ作相似ᶱ角形及特殊四邊形ˤ 

(3)結果烉四邊形對偶規⼳ˣ外接圓交點ˣ

對角線共點性質ˤ 

ℏˣ外結果四邊形面

積差與原四邊形面

積的比值沒有一般

性的結果ˤ 

黃翊暢ˣ張家誠ˣ

鍾㈧ㆸ[8] 

2014 (1)對象烉任意ᶱ角形ˤ 

(2)構造法烉ẍᶱ角形ᶱ邊向外炷ℏ炸作半

圓炻取任意圓心角而得外↯ᶱ角形ˤˤ 

(3)結果烉延伸陳农安等人的研究炻一般⊾

構ㆸℑ類結果ᶱ角形炻℞與原ᶱ角形相似ʕ  

未求↢原ᶱ角形及

外↯ᶱ角形的面積

差的一般⊾結果ˤ 

ḳ實ᶲ炻㬌五篇ℐ國科展研究有共同的限制烉炷1炸原多邊形僅限於ᶱ角形或四邊形烊炷2炸

構造方法沒有一般⊾烊炷3炸構造↢的多邊形沒有㈦↢ˬ面積的一般性結果˭ʕ 關於忁些問題炻

ḳ實ᶲ炻中國大陸學者吳躍生炷2007炸的研究卻已給↢一般性結論[1]ˤ 

然而炻拿破崙定理是否能有新的突破及發現呢？ㆹ們閱讀張景中所著˪數學家的眼⃱˫
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[3]中ˬ佩多的鏽規作圖之引理˭而獲得靈感ˤㆹ們創新ˬ構造方式 炻˭ẍ封閉 n邊形的邊依

序向外ˣ向ℏ交錯構造任意相似ᶱ角形⼴炻構造新的ˬ類拿破崙多邊形˭ʕ 忁樣的構造方式與

傳統的拿破崙定理截然不同炷ℑ者本質不同炸！ 

℟體來說炻在忁些多邊形邊ᶲẍˬ向外ˣ向ℏ炷向ℏˣ向外炸˭ 方式構造相似ᶱ角形炻取

相似ᶱ角形的頂點連線而得到類拿破崙多邊形炷圖 2炸ʕ  

 

ㆹ們利用初等幾何炷ℐ等ˣ相似ˣᶱ角函數ˣ埴列式炸為方法炻ẍ封閉 n邊形的類拿破

崙多邊形為對象炻主要研究方向有ˬ幾何性質˭xˬ不變量炷有向面積定值炸˭ˣˬ 應用˭ʕ  

貳ˣ名詞定義                                                 

1.同向/異向相似圖形烉 

ˬ同向相似 的˭ℑ圖形為炻可透過ˬ ⸛移ˣ旋轉與縮放 而˭重合之圖形烊ˬ 異向相似 為˭炻

一圖形需透過奇數次鏡射變㎃⼴炻與另一圖形同向相似之圖形ˤ 

2.類拿破崙多邊形烉 

在多邊形PଵPଶPଷ … P୬中炻自PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅到P୬Pଵ̅̅ ̅̅ ̅̅依序向外ˣ向ℏ炷向ℏˣ向外炸交錯作一組同向相
似ᶱ角形炻再依序連結不在PଵPଶPଷ … P୬邊ᶲ的n個ᶱ角形之頂點而ㆸ封閉多邊形炻稱作ˬ類拿
破崙多邊形˭ʕ 如圖炻MଵNଶMଷNସMହN଺炷NଵMଶNଷMସNହM଺炸即為類拿破崙ℕ邊形ˤ 

 

圖 2 外ℏ交錯而ㆸ的類拿破崙多邊形 
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圖 3 類拿破崙ℕ邊形 
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3.有向面積烉 

⸛面ᶲ封閉n邊形PଵPଶPଷ … P୬的頂點炷轉折點炸坐標為P୧ሺx୧ , λ୧ሻ炻則有向面積�̅୔భ୔మ…୔n =
ଵଶ ሺ|xଵ xଶλଵ λଶ| + |xଶ xଷλଶ λଷ| + ⋯ + |x୬−ଵ x୬λ୬−ଵ λ୬| + |x୬ xଵλ୬ λଵ|ሻˤ℞中炻若頂點繞埴方式為逆時鐘時炻則
有向面積為㬋烊若頂點繞埴方式為枮時鐘時炻則有向面積為負ˤ 

4.8字形烉 

若AB̅̅ ̅̅ˣCD̅̅ ̅̅相交於O點炻連接AD̅̅ ̅̅ˣCB̅̅̅̅炻則定義封閉圖形ABCD為ˬ8˭字形ˤ 

參ˣ研究工℟                                                 

紙筆ˣ電腦ˣThe Geometer's Sketchpad 5.0 

肆ˣ研究目的                                                 

一ˣ原多邊形為任意ᶱ角形的類拿破崙多邊形研究 

1.由㬋ᶱ角形構作的第ɚˣɛˣɜˣɝ型類拿破崙⸛埴四邊形性質ˣ對偶性與有向面積定值 

2.由任意相似ᶱ角形所構作的類拿破崙⸛埴四邊形有向面積定值 

Ḵˣ原多邊形為↠ˣ↡四邊形及 8字形的類拿破崙四邊形性質ˣ對偶與有向面積定值 

ᶱˣ原多邊形為封閉 n邊形的類拿破崙多邊形的有向面積定值 

四ˣ⸛面ᶲ任意點與類拿破崙多邊形頂點所構ㆸ的ᶱ角形的有向面積定值 

伍ˣ研究過程與結果                                           

1.ᶱ個㬋ᶱ角形構作的類拿破崙⸛埴四邊形 

1.1第ɚ型類拿破崙⸛埴四邊形烉ℑ外一ℏ㬋ᶱ角形 

性質 1.1.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向外作正三角形∆ABD、 ∆ACF，以邊BC̅̅̅̅向內做正
三角形∆BCE，則四邊形ADEF為平行四邊形。 

證明. 考慮∠ACE為有向角炻再證明 ∆ABC ≅ ∆FEC (SAS

ℐ等)炻同理 ∆ABC ≅ ∆DBE (SASℐ等)炻所ẍEF̅̅̅̅ = DA̅̅ ̅̅ DxE̅̅ ̅̅ = AF̅̅̅̅ˤ
因㬌炻四邊形ADEF為⸛埴四邊形ˤ 

□ 
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圖 4 第ɚ型類拿破崙四邊形 
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本文約定性質 1.1.1.所構作的⸛埴四邊形稱作ˬ第ɚ形類拿破崙四邊形˭ʕ ẍᶳ證明⸛埴

四邊形ADEF為特殊四邊形的⃭要條件炼退⊾ㆸ一直線ˣ菱形ˣ矩形ˣ㬋方形ˤ 

性質 1.1.2. 若四邊形ADEF退化成一直線，若且唯若A點在正三角形∆BCE的外接圓上。 

證明. 利用AˣDˣEˣF四點共圓證明⃭↮性ˤ再ẍ圓周角推論ᶱ點共線而證明必要性ˤ 

□ 

性質 1.1.3. 若平行四邊形ADEF為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A、E不重合。 

證明. 依據性質 1.1.1可證明ˤ 

□ 

性質 1.1.4. 若四邊形ADEF為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ͸Ͳ°。 

證明. 利用圓周角即可證明ˤ 

□ 

性質 1.1.5. 若四邊形ADEF為正方形，若且唯若A點在在弧BĈ的中點上，其中BĈ = ͸Ͳ°。 

證明.  依據性質 1.1.3.與性質 1.1.4.即可得ˤ 

□ 

1.2.第ɛ型類拿破崙⸛埴四邊形烉ℑ外一ℏ㬋ᶱ角形外心 

性質 1.2.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向外作正三角形∆ABD、 ∆ACF，以邊BC̅̅̅̅向內做正
三角形∆BCE，分別再作 ∆ABD、 ∆BCE、ACF的外心G、H、I，則四邊形AGHI為平行四邊形。 

證明. 考慮∠ACE為有向角炻注意到 BC̅̅̅̅ : HC̅̅ ̅̅ = ͳ: √ଷଷ ＝AC̅̅̅̅ : IC̅炻
則可證明 ∆ABC ≅ ~∆IHC (SAS相似)炻所ẍ IH̅̅̅ = √ଷଷ AB̅̅ ̅̅ = GA̅̅ ̅̅ˤ
同理 GH̅̅ ̅̅ = IA̅̅̅ˤ因㬌炻四邊形AGHI為⸛埴四邊形ˤ 

□ 

 

同樣地炻本文約定性質 1.2.1.所構作的⸛埴四邊形稱作ˬ第ɛ形類拿破崙四邊形˭ʕ ẍᶳ

為⸛埴四邊形AGHI為特殊四邊形的⃭要條件炼退⊾ㆸ一直線ˣ菱形ˣ矩形ˣ㬋方形炻證明方
法與前一節相同而省略ˤ 

性質 1.2.2. 平行四邊形 AGHI為特殊四邊形之充要條件： 

IH
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圖 5 第ɛ型類拿破崙四邊形 
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(1)若四邊形AGHI退化成一直線，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ͳʹͲ°。 

(2)若四邊形AGHI為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A、H不重合。 

(3)若四邊形AGHI為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ͵ͲͲ°。 

(4)若四邊形AGHI為正方形，若且唯若A點在弧BĈ的中點上，其中BĈ = ͵ͲͲ°。 

1.3.第ɚ型與第ɛ型類拿破崙⸛埴四邊形之比較 

依據性質 1.1.1.到性質 1.2.2.炻ㆹ們將第ɚ型與第ɛ型類拿破崙⸛埴四邊形進埴比較炻討

論ℑ者的圖形關係ˤ 

表 2 第ɚ型⸛埴四邊形ADEF與第ɛ型⸛埴四邊形AGHI的類拿破崙⸛埴四邊形比較 

   ADEF退⊾一直線 AGHI為ͳʹͲ°⸛埴四邊形 

ADEF為ͳʹͲ°⸛埴四邊形 AGHI退⊾一直線 

ADEF為矩形 AGHI為ͳͷͲ°⸛埴四邊形 

   ADEF為ͳͷͲ°⸛埴四邊形 AGHI為矩形 

ADEF為㬋方形 AGHI為ͳͷͲ°菱形 

ADEF為ͳͷͲ°菱形 AGHI為㬋方形 

 

1.4.第ɜ型類拿破崙⸛埴四邊形烉一外ℑℏ㬋ᶱ角形 

性質 1.4.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向內作正三角形∆ABJ、 ∆ACL，以邊BC̅̅̅̅向外做正三角形∆BCK，則四邊形AJKL為
平行四邊形。 

證明. 證明方法與性質 1.1.1.相同ˤ 
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圖 6 第ɜ型類拿破崙四邊形 
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□ 

接著炻關於第ɜ型類拿破崙⸛埴四邊形的℞餘特殊四邊形ẍ及退⊾ㆸ一直線的定理如 炻ʂ

證明方法與第ɚ型拿破崙⸛埴四邊形相同因而省略ˤ 

性質 1.4.2. 平行四邊形AJKL為特殊四邊形之充要條件： 

(1)若四邊形AJKL退化成一直線，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ͳʹͲ°。 

(2)若四邊形AJKL為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A不在弧BĈ = ͳʹͲ°上。 

(3)若四邊形AJKL為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ͵ͲͲ°。 

(4)若四邊形AJKL為正方形，若且唯若A點在弧BĈ的中點上，其中BĈ = ͵ͲͲ°。 

1.5.第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形烉一外ℑℏ㬋ᶱ角形外心 

性質 1.5.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅分別向內作正三角形∆ABJ、 ∆ACL，以邊BC̅̅̅̅向外做正三角形∆BCK，分別再作 ∆ABJ、 ∆BCK、ACL的外心M、N、P，則四邊形AMNP為平行四
邊形。 

證明. 證明方法與性質 1.2.1.相同ˤ 

□ 

接著炻關於第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形的℞餘特殊四邊形ẍ及退⊾ㆸ一直線的定理如 炻ʂ

證明方法與第ɛ型拿破崙⸛埴四邊形相同因而省略ˤ 

性質 1.5.2. 平行四邊形AMNP為特殊四邊形之充要條件 

(1)若四邊形AMNP退化成一直線，若且唯若A點在正三角形∆BCE的外接圓上，其中E點為K點
關於BC̅̅̅̅的對稱點。 

(2)若四邊形AMNP為菱形，若且唯若A點在BC̅̅̅̅的中垂線上且A、E不重合，其中E點為K點關於BC̅̅̅̅
的對稱點。 

(3)若四邊形AMNP為矩形，若且唯若A點在弧BĈ上，其中BĈ = ͸Ͳ°。 

(4)若四邊形AMNP為正方形，若且唯若A點在弧BĈ的中點上，其中BĈ = ͸Ͳ°。 

 

1.6.第ɜ型與第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形之比較 

依據性質 1.4.1.到性質 1.5.2.炻將第ɜ型與第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形進埴比較炷表 3炸ʕ

圖 7 第ɝ型類拿破崙四邊形 
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結果發現第ɜ型與第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形圖形組型與表 2相同ˤ 

表 3 第ɜ型⸛埴四邊形AJKL與第ɝ型⸛埴四邊形AMNP的類拿破崙⸛埴四邊形比較 

   AJKL退⊾一直線 AMNP為ͳʹͲ°⸛埴四邊形 

AJKL為ͳʹͲ°⸛埴四邊形 AMNP退⊾一直線 

AJKL為矩形 AGHI為ͳͷͲ°⸛埴四邊形 

   AJKL為ͳͷͲ°⸛埴四邊形 AMNP為矩形 

AJKL為㬋方形 AMNP為ͳͷͲ°菱形 

AJKL為ͳͷͲ°菱形 AMNP為㬋方形 

2.第ɚˣɛˣɜˣɝ型類拿破崙⸛埴四邊形之對偶性及有向面積定值 

前一節研究中炻發現第ɚ型類拿破崙⸛埴四邊形與第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形的特殊四

邊形⃭要條件相同ˤ第ɛ型類拿破崙⸛埴四邊形與第ɜ型類拿破崙⸛埴四邊形亦同ˤ 

ẍᶳ將證明類拿破崙⸛埴四邊形的ˬ 對偶性˭ʕ 第ɚ型與第ɝ型類拿破崙⸛埴四邊形相互

對偶ˣ第ɛ型與第ɜ型類拿破崙⸛埴四邊形互對偶炻℞中炻向ˬ外˭與向ˬℏ˭做㬋ᶱ角形

互為對偶元素炻同時ˬ頂點˭與ˬ外心˭互為對偶元素ˤ 

2.1.類拿破崙⸛埴四邊形的對偶性 

性質 2.1.1. 第ɚ型平行四邊形ADEF與第ɝ型平行四邊形AMNP相似。 

證明. 如圖 8-1炻因為∠DAF + ∠MAP + ∠DAM + ∠FAP = ∠DAF + ∠MAP + ͳͺͲ° = ͵͸Ͳ°炻
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所ẍ∠DAF + ∠MAP = ͳͺͲ°ˤ 

同理炻在圖 8-2中炻有∠DAF = ∠DAM + ∠FAP − ∠MAP炻所ẍ∠DAF + ∠MAP = ͳͺͲ°ˤ 

又因為ADEF與AMNP為⸛埴四邊形且AM̅̅̅̅̅ = √ଷଷ AD̅̅ ̅̅ AxP̅̅̅̅ = √ଷଷ AF̅̅̅̅ˤ因㬌炻⸛埴四邊形ADEF~
⸛埴四邊形AMNPˤ 

 

□ 

依據性質 2.1.1.炻則有ẍᶳ推論ˤ 

推論 2.1.1. 有向面積�̅୅ୈ୉୊ = ͵�̅୅୔୒୑。 

 接著討論第ɛ型⸛埴四邊形AGHI與第ɜ型⸛埴四邊形的對偶性ˤ 

性質 2.1.2. 第ɛ型平行四邊形AGHI與第ɜ型平行四邊形AJKL相似。 

證明. 證明方法如性質 2.1.1. 

 

□ 

同樣的炻依據性質 2.1.2.炻則有ẍᶳ推論ˤ 

推論 2.1.2. 有向面積͵�୅ୋୌ୍ = �୅୐୏୎。 

 

圖 8-1  圖 8-2  
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2.2.類拿破崙⸛埴四邊形的有向面積定值 

拿破崙定理中炻有ˬ任意ᶱ角形的外拿破崙ᶱ角形與ℏ拿破崙ᶱ角形的面積之差等於原

ᶱ角形面積˭之性質[7]ˤ同樣的炻ㆹ們研究發現自創的ˬ類拿破崙結果⸛埴四邊形˭與原ᶱ

角形間一樣℟有不變量炼有向面積定值！ 

性質 2.2.1. 有向面積�̅୅ୈ୉୊ + �̅୅୎୏୐ = −ʹ�̅∆୅୆େ。 

證明. 

1.如圖 10-1及圖 10-2炻考慮有向角∠BACˣ∠DAFˣ∠JAL �̅∆୅୆େ = ͳʹ AB̅̅ ̅̅ × AC̅̅̅̅ × sin ∠BAC �̅୅ୈ୉୊ = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sin∠DAF = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sinሺ∠BAC − ʹͶͲ°ሻ �̅୅୎୏୐ = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sin∠JAL = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sinሺ∠BAC − ͳʹͲ°ሻ 

所ẍ 

 
ୗ̅ఽీుూ+ୗ̅ఽెేైୗ̅∆ఽాి  

 = ୅ୈ̅̅̅̅̅×୅୊̅̅ ̅̅ ×s୧୬ሺ∠୆୅େ−ଶସ଴°ሻ+୅୎̅̅ ̅×୅୐̅̅ ̅̅ ×s୧୬ሺ∠୆୅େ−ଵଶ଴°ሻభమ୅୆̅̅ ̅̅ ×୅େ̅̅ ̅̅ ×s୧୬ ∠୆୅େ  

 = ଶሺs୧୬ሺ∠୆୅େ−ଶସ଴°ሻ+s୧୬ሺ∠୆୅େ−ଵଶ଴°ሻሻs୧୬ ∠୆୅େ  

 = ଶሺ− s୧୬ሺ∠୆୅େ−଺଴°ሻ−s୧୬ሺ∠୆୅େ+଺଴°ሻሻs୧୬ ∠୆୅େ  

 = −ଶ s୧୬ ∠୆୅େs୧୬ ∠୆୅େ = −ʹ 

2.同理炻如圖 10-3 

 �̅∆୅୆େ = ଵଶ AB̅̅ ̅̅ × AC̅̅̅̅ × sin ∠BAC 

 �̅୅ୈ୉୊ = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sin∠DAF = AD̅̅ ̅̅ × AF̅̅̅̅ × sinሺ∠BAC + ͳʹͲ°ሻ 
 �̅୅୎୏୐ = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sin∠JAL = AJ̅ × AL̅̅̅̅ × sinሺ∠BAC − ͳʹͲ°ሻ 

所ẍ 

 
ୗ̅ఽీుూ+ୗ̅ఽెేైୗ̅∆ఽాి = ଶሺs୧୬ሺ∠୆୅େ+ଵଶ଴°ሻ+s୧୬ሺ∠୆୅େ−ଵଶ଴°ሻሻs୧୬ ∠୆୅େ = −ʹ 

□ 
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性質 2.2.2. 有向面積�̅୅୑୒୔+�̅୅ୋୌ୍ = − ଶଷ �̅∆୅୆େ。 

證明. 由性質 2.2.1.可知 �̅୅ୈ୉୊ + �̅୅୎୏୐ = −ʹ�̅∆୅୆େ炻再依據性質 2.1.1.及性質 2.1.2.可知四

邊形AMNP與ADEF對偶ˣ四邊形AGHI與AJKL對偶炻所ẍ �̅୅୑୒୔+�̅୅୍ୌୋ = ͳ͵ (−�̅୅ୈ୉୊ − �̅୅୎୏୐) = − ʹ͵ �̅∆୅୆େ 

□ 

 接ᶳ來炻將類拿破崙⸛埴四邊形㎃回ˬ類拿破崙ᶱ角形˭而有ẍᶳ推論ˤ 

推論 2.2.1. ∆DEF~∆JKL。 

推論 2.2.2. 有向面積�̅∆ୈ୉୊ + �̅∆୎୏୐ = −�̅∆୅୆େ。 

證明. 因為ʹ�̅∆ୈ୉୊ = �̅୅ୈ୉୊且ʹ�̅∆୎୏୐ = �̅୅୎୏୐炻再依據性質 2.2.1即可得 

□ 

推論 2.2.3. ∆MNP~∆GHI。 

推論 2.2.4. 有向面積�̅∆୑୒୔+�̅∆ୋୌ୍ = − ଵଷ �̅∆୅୆େ。 

3.一般⊾烉原多邊形為任意ᶱ角形的類拿破崙⸛埴四邊形 

3.1.同向相似ᶱ角形所構造 

性質 3.1.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向外以及BC̅̅̅̅向內，分別作同向相似三角形∆ABD、 ∆ACF、 ∆BCE，則四邊形ADEF為平行四邊形。 

 

證明. 如圖 11炻因為∆DBE~∆ABC~∆EFC (SAS相似)炻

又已知∆DBA~∆EBC~∆FAC炻所ẍEF̅̅̅̅ : AB̅̅ ̅̅ = EC̅̅̅̅ : BC̅̅̅̅ = DA̅̅ ̅̅ : BA̅̅ ̅̅炻
可推得EF̅̅̅̅ = DA̅̅ ̅̅ˤ同理炻也可得↢DE̅̅ ̅̅ = AF̅̅̅̅炻因㬌ADEF為⸛
埴四邊形 

□ 

利用性質 3.1.1.炻ㆹ們可將℞推廣為一般⊾ᶱ角形的心所構造的⸛埴四邊形ˤ 

性質 3.1.2. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向外以及邊BC̅̅̅̅向內，分別作同向相似三角形∆ABD、 ∆ACF、 ∆BCE，分別再作 ∆ABD、 ∆BCE、∆ACF的Ȩ心ȩG、H、I，則四邊形AGHI為平行

圖 11  
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四邊形。其中，三角形的心由邊長或角度之函數所構作。 

還可ẍ推論↢由任意相似 n邊形所構造的⸛埴四邊形ˤ 

 推論 3.1.1. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向外且以BC̅̅̅̅向內，分別作同向相似 n邊形，再作

這些相似 n邊形的心Mଵ、Mଷ、MଶȐ例如：對應邊上的給定比例分點、對應的對角線交
點、外心、內心、頂點等ȑ，則四邊形AMଵMଶMଷ為平行四邊形。 

利用性質 3.1.1.的方法炻ㆹ們也可ẍ得到性質 3.1.3.ʕ  

性質 3.1.3. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向內以及BC̅̅̅̅向外，分別作同
向相似三角形∆BAJ、 ∆ACL、∆BCK，則四邊形AJKL為平行四邊形。 

 

 推論 3.1.2. 若以∆ABC的邊AB̅̅ ̅̅及AC̅̅̅̅向內且以邊BC̅̅̅̅向外，分別作同向相似n邊形，再作
這些相似n邊形的心Nଵ、Nଷ、NଶȐ例如：對應邊上的給定比例分點、對應的對角線交點、
外心、內心、頂點等ȑ，則四邊形ANଵNଶNଷ為平行四邊形。 

 

3.2.同向相似ᶱ角形所構造類拿破崙⸛埴四邊形的有向面積定值 

 性質 3.2.1. 若四邊形AFED為三角形邊上依序向外、向內，作三個同向相似三角形所構造
之類拿破崙平行四邊形；四邊形AJKL為三角形邊上依序向內、向外，作三個同向相似三角形
所構造之類拿破崙平行四邊形，此六個三角形皆相似，則有向面積定值 �̅୅ୈ୉୊+�̅୅୎୏୐ = Ͷmn cαsሺȽ + Ⱦሻ �̅∆୅୆େ 

其中，AB̅̅ ̅̅ : BD̅̅ ̅̅ : DA̅̅ ̅̅ = ͳ: m: n、有向角∠DAB = Ƚ > Ͳ且∠ABD = Ⱦ > Ͳ。 

證明.  

1.如圖 13-1炻⃰討論ℑ組ᶱ角形為異向相似之情形 

設BC̅̅̅̅ = aˣAC̅̅̅̅ = bˣAB̅̅ ̅̅ = cˣAD̅̅ ̅̅＝AJ̅ = cnˣAF̅̅̅̅ = AL̅̅̅̅ = bm 

考慮有向角∠DAF = ሺ∠BAC + Ƚ + Ⱦሻ − ͵͸Ͳ°ˣ∠JAL = ∠BAC − ሺȽ + Ⱦሻ 
依據性質 3.1.1.與 3.1.3.可得有向面積 

 
ୗ̅ఽీుూ+ୗ̅ఽెేైୗ̅∆ఽాి  

 = ୡ୬×ୠ୫[s୧୬(ሺ∠୆୅େ+஑+ஒሻ−ଷ଺଴°)+s୧୬ሺ∠୆୅େ−ሺ஑+ஒሻሻ]భమୠୡ×s୧୬∠୆୅େ  
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 = ଶ୫୬[s୧୬ሺ∠୆୅େ+஑+ஒሻ+s୧୬ሺ∠୆୅େ−ሺ஑+ஒሻሻ]s୧୬∠୆୅େ  

 = ଶ୫୬[s୧୬ሺ∠୆୅େ+ሺ஑+ஒሻሻ+s୧୬ሺ∠୆୅େ−ሺ஑+ஒሻሻ]s୧୬∠୆୅େ  

 = ଶ୫୬ሺଶs୧୬∠୆୅େୡ୭sሺ஑+ஒሻሻs୧୬∠୆୅େ  

 = Ͷmn cαsሺߙ +  ሻߚ
2.如圖 13-2炻考慮有向角∠DAF = ∠BAC + Ƚ + Ⱦˣ∠JAL = ∠BAC − ሺȽ + Ⱦሻ同ᶲ可證ˤ 

3.如圖 13-3炻考慮∆ADB與∆BJA同向相似的情形炻同理可證ˤ 

 

□ 

ẍ相似ᶱ角形所構造的類拿破崙⸛埴四邊形的ˬ對偶性˭ʕ  

 推論 3.2.1. 若Ƚ + Ⱦ = ͻͲ°，則平行四邊形ADEF ≅平行四邊形JKLA。 

 證明. 依據性質 3.2.1.可得ˤ 

□ 

將類拿破崙⸛埴四邊形轉㎃回ˬ類拿破崙ᶱ角形˭亦有ẍᶳ推論 3.2.2.ʕ  

 推論 3.2.2. �̅ୈ୉୊+�̅୎୏୐ = ʹmn cαsሺȽ + Ⱦሻ�̅∆୅୆େ。 

4.一般⊾烉原多邊形為任意四邊形的類拿破崙⸛埴四邊形 

4.1.類拿破崙⸛埴四邊形的有向面積定值 

許翰翔炷2013炸的研究ẍ拿破崙定理為架構炻討論原四邊形ℐ部向ℏ或ℐ部向外作相似

ᶱ角形及四邊形炻之⼴所構作結果四邊形並ˬ不℟一般性 炻˭例如烉原四邊形為⸛埴四邊形炻

↮別向ℏ做㬋方形取℞中心炻則結果四邊形為㬋方形炻若原四邊形為等腰梯形炻則結果四邊

形為鳶形炻該研究並沒有解決㬌問題[4]ˤ 
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然而炻本研究改變ˬℐ部向ℏ˭或ˬℐ部向外˭的方式炻並將原四邊形推廣军ˬ↠四邊

形ˣ↡四邊形與 8字形 炻˭再↮別討論ᶱ種構造情形所得的ℑ類結果四邊形烉 

炷1炸外炼外炼外炼ℏ炷等價於ˬℏ炼ℏ炼ℏ炼外 炸˭ 

炷2炸外炼外炼ℏ炼ℏ 

炷3炸外炼ℏ炼外炼ℏˤ 

結果發現僅有ˬ外炼ℏ炼外炼ℏ˭的組合所構作的結果四邊形℟有一般性炻它們皆為⸛

埴四邊形！顯示忁樣的構造方式比起許翰翔的研究更℟突破性與價值性ˤ 

 性質 4.1.1. 若在任意凸四邊形、凹四邊形與 8字形ABCD各邊上依次輪流向外及向內做同
向相似三角形∆ABE、∆BFC、∆CDG、∆DHA，則四邊形EFGH為平行四邊形。 

證明. 因為∆AHE~∆ADB (SAS相似)炻可得HE̅̅ ̅̅ : DB̅̅ ̅̅ = AH̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ˤ∆GFC~∆DBC炻再得GF̅̅̅̅ : DB̅̅ ̅̅ = GC̅̅̅̅ : DC̅̅ ̅̅ˤ但又已知AH̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = GC̅̅̅̅ : DC̅̅ ̅̅炻所ẍHE̅̅ ̅̅ = GF̅̅̅̅ˤ同理炻HG̅̅ ̅̅ = EF̅̅̅̅炻因㬌EFGH為
⸛埴四邊形ˤ 

□ 

在性質 4.1.1.中炻ㆹ們證明任意↠ˣ↡四邊形與 8字形炻ẍ四個邊依序輪流向外及向

ℏ做同向相似ᶱ角形炻所構造的結果四邊形的一般性結果炻皆為⸛埴四邊形炻同時也可

一般⊾军推廣 4.1.1.ʕ  

 推廣 4.1.1. 若在任意凸、凹四邊形及 8字形ABCD各邊上依次輪流向外及向內分別作
同向相似n邊形，再作這些相似n邊形的心Nଵ、Nଷ、NଶȐ例如：對應邊上的給定比例分點、
對應的對角線交點、心、頂點等ȑ，則四邊形ANଵNଶNଷ為平行四邊形。 

接ᶳ來炻繼續進埴四邊形的類拿破崙⸛埴四邊形有向面積定值證明ˤ 

 引理 4.1.1. 凸四邊形、凹四邊形及 8字形的有向面積公式 

G

H

F

E

A

D

CB

G

H

F

E
B C

D

A

F

E

G

H

B C

A

D

圖 14  



-15- 
 

(1)在凸四邊形與ABCD中，若AC ⃡   與BD ⃡    交於O點，則有向面積 �̅୅୆େୈ = ͳʹ AC̅̅̅̅ × BD̅̅ ̅̅ × sin∠AOB 

其中，∠AOB為有向角。 

(2)在凹四邊形與 8字形ABCD中，若AC ⃡   與BD ⃡    交於O點，則有向面積 �̅୅୆େୈ = − ͳʹ AC̅̅̅̅ × BD̅̅ ̅̅ × sin∠AOB 

其中，∠AOB為有向角。 

證明. 

1.考慮有向面積�̅୅୆େୈ = �̅∆୅୆୓ + �̅∆୆େ୓ + �̅∆େୈ୓ + �̅∆ୈ୅୓ = �̅∆୅୆େ + �̅∆େୈ୅ 

2.↮組討論 

Case1如圖 15-1炻在↠四邊形中炻考慮有向角∠AOB = Ƚ > Ͳ 

 �̅∆୅୆େ + �̅∆େୈ୅ = ୅େ̅̅ ̅̅ ×୆୉̅̅ ̅̅ ×s୧୬஑+୅େ̅̅ ̅̅ ×ୈ୉̅̅ ̅̅ ×s୧୬ ሺଵ8଴°−஑ሻଶ = ୅େ̅̅ ̅̅ ×୆ୈ̅̅ ̅̅ ×s୧୬஑ଶ  

Case2如圖 15-2x 圖 15-3炻在↡四邊形及 8字形中炻考慮有向角∠AOB = Ⱦ < Ͳ 

 �̅∆୅୆େ + �̅∆େୈ୅ = ୅େ̅̅ ̅̅ ×୆୉̅̅ ̅̅ ×s୧୬ ሺ−ஒሻ+୅େ̅̅ ̅̅ ×ୈ୉̅̅ ̅̅ ×s୧୬ ሺଵ8଴°+ஒሻଶ = −୅େ̅̅ ̅̅ ×୆ୈ̅̅ ̅̅ ×s୧୬ஒଶ  

 

□ 

性質 4.1.2. 若在凸四邊形、凹四邊形與 8字形ABCD中，四邊形EFGH為其邊上依序
向內、外、內、外，作四個同向相似三角形所構造之類拿破崙平行四邊形；四邊形IJKL為
其邊上依序向外、內、外、內，作四個同向相似三角形所構造之類拿破崙平行四邊形，

此八個三角形皆相似，則有向面積定值 �̅୉୊ୋୌ+�୍̅୎୏୐ = Ͷmn cαsሺȽ + Ⱦሻ�̅୅୆େୈ 

其中，AD̅̅ ̅̅ : AH̅̅ ̅̅ : HD̅̅ ̅̅ = ͳ: m: n、有向角∠HDA = Ƚ > Ͳ且∠DAH = Ⱦ > Ͳ。 
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證明. 

1.如圖 16-1炻⃰討論↠四邊形ℑ組ᶱ角形為異向相似之情形 

考慮有向角炻Ẍ∠AHE = xˣ∠GHD = λ 

又因為∆AEH ≅ ∆AILˣ∆DHG ≅ ∆DLK且∆AEH~∆ABDˣ∆DHG~∆DAC 

可得 ∠EHG = ሺͳͺͲ° − Ƚ − Ⱦሻ − x − λ 

     ∠ILK = ͵͸Ͳ° − ሺͳͺͲ° − Ƚ − Ⱦሻ − x − λ = ͳͺͲ° −x − λ + Ƚ + Ⱦ ∠ADB = ∠AHE = x且∠CAD = ∠DHG = λ 

從而∠AOB = ∠ADB + ∠CAD = x + λ 

再得 EH̅̅ ̅̅ : BD̅̅ ̅̅ = AH̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = m: ͳˣHG̅̅ ̅̅ : AC̅̅̅̅ = HD̅̅ ̅̅ : AD̅̅ ̅̅ = n: ͳ 

2.依據性質 4.1.1.與引理 4.1.1.有 

 
ୗ̅ుూృౄ+ୗ̅౅ెేైୗ̅ఽాిీ  

 = ୉ୌ̅̅ ̅̅ ×ୌୋ̅̅̅̅̅[s୧୬ሺଵ8଴°−୶−୷−஑−ஒሻ+s୧୬ሺଵ8଴°−୶−୷+஑+ஒሻ]భమ୅େ̅̅ ̅̅ ×୆ୈ̅̅ ̅̅ ×s୧୬ ሺ୶+୷ሻ  

 = ଶ୫୬[s୧୬ሺ୶+୷+஑+ஒሻ+s୧୬ሺ୶+୷−஑−ஒሻ]s୧୬ሺ୶+୷ሻ  

 = ଶ୫୬[s୧୬ሺ୶+୷+ሺ஑+ஒሻሻ+s୧୬ሺ୶+୷−ሺ஑+ஒሻሻ]s୧୬ሺ୶+୷ሻ  

 = ଶ୫୬ሺଶs୧୬ሺ୶+୷ሻୡ୭sሺ஑+ஒሻሻs୧୬ሺ୶+୷ሻ  

 = Ͷmn cαsሺȽ + Ⱦሻ 

3.如圖 16-2炻考慮↠四邊形ℑ組同向相似的情形炻利用同方法可證明ˤ 

4.再討論↡四邊形ℑ組ᶱ角形為異向及同向相似之情形 

如圖 16-3與圖 16-4炻Ẍ有向角∠AHE = x < Ͳˣ∠GHD = λ > Ͳx ∠HDA = Ƚˣ∠DAH = Ⱦ炻
則 

 ∠AOB = ͳͺͲ° − ሺx + λሻ < Ͳ 

 ∠EHG = ሺͳͺͲ° − Ƚ − Ⱦሻ − x − λ 

 ∠ILK = ͳͺͲ° − x − λ + Ƚ + Ⱦ 

圖 16-1  
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即為↡四邊形的情形炻同方法可證ˤ 

 

5.討論ℓ字形ℑ組ᶱ角形為異向及同向相似之情形 

如圖 16-5與圖 16-6炻Ẍ有向角∠AHE = x < Ͳˣ∠GHD = λ < Ͳˣ∠HDA = Ƚˣ∠DAH = Ⱦ 

又因為∆CAD~∆GHD且∆ADB~∆AHE 

在∆AOD中炻依據外角定理有 

 |∠AOB| + ͳͺͲ° = |∠CAD| + |∠ADB| = |∠GHD| + |∠AHE| = |x| + |λ| 
 ∠AOB = x + λ + ͳͺͲ° < Ͳ 

而且 

 ∠EHG = −ሺ͵͸Ͳ° + ∠AHE + ∠EHD − ∠AHDሻ = −ͳͺͲ° − Ƚ − Ⱦ − ݔ −  ݕ

 ∠ILK = ∠KJI = ͵͸Ͳ° − ሺ∠IJB + CIKሻ − ∠BJC = −ͳͺͲ° + Ƚ + Ⱦ − x − λ 

即為 8字形的情形炻同方法可證ˤ 

 

□ 
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ẍ相似ᶱ角形所構造的類拿破崙⸛埴四邊形的ˬ對偶性˭ʕ  

 推論 4.1.1. 若Ƚ + Ⱦ = ͻͲ°，則平行四邊形EFGH ≅平行四邊形IJKL。 

 證明. 依據性質 4.1.3.可得ˤ 

□ 

4.2.類拿破崙⸛埴四邊形的有向面積的極值 

原多邊形為任意ᶱ角形ˣ任意四邊形炷↠四邊形ˣ↡四邊形ˣℓ字形炸所構造的類拿破

崙⸛埴四邊形有向面積比值為 Ͷmn cαsሺȽ + Ⱦሻˤ 

⃰將m, nℑ變數做ẋ㎃ 

依據㬋弦定理有 sin Ⱦm = sin Ƚn = sinሺȽ + Ⱦሻͳ  

所ẍ Ͷmn cαsሺȽ + Ⱦሻ = Ͷ sin Ƚ sin Ⱦ cαsሺȽ + ȾሻsinଶሺȽ + Ⱦሻ  

利用WolframAlpha網站[10]計算描繪
ସ s୧୬ ஑ s୧୬ ஒ ୡ୭sሺ஑+ஒሻs୧୬మሺ஑+ஒሻ  之立體圖形與計算極值炷圖 17炸 

將Ƚ㎃ㆸx炻Ⱦ㎃ㆸλ炻輸入ˬmaximize (4 sin(x) sin(y) cos(x+y))/(sin^2(x+y))˭得↢結論烉 ૝ܖܕ ሺહ�ܗ� + ઺ሻ ≤ ૚ 

  

圖 17 Ͷmn cαsሺȽ + Ⱦሻ極值 

 再討論ሺȽ, Ⱦሻ = ሺͲ°, Ͳ°ሻ的幾何意義炻也就是向外或向ℏ做的相似ᶱ角形即為ˬ底角為 0

度的等腰相似ᶱ角形 炻˭退⊾為原多邊形各邊的中點ˤ 

圖 18炻在任意∆ABC中炻D與J為AB̅̅ ̅̅中點 Ex與K為BC̅̅̅̅中點 Fx與L為AC̅̅̅̅中點炻所ẍ有向面積烉 



-19- 
 

�̅୅ୈ୉୊+�̅୅୎୏୐�̅∆୅୆େ = ͳˣ �̅∆ୈ୉୊+�̅∆୎୏୐�̅∆୅୆େ = ͳʹ
 

同理炻對於任意四邊形ABCD有 

�̅୉୊ୋୌ+�୍̅୎୏୐�̅୅୆େୈ = �̅୅୆େୈʹ + �̅୅୆େୈʹ�̅୅୆େୈ ＝ͳ 

 

5.一般⊾烉任意封閉 n邊形的類拿破崙多邊形有向面積定值 

關於任意多邊形PଵPଶ … P୬的類拿破崙多邊形有向面積定值炻計算角度及長度太過複雜炻
所ẍㆹ們㍉用喻德生研究中的 ሺɉ, Ɋሻ 來定義PiPi+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅邊ᶲ所作的相似ᶱ角形[6]炻再利用測量師℔

式進埴有向面積計算ˤ 

5.1.類拿破崙多邊形頂點坐標 

性質 5.1.1. 平面上有相異兩點P୧ሺx୧, λ୧ሻ, P୧+ଵሺx୧+ଵ, λ୧+ଵሻ，M୧(x୑i , λ୑i)與N୧ሺx୒i , λ୒iሻ為關於PiPi+ଵ ⃡         的對稱點，MiNi̅̅ ̅̅ ̅̅ 與PiPi+ଵ ⃡         交於Q୧。若PiQi̅̅ ̅̅ ̅ = ɉQiPi+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅且MiQi̅̅ ̅̅ ̅̅ = ɊPiPi+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅，則M୧與N୧的坐標 

          X୑i = ୶i+஛୶i+భଵ+஛ + Ɋሺλ୧+ଵ − λ୍ሻ, λ୑i = ୷i+஛୷i+భଵ+஛ − Ɋሺx୧+ଵ − x୧ሻ 
          x୒i = ୶i+஛୶i+భଵ+஛ − Ɋሺλ୧+ଵ − λ୧ሻ, λ୒i = ୷i+஛୷i+భଵ+஛ + Ɋሺx୧+ଵ − x୧ሻ 
證明. 利用↮點℔式與相似ᶱ角形即可證明炷見[6]炸ʕ  

 

□ 
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5.2.任意封閉 n邊形的類拿破崙多邊形有向面積定值 

⃰證明偶多邊形炻在性質 5.2.1.中可發現封閉 n邊形的類拿破崙多邊形存在有向面積不變

量炻由ˬ奇數頂點所構ㆸ多邊形˭xˬ偶數頂點所構ㆸ多邊形˭xˬ原多邊形˭所組ㆸˤ 

性質 5.2.1. 在偶多邊形PଵPଶ … Pଶ୩中Ȑk ∈ ℕ; Pଶ୩+୨ = P୨ȑ，自PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅邊上起依序向外、內，作ʹk個一組同向相似三角形ΔPଵPଶMଵ~ΔPଷPଶNଶ~ … ~ΔPଶ୩−ଵPଶ୩Mଶ୩−ଵ~ΔPଵPଶ୩Nଶ୩，再向內、外，
作ʹk個一組同向相似三角形ΔPଵPଶNଵ~ΔPଷPଶMଶ~ … ~ΔPଶ୩−ଵPଶ୩Nଶ୩−ଵ~ΔPଵPଶ୩Mଶ୩。其中，MଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅，PଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ɉQଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ 且MଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ɊPଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅，則 

(1)若兩組異向相似，則�̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk 

 = ʹ ቀ ஛మሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔మ୔ర…୔మk + ʹ ቀ ଵሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔భ୔య…୔మk−భ + Ͷ ቀ ɉሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ �̅୔భ୔మ୔య…୔మk 

(2)若兩組同向相似，則�̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk 

 = ʹ ቀ ஛మ+ଵଶሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ (�̅୔మ୔ర…୔మk + �̅୔భ୔య…୔మk−భ) + Ͷ ቀ ɉሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ �̅୔భ୔మ୔య…୔మk 

證明. 

1.⃰ 證明ℑ組異向相似之情形ˤ如圖 20炻依據性質 5.1.1.可得坐標 

 Mଶ୧−ଵሺ୶మi−భ+஛୶మiଵ+஛ + Ɋሺλଶ୧ − λଶ୧−ଵሻ, ୷మi−భ+஛୷మiଵ+஛ − Ɋሺxଶ୧ − xଶ୧−ଵሻሻ 
 Nଶ୧−ଵሺ୶మi−భ+஛୶మiଵ+஛ − Ɋሺλଶ୧ − λଶ୧−ଵሻ, ୷మi−భ+஛୷మiଵ+஛ + Ɋሺxଶ୧ − xଶ୧−ଵሻሻ 
 Mଶ୧ሺ୶మi+భ+஛୶మiଵ+஛ + Ɋሺλଶ୧+ଵ − λଶ୧ሻ, ୷మi+భ+஛୷మiଵ+஛ − Ɋሺxଶ୧+ଵ − xଶ୧ሻሻ 
 Nଶ୧ሺ୶మi+భ+஛୶మiଵ+஛ − Ɋሺλଶ୧+ଵ − λଶ୧ሻ, ୷మi+భ+஛୷మiଵ+஛ + Ɋሺxଶ୧+ଵ − xଶ୧ሻሻ 

℞中炻i = ͳ,ʹ, … , k 

再將坐標ẋ入ᶳ式 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మn−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మn−భ୑మk 

 = ଵଶ ∑ ቀ|x୑మi−భ x୒మiλ୑మi−భ λ୒మi| + |x୒మi x୑మi+భλ୒మi λ୑మi+భ|ቁ୩୧=ଵ + ଵଶ ∑ ቀ|x୒మi−భ x୑మiλ୒మi−భ λ୑మi| + |x୑మi x୒మi+భλ୑మi λ୒మi+భ|ቁ୩୧=ଵ  

⊾簡⼴可得 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk 

 = ∑ {ቀ ଵଵ+஛ቁଶ [ɉଶ ቀ|xଶ୧ xଶ୧+ଶλଶ୧ λଶ୧+ଶ|ቁ + ɉ ቀ|xଶ୧−ଵ xଶ୧λଶ୧−ଵ λଶ୧| + ʹ |xଶ୧ xଶ୧+ଵλଶ୧ λଶ୧+ଵ| + |xଶ୧+ଵ xଶ୧+ଶλଶ୧+ଵ λଶ୧+ଶ|ቁ + ቀ|xଶ୧−ଵ xଶ୧+ଵλଶ୧−ଵ λଶ୧+ଵ|ቁ]}୩୧=ଵ +
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∑ Ɋଶሺ|xଶ୧ xଶ୧+ଶλଶ୧ λଶ୧+ଶ| − |xଶ୧−ଵ xଶ୧λଶ୧−ଵ λଶ୧| + ʹ |xଶ୧ xଶ୧+ଵλଶ୧ λଶ୧+ଵ| + |xଶ୧+ଵ xଶ୧+ଶλଶ୧+ଵ λଶ୧+ଶ| + |xଶ୧−ଵ xଶ୧+ଵλଶ୧−ଵ λଶ୧+ଵ|ሻ୩୧=ଵ  

 = [ቀ ஛ଵ+஛ቁଶ + Ɋଶ] ∑ ቀ|xଶ୧ xଶ୧+ଶλଶ୧ λଶ୧+ଶ|ቁ୩୧=ଵ + [ቀ ଵଵ+஛ቁଶ + Ɋଶ] ∑ ቀ|xଶ୧−ଵ xଶ୧+ଵλଶ୧−ଵ λଶ୧+ଵ|ቁ୩୧=ଵ  

 + [ ஛ሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶ] ∑ ቀ|xଶ୧−ଵ xଶ୧λଶ୧−ଵ λଶ୧| + ʹ |xଶ୧ xଶ୧+ଵλଶ୧ λଶ୧+ଵ| + |xଶ୧+ଵ xଶ୧+ଶλଶ୧+ଵ λଶ୧+ଶ|ቁ୩୧=ଵ  

 = ʹ ቀ ஛మሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔మ୔ర…୔మk + ʹ ቀ ଵሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔భ୔య…୔మk−భ + Ͷ ቀ ஛ሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ �̅୔భ୔మ୔య…୔మk 

 

2.再證明ℑ組同向相似之情形 

如圖 21炻↮別作M୧與N୧關於PiPi+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅的對稱點�୧與�୧ 
依據前枭證明可得 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୘భୗమ୘యୗర…୘మk−భୗమk 

 = ʹ ቀ ஛మሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔మ୔ర…୔మk + ʹ ቀ ଵሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔భ୔య…୔మk−భ + Ͷ ቀ ஛ሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ �̅୔భ୔మ୔య…୔మk 

 �̅ୗభ୘మୗయ୘ర…ୗమk−భ୘మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk 

 = ʹ ቀ ଵሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔మ୔ర…୔మk + ʹ ቀ ஛మሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔భ୔య…୔మk−భ + Ͷ ቀ ஛ሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ �̅୔భ୔మ୔య…୔మk 

注意到烉因對稱性所ẍ 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk = �̅୘భୗమ୘యୗర…୘మk−భୗమk + �̅ୗభ୘మୗయ୘ర…ୗమk−భ୘మk 

因㬌 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk 

 = ଵଶ (�̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୘భୗమ୘యୗర…୘మk−భୗమk + �̅ୗభ୘మୗయ୘ర…ୗమk−భ୘మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk) 

圖 20 偶多邊形異向相似 
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 = ʹ ቀ ஛మ+ଵଶሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ (�̅୔మ୔ర…୔మk + �̅୔భ୔య…୔మk−భ) + Ͷ ቀ ஛ሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ �̅୔భ୔మ୔య…୔మk 

 

□ 

再證明奇多邊形炻在性質 5.2.2.中可發現封閉 n邊形的類拿破崙多邊形存在有向面積不變

量ˤ相較偶多邊形炻奇多邊形的有向面積定值由ˬ奇數頂點所構ㆸ多邊形˭xˬ偶數頂點所構

ㆸ多邊形˭xˬ原多邊形˭ẍ及一個校㬋枭ˬ∆�૚�૛�૛�+૚˭所組ㆸˤ 

 性質 5.2.2. 在奇多邊形PଵPଶ … Pଶ୩+ଵ中Ȑk ∈ ℕ; Pሺଶ୩+ଵሻ+୨ = P୨ȑ，自PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅邊上起依序向外、
內，作ʹk + ͳ個一組同向相似三角形ΔPଵPଶMଵ~ΔPଷPଶNଶ~ … ~ΔPଶ୩+ଵPଶ୩Nଶ୩~ΔPଶ୩+ଵPଵMଶ୩+ଵ，
再向內、外，作ʹk + ͳ個一組同向相似三角形ΔPଵPଶNଵ~ΔPଷPଶMଶ~ … ~ΔPଶ୩+ଵPଶ୩Mଶ୩~ΔPଶ୩+ଵPଵNଶ୩+ଵ。其中，MଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅，PଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ɉQଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ 且MଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ɊPଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅，則 

(1)若兩組異向相似，則�̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మn−భ୒మk୑మk+భ + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మn−భ୑మk୒మk+భ 

   = ʹ ቀ ஛మሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔మ୔ర…୔మk୔భ + ʹ ቀ ଵሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔భ୔య…୔మk+భ + ʹ ቀ ɉሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ (ʹ�̅୔భ୔మ୔య…୔మk+భ − �̅୔భ୔మ୔మk+భ) 

(2)若兩組同向相似，則�̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మn−భ୒మk୑మk+భ + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మn−భ୑మk୒మk+భ 

  = ʹ ቀ ஛మ+ଵଶሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ (�̅୔మ୔ర…୔మk୔భ + �̅୔భ୔య…୔మk+భ) + ʹ ቀ ɉሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ (ʹ�̅୔భ୔మ୔య…୔మk+భ − �̅୔భ୔మ୔మk+భ) 
證明. 

1.⃰ 證明ℑ組異向相似之情形ˤ如圖 22-1炻依據性質 5.2.1.有 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk୑మk+భ + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk୒మk+భ 

圖 21 偶多邊形同向相似 
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 = ଵଶ {∑ ቀ|x୑మi−భ x୒మiλ୑మi−భ λ୒మi| + |x୒మi x୑మi+భλ୒మi λ୑మi+భ|ቁ୩୧=ଵ + ૛�+૚ۻܠ| ૛�+૚ۻܡ૚ۻܠ ૚ۻܡ |} 
 + ଵଶ {∑ ቀ|x୒మi−భ x୑మiλ୒మi−భ λ୑మi| + |x୑మi x୒మi+భλ୑మi λ୒మi+భ|ቁ + ૛�+૚ۼܠ| ૛�+૚ۼܡ૚ۼܠ ૚ۼܡ |୩୧=ଵ } 
 = [ቀ ஛ଵ+஛ቁଶ + Ɋଶ] {∑ ቀ|xଶ୧ xଶ୧+ଶλଶ୧ λଶ୧+ଶ|ቁ୩୧=ଵ + ૚ܠ| ૚ܡ૛ܠ  {|૛ܡ
 + [ቀ ଵଵ+஛ቁଶ + Ɋଶ] {∑ ቀ|xଶ୧−ଵ xଶ୧+ଵλଶ୧−ଵ λଶ୧+ଵ|ቁ୩୧=ଵ + ૛�+૚ܠ| ૛�+૚ܡ૚ܠ  {|૚ܡ
 + [ ஛ሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶ] {∑ ቀ|xଶ୧−ଵ xଶ୧λଶ୧−ଵ λଶ୧| + ʹ |xଶ୧ xଶ୧+ଵλଶ୧ λଶ୧+ଵ| + |xଶ୧+ଵ xଶ୧+ଶλଶ୧+ଵ λଶ୧+ଶ|ቁ୩୧=ଵ − ૛ܠ| ૛ܡ૛�+૚ܠ  {|૛�+૚ܡ

⊾簡⼴可得 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk୑మk+భ + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk୒మk+భ 

 = ʹ ቀ ஛మሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔మ୔ర…୔మk୔భ + ʹ ቀ ଵሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ �̅୔భ୔య…୔మk+భ + ʹ ቀ ɉሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ (ʹ�̅୔భ୔మ୔య…୔మk+భ − �̅୔భ୔మ୔మk+భ) 

2.證明方法與性質 5.2.1.相同炻可得ℑ組同向相似之情形炷圖 22-2炸 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk୑మk+భ + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk୒మk+భ 

 = ʹ ቀ ஛మ+ଵଶሺଵ+஛ሻమ + Ɋଶቁ (�̅୔మ୔ర…୔మk୔భ + �̅୔భ୔య…୔మk+భ) + ʹ ቀ ɉሺଵ+஛ሻమ − Ɋଶቁ (ʹ�̅୔భ୔మ୔య…୔మk+భ − �̅୔భ୔మ୔మk+భ) 

 

□ 

 應用性質 5.2.1.與性質 5.2.2.可ẍ推得各邊構造特殊ᶱ角形的情形ˤ 

 推論 5.2.1. 在多邊形PଵPଶ … P୬中，若依序取各邊中點Dଵ，再依序連接而成的中點多邊形DଵDଶ … D୬，則其有向面積 

(1)若PଵPଶ … P୬為偶邊形，則�̅ୈభୈమ…ୈn = ଵସ (�̅PʹPͶ…Pn + �̅PͳP͵…Pn−ͳ) + ଵଶ (�̅PͳPʹP͵…Pn) 

圖 22-1 
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(2)若PଵPଶ … P୬為奇邊形，則�̅ୈభୈమ…ୈn = ଵସ (�̅PʹPͶ…Pn−ͳPͳ + �̅PͳP͵…Pn − �̅PͳPʹPn) + ଵଶ (�̅PͳPʹP͵…Pn) 

證明. Ẍሺɉ, Ɋሻ = ሺͳ,Ͳሻẋ入性質 5.2.1.與性質 5.2.2.即可證明ˤ 

□ 

 依據推論 5.2.1.有炻在↠n邊形中炻各邊中點連線所形ㆸ的中點多邊形面積℔式 ૚૛ (原ܖ 邊形面積) + ૚૝ +角星面積 ܖ)  (邊形面積ܖ角星形狀內部所圍 ܖ

 

推論 5.2.2. 若ሺɉ, Ɋሻ = ሺͳ, √ଷଶ ሻ，則可得在多邊形PଵPଶ … P୬中，依序在各邊向外、向內做正
三角形的類拿破崙多邊形，則其有向面積定值 

(1)若PଵPଶ … P୬為偶邊形，則 

 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మk−భ୒మk + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మk−భ୑మk = ʹ(�̅୔మ୔ర…୔n + �̅୔భ୔య…୔n−భ − �̅୔భ୔మ୔య…୔n) 

(2)若PଵPଶ … P୬為奇邊形，則 �̅୑భ୒మ୑య୒ర…୑మn−భ୒మk୑మk+భ + �̅୒భ୑మ୒య୑ర…୒మn−భ୑మk୒మk+భ 

 = ʹ(�̅୔మ୔ర…୔n−భ୔భ + �̅୔భ୔య…୔n − �̅୔భ୔మ୔య…୔n) + �̅୔భ୔మ୔n 

推論 5.2.3. 若ሺɉ, Ɋሻ = ሺɉ, √ɉሻ，則可得在多邊形PଵPଶ … P୬中，依序在各邊向外、向內做直
角三角形Ȑ等同以各邊為箏形或矩形的對角線依序作同向相似形ȑ的類拿破崙多邊形，則其

有向面積定值。 

圖 23-2 圖 23-1 
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□ 

6.⸛面ᶲ任意點與類拿破崙多邊形頂點所構ㆸ的ᶱ角形的有向面積定值 

 前一節炻ㆹ們證明了任意封閉 n邊形的ℑ個類拿破崙多邊形的有向面積不變量ˤㆹ們觀

察到坐標M୧(x୑i , λ୑i)與N୧ሺx୒i , λ୒iሻ℟有對稱性炻所ẍㆹ們嘗試討論是否還有℞他的有向面積
定值？於是炻ㆹ們在⸛面ᶲ任意取 Q點炷圖形ℏ部ˣ邊ᶲˣ外部炸炻討論每一個ᶱ角形的有

向面積和∑ �̅∆୕୑i୒i .୬୧=ଵ 炻最⼴發現僅在同向相似時炻℞有向面積為不變量ˤ 

性質 6.1.1. 在n邊形PଵPଶ … P୬中Ȑn ∈ ℕ; P୬+୨ = P୨ȑ，自PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅邊上起依序向外、內，作n個
一組同向相似三角形ΔPଵPଶMଵ~ΔPଷPଶNଶ~ … ~ΔPଶ୩+ଵPଶ୩Nଶ୩~ΔPଶ୩+ଵPଵMଶ୩+ଵ，再向內、外，作n個
一組同向相似三角形ΔPଵPଶNଵ~ΔPଷPଶMଶ~ … ~ΔPଶ୩+ଵPଶ୩Mଶ୩~ΔPଶ୩+ଵPଵNଶ୩+ଵ。其中，MଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ PଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅，PଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ɉQଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅̅ 且MଵQଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ɊPଵPଶ̅̅ ̅̅ ̅。若在平面上任取一點Q，則有向面積 

∑ �̅∆୕୑i୒i .୬
୧=ଵ = (ͳ − ɉͳ + ɉ) �̅୔భ୔మ…୔n 

證明. 

如圖 25炻依據性質 5.1.1.有 

 ∑ �̅∆୕୑i୒i .୬୧=ଵ  

 = ଵଶ ∑ | x x୫i x୬i     xλ λ୫i λ୬i     λ |୬୧=ଵ  

圖 24-1 ẍ各邊為對角線的箏形 
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圖 24-2 ẍ各邊為對角線的矩形 
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 = ଵଶ ∑ {x [ሺଵ−஛ሻሺ୷i−୷i+భሻଵ+஛ − ʹɊሺx୧+ଵ − x୧ሻ] + λ [ሺଵ−஛ሻሺ୶i+భ−୶iሻଵ+஛ − ʹɊሺλ୧+ଵ − λ୧ሻ]}୬୧=ଵ  

 + ଵଶ ∑ { ଵሺଵ+஛ሻమ [ሺx୧ + ɉx୧+ଵሻሺλ୧+ଵ + ɉλ୧ሻ − ሺx୧+ଵ + ɉx୧ሻሺλ୧ + ɉλ୧+ଵሻ]}୬୧=ଵ  

 + ଵଶ ∑ {Ɋଶ[ሺλ୧+ଵ − λ୧ሻሺx୧+ଵ − x୧ሻ − ሺλ୧+ଵ − λ୧ሻሺx୧+ଵ − x୧ሻ]}୬୧=ଵ  

 + ଵଶ ∑ { ஜଵ+஛ [ሺx୧ + ɉx୧+ଵሻሺx୧+ଵ − x୧ሻ + ሺλ୧+ଵ + ɉλ୧ሻሺ λ୧+ଵ − λ୧ሻ + ሺx୧+ଵ + ɉx୧ሻሺx୧+ଵ − x୧ሻ +୬୧=ଵሺλ୧ + ɉλ୧+ଵሻሺλ୧+ଵ − λ୧ሻ]} 

注意到 ∑ ሺx୧+ଵ − x୧ሻ୬୧=ଵ = Ͳ 且 ∑ ሺλ୧+ଵ − λ୧ሻ୬୧=ଵ = Ͳ 

所ẍ 

 ∑ �̅∆୕୑i୒i .୬୧=ଵ  

 = ଵଶ ∑ (ଵ−஛మ)ሺଵ+஛ሻమ ሺx୧λ୧+ଵ − x୧+ଵλ୧ሻ୬୧=ଵ  

 = ቀଵ−஛ଵ+஛ቁ × ଵଶ ∑ |x୧ x୧+ଵλ୧ λ୧+ଵ|୬୧=ଵ  

 = ቀଵ−஛ଵ+஛ቁ �̅୔భ୔మ…୔n 

□ 

推論 6.1.1. 在n邊形PଵPଶ … P୬中，若各邊上的中垂線有n − ͳ條交於一點O，則n條中垂線
交於一點。 

證明. 依據性質6.1.1.得∑ �̅∆୓୑i୒i .୬୧=ଵ = ቀଵ−஛ଵ+஛ቁ �̅୔భ୔మ…୔n = Ͳ炻又因為已知∑ �̅∆୓୑i୒i .୬−ଵ୧=ଵ = Ͳ炻
所ẍ∆OM୬N୬ = Ͳˤ因㬌炻第 n個邊的中垂線必忂過O點ˤ 

□ 

陸ˣ討論                                                      

本研究與過去ℐ國科展作品或學者研究的主要差異在於烉 

炷1炸構造法的不同烉ㆹ們㍉用外ℏ炷ℏ外炸交錯的方式操作構ㆸ類拿破崙多邊形炻忁樣

的多邊形與傳統拿破崙多邊形完ℐ不同炻因㬌本文發現的性質皆為新的研究ㆸ果ˤ 

炷2炸類拿破崙四邊形℟有一般性烉許翰翔炷2013炸研究ẍ傳統構作方式炷ℐ部向外或ℐ

...
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部向ℏ炸所構作拿破崙四邊形並ˬ不℟一般性 炻˭例如烉原四邊形為等腰梯形炻則結果四邊形

為鳶形[4]ˤ然而炻本研究的類拿破崙四邊形皆為ˬ⸛埴四邊形 炻˭㬌外ㆹ們也將原多邊形推

廣军任意↠四邊形ˣ↡四邊形ˣ8字形炻甚军是任意 n邊形ˤ 

炷3炸有向面積不變量烉關於傳統拿破崙多邊形面積不變量在吳躍生炷2007炸的研究已經

給↢一般⊾結果[1]炷注意到烉該研究的拿破崙多邊形與本研究的類拿破崙多邊形本質不同炸炻

但吳躍生的研究僅討論ℑ組異向相似的情形ˤ本研究的類拿破崙多邊形則同時討論ˬ異向相

似˭與ˬ同向相似˭的有向面積不變量ˤ 

柒ˣ結論                                                      

一ˣᶱ角形的類拿破崙多邊形有向面積定值與性質 

炷一炸多邊形性質與有向面積不變量 

ㆹ們發現任意∆ABC邊ᶲ依序向外ˣ向ℏˣ向外炷向ℏˣ向外ˣ向ℏ炸作同向相似ᶱ角形
所形ㆸ的ℑ個類拿破崙ᶱ角形炻℞有向面積定值為ˬ不變量 烉˭ �̅∆۲۳۴ + ۺ۸۹∆̅� = ૛ܖܕ ሺહ�ܗ� + ઺ሻ ۰۱ۯ∆̅� = ૛ ( ૃሺ૚ + ૃሻ૛ − ૄ૛)  ۰۱ۯ∆̅�

㬌ℑ個類拿破崙ᶱ角形與∆ABC頂點A可形ㆸˬ ⸛埴四邊形 炻˭定義為類拿破崙⸛埴四邊形炻

℞有向面積定值為烉 �̅ۺ۸۹ۯ̅�+۲۳۴ۯ = ૝ܖܕ ሺહ�ܗ� + ઺ሻ�̅∆۰۱ۯ = ૝ ( ૃሺ૚ + ૃሻ૛ − ૄ૛)  ۰۱ۯ∆̅�

 再討論特殊⊾炻由㬋ᶱ角形構造的類拿破崙ᶱ角形炻也就是取值

(m, n, Ƚ, Ⱦሻ = ሺͳ,ͳ,͸Ͳ°, ͸Ͳ°ሻ／(ɉ,  Ɋ) = ሺͳ, √ଷଶ ሻ 的情形炻可得到 �̅∆۲۳۴ + ۺ۸۹∆̅� =  ۰۱ۯ∆̅�−

同時再取㬋ᶱ角形的外心形ㆸ另外ℑ個類拿破崙ᶱ角形炻同樣有面積不變量 �̅∆۵۶۷∆̅�+�ۼۻ = − ૚૜  ۰۱ۯ∆̅�

炷Ḵ炸對偶性 

↮別將前面四個類拿破崙ᶱ角形的頂點與原∆ABC的頂點 A 可形ㆸ四個⸛埴四邊形炻定義

⸛埴四邊形ADEF為第ɚ型ˣ⸛埴四邊形AGHI為第ɛ型ˣ⸛埴四邊形AJKL為第ɜ型ˣ⸛埴四
邊形AMNP為第ɝ型ˤ 
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ㆹ們發現第ɚ型與第ɝ型相互對偶ˣ第ɛ型與第ɜ型相互對偶炻℞中向ˬ 外 與˭向ˬ ℏ˭

為對偶元素炻ˬ 頂點˭與ˬ外心˭互為對偶元素ˤ 

在本研究中炻還可ẍ推廣對偶到由任意相似ᶱ角形所構造的類拿破崙多邊形之情形炻當Ƚ + Ⱦ = ͻͲ°炻則⸛埴四邊形ADEF ≅⸛埴四邊形JKLAˤ 

Ḵˣ四邊形的類拿破崙多邊形有向面積定值與性質 

許翰翔炷2013炸研究所構作拿破崙結果四邊形並ˬ不℟一般性˭[4]炻然而炻本研究改變

構造方式得到ˬ類拿破崙四邊形˭則℟有一般性炻無論原多邊形為↠四邊形ˣ↡四邊形或 8

字形炻由同向相似ᶱ角形所構作的類拿破崙四邊形皆為⸛埴四邊形！ 

類拿破崙⸛埴四邊形有向面積定值為 �̅۳۴۵۶+�̅۷۸۹ۺ = ૝ܖܕ ሺહ�ܗ� + ઺ሻ�̅۰۱۲ۯ = ૝ ( ૃሺ૚ + ૃሻ૛ − ૄ૛)  ۰۱۲ۯ̅�

同樣的炻ㆹ們也發現對偶條件炻若Ƚ + Ⱦ = ͻͲ°炻則⸛埴四邊形EFGH ≅⸛埴四邊形IJKL  ʕ

同時炻ㆹ們發現存在極值 ૝ܖܕ ሺહ�ܗ� + ઺ሻ ≤ ૚ 

 ℞中炻等號ㆸ立時炻若且唯若ሺȽ, Ⱦሻ = ሺͲ°, Ͳ°ሻ／ሺɉ, Ɋሻ = ሺͳ,Ͳሻ炻℞幾何意義就是退⊾為各
邊的中點ˤ 

ᶱˣ封閉 n邊形的類拿破崙多邊形 

炷一炸有向面積不變量 

在封閉的 n邊形PଵPଶ … P୬的邊ᶲPiPi+ଵ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅炻依據本研究的定義構造類拿破崙多邊形炻℞中ㆹ
們將ẍ喻德生的研究使用ሺɉ, Ɋሻ來定義相似ᶱ角形[6]炻並求↢ℑ個類拿破崙多邊形之頂點坐標炻

結果依舊存在ˬ有向面積不變量 烉˭ 

1.若PଵPଶ … P୬為偶邊形且ℑ組ᶱ角形異向相似炻則 

�૛ۼ૛�−૚ۻ…૝ۼ૜ۻ૛ۼ૚ۻ̅�  +  �૛ۻ૛�−૚ۼ…૝ۻ૜ۼ૛ۻ૚ۼ̅�

 = ૛ ቀ ૃ૛+૚૛ሺ૚+ૃሻ૛ + ૄ૛ቁ (�̅�૛�૝…�૛� + �̅�૚�૜…�૛�−૚) + ૝ ቀ ૃሺ૚+ૃሻ૛ − ૄ૛ቁ �̅�૚�૛�૜…�૛� 

利用對稱性炻可再得ℑ組ᶱ角形同向相似之結果 

2.若PଵPଶ … P୬為偶邊形且ℑ組ᶱ角形同向相似炻則 
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�૛ۼ૛�−૚ۻ…૝ۼ૜ۻ૛ۼ૚ۻ̅�  +  �૛ۻ૛�−૚ۼ…૝ۻ૜ۼ૛ۻ૚ۼ̅�

 = ૛ ቀ ૃ૛+૚૛ሺ૚+ૃሻ૛ + ૄ૛ቁ (�̅�૛�૝…�૛� + �̅�૚�૜…�૛�−૚) + ૝ ቀ ૃሺ૚+ૃሻ૛ − ૄ૛ቁ �̅�૚�૛�૜…�૛� 

3.若PଵPଶ … P୬為奇邊形且ℑ組ᶱ角形異向相似炻則 

૛�+૚ۻ�૛ۼ૚−ܖ૛ۻ…૝ۼ૜ۻ૛ۼ૚ۻ̅�  +  ૛�+૚ۼ�૛ۻ૚−ܖ૛ۼ…૝ۻ૜ۼ૛ۻ૚ۼ̅�

  = ૛ ቀ ૃ૛ሺ૚+ૃሻ૛ + ૄ૛ቁ �̅�૛�૝…�૛��૚ + ૛ ቀ ૚ሺ૚+ૃሻ૛ + ૄ૛ቁ �̅�૚�૜…�૛�+૚ + ૛ ቀ ૃሺ૚+ૃሻ૛ − ૄ૛ቁ (૛�̅�૚�૛�૜…�૛�+૚ − �̅�૚�૛�૛�+૚) 

4.若PଵPଶ … P୬為奇邊形且ℑ組ᶱ角形同向相似炻則 

૛�+૚ۻ�૛ۼ૚−ܖ૛ۻ…૝ۼ૜ۻ૛ۼ૚ۻ̅�  +  ૛�+૚ۼ�૛ۻ૚−ܖ૛ۼ…૝ۻ૜ۼ૛ۻ૚ۼ̅�

 = ૛ ቀ ૃ૛+૚૛ሺ૚+ૃሻ૛ + ૄ૛ቁ (�̅�૛�૝…�૛��૚ + �̅�૚�૜…�૛�+૚) + ૛ ቀ ૃሺ૚+ૃሻ૛ − ૄ૛ቁ (૛�̅�૚�૛�૜…�૛�+૚ − �̅�૚�૛�૛�+૚) 

炷Ḵ炸應用 

考慮ሺɉ, Ɋሻ不同取值時炻可ẍ得到特殊情形炻例如烉ሺɉ, Ɋሻ = ሺͳ,Ͳሻ炻則可得中點多邊形面
積℔式烊 (ɉ,  Ɋ) = ሺͳ, √ଷଶ ሻ 炻則可得由㬋ᶱ角形構造的類拿破崙多邊形有向面積定值烊(ɉ,  Ɋ) = ሺɉ, √ɉሻ 炻則可得由直角ᶱ角形構造的類拿破崙多邊形有向面積定值ˤ 

四ˣ⸛面任意點與類拿破崙多邊形頂點形ㆸ的ᶱ角形 

在⸛面ᶲ任意取 Q點炻討論每一個ᶱ角形的有向面積和∑ �̅∆୕୑i୒i .୬୧=ଵ 炻研究發現僅在同向

相似時炻℞有向面積為不變量烉 

∑ �̅∆୕୑i୒i
୬

୧=ଵ = (ͳ − ɉͳ + ɉ) �̅୔భ୔మ…୔n 

 應用前式可推得n邊形的外心定理炻也就是ˬ 若各邊ᶲ的中垂線有n − ͳ條交於一點炻則n條
中垂線必交於一點˭ʕ  
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Ȝ評語ȝ030419  

拿破崙多邊形為常見之科展研究題材。本作品考慮沿多邊形取

一內一外(或一外一內)之多邊形，所得之兩個多邊形之面積的定量

關係。此設定有創意，然發展性有限。未來可考慮取mod r之內外，

看是否能走出此類研究的新路。 
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