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層層相映 

摘要 

本文主要分為戓個部分 第㌶部分K注在㌶維直線㎝及琢維チ面㎝的各系統 算存活的最大

層數摠式探討，其中最有趣的是臨界值的角色，讓玩家能預鉎 戲的層數壽命〓第琢部分

K注在應用㎝，分為幾何鏡射作圖印證，及㎜維空間㎝的四面體系統延伸，へ果奧妙精彩〓 

壹↓ 研究動機 

數學 戲，是學習數學的好方法，在網路㎝，べ們看見許多 戲，發現∩數字方塊∧，這

個 戲很特鉙又有趣〓這個 戲有很多種玩法，有戓個角的差，並J差寫在其邊㎝ 或者是

戓個邊㎝的數字，等於其包夾的角……等，幾種玩法，べ們比較喜歡㎝述第琢種，並開始了

べ們的研究之路〓但這種 戲玩法只有玩四邊形，且每層數字的總和都相等，那㎜邊形↓五

邊形呢？又第琢層的數字總和，是否能不和第㌶層的總和相ﾘ？在玩的過程中，發現有的題

目很長命，也就是創造出很多層方塊，但有些很短命，方塊很快就結束了〓べ們希望能夠在

戲前，就能預知方塊壽命的層數，藉嘲濯先鉎定各ツ齡層較適合的玩法，並嘗試著推算出

其摠式，且證明它〓 

貳↓ ﾙ詞定義 

1. 系統第㌶層 初始所填的數字層 系統第琢層 接續 算得出的數字層 …嘲袪類推〓 

2. An↓Bn↓Cn↓Dn… 指第 n層的所有數字，其中 An判Bn判Cn判Dn…〓 

3. S 原始任意給定的組合中 A1↓B1↓C1↓D1…之數字總和〓 

4. ax+b 愰層相鄰戓數和為外層P應數 x的 a倍多 b，其中 a為>0之常數 b為常數〓也就

是數值 X的放大縮R或チ移〓 

5. へW層 若第 n層中的 An↓Bn↓Cn↓Dn…皆大於 0，則 層稱為へW層〓 

6. 失敗層 若第 n層中的 An↓Bn↓Cn↓Dn……，其中任㌶數判0，則 層稱為失敗層〓 

7. L 在給定的數字組合㎞，所能 算へW的最大層數〓 

8. T2↓T3↓T4… 各表示戓數↓㎜數↓四數…等的數字系統〓 

9. A1(L=n) 最大へW層數為 n的某系統中所P應的 A1值〓 

10.D(k,k+1) 為㌶個介於 A1(L=k)至 A1(L=k+1)的臨界值，即當㌶系統中 A1值判D(k,k+1)時，其

L值=k 若 A1值 D(k,k+1)時，其 L值=k+1〓 

11.D(k,k+2) 為㌶個介於 A1(Lk)至 A1(Lk+2)的臨界值，即當㌶系統中 A1值判D(k,k+2)時，其 L值

=k 若 A1值 D(k,k+2)時，其 L值=k+2〓 
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參↓ 研究目的 

㌶↓ 在 T2系統中，P任意 S的指定值，及初始的相異戓點，探討其 算層數及各層之間

的臨界值〓 

琢↓ 在 T3↓T4系統中，a=2↓b=0↓S為定值時，探討其 算層數及臨界值〓 

㎜↓ 在 T3↓T4系統中，愰層相鄰戓數為其外層P應數 X之 a倍多 b(a≠2，b為常數)↓各層

S不㌶定為ﾘ值時，探討其 算層數的摠式〓 

四↓ 在立體 T4系統中，J A1↓B1↓C1↓D1排へ袘四面體狀，愰層四面體的每㌶面㎝的㎜個

數字和等於P應外層頂點數值的㎜倍↓S為定值時，探討其 算層數的摠式〓 

五↓ ｢ S=180，a=2，利用幾何鏡射作圖印證 T3系統中的 算層數摠式〓 

 

肆↓ 研究過程與方法 

㌶↓ 實驗發想 

チ面系統的部分，べ們設計㌶個 戲，嘲 T=3(㎜個人)為例，其規則如㎞ 現在總共有錢 S元，

在第㌶回合中，べ們任意發給 A↓B↓C㎜個玩家各 A1↓B1↓C1元(A1+B1+C1=S)，而“開始進

行 戲〓在第琢回合當中，べ們的 戲必須 到嘲㎞的チ衡 A玩家與 B玩家所持有錢的總

數應為第㌶回合中 C玩家的2倍 A玩家與 C玩家所持有錢的總數應為第㌶回合中 B玩家的2

倍; B玩家與 C玩家所持有錢的總數應為第㌶回合中 A玩家的2倍〓而第㎜回合嘲㎝ 戲的方

法嘲袪類推，直到其中有㌶人錢數歸零或是負債， 戲就結束〓袪 戲的目的在於探討㌶開

始如何分配錢數而影響它所能玩的局數〓㤗“文⇒實驗琢⇔↓⇒實驗㎜⇔的結果，べ們ｻ嘲很

快的在㌶開始給定㎜者錢數“立即鉎斷袪 戲所能玩的局數〓舉例如㎞，如圖(1)~(5)  
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嘲 S=180，為例  

A↓B↓C㎜人， 

各出任意錢數〓 

如圖(1)↓(2)  

如圖(3)，愰層戓

數和為P應外層

數的 2倍，例

如 40+60=50*2 

圖(1)                          圖(2)                        圖(3) 
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J + + 2A1+2B1+2C1=180 

.得 A1+B1+C1=90......  

 唳入 ，得 B2=60 

 唳入 ，得 A2=40 

 唳入 ，得 C2=80 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

嘲㎞是べ們㌶開始嘗試向愰推演的方法，如圖(6)  

{A態 + B態 = のど × に……A態 + C態 = はど × に……B態 + C態 = ばど × に……  

 

べ們ｻ嘲如預期得出結果，但必須㌶層層往愰算，很麻煩，最好能有個初始值與層數的關係

式ｻ嘲在㌶開始給定初始值時，就㤗袪關係式推得ｻ玩的最多層數〓雖然在給初始值“ｻ㌶

層層的算㎞去，但當初始值改變時，べ們就必須重新計算，非常不方便，べ們想要找到那個

範圍的臨界值，再藉㤗㌶開始的 A1↓B1↓C1……落在那組臨界值不等式範圍愰，而能袘確的

預鉎袪組初始值ｻ玩的最大層(局)數是多少層(局)〓㤗於 T3牽涉㎜個數較麻煩，べ們決定從較

簡單的 T2系統開始嘗試〓 

琢↓ 研究架構 
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不斷重複第琢層之規則〓如圖(4)  

圖(4)                       圖(5)                         圖(6) 

袪數<0，因袪第四層為失敗層〓如圖(5)  
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㎜↓ 在 T2↓T3↓T4系統中，S是定值↓a=2，的實驗與定理探討 

(㌶)實驗㌶ 在 T2系統㎝，P任意 S的指定值，及初始的相異戓點，計算出其 

    算層數的摠式，並X嘲證明〓 

在 T2系統中，他不像 T3系統的規則∩愰層相鄰戓數和為外層P應數的戓倍∧，而因 T2系統每

層只有戓數，在不失規’的前提㎞ T2系統的規則是∩愰層數與外層的和為另㌶外層的戓倍∧，

例如，如圖(8)，A2+B1=2A1，及 B2+A1=2B1，其餘類推〓袪規則又恰好是數字愰外的鏡射，例

如，在數線㎝｢ S=100，如圖(7)，第㌶層 A1=45↓B1=55，第琢層的｢法為分鉙嘲 A1↓B1為P

稱中心，｢得P稱點為 A2=35↓B2=65，如圖(8)，(P每㌶局べ們都嗤 Am<Bm)接㎞來如圖(9)，

得 A3=5↓B3=95，最“如圖(10)，第四層即為失敗層，因為 A4=-85<0 戲結束〓設 T2系統中 S

等於 100，べ們利用實驗的規則J其唳數Ì(嘲 A1=45↓B1=55為例)  

第㌶層 A1=45↓B1=55，如圖(7)  

 

 

第琢層，如圖(8)  

 

 

第㎜層，如圖(9)  

 

 

 

第四層，如圖(10) 失敗層 

 

 

 

。第四層中的 A4<0，B4>100，、T2系統(A1=45，B1=55)的 L值為 3，簡稱 L3〓反過來說，在這 S=100

的 T2系統中，㌶定有很多不ﾘ的 A1↓B1ｻ 到 L3，也有很多不ﾘ的 A1↓B1ｻ 到 L4，又 A1判B1，

當確定 A1“ B1即ｻ確定，因袪接㎞來べ們要找尋的是 L3 和 L4之間的臨界值 A1，簡稱 D(3，4)，

到袪べ們不禁要問，哪些範圍愰的 A1↓B1 戲到第四層必定會失敗呢？接㎞來べ們要探討 T2

系統的臨界值〓嘲㎞是べ們的發現  

發現㌶ 在 T2系統中，當べ們發現某戓連續層的臨界值 A1時，當㎞的每㌶へW層的 An皆為

前面連續層的臨界值〓例如 在 S=100，從 0到 100的範圍中，假設存在㌶種組合

其 L=5，且 算過程 A6=0，B6=100，則 D(5，6)=A1，D(4，5)=A2，D(3，4)=A3，D(2，

3)=A4，D(1，2)=A5……〓 

圖(7) 0 100 45 55 

O S 
A1 B1 

0 100 35 65 55 45 

O S 
A2 B2 B1 A1 

0 100 35 65 95 5 55 45 

O S 
A2 B2 B3 A3 B1 A1 

0 100 35 65 95 5 55 45 

O S 
A2 B2 B3 A3 B1 A1 

圖(9) 

圖(10) 

圖(8) 

嘲 T2系統(A1=ねね 替苔，B1=のの 泰苔)為例  
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第㌶層 A1=ねね 替苔↓B1=のの 泰苔，如圖(11)  

                                                                

 

第琢層 A2=A1-(B1-A1)=2A1-B1=ぬぬ 怠戴↓B2=B1+(B1-A1)=2B1-A1=はは 態戴 ，如圖(12)  

 

 

 

第㎜層 A3=A2-(B2-A2)=2A2-B2=0↓B3=B2+(B2-A2)=2B2-A2=100...失敗層，如圖(13)  

 

 

 

A1=ねね 替苔為 D(2，3)的臨界值，因為在第㎜層中出現了 A3=0↓B3=100，ﾘ時也印證 D(1，2)=  

33
怠戴=A2，其餘嘲類似方法ｻ推得〓 

嘲唳數式計算出任意組合的 L值“，べ們嘗試推斷出 T2系統 S等於 100狀況㎞，關於任意 L

所P應 A1值與臨界值之摠式〓 

べ們先J L<6的臨界值列舉出來   

D(1，2)=33
怠戴       D(2，3)=44

替苔      D(3，4)=48
替態胎      D(4，5)=49

戴怠腿怠    D(5，6)=49
怠苔戴態替戴    

D(6，7)=49
滞態苔胎態苔     .D(7，8)=49

態怠戴胎態怠腿胎    

觀察嘲㎝臨界值的列表，べ們有嘲㎞的發現  

發現琢 D(L-1，L)的臨界值與 D(L-2，L-1)的臨界值的差為 33
怠戴的(

怠戴�−鉄)倍，如表(1): 

L D(L-1，L)的臨界值 D(L-2，L-1)的臨界值 戓者之差 摠式解 

3 44
替苔 33

怠戴 などどひ  33
怠戴( 怠戴典−鉄)= 怠待待苔  

4 48
替態胎 44

替苔 などどにば  33
怠戴( 怠戴填−鉄)= 怠待待態胎  

5 49
戴怠腿怠 48

替態胎 などどぱな  33
怠戴( 怠戴天−鉄)= 怠待待腿怠  

6 49
怠苔戴態替戴 49

戴怠腿怠 などどにねぬ 33
怠戴( 怠戴展−鉄)= 怠待待態替戴 

7 49
滞態苔胎態苔 49

怠苔戴態替戴 などどばにひ 33
怠戴( 怠戴店−鉄)= 怠待待胎態苔 

8 49
態怠戴胎態怠腿胎 49

滞態苔胎態苔 などどになぱば 33
怠戴( 怠戴添−鉄)= 怠待待態怠腿胎 

表(1) 

圖(11) 

圖(13) 

圖(12) 
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根據⊃發現琢∪，べ們發現相鄰戓臨界值的差為㌶等比數列，摠比為
怠戴，べ們利用這項規’，

得出嘲㎞的定理  

定理㌶ 若 L=n，在 T2系統中，｢ S=100，a=2，並置放於數線㎝ 0至 100之間，則 D(n-1，n)- 

D(n-2，n-1)為㌶摠比為
怠戴，首項為 33

怠戴的等比數列，推得臨界值級數為 33
怠戴 岫岾怠戴峇待 + 岾怠戴峇怠 +⋯+ 岾怠戴峇岫n−態岻)，n半 に，經過整理，得到 n(n為任意指定的最大層數)所P應 A1值與臨

界值之不等式範圍為 のど岫な − 岾怠戴峇岫n−怠岻岻 <A1判 のど岫な − 岾怠戴峇�岻 
接著，べ們試著J摠式推展到 S=任意袘數，重複嘲㎝的實驗袽驟，べ們推理出了 S=任意袘數

的㌶般摠式  

定理琢 在 T2系統中，若 L=n，S=任意袘數，a=2時，則所P應 A1值與臨界值級數之不等式

範圍為
�態 岫な − 岾怠戴峇岫n−怠岻岻 <A1判 �態 岫な − 岾怠戴峇�岻 

推理出了㌶般式⊃定理琢∪“，べ們嘗試著嘲唳數式證明⊃定理琢∪，嘲㎞是べ們的證明過程  

べ們先推出 A1為任意數在任意層時 An值的摠式  

定理㎜ .An=A1-(S-2A1)-(3S-6A1)-(9S-18A1)……= A1-S+2A1-3S+6A1-9S+18A1…… 

べ們嘲等比和摠式J其Ì簡  

  An= ぬ岫�−怠岻A1- �態 岫ぬ岫�−怠岻 − な岻  ↓  Bn= ぬ岫�−怠岻B1- �態 岫ぬ岫�−怠岻 − な岻 
利用⊃發現㌶∪與⊃定理㎜∪，若⊃定理琢∪袘確，則臨界值

�態 岫な − 岾怠戴峇岫n−怠岻岻在⊃定理㎜∪中
L層 AL為 0，其中 L=n〓 

⊃定理㎜∪An= ぬ岫�−怠岻A1-
�態 岫ぬ岫�−怠岻 − な岻中 A1嘲

�態 岫な − 岾怠戴峇岫n−怠岻岻唳入  

An= ぬ岫�−怠岻岫�態 (な − 岾怠戴峇岫n−怠岻)岻-�態 岫ぬ岫�−怠岻 − な岻=�態 岫ぬ岫�−怠岻 − な岻- �態 岫ぬ岫�−怠岻 − な岻=0 

、An=0       故⊃定理琢∪
�態 岫な − 岾怠戴峇岫n−怠岻岻 <A1判 �態 岫な − 岾怠戴峇�岻へ立〓 

 

(琢)實驗琢 .在 T3系統中，當 A1↓B1↓C1皆為給定袘數，a=2時，計算出其 算層數的摠 

            式，並X嘲證明〓 

ﾘ㎝㌶個實驗，べ們先J S設定為 600，並試著J系統嘲唳數表示〓 

べ們觀察系統的規’性，J其用唳數式列出，嘲任意 T3系統 

(A1=165，B1=190，C1=245)為例  
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第㌶層 A1=165↓B1=190↓C1=245，如圖(14)  

第琢層 A2=A1+B1-C1=110↓B2=A1+C1-B1=220↓C2=B1+C1-A1=270，如圖(15)  

             

 

 

 

 

 

 

 

第㎜層 A3=A2+B2-C2=60↓B3= A2+C2-B2=160↓C3=B2+C2-A2=380，如圖(16)  

第四層 A4=A3+B3-C3=-160↓B4= A3+C3-B3=280↓C4=B3+C3-A3=480...失敗層，如圖(17)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

。第四層中的 A4R於 0，、T3系統(A1=165，B1=190，C1=245)的 L值為 3〓 

べ們利用㎝述的方法，試著求出袪系統的臨界值，嘲㎞是べ們的發現  

發現㎜ .A1↓B1↓C1皆為任意袘數的 T3系統中，若固定 B1，改變 A1值時，偶數層之 C值與奇

數層之 A值皆不變 若固定 A1，改變 B1值時，任意層之 B值皆不變〓(見電子檔附

件㌶) 

發現四 .A1↓B1↓C1皆為任意 袘數的 T3系統中，當 A1為臨界值時，(L+1)層之 A(L+1)值為 0，C(L+1)

值為 2BL〓 

嘲 T3系統(A1=160，B1=215，C1=225)為例  

 

 

圖(14)                            圖(15) 

-160 

 

圖(16)                                圖(17) 
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第㌶層 A1=160↓B1=215↓C1=225，如圖(18)  

第琢層 A2=A1+B1-C1=150↓B2= A1+C1-B1=170↓C2=B1+C1-A1=280，如圖(19)  

 

 

 

 

 

 

第㎜層 A3=A2+B2-C2=40↓B3= A2+C2-B2=260↓C3=B2+C2-A2=300，如圖(20) 

第四層 A4=A3+B3-C3=0↓B4= A3+C3-B3=80↓C4=B3+C3-A3=520...失敗層，如圖(21)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A1=160為 L=3與 L=4間的臨界值，在第四層中出現了 A4=0〓 

利用㎝文的⊃發現四∪，べ們J L<6的臨界值列舉出來  

D(1，2)=300-B1    D(2，3)=150     D(3，4)=375-B1      D(4，5)=187.5   D(5，6)=393.75-B1 

D(6，7)=196.875         D(7，8)=398.4375-B1              D(8，9)=199.21875 

觀察嘲㎝臨界值並列表，べ們得到嘲㎞的發現  

發現五 D(L-1，L)的臨界值當 L為奇數時，不｣ B1影響 D(L-1，L)的臨界值當 L為偶數時，

則會｣ B1影響(見電子檔附件琢) 

發現撝 D(L-1，L)的臨界值與 D(L-3，L-2)的臨界值的差在 B1為定值時(L=偶數)，(或 L=奇數，

B1為任意數)均為 150的(
怠態岫L−典岻)倍，如表(2)↓表(3): 

L D(L-1，L)的臨界值 D(L-3，L-2)的臨界值 戓者之差 摠式解 

4 375-B1 300-B1 75 150(
怠態填−典)=75 

6 393.75-B1 375-B1 18.75 150(
怠態展−典)=18.75 

8 398.4375-B1 393.75-B1 4.6875 150(
怠態添−典)=4.6875 

表(2) 

圖(18)                        圖(19) 

0 

圖(20)                        圖(21) 
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L D(L-1，L)的臨界值 D(L-3，L-2)的臨界值 戓者之差 摠式解 

5 187.5 150 37.5 150(
怠態天−典)=37.5 

7 196.875 187.5 9.375 150(
怠態店−典)=9.375 

9 199.21875 196.875 2.34375 150(
怠態纏−典)=2.34375 

表(3) 

根據⊃發現撝∪，べ們發現任意臨界值皆為㌶等比數列的和，べ們利用這項規’，得出嘲㎞的

定理  

定理四 在 T3系統中，S=600，a=2，L=n，當 n為奇數的臨界值級數 150岫岾怠替峇待 + 岾怠替峇怠 +⋯+岾怠替峇岫n−典鉄 岻)，經過整理，得到 A1值與臨界值之不等式為  

にどど岫な − 岫なに岻岫�−怠岻岻 < A怠 判 にどど岫に − 峭なに�嶌岻 − 稽怠 
而 n為偶數的臨界值級數為 300岫岾怠替峇待 + 岾怠替峇怠 +⋯+ 岾怠替峇岫n−鉄鉄 岻)- B1，經過整理，得到 A1

值與臨界值之不等式為  にどど岫に − 岫なに岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 < A怠 判 にどど岫な − 峭なに�嶌岻 
接㎞來，べ們試著J摠式推展到 S=任意袘數，重複嘲㎝的實驗袽驟，べ們推理出了 S=任意袘

數的㌶般摠式  

定理五 在 T3系統中， S=任意袘數，a=2時，L=n，當 n為奇數所P應 A1值與臨界值之不等

式範圍為
�戴 岫な − 岫怠態岻岫�−怠岻岻 < A怠 判 S戴 岫に − 岾怠態�峇岻 − 稽怠 

而 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  

                      
�戴 岫に − 岫怠態岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 < A怠 判 �戴 岫な − 岾怠態�峇岻 

J㌶般式⊃定理五∪推理出來“，べ們嘗試嘲唳數式證明⊃定理五∪，嘲㎞是べ們的證明過程  

當 L=n，べ們先推出 A1為任意袘數在任意層時 An↓Bn↓Cn值的摠式  

定理撝 A2=A1+B1-S↓B2=S-2B1  A3=A2+B2-S↓B3=S-2B2……，則 A2=A1+B1-S↓B2=S-2B1 A3=4A1-S↓

B3=-S+4B1 A4=8A1+8B1-5S↓B4=3S-8B1 A5=16A1-5S↓B5=-5S+16B1……，べ們嘲等比和

摠式J其Ì簡，得到嘲㎞撝式  

當 n為奇數時，An= に岫�−怠岻A1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻   ↓  Bn= に岫�−怠岻B1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻 
              Cn= に岫�−怠岻C1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻 



10 

 

當 n為偶數時，An= に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻↓Bn= に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻C1- �戴 岫に� − な岻 
Cn= に岫�−怠岻B1+に岫�−怠岻C1- �戴 岫に� − な岻 

利用⊃發現四∪與⊃定理撝∪，若⊃定理五∪袘確，則 n=奇數之臨界值
�戴 岫な − 岫怠態岻岫�−怠岻岻在⊃定

理五∪中第 n層 An為 0 L=偶數之臨界值
�戴 岫に − 岫怠態岻岫�−怠岻岻 − 稽1在⊃定理五∪中第 n層 An為 0〓

嘲㎞為 L=n=奇數之證明  

⊃定理撝∪ An= に岫�−怠岻A1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻中 A1嘲
�� 岫な − 岾怠態峇岫�−怠岻岻唳入  

AL= に岫�−怠岻(�� 岫な − 岾怠態峇岫�−怠岻岻)- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻    = �ぬ 岫に岫�−怠岻 − に岫�−怠岻 (なに)岫�−怠岻岻 − �ぬ 岫に岫�−怠岻 − な岻    = �ぬ 岫に岫�−怠岻 − に岫�−怠岻に岫−�+怠岻岻 − �ぬ 岫に岫�−怠岻 − な岻    = �ぬ 岫に岫�−怠岻 − に岫�−怠岻 − な + な岻 = ど 

、An=0  故當 n=奇數時⊃定理五∪
�戴 岫な − 岫怠態岻岫�−怠岻岻 < A怠 判 �戴 岫に − 岾怠態�峇岻 − 稽1へ立〓 

接㎞來為 L=n=偶數之證明  

⊃定理撝∪ AL= に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻中 A1嘲
�戴 岫に − 岫怠態岻岫�−怠岻岻 − 稽1唳入  

AL= に岫�−怠岻(�戴 岫に − 岫怠態岻岫�−怠岻岻 − 稽1)+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻    = �戴 岫に岫�−怠岻に − に岫�−怠岻に岫−�+怠岻岻 − に岫�−怠岻B1+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻    = �戴 岫に� − な岻- �戴 岫に� − な岻 = ど 

、An=0  故當 n=偶數時⊃定理五∪
�戴 岫な − 岾怠態峇n−態岻 <A1判 �� 岫な − 岾怠態峇�岻亦へ立〓 

 

(㎜)實驗㎜ 在 T4系統中，當 A1↓B1↓C1↓D1皆為任意袘數且 a=2時，計算出其 算層數 

            的摠式，並X嘲證明〓 

ﾘ㎝㌶個實驗，べ們先J S設定為 600，並試著J系統嘲唳數表示〓 

㌶開始，べ們始終無法找出解答，經過㌶段時間的嘗試，べ們得到嘲㎞的發現  

發現七 任意 T4系統中，戓不相鄰之值的和必須為 300(600的㌶半)，L值才ｻ 

        能大於 1〓(見電子檔附件㎜) 

べ們利用⊃發現七∪，並觀察系統的規’性，J其用唳數式列出，嘲任意 T4系統(A1=110，B1=145，

C1=155，D1=190)為例，。系統中戓不相鄰之值 A1↓D1的和 A1+D1=180，另外㌶組數 B1↓C1的
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和 B1+C1亦為 180、べ們推論其 L>1〓嘲㎞是べ們的計算過程 

第㌶層 A1=110↓B1=145↓C1=155↓D1=190，如圖(22)  

第琢層 A2=A1+B1-90=105↓B2=2C1-D2=115↓C2=2B1-A2=185↓D2=C1+D1-90=195，如圖(23)   

第㎜層 A3=2A1-90=70↓B3=2A2-A3=140↓C3=2D2-D3=160↓D3=2D1-90=230，如圖(24)  

 

 

 

 

 

 

 

第四層 A4=A3+B3-90=60↓B4=2C3-D4=80↓C4=2B3-A4=220↓D4=C3+D3-90=240，如圖(25)  

第五層 A5=2A3-90=-10↓B5=2A4-A5=130↓C5=2D4-D5=170↓D5=2D3-90=310...失敗層，如圖(26)  

 

                     

 

 

 

 

 

 

 

。第五層中的 A5R於 0，、T4系統(A1=110，B1=145，C1=155，D1=190)的 L值為 4〓 

べ們利用㎝述的方法，試著求出袪系統的臨界值，嘲㎞是べ們的發現  

發現揵 在 S=600的，T4系統中，當 A1為臨界值時，其(L+1)層之 A(L+1)為 0，B(L+1)與 C(L+1)為 150，

D(L+1)為 300〓 

嘲 T4系統(A1=131.25，B1=140，C1=168.75，D1=160)為例  

第㌶層 A1=131.25↓B1=140↓C1=168.75↓D1=160，如圖(27)  

第琢層 A2=A1+B1-150=121.25↓B2=2C1-D2=141.25↓C2=2B1-A2=158.75↓D2=C1+D1-150=178.75 

        ，如圖(28)  

 

-10 

圖(22)                        圖(23)                         圖(24) 

圖(25)                                 圖(26)   
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131.25 168.75 

160 140 

   圖(31)                                 圖(32) 

圖(27)                                       圖(28) 

圖(29)                                 圖(30) 

 

 

 

                     

 

 

 

 

 

 

第㎜層 A3=2A1-150=112.5↓B3=2A2-A3=130↓C3=2D2-D3=170↓D3=2D1-150=187.5，如圖(29)  

第四層 A4=A3+B3-150=92.5↓B4+=2C3-D4=132.5↓C4=2B3-A4=167.5↓ 

        D4=C3+D3-150=207.5，如圖(30)  

 

                     

 

 

 

 

 

 

 

第五層 A5=2A3-150=75↓B5=2A4-A5=110↓C5=2D4-D5=190↓D5=2D3-150=225，如圖(31)  

第撝層 A6=A5+B5-150=35↓B6=2C5-D6=115↓C6=2B5-A6=185↓D6=C5+D5-150=265，如圖(32)  

 

                    

 

 

 

 

 

 

131.25 168.75 

160 140 

141.25 

178.75 121.25 

158.75 

131.25 168.75 

160 140 

141.25 

178.75 121.25 

158.75 

170 112.5 

187.5 130 

131.25 168.75 

160 140 

141.25 

178.75 121.25 

158.75 

112.5 

130 

132.5 

207.5 

167.5 

170 

187.5 

92.5 
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0 

圖(33) 

第七層 A7=2A5-90=0↓B7=2A6-A7=70↓C7=2D6-D7=230↓D7=2D5-90=300...失敗層，如圖(33)  

 

                    

 

 

 

 

 

 

 

A1=131.25為 L=6與 L=7間的臨界值，在第七層中出現了 A7=0〓 

利用嘲㎝的⊃發現揵∪，べ們J L<10的臨界值列舉出來  

D(1，2)=150-B1   D(2，3)=75       D(3，4)=225-B1     D(4，5)=112.5 

D(5，6)=262.5-B1  D(6，7)=131.25    D(7，8)=81.25-B1   D(8，9)=131.25 

觀察嘲㎝臨界值的列表，べ們得到嘲㎞的發現  

發現九 D(L-1，L)(L為奇數)的臨界值與 D(L-3，L-2)的臨界值的差為 150的(
怠態岫L−迭鉄 岻)倍，如表(4)

D(L-1，L)(L為偶數)的臨界值與 D(L-3，L-2)的臨界值的差為 150的(
怠態岫L−鉄鉄 岻)倍，如表(5): 

L D(L-1，L)的臨界值 D(L-3，L-2)的臨界值 戓者之差 摠式解 

5 112.5 75 37.5 150(
怠態岫天−迭岻鉄 )=37.5 

7 131.25 112.5 18.75 150(
怠態岫店−迭岻鉄 )=18.75 

9 140.625 131.25 9.375 150(
怠態岫纏−迭岻鉄 )=9.375 

表(4) 

L D(L-1，L)的臨界值 D(L-3，L-2)的臨界值 戓者之差 摠式解 

4 225-B1 150-B1 75 150(
怠態岫填−鉄岻鉄 )=75 

6 262.5-B1 225-B1 37.5 150(
怠態岫展−鉄岻鉄 )=37.5 

8 281.25-B1 262.5-B1 18.75 150(
怠態岫添−鉄岻鉄 )=18.75 

表(5) 

根據⊃發現九∪，べ們發現任意臨界值皆為㌶等比數列的和，べ們利用這項規’，得出嘲㎞的
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定理  

定理七 在T4系統中，S=600，a=2，L=n，當 n為奇數的臨界值級數為 75岫岾怠態峇待 + 岾怠態峇怠 +⋯+ 岾怠態峇岫L−典鉄 岻)，
經過整理，得到 A1值與臨界值之不等式為  なのど岫な − 岫なに岻岾�−怠態 峇岻 < A怠 判 なのど岫に− 岫なに岻岾�−怠態 峇岻 − 稽怠 
當 n為偶數的臨界值級數為 150岫岾怠態峇待 + 岾怠態峇怠 +⋯+ 岾怠態峇岫L−鉄鉄 岻)，經過整理，得到 A1值與

臨界值之不等式為  なのど岫に − 岫なに岻岾�−態態 峇岻 − 稽怠 < A怠 判 なのど岫な − 岫なに岻岾�態峇岻 
接㎞來，べ們試著J摠式推展到 S=任意袘數，重複嘲㎝的實驗袽驟，べ們推理出了 S=任意袘

數的㌶般摠式  

定理揵 在 T4系統中， S=任意袘數，a=2，L=n時，當 n為奇數所P應 A1值與臨界值之不等

式範圍為              �ね 岫な − 岫なに岻岾�−怠態 峇岻 < A怠 判 �ね 岫に − 岫なに岻岾�−怠態 峇岻 − 稽怠 
       當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為                 �ね 岫に − 岫なに岻岾�−態態 峇岻 − 稽怠 < A怠 判 �ね 岫な − 岫なに岻岾�態峇岻 
J㌶般式⊃定理揵∪推理出來“，べ們嘗試嘲唳數的方式證明⊃定理揵∪，嘲㎞是べ們的證明

過程  

べ們先推出 A1為任意袘數在任意層時 A值的摠式  

定理九 當 n為奇數時，An= に岫�−迭鉄 岻
A1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻 ↓  Bn= に岫�−迭鉄 岻

B1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻 
                      Cn= に岫�−迭鉄 岻

C1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻 ↓  Dn= に岫�−迭鉄 岻
D1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻 

      當 n為偶數時，An= に岫�−鉄鉄 岻
A1+に岫�−鉄鉄 岻

B1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻↓Bn= に岫�−鉄鉄 岻
A1+に岫�−鉄鉄 岻

C1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 
            Cn= に岫�−鉄鉄 岻

B1+に岫�−鉄鉄 岻
D1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻↓Dn= に岫�−鉄鉄 岻

C1+に岫�−鉄鉄 岻
D1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 

利用⊃發現揵∪與⊃定理九∪，若⊃定理揵∪袘確，則 n=L=奇數之臨界值
�替 岫な − 岫怠態岻岾�−迭鉄 峇岻在⊃定

理揵∪中第 n層 An為 0 n=L=偶數之臨界值
�替 岫に − 岫怠態岻岾�−鉄鉄 峇岻 − 稽怠在⊃定理九∪中第 n層 An為 0〓

嘲㎞為 L=n=奇數之證明  

⊃定理九∪ An= に岫�−迭鉄 岻
A1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻中 A1嘲

�替 岫な − 岫怠態岻岾�−迭鉄 峇岻唳入  
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An= に岫�−迭鉄 岻
(
�替 岫な − 岫怠態岻岾�−迭鉄 峇岻)- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻 

   = �ね 岫に岫�−怠態 岻 − に岫�−怠態 岻 (なに)岫�−怠態 岻岻 −  �ね 岫に岾�−怠態 峇 − な岻    = �替 岫に岫�−迭鉄 岻 − に岫�−迭鉄 岻 − な + な岻 = ど     

、An=0  故 n=奇數時⊃定理揵∪
�替 岫な − 岫怠態岻岾�−迭鉄 峇岻 < A怠 判 �替 岫に − 岫怠態岻岾�−迭鉄 峇岻 − 稽怠へ立〓 

接㎞來為 L=n=偶數之證明  

⊃定理九∪ An= に岫�−鉄鉄 岻
A1+に岫�−鉄鉄 岻

B1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻中 A1嘲
�替 岫に − 岫怠態岻岾�−鉄鉄 峇岻 − 稽怠唳入  

An= に岫�−鉄鉄 岻
(
�替 岫に − 岫怠態岻岾�−鉄鉄 峇岻 − 稽怠)+に岫�−鉄鉄 岻

B1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻    = �替 岫に岫�−鉄鉄 岻に − に岫�−鉄鉄 岻岫怠態岻岾�−鉄鉄 峇岻 − に岫�−鉄鉄 岻
B1+に岫�−鉄鉄 岻

B1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻    = �替 岫に岾�鉄峇 − な岻- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 = ど        

、An=0  故 n=偶數時⊃定理揵∪
�替 岫に − 岫怠態岻岾�−鉄鉄 峇岻 − 稽怠 < A怠 判 �替 岫な − 岫怠態岻岾�鉄峇岻亦へ立〓 

四↓ 在 T3↓T4系統中，a=2，再J系統チ移 b單位的實驗與定理探討 

(㌶)實驗四 在 T3系統中，當愰層相鄰戓數為其外層P應數 X之 2倍多 b(b為 

            常數)時，計算出其 算層數的摠式，並X嘲證明〓 

完へ了嘲㎝的實驗與定理“，べ們突發奇想，若J T3系統中愰層相鄰戓數為其外層P應數 X

之 2倍再多 b(b為常數)時，其臨界值與 A1值的不等式為何？ 

べ們欲J圖(怢)的配置チ移 b單位，而へ圖(乙)配置  

 

 

 

 

 

 

已知 A1=A’1↓B1=B’1↓C1=C’1，S= A1+B1+C1=A’1+B’1+C’1，a=2↓b≠0，試求 A’2↓B’2↓C’2，計算如

㎞  

{B態 + 系態 = に畦怠 + b = に畦’怠 + b……A態 + 系態 = に稽怠 + b = に稽’怠 + b……A態 + 稽態 = に系怠 + b = に系’怠 + b……  

圖(怢) 

 
平移 b 

圖(乙) 
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 + + に岫A態 + 稽態 + C態岻 = にA’怠 + に稽’怠 + にC’怠 + ぬ決                                   A態 + 稽態 + C態  =  A’怠 + 稽’怠 + C’怠 + 戴態 決 ……  

 唳入 A2+2A’怠+b=A’怠 + 稽’怠 + C’怠 + 戴態 決 

A2=稽’怠 + C’怠 − A’怠 + 怠態決   即 A’2=稽’怠 + C’怠 − A’怠 + 怠態 決 

ﾘ理 B’2= 畦’怠 + C’怠 − B’怠 + 怠態 決     C’2= 畦’怠 + B’怠 − C’怠 + 怠態 決 

再重複前述袽驟，ｻ得 A’i↓B’i↓C’i，……，

其中 i=3↓4……n，如圖(34)  

べ們利用㎝述的方法，嘲 S=180為例，試著

算出袪系統的臨界值，嘲㎞是べ們求出的臨

界值，如表(6)，並注意在チ移的條件㎞，各

層的總和都不相ﾘ，愰層比外層多出
戴態b  

D(1，2)=89.75-B1        D(2，3)=44.75     

D(3，4)= 112.3125-B1      D(4，5)=56.125      

D(5，6)=118.046875-B1    D(6，7)=59.015625    

D(7，8)=119.50390625-B1 

表(6) 

觀察嘲㎝的臨界值，べ們發現袪系統之臨界值不へ等比級數，但各奇偶數項有等比關係べ們

試著嘲前面實驗證明的方式試推算出其摠式〓 

嘲㎞是べ們的過程  

利用前文所推出來的摠式，べ們得到  

A2=2A1+2B1-S+
長態↓B2=S-2B1+ 長態            A3=4A1-S+b↓B3=-S+4B1+b 

A4=8A1+8B1-5S+
戴長態↓B4=3S-8B1+ 戴長態         A5=16A1-5S+2b↓B5=-5S+16B1+2b…… 

べ們嘲等比和摠式J其Ì簡，得到嘲㎞撝式  

L D(L-1，L)的臨界值 D(L-3，L-2)的臨界值 戓者之差 

4 112.3125-B1 89.75-B1 22.5625 

5 56.125 44.75 11.375 

6 118.046875-B1 112.3125-B1 5.734375 

7 59.015625 56.125 2.890625 

8 119.50390625-B1 118.046875-B1 1.45703125 

圖(34) 



17 

 

定理十 當 n為奇數時，An= に岫�−怠岻A1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻+長岫�−怠岻態  

                      Bn= に岫�−怠岻B1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻+長岫�−怠岻態  

                      Cn= に岫�−怠岻C1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻+長岫�−怠岻態  

        當 n為偶數時，An= に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻 +
長岫�−怠岻態  

                      Bn= に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻C1- �戴 岫に� − な岻 +
長岫�−怠岻態  

                      Cn= に岫�−怠岻B1+に岫�−怠岻C1- �戴 岫に� − な岻 +
長岫�−怠岻態  

引用前文的發現，若㌶系統之 A1為任意臨界值，則其第 L+1層之 AL+1必為 0〓 

べ們要求出 n層(n為奇數)的最Rｻ能 A1值，而其值大於 D(n-1,n)〓根據㎝述的規’，在

An= に岫�−怠岻A1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻+長岫�−怠岻態 中假設 A1為㌶臨界值，則其 AL+1=0〓べ們得出  に岫�−怠岻A1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻+長岫�−怠岻態 =0 

接著，べ們嘗試解出式中的 A1，解得 A1=
�戴 岾な − 怠態�−怠峇 − 長岫�−怠岻態�  

則當指定㌶系統必須做到第 n層(n為奇數)時，其最R值大於
�戴 岾な − 怠態�−怠峇 − 長岫�−怠岻態� 〓 

然“，べ們試求指定第 n層(n為偶數)系統中的最大 A1值〓 

根據推論，若べ們要求出第 n層(n為偶數)之最大ｻ能 A1值，則其值等於 D(n,n+1) 因袪系統

中的 An+1必為 0，べ們Jに岫�−怠岻A1- �戴 岫に岫�−怠岻 − な岻+長岫�−怠岻態 =0中 n嘲(n+1)帶入，得出   に�A1- �戴 岫に� − な岻+長�態 =0 

べ們嘗試著J式中的 A1解出，解出如右的式子 A1=
�戴 岾な − 怠態�峇 − 長�態�+迭〓 

當 n為偶數時，其最大值等於
�戴 岾な − 怠態�峇 − 長�態�+迭〓 

接㎞來，べ們試求出指定能做出 n層(n為奇數)的最大 A1值〓 

根據前面的發現，推論出 n層(n為奇數)的最大 A1值為 D(n,n+1)，其 L+1層為 0〓 

利用這項推理，べ們若指定層數為 n(n為奇數)，要知 其最大ｻ能 A1值，則

An= に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻 +
長岫�−怠岻態 中 An=0，べ們J n嘲(n+1)唳入，得到  に�A1+に�B1- �戴 岫に�+怠 − な岻 +

長�態 =0 

㎞㌶袽，べ們嘗試解出式中 A1的值，解得 A1=
�戴 岾に − 怠態�峇 − 稽怠 − 長�態�+迭〓 

當 n為奇數時，其 A1最大值等於
�戴 岾に − 怠態�峇 − 稽怠 − 長�態�+迭〓 

最“，べ們試求指定第 n層(n為偶數)時系統的最Rｻ能 A1值〓 
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根據前面的發現與推理，べ們能得知袪系統的最Rｻ能 A1值大於 D(n-1,n)，而 

D(n-1,n)第 n層為 0〓 

利用這項推理，べ們若只指定層數為 n(n為偶數)，要知 其最Rｻ能 A1值，得到如右的式子に岫�−怠岻A1+に岫�−怠岻B1- �戴 岫に� − な岻=0 

べ們嘗試J A1解出，解得 A1=
�戴 岾に − 怠態�−怠峇 − 稽怠 − 長岫�−怠岻態� 〓 

當 n為奇數時，其 A1最R值大於
�戴 岾に − 怠態�−怠峇 − 稽怠 − 長岫�−怠岻態� 〓 

統整嘲㎝求出來的式子，べ們得到嘲㎞的摠式  

定理十㌶ 在 T3的 2X+b系統中，S=任意袘數，L=n，當 n為奇數所P應 A1值 與臨界值之不

等式範圍為  �ぬ峭な − なに�−怠嶌 − 決岫� − な岻に� < A怠 判 �ぬ峭に − なに�嶌 − 稽怠 − 決�に�+怠 

當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  �ぬ峭に − なに�−怠嶌 − 稽怠 − 決岫� − な岻に� < A怠 判 �ぬ峭な − なに�嶌 − 決�に�+怠 

 

(琢)實驗五 在 T4系統中，當愰層相鄰戓數為其外層P應數 X之 2倍多 b(b為 

            常數)時，計算出其 算層數的摠式，並X嘲證明〓 

完へ了 T3的 2X+b系統的部分，接㎞來べ們J他推展到 T4的 2X+b系統的部分，ﾘ⊃實驗四∪

的方法，べ們得出了嘲㎞的戓個定理  

定理十琢 當 n為奇數時，An= に岫�−迭鉄 岻
A1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻+長岫�−怠岻態  

                        Bn= に岫�−迭鉄 岻
B1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻+長岫�−怠岻態  

                        Cn= に岫�−迭鉄 岻
C1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻+長岫�−怠岻態  

                        Dn= に岫�−迭鉄 岻
D1- �替 岫に岾�−迭鉄 峇 − な岻+長岫�−怠岻態  

          當 n為偶數時，An= に岫�−鉄鉄 岻
A1+に岫�−鉄鉄 岻

B1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 +
長岫�−怠岻態  

                        Bn= に岫�−鉄鉄 岻
A1+に岫�−鉄鉄 岻

C1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 +
長岫�−怠岻態  

                        Cn= に岫�−鉄鉄 岻
B1+に岫�−鉄鉄 岻

D1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 +
長岫�−怠岻態  

  Dn= に岫�−鉄鉄 岻
C1+に岫�−鉄鉄 岻

D1- �替 岫に岾�鉄峇 − な岻 +
長岫�−怠岻態  
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定理十㎜ 在 T4的 2X+b系統中，S=任意袘數，a=2，L=n，當 n為奇數所P應 A1值 與臨界值

之不等式範圍為  �ね 岫な − 岫なに岻岾�−怠態 峇岻− 決岫� − な岻に� < Aな 判 �ね 岫に − 岫なに岻岾�−怠態 峇岻 − 稽怠 − 決�に�+な 
當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  �ね 岫に − 岫なに岻岾�−態態 峇岻 − 稽怠 − 決岫� − な岻に� < Aな 判 �ね 岫な − 岫なに岻岾�態峇岻− 決�に�+な 

 

五↓ 在 T3↓T4的 2X+b系統中，a=2，改へ a≠2，即J原始的系統作 a倍縮放，再チ移 b單

位的實驗與定理探討 

(㌶)實驗撝 在 T3系統中，當愰層相鄰戓數為其外層P應數 X之 a倍多 b(b為 

            常數)時，計算出其 算層數的摠式，並X嘲證明〓 

接著べ們又想，如果愰層相鄰戓數為其外層P應數 X之不為 2倍，再多 b(b為常數)時，其臨

界值與 A1值的不等式為何？ 

べ們欲J圖(丙)的配置縮放 a倍，再チ移 b單位，而へ圖(戊)配置   

 

 

 

 

 

 

已知 A1=A’1=A’’1↓B1=B’1=B’’1↓C1=C’1=C’’1，S= A1+B1+C1=A’1+B’1+C’1=A’’1+B’’1+C’’1，a≠2，試求 A’2↓

B’2↓C’2 

計算如㎞  

{B態 + 系態 = a畦怠 = a畦’怠……A態 + 系態 = a稽怠 = a稽’怠……A態 + 稽態 = a系怠 = a系’怠……  

+ + に岫A態 + 稽態 + C態岻 = aA’怠 + 欠稽’怠 + 欠C’怠                                  A態 + 稽態 + C態  = 銚態 岫A’怠 + 稽’怠 + C’怠岻……  

 唳入 A2+aA’怠+b=
銚態 岫A’怠 + 稽’怠 + C’怠岻  

           A2=
銚態 岫稽’怠 + C’怠 − A’怠岻   即 A’2=

銚態 岫稽’怠 + C’怠 − A’怠岻 

圖(丙) 

 
縮放 a 

 
平移 b 

圖(㍑) 圖(戊) 
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ﾘ理 B’2=
銚態 岫畦’怠 + C’怠 − B’怠岻       C’2=

銚態 岫畦’怠 + B’怠 − C’怠岻 
{B’態 + 系’態 = 欠畦’怠 + b = a畦’’怠 + b……A’態 + 系’態 = a稽’怠 + b = a稽’’怠 + b……A’態 + 稽’態 = a系’怠 + b = a系’’怠 + b……  

+ + に岫A’態 + 稽’態 + C’態岻 = aA’’怠 + 欠稽’’怠 + 欠C’’怠 + ぬ決                                  A’態 + 稽’態 + C’態  = 銚態 岫A’’怠 + 稽’’怠 + C’’怠岻 + 戴態 決……  

唳入 A’2+aA’’怠+b=
銚態 岫A’’怠 + 稽’’怠 + C’’怠岻 + 戴態 決  

           A’2=
銚態 岫稽’’怠 + C’’怠 − A’’怠岻 + 怠態 決   即 A’’2=

銚態 岫稽’’怠 + C’’怠 − A’’怠岻 + 怠態 決 

ﾘ理 B’’2=
銚態 岫畦’’怠 + C’’怠 − B’’怠岻 + 怠態決       C’’2=

銚態 岫畦’’怠 + B’’怠 − C’’怠岻 + 怠態 決 

再重複前述袽驟，ｻ得 A’’i↓B’’i↓C’’i，……，
其中 i=2↓3↓4……n，如圖(35)  

べ們利用㎝述的方法，嘲 S=180為例，試著

算出袪系統的臨界值，嘲㎞是べ們求出的臨

界值，如表(7)  

D(1，2)=89.875-B1     D(2，3)=44.90625      

D(3，4)= 112.4453125-B1 D(4，5)=56.220703125   

D(5，6)=118.10986328125-B1     

D(6，7)=59.0548095703125     

D(7，8)= 119.5273742675781-B1 

                                      表(7) 

觀察嘲㎝的臨界值，べ們發現袪系統之臨界值不へ等比級數，べ們試著嘲前面實驗證明的方式與

⇒實驗㎜⇔中推演的方法試推算出其摠式〓嘲㎞是べ們的過程  

利用前文所推出的唳數式，べ們嘗試J所有的式子皆嘲 A1↓B1↓S↓a和 b表示〓  

根據唳數式，べ們J C1嘲 S-A1-B1唳入，得到  

L D(L-1，L)的臨界值 D(L-3，L-2)的臨界值 戓者之差 

4 112.4453125-B1 89.875-B1 22.5703125 

5 56.220703125 44.90625 11.31445313 

6 118.10986328125-B1 112.4453125-B1 5.664550781 

7 59.0548095703125 56.220703125 2.834106445 

8 119.5273742675781-B1 118.10986328125-B1 1.417510986 

圖(35) 
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第琢層 A2=
銚態[A1+B1-(S-A1-B1)]+

長態=aA1+aB1-
叩態S+

但態↓B2=
銚態(S-2B1)+

長態=叩態S-aB1+
但態↓     

        C2=
銚態(B1+(S-A1-B1)-A1)+

長態=但態-aA1+
叩態S 

用㎝述的方法，べ們又得出了第㎜層的式子  

第㎜層 A3=a
2
A1-

銚鉄替 S+
但態(叩態+1)↓B3=a

2
B1-

銚鉄替 S+
但態(叩態+1)↓C3=

戴叩鉄替 S-a
2
A1-a

2
B1+

但態(叩態+1) 

觀察嘲㎝的式子，べ們嘗試推出 4~6層的 A4~A6  

第四層 A4=a
3
A1+a

3
B1-

泰銚典腿 S+
長態 岫銚鉄替 +

銚態+1) 

第五層 A5=a
4
A1+

泰銚填怠滞 S+
長態(銚典腿 +

銚鉄替 +
銚態+1) 

第撝層 A6=a
5
A1+a

5
B1-

態怠銚天戴態 S+
長態(銚填怠滞+銚典腿 +

銚鉄替 +
銚態+1) 

べ們J其唳入唳數式，並驗證了其袘確性〓 

接㎞來，べ們嘲等比級數J它Ì簡，得到  

定理十四 當 n為奇數時，An=欠�−怠畦怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻 
Bn=欠�−怠稽怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b (岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 ) 
Cn=欠�−怠系怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b(岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 ) 
Dn=欠�−怠経怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻 

          當 n為偶數時，An=欠�−怠畦怠 + 欠�−怠稽怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻 
Bn=欠�−怠畦怠 + 欠�−怠系怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻 
Cn=欠�−怠稽怠 + 欠�−怠経怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻 
Dn=欠�−怠系怠 + 欠�−怠経怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻 

引用前文的發現，若㌶系統之 A1為任意臨界值，則其第 L+1層之 AL+1必為 0〓 

べ們要求出第 n層(n為奇數)的最Rｻ能 A1值，㤗先前的實驗，べ們ｻ知其值大於 D(n-1,n)〓

根據㎝述的規’，An=欠�−怠畦怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻中假設 A1為㌶臨界值，則其 AL+1=0〓

べ們得出 欠�−怠畦怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻=0 

接著，べ們嘗試解出式中的 A1，解得 畦怠 = �戴 岾な − 怠態�−怠峇 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−迭−怠銚�−態∙銚�−迭岻 
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則當指定㌶系統必須做到第 n層(n為奇數)時，其最R值大於
�戴 岾な − 怠態�−怠峇 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−迭−怠銚�−態∙銚�−迭岻〓 

然“，べ們試求指定第 n層(n為偶數)系統中的最大 A1值〓 

若べ們要求出第 n層(n為偶數)之最大ｻ能A1值，㤗前文的實驗，べ們推知其值等於 D(n,n+1)

因袪系統中的 An+1必為 0，べ們J An=欠�−怠畦怠 − (態�−迭−怠)∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻中的 

An嘲 0唳入，n嘲(n+1)唳入，得出 欠�畦怠 − 岫態�−怠岻∙銚�態�∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−怠銚−態 岻=0 

べ們嘗試著J試中的 A1解出，解出㎞列的式子 畦怠 = �戴 岾な − 岫怠態岻�峇 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−怠銚�+迭−態∙銚�岻〓 

當 n為偶數時，其最大值等於
�戴 岾な − 岫怠態岻�峇 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−怠銚�+迭−態∙銚�岻〓 

接㎞來，べ們試求出指定能做出 n層(n為奇數)的最大 A1值〓 

べ們要求出 n層(n為奇數)的最大ｻ能 A1值，㤗先前的實驗，べ們ｻ知其值等於 D(n,n+1)，據

袪，べ們推論出 其 L+1層之 AL+1為 0〓 

利用這項推理，べ們若指定層數為 n(n為奇數)，要知 其最大ｻ能 A1值，則 

An=欠�−怠畦怠 + 欠�−怠稽怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻中 An嘲 0唳入，n嘲(n+1)唳入，べ們得到  欠�畦怠 + 欠�稽怠 − (態�+迭−怠)∙銚�態�∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−怠銚−態 岻=0 

㎞㌶袽，べ們嘗試解出式中 A1的值，解得 畦怠 = �戴 岾に − 怠態�峇 − 稽怠 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−怠銚�+迭−態∙銚�岻〓 

當 n為奇數時，其 A1最大值等於
�戴 岾に − 怠態�峇 − 稽怠 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−怠銚�+迭−態∙銚�岻〓 

最“，べ們試求指定 n層(n為偶數)時系統的最Rｻ能 A1值〓 

根據前面的發現與推理，べ們能得知袪系統的最Rｻ能 A1值大於 D(n-1,n)，因袪其第 n層之

An為 0〓 

利用這項推理，べ們若只指定層數為 n(n為偶數)，要知 其最Rｻ能 A1值，則 

An=欠�−怠畦怠 + 欠�−怠稽怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻中 An嘲 0唳入，べ們得到  欠�−怠畦怠 + 欠�−怠稽怠 − 岫態�−怠岻∙銚�−迭態�−迭∙戴 S + b岫岫�鉄岻�−迭−怠銚−態 岻=0 

べ們嘗試J式中 A1解出，解得 畦怠 = �戴 岾に − 怠態�−怠峇 − 稽怠 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−迭−怠銚�−態∙銚�−迭岻〓 

當 n為奇數時，其 A1最R值大於 

�戴 岾に − 怠態�−怠峇 − 稽怠 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−迭−怠銚�−態∙銚�−迭岻〓 
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統整嘲㎝求出來的式子，べ們得到嘲㎞的摠式  

定理十五 在 T3的 aX+b系統中，S=任意袘數，L=n，當 n為奇數所P應 A1值 

  與臨界值之不等式範圍為  

        
�戴 岾な − 怠態�−怠峇 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−迭−怠銚�−態∙銚�−迭岻 < A怠 判 �戴 岾に − 怠態�峇 − 稽怠 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−怠銚�+迭−態∙銚�岻 
  當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  

       
�戴 岾に − 怠態�−怠峇 − 稽怠 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−迭−怠銚�−態∙銚�−迭岻 < A怠 判 �戴 岾な − 岫怠態岻�峇 − b ∙ 岫 岾�鉄峇�−怠銚�+迭−態∙銚�岻 

 

(琢)實驗七 在 T4系統中，當愰層相鄰戓數為其外層P應數 X之 a倍多 b(b為 

            常數)時，計算出其 算層數的摠式，並X嘲證明〓 

完へ了 T3的 aX+b系統“，接㎞來べ們J他推展到 T4的 aX+b系統的部分，ﾘ⊃實驗撝∪的方

法，べ們得出了嘲㎞的戓個定理  

定理十撝 當 n為奇數時，An= 銚�−迭態�−迭鉄 畦怠 − 峭態�−迭鉄 −怠嶌銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

Bn= 銚�−迭態�−迭鉄 稽怠 − 峭態�−迭鉄 −怠嶌銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

Cn= 銚�−迭態�−迭鉄 系怠 − 峭態�−迭鉄 −怠嶌銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

Dn= 銚�−迭態�−迭鉄 経怠 − 峭態�−迭鉄 −怠嶌銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

當 n為偶數時，An= 銚�−迭態�鉄 畦怠 + 銚�−迭態�鉄 稽怠 − (態�鉄−怠)銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

Bn= 銚�−迭態�鉄 畦怠 + 銚�−迭態�鉄 系怠 − (態�鉄−怠)銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

Cn= 銚�−迭態�鉄 稽怠 + 銚�−迭態�鉄 経怠 − (態�鉄−怠)銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

Dn= 銚�−迭態�鉄 系怠 + 銚�−迭態�鉄 経怠 − (態�鉄−怠)銚�−迭態�+迭 � + 長(岾�鉄峇�−迭−怠)銚−態  

定理十七 在 T4的 aX+b系統中，S=任意袘數，L=n，當 n為奇數所P應 

A1值與臨界值之不等式範圍為  
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�替 峭な − 岾怠態峇�−迭鉄 嶌 − 態�−迭鉄 長(岾�鉄峇�−迭  − 怠)銚�−態銚�−迭 判 畦怠 < �替 峭に − 岾怠態峇�−迭鉄 嶌 − 稽怠 − 態�+迭鉄 長(岾�鉄峇�  − 怠)銚�+迭−態銚�  

          當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  

          �替 峭に − 岾怠態峇�−鉄鉄 嶌 − 稽怠 − 態�鉄長(岾�鉄峇�−迭  − 怠)銚�−態銚�−迭 判 畦怠 < �替 峭な − 岾怠態峇�鉄嶌 − 態�鉄長(岾�鉄峇�  − 怠)銚�+迭−態銚�  

撝↓應用──四面體與チ面鏡射 

(㌶)實驗揵↓在立體 T4系統中，J A↓B↓C↓D排へ袘四面體狀，計算出其  

   算層數的摠式，並X嘲證明〓 

前面的實驗，べ們嘗試的是㌶維空間嘲及琢維空間的系統〓べ們很好奇 若べ們J系統推展

至㎜維空間的立體系統，是否也能推出摠式？ 

㌶開始，べ們先試著從較為簡單的袘四面體開始嘗試〓べ們用軟體繪出袘四面體，並設定愰

層四個點分鉙在外層的四個面㎝，而愰層四面體的每㌶面㎝的㎜個數字和等於P應外層頂點

數值的㎜倍，如圖(36)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

利用類似前面實驗的方法，べ們先試求出其唳數式，觀察其規’，べ們得出了嘲㎞的式子  

嘲立體 T4系統(A1=120，B1=145，C1=155，D1=180)為例  

第㌶層 A1=120↓B1=145↓C1=155↓D1=180，如圖(37)  

第琢層 A2=A1+B1+C1-2D1=60↓B2=A1+B1+D1-2C1=135↓C2=A1+C1+D1-2B1=165↓ 

        D1=B1+C1+D1-2A1=240，如圖(37)    

第㎜層 A3=A2+B2+C2-2D2=-120↓B3=A2+B2+D2-2C2=105↓C3=A2+C2+D2-2B2=195↓ 

        D3=B2+C2+D2-2A2=420，如圖(37)  

A1 

B1 

C1 

D1 

A2 

B2 

C2 

D2 

圖(36) 
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用㎝述的方式，べ們，嘲 S=600的系統為例，試著算出袪系統的臨界值，嘲㎞是べ們求出

的臨界值  

D(1，2)=400-B1-C1     D(2，3)=133
怠戴     D(3，4)=444

替苔-B1-C1     D(4，5)=148
替態胎  

D(5，6)=449
戴怠腿怠-B1-C1      D(6，7)=149

怠苔戴態替戴    D(7，8)=449
滞胎苔胎態苔-B1-C1   D(8，9)=149

態怠戴胎態怠腿胎 
觀察嘲㎝臨界值的規’，べ們發現臨界值へ等比數列，べ們J其整合  

D(L-1，L)(L為奇數)的臨界值與 D(L-3，L-2)的臨界值的差為 400的(
怠戴岫L−迭鉄 岻)倍 D(L-1，L)(L為

偶數)的臨界值與 D(L-3，L-2)的臨界值的差為 400的(
怠戴岫L鉄岻)倍: 

接㎞來，べ們嘗試嘲等比級數J其Ì簡，得到嘲㎞的摠式  

D(L-1，L)(L為奇數)的臨界值為 133
怠戴 岫岾怠苔峇待 + 岾怠苔峇怠 +⋯+ 岾怠苔峇岫L−典鉄 岻)  

D(L-1，L)(L為偶數)的臨界值為 400岫岾怠苔峇待 + 岾怠苔峇怠 +⋯+ 岾怠苔峇岫L−鉄鉄 岻)，經過整理，得 

定理十揵 在 T4的四面體系統中，S=600，a=3，b=0，L=n，當 n為奇數所P應 

          A1值與臨界值之不等式範圍為  なのど岫な − 岫なぬ岻岫�−怠岻岻 < A怠 判 なのど岫ぬ− 岫なぬ岻�岻 − 稽怠 − 系怠 
當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  なのど岫に − 岫なぬ岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 < A怠 判 なのど岫な − 岫なぬ岻�岻 

べ們試著J其㌶般Ì，得出  

120 

145 

155 

180 

60 

135 

165 

240 

圖(37) 
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定理十九 在 T4的四面體系統中，S=任意袘數，a=3，b=0，L=n，當 n為奇數 

          所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  �ね 岫な − 岫なぬ岻岫�−怠岻岻 < A怠 判 �ね 岫ぬ − 岫なぬ岻�岻 − 稽怠 − 系怠 
當 n為偶數所P應 A1值與臨界值之不等式範圍為  �ね 岫ぬ − 岫なぬ岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 − 系怠 < A怠 判 �ね 岫な − 岫なぬ岻�岻 

接著，べ們嘗試證明嘲㎝推出的摠式，嘲㎞是べ們的證明過程  

べ們先推出 A1為任意數在任意層時 A值的摠式  

定理琢十 當 n為奇數時，第 n層 An= ぬ�−怠A1- �替 岫ぬ�−怠 − な岻↓Bn= ぬ�−怠B1- �替 岫ぬ�−怠 − な岻 
Cn= ぬ�−怠C1- �替 岫ぬ�−怠 − な岻↓Dn= ぬ�−怠D1- �替 岫ぬ�−怠 − な岻 

當 n為偶數時，第 n層 An= ぬ�−怠A1-ぬ�−怠B1-ぬ�−怠C1- �替 岫ぬ� − な岻 
Bn= ぬ�−怠A1-ぬ�−怠B1-ぬ�−怠D1- �替 岫ぬ� − な岻 
Cn= ぬ�−怠A1-ぬ�−怠C1-ぬ�−怠D1- �替 岫ぬ� − な岻 
Dn= ぬ�−怠B1-ぬ�−怠C1-ぬ�−怠D1- �替 岫ぬ� − な岻 

利用㎝述的定理與發現，若所要證明的定理袘確，則 n=奇數之 D(n-1,n)
�替 岫な − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻在 An=ぬ�−怠A1- �替 岫ぬ�−怠 − な岻中 L+1層 AL+1為 0 n=偶數之 D(n-1,n)

�替 岫ぬ − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 − 系怠在
An= ぬ�−怠A1-ぬ�−怠B1-ぬ�−怠C1- �替 岫ぬ� − な岻中 L+1層 AL+1為 0〓 

嘲㎞為 L=n=奇數之證明  

An= ぬ�−怠A1- �替 岫ぬ�−怠 − な岻中 A1嘲
�替 岫な − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻唳入  

An= 岫ぬ�−怠岻岫�替 岫な − 岾怠戴峇岫�−怠岻岻- �替 岫ぬ�−怠 − な岻    = �ね 岫ぬ�−怠 − ぬ�−怠 (なぬ)岫�−怠岻岻 −  �ね 岫ぬ�−怠 − な岻    = �ね 岫ぬ�−怠 − ぬ�−怠 − な + な岻 = ど 

。An=0  故 n=奇數時定理
�替 岫な − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻 < A怠 判 �替 岫ぬ − 岫怠戴岻�岻 − 稽怠 − 系怠へ立〓 

接㎞來為 L=n=偶數之證明  

An= ぬ�−怠A1-ぬ�−怠B1-ぬ�−怠C1- �替 岫ぬ� − な岻中 A1嘲
�替 岫ぬ − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 − 系怠唳入  

An= ぬ�−怠(
�替 岫ぬ − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 − 系怠)-ぬ�−怠B1-ぬ�−怠C1- �替 岫ぬ� − な岻 
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圖(38) 

A 

B 

F 

D C 

H 

E 

   = �替 岫ぬ�−怠ぬ − ぬ�−怠岫怠戴岻岫�−怠岻岻 − ぬ�−怠B1+ぬ�−怠B1-ぬ�−怠C1+ぬ�−怠C1- �替 岫ぬ� − な岻    = �替 岫ぬ� − な岻- �替 岫ぬ� − な岻    = ど 

。An=0  故 n=偶數時定理
�替 岫ぬ − 岫怠戴岻岫�−怠岻岻 − 稽怠 − 系怠 < A怠 判 �替 岫な − 岫怠戴岻�岻亦へ立〓 

 

(琢)實驗九↓在 T3系統中，當 A1↓B1↓C1為任意袘數，S=180，a=2時，試J系 

   統嘲幾何方式表示，並找出其與幾何之關係和尺規作圖法〓 

在前面的實驗中，系統皆是嘲唳數的方式來呈現，“來，

べ們靈機㌶動，當 S=180時，那不就是唳表㎜角形的愰

角和嗎？袪時的第琢層↓第㎜層……，的數值又唳表何

種意義？請看べ們嘲㎞的實驗〓如右表(8)  

 

在表(8)中，明顯的知 最多ｻ操作到第四層，即 L=4，

べ們發現べ們ｻ嘲不靠表(8)，直接利用㎜角形的愰鏡射

作圖法，㌶層層的J表(8)的數據作出來，接㎞來べ們要介紹㎜角形的愰鏡射作圖法，如圖

(38)   

已知 △ABC為銳角△，如圖(38)〓 

求作 作出△ABC的愰鏡射△， 

      並證明∠継 +∠繋 = に∠畦，∠経 +∠継 = に∠系                     ，∠経 +∠繋 = に∠稽 

作法  

(1) 分鉙作畦経 ⊥ 稽系↓稽継 ⊥ 畦系↓系繋 ⊥ 畦稽，設㎜高交於 H 

(2) 連継繋↓繋経↓経継，則△DEF即為所求的愰鏡射△ 

證明  

(1) 在四邊形 HFBD中 

。�繋 ⊥ 稽繋，�経 ⊥ 稽経 

、∠�繋稽 +∠�経稽 = ひど°+ ひど° = なぱど 

、四邊形 HFBD存在㌶個外接圓，ﾘ理 

四邊形 HECD也存在㌶個外接圓〓 

(2) 分鉙作出四邊形 HFBD和四邊形 HECD的外接圓〓 

 A B C 

第㌶層 56 61 63 

第琢層 54 58 68 

第㎜層 44 72 64 

第四層 36 52 92 

第五層 -4 76 108 

表(8) 
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(3) 。∠繋経稽 =∠繋�稽 = 怠態稽繋̂(圓周角)     ㌶∠継経系 =∠継�系 = 怠態継系̂岫圓周角岻 
又∠繋�稽 =∠継�系岫P頂角岻  、∠繋経稽 =∠継経系 

(4) ﾘ理∠経繋稽 =∠継繋畦，∠繋継畦 =∠経継系 

         故△DEF為△ABC的愰鏡射△〓 

(5) 明顯的 H是△DEF的愰心，∠継 +∠繋 = に∠�繋経 + に∠�継経                      = に∠�稽経 + に∠�系経 

(6) 㤗∠�稽経 +∠系 = ひど° =∠系畦経 +∠系 

、∠�稽経 =∠系畦経，ﾘ理∠�系経 =∠稽畦経 

唳入(5)得∠継 +∠繋 = に(∠系畦経 +∠稽畦経) = に∠畦，  得證 

接著J各層用愰鏡射方法畫出來，即ｻ㌶㌶印證表(8)，如圖(39)~圖(42)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(39)第㌶層                            圖(40)前琢層 

圖(41)前㎜層                             圖(42)前四層 
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�畦�
[  
   
 岾(な + √の)�  + (な − √の)�  − に峇 系怠 + 岾(な + √の)� + (な − √の)� − に峇 岫� − 稽怠  − 系怠  − 経怠岻 − 岾ね(な + √の)�−態 + ね(な − √の)�−態 + に峇稽怠 − 岾ね(な + √の)�−怠 + ね(な − √の)�−怠 + に峇経怠ね(な + √の)�−態 + ね(な − √の)�−態 + (な + √の)� + (な − √の)� ，

岾(√の + な)� + (な − √の)� − に峇稽怠 + 岾(√の + な)� + (な − √の)� − に峇 岫� − 稽怠  − 系怠  − 経怠岻 − 岾ね(√の + な)�−態 + ね(な − √の)�−態 + に峇系怠 − 岾ね(√の + な)�−態 + ね(な − √の)�−態 + に峇経怠ね(√の + な)�−怠 + ね(な − √の)�−怠 + (√の + な)� + (な − √の)� ]  
   
 < 畦怠

判 �畦�
[  
   
 岾(な + √の)�+怠  + (な − √の)�+怠  − に峇 系怠 + 岾(な + √の)�+怠 + (な − √の)�+怠 − に峇 岫� − 稽怠  − 系怠  − 経怠岻 − 岾ね(な + √の)�−怠 + ね(な − √の)�−怠 + に峇 稽怠 − 岾ね(な + √の)� + ね(な − √の)� + に峇経怠ね(な + √の)�−怠 + ね(な − √の)�−怠 + (な + √の)�+怠 + (な − √の)�+怠 ，

岾(√の + な)�+怠 + (な − √の)�+怠 − に峇 稽怠 + 岾(√の + な)�+怠 + (な − √の)�+怠 − に峇 岫� − 稽怠  − 系怠  − 経怠岻 − 岾ね(√の + な)�−怠 + ね(な − √の)�−怠 + に峇 系怠 − 岾ね(√の + な)�−怠 + ね(な − √の)�−怠 + に峇 経怠ね(√の + な)� + ね(な − √の)� + (√の + な)�+怠 + (な − √の)�+怠 ]  
   
 
 

在圖(42)中，。第四層為鈍角△，、第五層無法繪出，故 L值為 4〓 

發現十 任意㌶般銳角△之愰層，ｻ用愰鏡射方法連續向愰作圖，其 L值會與表(8)計算出的

最大層數完憘吻合，且臨界值範圍不等式摠式完憘袘確〓 

 

伍↓ 討論 

㌶↓在 T2↓T3↓T4…等各系統中，若㌶群玩家想要玩到 100局，則依照各臨界值不等式，｢ 

    n=100唳入，理論㎝，ｻ嘲得出臨界值的範圍，進而｢得所要的初始值，開始 戲，但 

  是㤗於軟體R數點的位數限制，ｻ能會無法表 ，嘲至於看不到第 100局〓 

琢↓為了讓各系統至少能玩到第琢局，在 aX+b條件中的 b，不要｢太大的負值，因為那會 

    使第琢局提早出現負值結束 戲， 

㎜↓在研究架構中，有些系統的研究報告，㤗於篇幅大R關係，沒能放在報告中，べ們J它 

    存放在附件電子檔裡， 列如㎞  

(㌶) a≠2，b=0的 T3↓T4系統〓(見電子檔附件四) 

(琢) a=2，b=0的 T5系統〓(見電子檔附件五) 

(㎜) T3系統的等腰㎜角形愰鏡射作圖〓 (見電子檔附件撝) 

(四) T4系統的等腰梯形愰鏡射作圖〓(見電子檔附件七) 

(五) 任意共圓四邊形的愰鏡射作圖(見電子檔附件揵) 

四↓在 a=2，b=0的 T5系統中，第 n層的摠式如㎞  

An=
態(√泰 + 怠)�−鉄+態(怠 − √泰)�−鉄+怠泰 畦怠 + 態(√泰 + 怠)�−鉄+態(怠 − √泰)�−鉄+怠泰 稽怠 − (√泰 + 怠)�+(怠 − √泰)�−態怠待 系怠 +

       態(√泰 + 怠)�−迭+態(怠 − √泰)�−迭+怠泰 経怠 − (√泰 + 怠)�+(怠 − √泰)�−態怠待 継怠 

其餘的 Bn↓Cn↓Dn↓En-按之前的規’擺放，推Q過程中，使用類費氏數列第 n項摠式的推Q

方法計算而來， 細愰容請見電子檔附件五〓又 A1的臨界值範圍不等式如㎞  
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陸↓ 結論 

㌶↓T2系統並不是多餘的，他是㌶個重要的研究手段，他讓べ們找到發現∩臨界值∧ 

 的方法，若想要跳過 T2而直接㌶開始在 T3↓T4等系統中尋找∩臨界值∧那是非常  

 困難的，因袪∩發現㌶∧ｻ說是本報告的基石〓 

琢↓べ們建立了 T2系統，a=2，b=0，(各層的 S相ﾘ)的臨界值範圍不等式〓 

㎜↓べ們建立了 T3↓T4系統中，a=2，b=0，(各層的 S相ﾘ)，分へ n為奇偶數的臨界 

    值範圍不等式〓 

四↓べ們建立了 T3↓T4系統中，愰層相鄰戓數為外層P應數 X之 a倍多 b系統的臨 

    界值不等式，其中各層的 S值不㌶定相等〓 

(㌶) a=2，b≠0，分へ n為奇偶數的臨界值範圍不等式〓 

(琢) a≠2，b≠0，分へ n為奇偶數的臨界值範圍不等式〓 

五↓べ們建立了袘四面體，愰層四面體的每㌶個面㎝的㎜個數字和，等於P應外層 

頂點數值的㎜倍，S為定值的臨界值範圍不等式〓 

撝↓在 T3系統中，べ們發現 S=180，使用愰鏡射作圖法ｻ嘲印證最大 算層數〓 

 

 

柒↓ 參考資料 

㌶↓賴緯倫等(民 83)〓數字方塊〓中華民國第 34屆中R學科學展覽作品〓ｼÍ市〓 

琢↓Geogebra使用說明書〓 

㎜↓高中數學第琢冊〓 



そ評語た030417  

考慮給定初始狀態，在滿足一定的限制條件下，層層堆疊的數

字最多可以有多少組的一個有趣的數字問題¨作者們針對他們所提

出的、系統作了完整的分析¨不只針對原本的的情況給出了解答，

對於一般化的問題也作了完整的討論¨不止探討理論，還給出了一

個實際的應用，頗具創意¨分析此問題的另一種觀點是從第 n層倒

回去看其與第 n-1層的關係¨以這樣的觀點，我們應該可以很快看

出在系統中，第 n-1層的、恰好是閉區間的三等分點¨由此，說明

定理一、定理二和定理三會更為容易，看起來也會更直觀¨如果倒

著算回來う最後一層當第一層，倒數第二層當第二層…え，在系統

中，如果對頂的點用相同的符號，則有う對所有的，我們都會有え̈

由此遞迴關係搭配，我們應該很容易可以得出的通式̈ 這樣的討論，

會讓整個論述看起來更清楚¨作者們如果能由這樣的觀點出發，應

該可以讓論述更為精簡，整個作品的呈現也會更好¨ 
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