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摘要 

所謂約瑟夫問題，就是有݊個自然數排成一環狀，從頭開始，殺 1(個數)留 1(個數)，求 

最後留下的數會是多少？ 

本研究Ȩ殺ߙ留ߚȩ。將原本的Ȩ求最後留下的數ȩ改成Ȩ求最後第 k個出局數ȩ，並研究科展

Ȩ撲克牌遊戲中的數學原理ȩ裡沒有提及到的Ȩ殺 1留 2ȩ及Ȩ殺ߙ留ߚȩ，找出倒數第�個出
局數是�之不動點。 

 

 

 

 

 壹、簡介 

一、研究動機 

約瑟夫數列是一題科學展覽的名題，如參考資料。在 2014年 7月 31日於一項科展教師

研習，授課教授針對一篇高中的國展作品提出殺ߙ留 1第�個出局數編號是�的不動點。本研
究則針對殺ߙ留ߚ最後倒數第�個出局數編號是�的不動點提出討論。同時，我們也討論殺ߙ留
β第 k個出局數編號是�的不動點。 

二、約瑟夫數列 

建構一個函數�ଵ,ଵ,ଵ଺ሺʹሻ，如圖 1.1所示。 

所謂�ଵ,ଵ,ଵ଺ሺʹሻ就是Ȩ16個數排成一環，不斷地殺 1留 1直到求出倒數第 2個被殺的數為止ȩ。 

 

  
圖 1.1 
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三、過去研究作品 

國內研究約瑟夫數列可以分成下列幾個階段 

階段一：以數學歸納法證明殺ߙ留 1，最後一個出局數。 

屈表作品：第 40屆國展國中數學科Ƞ天生贏家的奧秘─Ȭ傳遞問題ȭ之研究與

探討ȡ作品。 

階段二：殺 1留ߚ，任意一個出局數。 

屈表作品：第 45屆全國科展國小數學科，Ƞ探索俄羅斯遊戲法則之奧秘ȡ，  

階段三：殺ߙ留ߚ，最後一個出局數。 

屈表作品：第 45屆全國科展國小數學科，Ƞ老師無法解決的難題ȡ，  

階段四：殺ߙ留ߚ，任意一個出局數。 

屈表作品：第 46屆全國科展國中數學科，Ƞ約瑟夫數列的最後一章ȡ，  

歷屆台灣國際科學展覽只出現兩件約瑟夫數列作品，2006年及 2007

年。都是同一作者完成。 

階段五：殺ߙ留 1，不動點。 

屈表作品：第 53屆全國科展高中組數學科，Ƞ撲克牌遊戲中的數學原理ȡ，  

國外的研究，我們將以 Knuth的ȠCONCRETE MATHEMATICSȡ第 8頁至第 16頁的探討。 

四、研究目的 

找出殺ߙ留ߚ倒數第�個出局數是編號�的不動點，並討論其性質。 

五、研究設備 

Scratch2.0軟體、電腦、紙、筆、Microsoft Excel 2007。 
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六、本作品研究工具的優點 

和第 46屆國展Ȩ約瑟夫數列的最後一章ȩ不同之處，我們使用 Scratch2.0軟體作為主

要的研究工具。ȨScratchȩ乍看之下是小學生所使用的程式系統，但實際深入使用的話

反而能做出讓人驚豔的程式，再加上程式簡單易懂，不會出現語法輸入錯誤的問題，找

尋程式錯誤容易，又比 Excel更像一個程式軟體。於是藉由此軟體，我們獲得了更大量

的資料來進行直觀觀察，再進一步地證明出種種猜想和性質。 

七、名詞定義 

為了方便研究我們將規定名詞如表 1.3。 

表 1.3   名詞定義 

名詞 定義 �ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ 在排成一環的݊個數崉數列中，無限的殺ߙ留β後，所殺的倒
數第 k個出局數。 �ఈ,ఉ,௡ 若遇到�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ的值等於 k時，則此 k值以�ఈ,ఉ,௡表示 ݊ఈ,ఉ,�,௠ 在殺ߙ留ߚ中，所有�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ఈ,ఉ,௡的݊值的第m項 SQఈ,ఉ,௡,௧  在殺ߙ留ߚ中，݊個數崉排成一環的第�項 IKఈ,ఉ,௡,௧  在殺ߙ留ߚ，݊個數崉中，倒數第�個被殺掉的數 

八、本研究的重要發現 

在殺ߙ留ߚ，本研究提出研究策略，先觀察�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列來得出不動點，後推論�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數
列出現的原因並導出演算法，同時找到一種演算方法可以尋得不動點，也就是，任何殺ߙ留ߚ，
給定任何 k值均會存在不動點。 

當     mod1 ,, nk ，則不動點只有 1組解，本研究稱為唯一解。 

當   0mod,,   nk 或    mod,, nk ，將出現 2個以上的不動點，此時，本

研究稱為多重解。對於多重解，我們可以先提出一個特殊初始值，再給於一般式。 

給定殺ߙ留ߚ的倒數第�個出局數排成的數列具有循環性。 
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貳、殺 1留 1 

 

請觀察，表 2.1，�ଵ,ଵ,ଵሺ�ሻ到�ଵ,ଵ,ଵ଴ሺ�ሻ之數列如表 2.1。 

表 2.1   殺 1留 1 ݊ = ͳ SQଵ,ଵ,ଵ,௧  1          IKଵ,ଵ,ଵ,௧  1          ݊ = ʹ SQଵ,ଵ,ଶ,௧  1 2         IKଵ,ଵ,ଶ,௧  2 1         ݊ = ͵ SQଵ,ଵ,ଷ,௧  1 2 3        IKଵ,ଵ,ଷ,௧  2 3 1        ݊ = Ͷ SQଵ,ଵ,ସ,௧  1 2 3 4       IKଵ,ଵ,ସ,௧  4 2 3 1       ݊ = ͷ SQଵ,ଵ,ହ,௧  1 2 3 4 5      IKଵ,ଵ,ହ,௧  2 4 5 3 1      ݊ = ͸ SQଵ,ଵ,଺,௧  1 2 3 4 5 6     IKଵ,ଵ,଺,௧  4 6 2 5 3 1     ݊ = ͹ SQଵ,ଵ,଻,௧  1 2 3 4 5 6 7    IKଵ,ଵ,଻,௧  6 2 4 7 5 3 1    ݊ = ͺ SQଵ,ଵ,଼,௧  1 2 3 4 5 6 7 8   IKଵ,ଵ,଼,௧  8 4 6 2 7 5 3 1   ݊ = ͻ SQଵ,ଵ,ଽ,௧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9  IKଵ,ଵ,ଽ,௧ 2 6 8 4 9 7 5 3 1  ݊ = ͳͲ SQଵ,ଵ,ଵ଴,௧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 IKଵ,ଵ,ଵ଴,௧  4 8 10 6 2 9 7 5 3 1 

 

得到 

 

定理 2.2(�ଵ,ଵ,௡為奇數的݊值) ߙ = ͳ，ߚ = ͳ，第一項�ଵ,ଵ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ଵ,௡，當�ଵ,ଵ,௡ ≡ ͳ ሺ݉݋� ʹሻ時，存在不動點
2

1-3k
n  。 

[證明] 

初始值為�，ͳ到� − ͳ必須մ除，又因�ଵ,ଵ,௡ ≡ ͳ ሺ݉݋� ʹሻ 。 

整理出關係式
2

1-3

2

)1(
1

kk
kn  。                                            □ 
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定理 2.3(�ଵ,ଵ,௡為偶數的݊值) ߙ = ͳ，ߚ = ͳ，第一項�ଵ,ଵ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ଵ,௡，當�ଵ,ଵ,௡ ≡ Ͳ ሺ݉݋� ʹሻ時，存在不動點
2

2-5k
n  。 

[證明] 

先考慮 k
k 1

2

1-1-2
個奇數，整理出關係式

2

2-5

2
1

kk
kkn  。                 □ 

 

定理 2.4(�ଵ,ଵ,௡為偶數的݊值，݊ଵ,ଵ,௡,௠+ଵ與݊ଵ,ଵ,௡,௠的關係式) ߙ = ͳ，ߚ = ͳ，所有�ଵ,ଵ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ଵ,௡數列，當�ଵ,ଵ,௡ ≡ Ͳ ሺ݉݋� ʹሻ時，存在不動點
2

)(2 m1

k
nnm  。 

[證明] 

考慮定理 2.3， �ଵ,ଵ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ଵ,௡的數列，ճ用   nkf n ,1,1 的方法計算 

kn
kn

n  2
1

 

此時，�ଵ,ଵ,௡+ଵሺ�ሻ將會是 2，如要求�ଵ,ଵ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ଵ,௡的 nk1,1, 值的話，再加上 2

k
，得證。        □ 

 

綜合以上結論，我們發現以下幾種判斷方式 

1. 殺 1留 1，�ଵ,ଵ,௡，奇數݊只有 1組解，偶數則有多重解。 

2. 當ʹs < ݊ < ʹ௦+ଵ時，可ճ用此性質來推論出不動點的一般式
2

)(2 m1

k
nnm  。 

 

 

本研究中，我們發現科展作品Ƞ老師無法解決的難題ȡ有相同結論IKଵ,ଵ,௡,ଵ = ʹ × ሺn − ʹsሻ。 
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參、殺 1留ࢼ 
我們先觀察表 3.1及附錄四。 

表 3.1   殺 1留 2 ݊ = ͳ SQଵ,ଶ,ଵ,௧  1          IKଵ,ଶ,ଵ,௧  1          ݊ = ʹ SQଵ,ଶ,ଶ,௧  1 2         IKଵ,ଶ,ଶ,௧  2 1         ݊ = ͵ SQଵ,ଶ,ଷ,௧  1 2 3        IKଵ,ଶ,ଷ,௧  3 2 1        ݊ = Ͷ SQଵ,ଶ,ସ,௧  1 2 3 4       IKଵ,ଶ,ସ,௧  3 2 4 1       ݊ = ͷ SQଵ,ଶ,ହ,௧  1 2 3 4 5      IKଵ,ଶ,ହ,௧  2 5 3 4 1      ݊ = ͸ SQଵ,ଶ,଺,௧  1 2 3 4 5 6     IKଵ,ଶ,଺,௧  5 3 6 2 4 1     ݊ = ͹ SQଵ,ଶ,଻,௧  1 2 3 4 5 6 7    IKଵ,ଶ,଻,௧  2 6 3 5 7 4 1    ݊ = ͺ SQଵ,ଶ,଼,௧  1 2 3 4 5 6 7 8   IKଵ,ଶ,଼,௧  5 2 6 8 3 7 4 1   ݊ = ͻ SQଵ,ଶ,ଽ,௧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9  IKଵ,ଶ,ଽ,௧ 8 5 9 3 6 2 7 4 1  ݊ = ͳͲ SQଵ,ଶ,ଵ଴,௧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 IKଵ,ଶ,ଵ଴,௧  2 8 3 6 9 5 10 7 4 1 

 

得到 

 

定理 3.2 

當ߙ = ͳ，�ଵ,ఉ,௡ ≡ ͳ ݉݋� ሺߚ + ͳሻ時，時，存在不動點
1

1-2)(


 

 k
n 。 

[證明] 

初始值為�，ͳ到� − ͳ必須մ除，又因�ଵ,ఉ,௡ ≡ ͳ ݉݋� ሺߚ + ͳሻ 。 

整理出關係式
1

1-2)(

1

)1(
1 


 




kk
kn 。                                      □ 
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給定ߚ、ߙ和�，讓我們提出一些新的演算方法來尋找使不動點存在的݊值。 

 

演算方法 3.3 

當ߙ = ͳ， �ଵ,ఉ,௡ ≠ ͳ ݉݋� ሺߚ + ͳሻ時，所求得第一項   n,1,,,1   kkf n  的݊找尋方法見以下 

         步驟 1 : 屉 11 


 
k

kxi ， Nisomefor  ； 

         步驟 1 : 屉   


 





 


  k
k

k
y j 11-12 ， Njsomefor  ， 

                      
   





 











3)1mod()1mod(

即為所求)1mod()1mod(
 1

-

2 1
-

則步驟若

則若
則若

則步驟若








ky

xkyyx
xy

yx
xy

j

ijji
ij

ji
ij

 

         步驟 2 : 屉 


 


 
k

kyy jj 1- ，足碼 1j ， 

                    
   





 











3)1mod()1mod(

即為所求)1mod()1mod(
 1

-

2 1
-

則步驟若

則若
則若

則重複步驟若








ky

xkyyx
xy

yx
xy

j

ijji
ij

ji
ij

 

         步驟 3 : 屉   



 






 


  ji

i
ji

jj

yx
x

yx
yy

-
1

-
1 ，足碼 1j ， 

                 
   
   

 


4)1mod()1mod(

5)1mod()1mod(

5 則步驟若

則步驟若




ky

kyj  

         步驟 4 : 屉 1
- 


 

ji
ii

yx
xx ，重複步驟 3，足碼 1i  

         步驟 5 : 1
1

--
1 


 

jji
i

ykyx
xn ，即為所求  

ճ用不斷地搜索何時才會跑完Ȩ一輪ȩ(每次超過݊值重新循環回去後都叫一輪)， 

並檢查其除以α + 的餘數是否為�值除以αߚ +  ，的餘數，如果不是就再跑一輪檢查一次ߚ

但如果是，就可以得知此輪一定會出現�ଵ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ఉ,௡的值，再進一步地求出答案。 

此演算法原本在一個情況下會不通，就是步驟 1  1
- 


  ji

ij

yx
xy 時，因為�ଵ,ఉ,௡ሺ�ሻ不可能

大於݊，故使�ଵ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列無法正常算出，所以在定義 jy 時要有步驟 2的協助。 
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得到 

 

演算方法 3.4 

當ߙ = ͳ， �ଵ,ఉ,௡ ≠ ͳ ݉݋� ሺߚ + ͳሻ時，所求得所有項�ଵ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ଵ,ఉ,௡的݊找尋方法見以下 

         步驟 1 : 屉 1
1

-)( ,1, 



 
k

nkx mni 的 ， Nisomefor  ； 

         步驟 1 : 屉 1
1





 
k

ky j
， Njsomefor    

         步驟 2 : 屉   



 






 


  ji

i
ji

jj

yx
x

yx
yy

-
1

-
1 ，足碼 1j ， 

                    
   





 











4)1mod()1mod(

5)1mod()1mod(
 1

-

3 1
-

則步驟若

則步驟若
則若

則步驟若








ky

kyyx
xy

yx
xy

j

jji
ij

ji
ij

 

         步驟 3 : 屉 



 


  ji

ijj

yx
xyy

-
，足碼 1j  

                    
   





 











4)1m o d()1m o d(

5)1m o d()1m o d(
 1

-

3 1
-

則步驟若

則步驟若
則若

則重複步驟若








ky

kyyx
xy

yx
xy

j

jji
ij

ji
ij

 

         步驟 4 : 屉 1
- 


 

ji
ii

yx
xx ，重複步驟 3，足碼 1i  

         步驟 5 : 1
1

--
1 


 

jji
i

ykyx
xn ，即為所求  

 

我們將殺 1留ߚ的演算法整理如圖 3.5及圖 3.6。 

其中，依照演算方法 3.3，初始值的求法如圖 3.5。 

依照演算方法 3.4，一般數值的求法如圖 3.6。 
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圖 3.5 殺 1留ߚ演算方法 3.3流程圖 

 

圖 3.6 殺 1留ߚ演算方法 3.4流程圖 
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肆、殺ࢻ留ࢼ 
一、分析 �ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列是由兩種數列(公差為 1、 公差為ߙ +  。互相對照而成的數列(ߚ

下面表 4.1整理出了各種變數變動所帶來的結果 

表 4.1 

變數 �ࢼ,ࢻ,�ሺ�ሻ數列變動的性質 ࢼ、ࢻ 使第二對照數列公差增加 ࢻ 原數列分裂，讓第一對照數列的公差也跟著增加，進而維持兩數列公差之差 ࢼ 不做任何對第一對照數列公差的變動，使得兩數列公差之差增加，導致原數列的不

穩定 � 為第一對照數列內的數 � 構成原數列的最基本結構，隨著數值變大，兩數列的對照開端也會增大 

由以上結果得知，殺ߙ留ߚ，�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ的變化就是殺ߙ留 1、殺 1留ߚ的Ȩ合體ȩ。 

於是我們將定理及演算法合併，得到 

 

定理 4.2 

當�ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ሻ且ͳߚ < � ≤ 時，所求得第一項�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻߙ  = �ఈ,ఉ,௡的݊，存在不動點
      




  k
kn 21mod2 。 

[證明] 

在數列裡，�ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ሻ且ͳߚ < � ≤ 的�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ值只有可能在一開始出現，並無止ߙ 
盡的加ߙ +  直到�值出現。整理為ߚ

             








  k
k

k
kkn 21mod221modmod

□ 
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二、演算方法 

 

讓我們考慮殺ߙ留ߚ的演算法。 

 

仿造殺 1留ߚ，再考慮ߙ這個變數(�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列分裂)，使得要將所有�ఈ,ఉ,௡之答案濃縮成一個
完整、由小到大的數列變得困難，於是我們就直接求出每個支數列的開端，好以方便算下去。 

也就是說，在使用此演算法時要注意只要出現這種多元選項，後面出現的選項也必須一樣使

用同編號的選項(選了第一個，後面的選項也都要選第一個)，再對照表 4.1整理出的結果，

將演算法加以變動得出結果。 

 

演算方法 4.3 

當�ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ߙ，ሻߚ < � ≤ ߙ  + ߚ − ͳ或� = Ͳ時，所求得特定ߙ項�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ఈ,ఉ,௡的݊
找尋方法見以下 

         步驟 1 : 屉














2

1

1
k

kxi
， Nisomefor  ； 

         步驟 1 : 屉  
  



























 








0

2-

1-

-11-
2

1









k
k

k
y j

， 

                 Njsomefor   

                      
   





 











3)mod()mod(

即為所求)mod()mod(
 

-

2 
-

則步驟若

則若
則若

則步驟若






ky

xkyyx
xy

yx
xy

j

ijji
ij

ji
ij
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         步驟 2 : 屉

  
























0

2-

1-

-1-





 k
kyy jj

，足碼 1j ， 

                    
   





 











3)m o d()m o d(

即為所求)mod()mod(
 

-

2 
-

則步驟若

則若
則若

則重複步驟若






ky

xkyyx
xy

yx
xy

j

ijji
ij

ji
ij

 

        

  步驟 3 : 屉   



 






 


  ji

i
ji

jj

yx
x

yx
yy

-
1

-
，足碼 1j ， 

                 
   
   

 


4)mod()mod(

5)mod()mod(

則步驟若

則步驟若




ky

ky

j

j  

         步驟 4 : 屉  


 ji
ii

yx
xx

-
，重複步驟 3，足碼 1i  

         步驟 5 : 






 

jji
im

ykyx
xn

--
，即為所求 

 

 

演算方法 4.4 

當�ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ߙ，ሻߚ < � ≤ ߙ  + ߚ − ͳ或� = Ͳ時，所求得所有�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ఈ,ఉ,௡的݊找
尋方法見以下 

         步驟 1 : 屉  



 k

nkx mni -)( ,, 的 ， Nisomefor  ； 

         步驟 1 : 屉  



 k

ky j )( ， Njsomefor    

         步驟 2 : 屉   



 






 


  ji

i
ji

jj

yx
x

yx
yy

-
1

-
，足碼 1j ， 

                    
   





 











4)mod()mod(

5)mod()mod(
 

-

3 
-

則步驟若

則步驟若
則若

則步驟若






ky

kyyx
xy

yx
xy

j

jji
ij

ji
ij
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         步驟 3 : 屉 



 


  ji

ijj

yx
xyy

-
，足碼 1j  

                    
   





 











4)m o d()m o d(

5)m o d()m o d(
 

-

3 
-

則步驟若

則步驟若
則若

則重複步驟若






ky

kyyx
xy

yx
xy

j

jji
ij

ji
ij

 

         步驟 4 : 屉  


 ji
ii

yx
xx

-
，重複步驟 2，足碼 1i  

         步驟 5 : 






 

jji
im

ykyx
xn

--
1

，即為所求 

 

三、流程圖 

 

將殺ߙ留ߚ的演算法整理如圖 4.5及圖 4.6。 

其中，依照演算方法 4.3，初始值的求法如圖 4.5。 

依照演算方法 4.4，一般數值的求法如圖 4.6。

 

圖 4.5 殺ߙ留ߚ演算方法 4.3流程圖 
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圖 4.6 殺ߙ留ߚ演算方法 4.4流程圖 

 

四、觀察 

針對殺ߙ留ߚ，我們提出觀察，如表 4.7。 

其中，縱軸為�值，橫軸為ߙ及ߚ值ሺߙ,  。ሻ，格子裡的數值為݊ߚ

 若表示Ȩ多ȩ，則此݊值為多組解，必須屈入到演算法裡計算(無上限)。 

表 4.7 

 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 多 多 多 多 多 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 

3 4 多 多 多 多 多 多 多 多 多 5 5 5 5 5 

4 多 5 多 多 多 6 多 多 多 多 多 多 多 多 多 

5 7 多 6 多 多 8 7 多 多 多 8 多 多 多 多 

6 多 多 多 7 多 多 9 8 多 多 10 9 多 多 多 

7 10 9 多 多 8 11 多 10 9 多 12 11 10 多 多 

8 多 多 多 多 多 13 多 多 11 10 多 13 12 11 多 

9 13 多 11 多 多 多 13 多 多 12 15 多 14 13 12 

10 多 13 多 多 多 16 15 多 多 多 17 多 多 15 14 

11 16 多 多 13 多 18 多 15 多 多 19 17 多 多 16 

12 多 多 多 多 多 多 多 17 多 多 多 19 多 多 多 

13 19 17 16 多 15 21 19 多 17 多 22 21 19 多 多 

14 多 多 多 多 多 23 21 多 19 多 24 多 21 多 多 

15 22 多 多 多 多 多 多 多 多 19 26 多 23 21 多 
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五、存在性的證明 

 

定理 4.8 

給予特定的ߚ、ߙ和�值，至少會有一個݊值來證明不動點。 

[證明] ߚ、ߙ、� ∈ �，在排成一環的數列的݊個數當中，由 1開始殺到越過或回到起始點前所殺的過

程合稱Ȩ首輪ȩ，考慮�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列始端會為固定首輪裡的݊值，得知屬於首輪的數必有一組
解來證明不動點。而首輪數後面的數值會因݊值不同的變動，讓數列後端有不同的數值出現。 

因݊值變動產生的這些不同數值還會類似等差數列的性質，再因為݊值可以無上限地計算，則
讓所有的數都能夠出現，得證。                                                   □ 

 

定理 4.9Ȩ首輪ȩ過程裡數崉的�值都不會出現多重解。 

[證明] 

這些屬於Ȩ首輪ȩ的數，只要讓ߙ及ߚ值固定，不管是�值或是݊值有做改變，皆不會出現變動，
同時這些數也有一定的規律，而規律是根據ߙ及ߚ值來做改變，也就是說，這些符合規律的數
必定會在第一輪被殺掉。 

既然這些符合規律的數不可能在第一輪存活下來，反向思考後我們會發現，每一種固定ߚ、ߙ和݊值的函數表示法都只有 1個固定的�值能夠讓函數出來的結果是這些符合規律的數，而且這
些�值若不更動ߙ及ߚ值，則全部都不會相等，得證。                             □ 

 

定理 4.10 

在排成一環的數列的݊個數當中，不屬於Ȩ首輪ȩ的數崉的 k值都會出現多重解。 

[證明] 

經過了不動點唯一解的證明後，我們探討這些不屬於首輪的數值，為何這些數會出現多重解？ 

原因就在於，第二輪被殺的數將會根據݊值進行一定的變化。 

而當第二輪以後被殺的數有了連݊值都能影響的結果後，再與唯一解做對照，得證之。   □ 
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伍、數列結構分析 

定理 5.1(循環性) �ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列的規律類似等差數列的循環，若下一解大於݊值，必須從頭循環回去。 

[證明] 

當計算一個�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ值時，考慮原遊戲規則為݊個數崉排成一環，得知�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ的值必≤ ݊。 

而�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ的值若不可大於݊，則遇到計算時下一解大於݊值的情況將必須從頭循環回去。 

□ 

定理 5.2(結構生成) �ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列的生成可由兩個等差數列互相對照構成。 

[證明] 

第一個數列為原本公差就為 1的多個݊值數列，會受ߙ變動影響， 

第二個數列則為公差ߙ + ߙ剩下的，ߚ時，被殺的數崉中間都間隔著ߚ留ߙ的數列，實際操作殺ߚ − ͳ則用來解釋第一個對照數列。                                             □ 

 

定理 5.3(多數列解) 

當ߙ變動時，會把�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ數列分裂並讓公差增大，導致將多重解串成單一由小到大的數列解
變得困難，進而直接當作多數列解。 

[證明] 

依定理 5.2，對於第一個對照數列會受ߙ變動影響，其影響不在數列本身，而是在對照方式。 
當ߙ變動時，每次就得多殺 1個數，而對照數列就必須分成ߙ個情況討論。            □ 

 

依定理 4.9的唯一解，及圖 5.5，得到 
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定理 5.4 �ఈ,ఉ,௡ = ݊，時ߙ = ߙʹ − ͳ。 

 

 

 

 

 

依定理 4.9的唯一解、定理 4.10的多組解，及圖 5.7，得到 

 

定理 5.6當ߙ + ͳ ≤ �ఈ,ఉ,௡ ≤ ߙ +  。則存在多組解，ߚ

 

 

 

 

 

 

 

此時多組解的圖形如樓梯狀。 

考慮定理 4.9的唯一性、定理 4.10的多組解及樓梯狀的圖 5.7，如圖 5.9。 

 

得到 

 

  

 

圖 5.5 

 
圖 5.7 
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定理 5.8第二批的Ȩ多ȩ呈現下降後的樓梯狀，如圖 5.9 

  

圖 5.9 
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再考慮定理 4.9的唯一性、定理 4.10的多組解及樓梯狀的圖 5.7及圖 5.9，得到 

 

定理 5.10當�ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ߙ，ሻߚ < � ≤ ߙ  + ߚ − ͳ或� = Ͳ時，則 

給定殺ߙ留ߚ時，考慮兩個多組解區段，存在ߙ個唯一解，且每個唯一解的公差為 2。 

給定殺ߙ留ߚ時，考慮兩個唯一解區段，存在ߚ個多組解。 

 

 

 

  

 

圖 5.11  定理 5.10的圖例 
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依定理 4.2，殺ߙ留ߚ的唯一解公式，如圖 5.13 

 

得到 

 

定理 5.12若將一直排內所有數崉排成一數列則這些數崉可以Ȩ� +項數− ͳȩ表示，如圖 5.13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

依定理 5.8及定理 5.12，如圖 5.15， 

 

得到 

 

定理 5.14若將同ߙ值所有直排內所有數崉排成多個數列做比較，則這些數列共同項數會有 

Ȩߚ較小數列一項+項數− ͳ = ߚ + ͳ數列同項ȩ的關係 

 

 

 

圖 5.13 
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定理 5.16給定殺ߙ留ߚ，݊ = ߙʹ + ߚ + ͳ時，存在不動點�ఈ,ఉ,௡。 

  

 

圖 5.15 

 

 

圖 5.17  定理 5.16的圖示 
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依定理 5.12，如圖 5.18， 

 

得到 

 

定理 5.18固定ߚ後，所有等差的ߙ值去掉前ߙ排後的第一個數有等差規律。 

 

  

 

圖 5.19  定理 5.18的圖示 
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歷屆全國科展我能搜尋到的約瑟夫數列作品 

屆數 組別 作品名稱 與本作品之比較 

39 國小組 公主如何救王子 殺 1留ߚ，� = ͳ 
40 國中組 天生贏家的奧秘─Ȭ傳遞問題ȭ之研究與探討 殺ߙ留 1，� = ͳ 
43 高中組 九死一生 殺ߙ留 1、殺ߙ留ߙ，� = ͳ 
44 高中組 公主的抉擇 殺 1留ߚ，� = ͳ 
44 高中組 我要活下去 殺ߙ留 1、殺ߙ留ߙ，� = ͳ 
44 國小組 王位繼承人 殺ߙ留 1，� = ͳ 
45 國小組 探索俄羅斯遊戲法則之奧秘 殺 1留ߚ 
45 國小組 老師無法解決的難題 殺ߙ留ߚ 
45 國中組 魔數 殺 1留 1 

46 國中組 約瑟夫數列的最後一章 殺ߙ留ߚ 
53 國中組 最後一張王牌 殺ߙ留ߚ，� = ͳ 
53 高中組 撲克牌遊戲中的數學原理 殺ߙ留 1，不動點 

54 國小組 生存者遊戲 殺ߙ留 1，� = ͳ 
54 國中組 一！二！蹲下！－報數遊戲 殺 1留 1，� = ͳ 
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附錄一、找出第一個�ࢼ,ࢻ,�ሺ�ሻ =  方法�,ࢼ,ࢻ�

 

 

殺ߙ留ߚ 找出第一個�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ఈ,ఉ,௡方法 

殺 1留 1 12mod1,1, nk  02mod1,1, nk  

2

1-3
1

k
n   

2

2-5
1

k
n   

殺ߙ留 1 01mod,1,  nk  01mod,1,  nk  

1

1) mod (1--1)2(
1 

 
 kk

n  
1

1)(-)13( 2

1 
 

 k
n  

殺 1留ߚ   112mod,1,  nk 或     212mod,1, nk    112mod,1,  nk 或

    212mod,1, nk  

1

1-2)(
1

1

)1(
11 


 




kk
kn  見演算方法 3.3 

殺ߙ留ߚ �ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ሻ，ͳߚ < � ≤ ఈ,ఉ,௡� ߙ  ≡ ߙሺ �݋݉ � + ߙ，ሻߚ < � ≤ ߙ  + ߚ − ͳ 或 � = Ͳ 
      




  k
kn 21mod21  見演算方法 4.3 
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附錄二、找出所有�ࢼ,ࢻ,�ሺ�ሻ =  方法�,ࢼ,ࢻ�

 

殺ߙ留ߚ 找出所有�ఈ,ఉ,௡ሺ�ሻ = �ఈ,ఉ,௡方法 

殺 1留 1 02mod1,1, nk  

2
)(2 m1

k
nnm   

殺ߙ留 1 01mod,1,  nk  

若 01mod m ，則 1mn 將是
1

)1)((
2

 
 k

nm
 

若 01mod m ，則 1mn 將是
 


  mod -

1)(
mm

mn   

殺 1留ߚ   112mod,1,  nk 或     212mod,1, nk  

見演算方法 3.4 

殺ߙ留ߚ �ఈ,ఉ,௡ ≡ ߙሺ �݋݉ � + ߙ，ሻߚ < � ≤ ߙ  + ߚ − ͳ 或 � = Ͳ 
見演算方法 4.4 
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附錄三、殺 1留 3的直觀觀察 

 

附錄表 3.1   殺 1留 3 ݊ = ͳ SQଵ,ଷ,ଵ,௧  1          IKଵ,ଷ,ଵ,௧  1          ݊ = ʹ SQଵ,ଷ,ଶ,௧  1 2         IKଵ,ଷ,ଶ,௧  2 1         ݊ = ͵ SQଵ,ଷ,ଷ,௧  1 2 3        IKଵ,ଷ,ଷ,௧  2 3 1        ݊ = Ͷ SQଵ,ଷ,ସ,௧  1 2 3 4       IKଵ,ଷ,ସ,௧  3 4 2 1       ݊ = ͷ SQଵ,ଷ,ହ,௧  1 2 3 4 5      IKଵ,ଷ,ହ,௧  3 4 2 5 1      ݊ = ͸ SQଵ,ଷ,଺,௧  1 2 3 4 5 6     IKଵ,ଷ,଺,௧  2 3 6 4 5 1     ݊ = ͹ SQଵ,ଷ,଻,௧  1 2 3 4 5 6 7    IKଵ,ଷ,଻,௧  6 7 4 2 3 5 1    ݊ = ͺ SQଵ,ଷ,଼,௧  1 2 3 4 5 6 7 8   IKଵ,ଷ,଼,௧  3 4 8 6 7 2 5 1   ݊ = ͻ SQଵ,ଷ,ଽ,௧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9  IKଵ,ଷ,ଽ,௧ 7 8 4 2 3 6 9 5 1  ݊ = ͳͲ SQଵ,ଷ,ଵ଴,௧ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 IKଵ,ଷ,ଵ଴,௧  2 3 8 6 7 10 4 9 5 1 
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附錄四、尋找過程的重要數列性質 

  

  

殺ࢻ留ࢼ,ࢻ� ࢼ,�ሺ�ሻ數列的特質 

殺 1留 1 若   nkf n ,1,1 ，則  kf n 1,1,1  將是 2；若   nkf n ,1,1  ，則  kf n 1,1,1  將是   2,1,1 kf n  

Or 

若   12,1,1  nkf n ，則  kf n 1,1,1  將是   nkf n -3,1,1  ；反之，  kf n 1,1,1  將是   2,1,1 kf n  

殺 2留 1 若   nkf n ,1,2 ，則  kf n 2,1,2  將是3；若   nkf n ,1,2  ，則  kf n 2,1,2  將是   3,1,2 kf n  

殺ࢻ留 1 若   nkf n ,1, ，則  kf n  ,1, 將是 1 ；若   nkf n ,1,  ，則  kf n  ,1,,1 將是

  1,1,  kf n  

殺 1留 2 若   13,2,1  nkf n ，則  kf n 1,2,1  將是   nkf n -3,2,1  ；反之，  kf n 1,2,1  將是   3,2,1 kf n  

殺 1留 3 若   14,3,1  nkf n ，則  kf n 1,3,1  將是   nkf n -4,3,1  ；反之，  kf n 1,3,1  將是   4,3,1 kf n  

殺 1留ࢼ 若   11,,1  nkf n  ，則  kf n 1,,1  將是   nkf n -1,,1    

若處理完後   11,,  nkf n ，則必須再減一次 n，若還是同樣情況，就再循環下去； 

反之，  kf n 1,,1  將是   1,,1   kf n  

殺 2留 2 若   24,2,2  nkf n ，則  kf n 2,2,2  將是   nkf n -4,2,2  ；反之，  kf n 2,2,2  將是

  4,2,2 kf n  

殺ࢻ留ࢼ 若     nkf n,, ，則  kf n  ,, 將是   nkf n -,,    

若處理完後     nkf n,, ，則必須再減一次 n，若還是同樣情況，就再循環下

去；反之，  kf n  ,, 將是    kf n,,  
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附錄五、本研究與約瑟夫問題的不同之處 

2007年國際科學展覽會作品Ƞ約瑟夫問題ȡ與本研究的不同之處。如下 

1.主題 

本研究針對Ȩ殺ߙ留ߚȩ，找出倒數第 k個出局數是 k之不動點。Ƞ約瑟夫問題ȡ則是單純

地找出Ȩ殺ߙ留ߚȩ第 k個留下的數。 

找出不動點很明顯地遠遠在找出留下的數之上，因為其實從別的角度上來看，找出不動

點就是藉由找出留下的數來進一步地延伸，可說是進一步地延伸了Ƞ約瑟夫問題ȡ的研究。 

2.專一性 

本研究從頭到尾皆著重在找出不動點一般式，並再更進一步地探討其他有趣的性質與猜

想。而Ƞ約瑟夫問題ȡ則除了自身的主題之外，還延伸出了其他研究方向，使最後結論有些

鬆散。 

3.性質探討  

Ƞ約瑟夫問題ȡ在最後結論部分只擺上了一個公式和其他延伸問題的小結論，但對於其

他特殊、隱藏的性質卻沒有加以研究，最後結論是著重在Ȩ研究結果ȩ。 

本研究主要方向雖然也是找出Ȩ殺ߙ留ߚ倒數第�個出局數是�之不動點ȩ的公式，但最後
的結論並非完全在述說此公式，反而是更加地針對約瑟夫數列的種種性質來討論。 

4.Ȩ數列ȩ  

從Ƞ約瑟夫問題ȡ的結論我們可得知，Ƞ約瑟夫問題ȡ求出的只是單一的數崉，並不會出

現多重解這種有趣的結果，Ƞ約瑟夫問題ȡ才有辦法將結論全部歸納成一個公式。 

但本研究有著極大的不同，不僅僅是研究主題Ȩ約瑟夫數列ȩ是個數列，就連答案也有

可能是數列，甚至還是無上限的數列，所以才會出現並非只有一個公式，還得分成兩個演算

法分別找出數列起始值和其餘解的情況。 

 這讓本研究變得更加地複雜，使得每個部份都必需分成 3個部分來討論：唯一解、多重

解起始解和多重解一般式。不僅如此，我們也必須證明出，為什麼會有這樣一個如此奇妙的

情況？為什麼Ƞ約瑟夫問題ȡ不會出現這樣的情形？ 

 



Ȝ評語ȝ030415  

約瑟夫問題及其變形為常見之研究題材，原始約瑟夫問題為在

固定人數之下的變化，本件作品考慮先給定規則，與倒數第 k名出

局之編號恰為 k，反求可能的 n，是有創意的想法。但目標是求 n

的關鍵在摘要，說明書或現場口試皆未能凸顯，對於存在性與演算

法是否之最小值亦未能清楚說明. 因為 n可浮動，問題自由度放大

許多，從而大大降低了作品的難度，數列之初始值有規律，反覆使

用同餘之技巧可解決，是較為可惜之處。作品說明書不易閱讀，宜

減少數學符號並突出主線。本作品之作者有研究之潛力，未來可選

擇適當之主題再接再厲。 
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