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摘要 

為了可嘲設計能打掃樓梯的掃地機 べ們需È討袘 邊形在階梯㎝的翻轉 因袪べ們從

試作R袘㎜角形在大袘四邊形外圍的翻轉 畫出質心之翻轉軌跡並算出弧長,2面積 接著べ

們擴展到R袘 n邊形在大袘 k邊形的翻轉 在千變萬化的軌跡中 找到弧長↓面積的 式〓

ﾘ時 べ們也È討 當由大袘 k邊形翻轉R袘 邊形的弧長軌跡 並計算出回到原出發點的

最R圈數 並發現其規’〓最“在應用方面 べ們依袪發展到R袘 n邊形及圓形在階梯㎝的

翻轉 並改變階梯之夾角推Q出其 式 可應用在機器人掃地機打掃樓梯〓 

 

壹↓研究動機 

幾ツ巿面㎝出現了掃地機的家電產品 有一天媽媽突然說 ∩如果能有也可嘲打掃樓

梯的掃地機該有多好！∧因袪引發了べ們的靈感 是否有朝一日會設計出如㎞圖的掃地機

再X㎝之前在數學研討課㎝ 老師讓べ們討論了一題 TRML的思考賽試題(如㎞) 動手做的

過程 べ們發現 用電腦繪圖只要改變變因 就可嘲畫出千變萬化的美麗花邊 引起了べ

們莫大的,3趣〓應該可嘲推廣應用到設計打掃樓梯的掃地機〓 
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貳↓研究目的 

為了能設計可嘲打掃樓梯的掃地機 べ們擬È討多邊形的チ面翻轉問題 因袪本研究第

一部諸首先計算R袘 n邊形之重心P大袘 k邊形作環繞旋轉之滾動軌跡圖形↓弧長,2面積

並È討其 式,2規’性〓第二部諸為È討大袘 k邊形之重心PR袘 邊形作環繞旋之滾動軌

跡圖形之弧長 並計算大袘 k邊形回到原出發點之最R圈數〓接著 本組想到將多邊形的チ

面翻轉發展到機器人掃樓梯的應用〓因袪È討R袘 n邊形及圓形之重心翻轉爬階梯時的軌跡

圖形↓周長,2面積 並È討㎜者之間的力矩大R關係 利用袪部諸的計算結果 運用貨機器

人掃地機的設計概念〓最“本組改變階梯的角度推Q出當角度為 (90 180  )時 R袘

n邊形及圓形翻轉爬階梯的軌跡圖形↓周長,2面積之規’及 式〓 

參↓研究設備及器材 

紙↓筆↓電腦↓geogebra↓visio 

肆↓研究過程或方法 

研究架構圖

袘多邊形及圓形爬樓梯

1:n
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形
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形
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一↓È討當大 k邊形周長,2大袘 k邊形的周長相ﾘ時 R㎜角形翻轉時重心所走過的面積(弧

線扣掉大袘 k邊形的區域)↓周長是否會相等 

 

 

 

 

 

,4例R袘㎜角形 (設其邊長為 1)翻轉嘲㎝大四邊形 ABCD (邊長為 2,4,6,4),2大袘四邊形

EFGH (邊長為 4) 弧長計算方式如㎞(r=半徑)   

 
在大四邊形,2大袘四邊形角

㎝的總弧長 

在大四邊形,2大袘四邊形邊㎝的

總弧長 

 

翻轉大四邊形(邊長為 2,4,6,4) 

 

r×2×π×  

= r×2×π× ×4 

r×2×π× ×(2-1+4-1+6-1+4-1) 

= r×2×π× ×12 

翻轉大袘四邊形(邊長為 4) r×2×π× ×4 

r×2×π× (4-1)×4 

= r×2×π× ×12 

,4例R袘㎜角形 (設其邊長為 1)翻轉嘲㎝大四邊形 ABCD (邊長為 2,4,6,4),2大袘四邊形

EFGH  (邊長為 4) 面積計算方式如㎞(r=半徑)  

 
在大四邊形,2大袘四

邊形角㎝的總面積 

在大四邊形,2大袘四邊形邊

㎝的面積(扇形) 

在大四邊形,2大袘四邊

形邊㎝的面積(㎜角形) 

翻轉大四邊形(邊長為

2,4,6,4) 

 r2π×  

= r2π× ×4 

 r2π× ×(2-1+4-1+6-1+4-1) 

= r2π× ×12 

×4×4 

= ×16 

翻轉大袘四邊形(邊長為 4)  r2π× ×4 

r2π× (4-1)×4 

= r2π× ×12 

×(2+4+6+4) 

= ×16 
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得知其周長,2面積皆相等 嘲㎞為計算證明過程  

若R袘 n邊形之邊長為 a 大袘 k邊形↓,2大 k邊形的周長皆為 b R袘 n邊形重心

點所畫出之弧長在大袘 k邊形↓,2大 k邊形的個數皆為 b/a 其扇形角度也相等 故

在邊㎝的扇形弧長相等 而在角㎝翻轉的部諸 因為大袘 k邊形,2大 k邊形之愰角

和相等 故影響 直徑×(360 1愰角)×k×的總弧長也會相等〓綜合嘲㎝戓個部諸
當大 邊形周長,2大袘 邊形的周長相ﾘ時 R㎜角形重心所走過的周長會相等〓 

 

若R袘 n邊形之邊長為 a 大袘 k邊形↓,2大 k邊形的

周長皆為 b R袘 n邊形重心點所畫出之弧長在大袘 k

邊形↓,2大 k邊形的個數即右圖中㎜角形MNO的個數

皆為 b/a 故在邊㎝的扇形及㎜角形面積相等 而在角

㎝翻轉的部諸 因為大袘 k邊形,2大 k邊形之愰角和相

等 故影響 半徑×半徑×(360 1愰角)×k×  的總面積

也會相等〓綜合嘲㎝戓個部諸 得證當大 k邊形周長,2大袘 k邊形的周長相ﾘ時

R㎜角形重心所走過的面積會相等〓 

總結 當大 k邊形周長,2大袘 k邊形的周長相ﾘ時 R㎜角形重心所走過的面積↓周長

必會相等 故“面的整份研究皆Ç用翻轉大袘 k邊形來做〓 

二↓當R袘㎜角形沿著大袘 k邊形(k3↓4↓6)翻轉一圈 回到原來位置 試繪出其重心點軌

跡圖形 並È討軌跡的弧長及面積(嘲㎞計算為方便起見 嘲大袘 k邊形邊長為 60計算) 

(因作法雷ﾘ 故本研究只列出R袘 n邊形,2大袘 k邊形邊長比為 1 2及 1 5之演算過程) 

(一)設定R袘㎜角形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 10 ×2π×( ×3+ ×3) 60 π 

(2)面積 10 ×10 ×π×( ×3+ ×3)+900 ÷22×2 900π+450  
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 (二)設定R袘㎜角形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 ×2π×( ×3+ ×12) 48 π 

(2)面積 4 ×4 ×π×( ×3+ ×12)+900 ÷52×5 288π+180  

(㎜)設定R袘㎜角形,2大袘四邊形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 10 ×2π×( ×4+ ×4) π 

(2)面積 10 ×10 ×π×( ×4+ ×4)+1200 ÷22×2 1100π+600  

(四)設定R袘㎜角形,2大袘四邊形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 ×2π×( ×4+ ×16) π 

(2)面積 4 ×4 ×π×( ×4+ ×16)+1200 ÷52×5 352π+240  

(五)設定R袘㎜角形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)周長 10 ×2π×( ×6+ ×6) 20 π×5 100π  

(2)面積 10 ×10 ×π×( ×6+ ×6)+10800 ÷22×2 1500π+5400  

(撝)設定R袘㎜角形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  
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(1)周長 ×2π×( ×6+ ×24) 88 π 

(2)面積 4 ×4 ×π×( ×6+ ×24)+1800 ÷52×5 528π+360                                                                                                                              

㎜↓當R袘四邊形沿著大袘 k邊形(k3↓4↓6)翻轉一圈 回到原來位置 試繪出其重心點軌

跡圖形 並È討軌跡的弧長及面積(嘲大袘 k邊形邊長為 60計算) 

(一)設定R袘四邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 π 

(2)面積   

  

(二)設定R袘四邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 π 

(2)面積   

 (㎜)設定R袘四邊形,2大袘四邊形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長  

(2)面積  

(四)設定R袘四邊形,2大袘四邊形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  



7 

 

(1)弧長 π 

(2)面積  

(五)設定R袘四邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 π 

(2)面積  

 

(撝)設定R袘四邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長

π 

(2)面積

612 1080   

四↓當R袘撝邊形沿著大袘 k邊形(k3↓4↓6)翻轉一圈 回到原來位置 試繪出其重心點軌

跡圖形 並È討軌跡的弧長及面積(嘲大袘 k邊形邊長為 60計算) 

(一)設定R袘撝邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 (30×2× ×3+30×2× ×3)π 120π 

(2)面積 30×30× ×3π+30×30× ×3π+30×30× 2×2×3 1800π+1350  
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(二)設定R袘撝邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 (12×2× ×3+12×2× ×4×3)π 84π 

(2)面積 12×12× ×3π+12×12× ×4×3π+12×12× 2×5×3 504π+540  

(㎜)設定R袘撝邊形,2大袘四邊形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 (30×2× ×4+30×2× ×4)π 140π 

(2)面積 30×30× ×4π+30×30× ×4π+30×30× ÷2×2×4 2100π+1800  

(四)設定R袘撝邊形,2大袘四邊形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 (12×2× ×4+12×2× ×4×4)π 104π 

(2)面積 12×12× ×4π+12×12× ×4×4π+12×12× ÷2×5×4 624π+720  

(五)設定R袘撝邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 2 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 (30×2× ×6+30×2× ×6)π 180π 

(2)面積 30×30× ×6π+30×30× ×6π+30×30× ÷2×2×6 2700π+2700  
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(撝)設定R袘撝邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 5 

1.重心點的軌跡圖形如㎞  

2.軌跡弧長↓面積求法如㎞  

(1)弧長 (12×2× ×6+12×2× ×4×6)π 144π 

(2)面積 12×12× ×6π+12×12× ×4×6π+12×12× ÷2×5×6 864π+1080  

接著 べ們反過來思考 如果是R袘多邊形固定 大袘多邊形的重心在外部作環繞旋轉

就不一定會在旋轉一圈“就回到原出發點 那麼圖形回到出發點的重心軌跡及最R圈數又是

如何呢 嘲㎞べ們試作了R袘 m邊形,2大袘 n邊形邊長比為 1 2 2 3及 3 4㎜種情形  

 

五↓當大袘 n邊形(n3↓4↓6)沿著R袘㎜邊形翻轉一圈 回到原來位置 試繪出其重心點軌

跡圖形 並È討軌跡的弧長及最R翻轉圈數 

(一)設定R袘㎜角形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 23x x最R為 2 

(2)軌跡弧長 


 


  3
360

240
2

3

32
3

360

120
2

3

3  rr  

rrr
3

310

3

38

3

32    

(二)設定R袘㎜角形,2大袘四邊形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 23x x最R為 2 

(2)軌跡弧長 


 


  3
360

120
23

360

210
22  rr  

rrr
2

)427(
2

2

27    

 (㎜)設定R袘㎜角形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 23x x最R為 2 



10 

 

(2)軌跡弧長 


 


  3
360

120
233

360

180
22  rr  

  rrr  332326   

(四)設定R袘㎜角形,2大袘㎜角形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 3│6x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 


 


 
360

120

360

120
2

360

120

360

240
23  rr

 2 3 3 2

3
r  

(五)設定R袘㎜角形,2大袘四邊形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 3│6x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 )
360

120

360

120
(2

2

10
)

360

90

360

210
(22

2

3   rr
2(15 4 5)

6
r  

(撝)設定R袘㎜角形,2大袘撝邊形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 3│6x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 


 


 
360

120

360

120
2

2

72

360

60

360

180
23  rr

3 7
4

3
r       

(七)設定R袘㎜角形,2大袘㎜角形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 4│9x x最R為 4 

(2)軌跡弧長 

 3
360

120
22

3

34

3

34

3

34
2

3

21

3

32 


  r   r7436
3

3   
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(揵)設定R袘㎜角形,2大袘四邊形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 4│9xx最R為 4 

(2)軌跡弧長

     


 
360

210
222

360

90
22222

360

120
2252  rrr  

  r213544 
 (九)設定R袘㎜角形,2大袘撝邊形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘㎜角形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 4│9x x最R為 4 

(2)軌跡弧長 

     


 
360

180
2460244

360

120
221332  rrr  

 4 3 13 5 r    

撝↓當大袘 n邊形(n3↓4↓6)沿著R袘四邊形翻轉一圈 回到原來位置 試繪出其重心點軌

跡圖形 並È討軌跡的弧長及最R翻轉圈數 

(一)設定R袘四邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 24xx最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 4 210 2 2 90 2
3 3

3 360 3 360
r r        

17
3

9
r  

(二)設定R袘四邊形,2大袘四邊形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 24x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 180 2 90 2
2 2 2

360 360
r r          

 2 2 1 r   
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(㎜)設定R袘四邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 24x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 150 2 90 2
4 2 3

360 360
r r        

10
3

3
r      

(四)設定R袘四邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 38x x最R為 3 

(2)軌跡弧長  120 210 4 90 8
2 3 2

360 360
r r          

22
3 4

3
r      

 

(五)設定R袘四邊形,2大袘四邊形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 38x x最R為 3 

(2)軌跡弧長  180 90 4 90 8
3 2 10

360 360
r r          

= 9 2 2 10 r  

(撝)設定R袘四邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 38x x最R為 3 

(2)軌跡弧長  60 150 4 90 8
6 2 7

360 360
r r          

 14 4 7 r   
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(七)設定R袘四邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘四邊形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 412x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 8 120 210 120 2 7 90 90 4 90
3 3 3

3 360 3 360 3 360
r r r               

11 7
3

3
r  

 (揵)設定R袘四邊形,2大袘四邊形的邊長比為 3 4 

 (1)嗤R袘四邊形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 412x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 180 90 90 90 90 90
4 2 2 5 4

360 360 360
r r r             

 4 2 5 1 r    

(九)設定R袘四邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 3 4 

 (1)嗤R袘四邊形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 412x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 60 60 150 90 90 90
8 2 13 4 3

360 360 360
r r r             

 6 13 3 r    

七↓當大袘 n邊形(n3↓4↓6)沿著R袘撝邊形翻轉一圈 回到原來位置 試繪出其重心點軌

跡圖形 並È討軌跡的弧長及最R翻轉圈數 

(一)設定R袘撝邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 26x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 3)
360

180
2

3

32

360

30
2

3

3
(   rr

7 3

3
r  
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(二)設定R袘撝邊形,2大袘四邊形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 26xx最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 3)
360

150
22

360

60
2(   rr

5 2
(1 )

2
r 

  

(㎜)設定R袘撝邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 1 2 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 r 翻轉圈數為 x 

即 26xx最R為 1 

       (2)軌跡弧長 

 3
360

021
2r2

360

60
32 


  r ( 3 4) r 

 
 

(四)設定R袘撝邊形,2大袘㎜角形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 312x x最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 2)
360

180
32

360

120
322

360

60
(2   rrr

4 10 3

3
r

 

(五)設定R袘撝邊形,2大袘四邊形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 312xx最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 2]2
360

60

2

10
2)

360

150

360

90
(2

2

3
[2   rr

 2 10
(4 2 )

3
r 
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(撝)設定R袘撝邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 2 3 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 2r 翻轉圈數為 x 

即 312xx最R為 1 

(2)軌跡弧長 

 2)]
360

120

360

60
(322

360

60
72[   rr

4 7
( 6)

3
r   

 

(七)設定R袘撝邊形,2大袘㎜邊形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 418xx最R為 2 

(2)軌跡弧長 

21 60 4 3 120 2 3 60 4 3 180
(2 2 2 2 2 2 ) 3

3 360 3 360 3 360 3 360
r r r r                     

2 21
( 10 3)

3
r   

(揵)設定R袘撝邊形,2大袘四邊形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 418xx最R為 2 

(2)軌跡弧長 

 60 90 60 150
(2 5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ) 3

360 360 360 360
r r r r                      

(2 5 2 11 2) r    

(九)設定R袘撝邊形,2大袘撝邊形的邊長比為 3 4 

(1)嗤R袘撝邊形邊長為 3r 翻轉圈數為 x 

即 418x x最R為 2 

(2)軌跡弧長 

 60 60 60 120
(2 13 2 2 4 2 2 2 3 2 4 ) 3

360 360 360 360
r r r r                      

(2 13 16 2 3) r    
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      從袘多邊形的翻轉中 べ們想到市面㎝的機器人大多也是如袪 僅會掃チ面而不能

掃樓梯 因袪べ們想要嘗試讓機器人翻轉階梯 並比較當機器人掃地機為㎜角形↓袘四邊

形及圓形時在空中翻轉的面積大R關係(越大唳表越耗力) 因為在掃チ面時所需的動力皆

相ﾘ 因袪在本研究接㎞來所做的È討都是當機器人要翻㎝一階時的翻轉情形 袪外 べ

們也將機器人邊長 階梯邊長=1 1及 1 2的狀況在嘲㎞本研究中呈現〓 

揵↓È討R袘 m邊形(m=3↓4)及圓形之重心點翻轉爬階梯時的軌跡圖形周長及面積(嘲階梯

一階為 1計算) 

(一)↓討論袘四邊形↓袘㎜角形↓圓形之重心點翻轉㎝階梯(90)的軌跡弧長及掃過面積
(樓梯共 3階) 

1.袘㎜角形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 1進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡
3 210 30

2 ( ) ( ) 3
3 360

    4 3

3
  

(3)面積 2 23 210 30 3 5
[( ) ] 3 1

3 360 4 3
      2 5

3
3 12
 

 

 

2.袘㎜角形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 2進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡
3 120 210 120 30

2 ( ) ( ) 3
3 360

      8 3

3
  

(3)面積 23 120 210 120 30
( ) ( ) 3

3 360
     23 11

1
4 3
 

 
4 11

3
3 12
   

3.袘四邊形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 1進行)
 

(1)如右圖 

(2)軌跡
2 180

[2 ( ) ] 3
2 360

    
3 2

2
  

(3)面積 2 22 1
( ) 3 1

2 2
    3

1
4
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4.袘四邊形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 2進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡
2 90 180 90

[2 ( ) ( )] 3
2 360

     3 2  

(3)面積 22 90 180 90
[( ) ( )] 3

2 360
    1

10
4


 
3 5

2 2
    

5.圓形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 1進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡 
4

3
33)

4

1
1(   

(3)面積 
16

3
23

16

1

4

1
8      

 

6.圓形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 2進行) 

 (1)如右圖   

(2)軌跡  
4

3
93)

4

1
3( 

 

(3)面積 
16

3
53

16

1

4

1
20 

 

 

 

(二)改變階梯之角度(120) 討論袘四邊形↓袘㎜角形↓圓形之重心點翻轉㎝階梯的軌跡
弧長及掃過面積 (樓梯共 3階) 

1.袘㎜角形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 2進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡 3)
360

180120260
()

3

3
(2    

3

38
 

(3)面積 3)
360

180120260
()

3

3
( 2   

3
12

11

3

4

3

11
1

4

3 2    
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2.袘四邊形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 2進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡 3)]
360

18029030
()

2

2
(2[    23  

(3)面積  3)]
360

18029030
()

2

2
[( 2  

4

11

2

3
11

4

1    

 

3. 圓形在階梯㎝的翻轉軌跡(嘲邊長 1 2進行) 

(1)如右圖 

(2)軌跡 )
3

3

2

1

2

1
(   6)

6

3
2(   3

6

1   

 
2

1

6

37

2

25   

(3)面積
6

1

4

1
2

2

1
)

6

3
2(

6

3

2

1
[

2

1
)

6

3

2

1
(    

8

1

3

3

4

25   

 

べ們觀察及計算“發現  

(1)當R袘㎜角形爬階梯時 90階梯及 120階梯的軌跡及覆蓋區域面積都相ﾘ  

(2)R袘四邊形爬階梯時其軌跡相ﾘ 但因為 120階梯開始多了一次翻轉 故覆蓋區

域面積多了
4

1
 

(3)圓形翻轉時的軌跡,2覆蓋面積都不ﾘ 120階梯之軌跡及覆蓋面積皆為大貨 90
階梯之軌跡及覆蓋面積 
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伍↓研究結果 

由嘲㎝做法 整理表格如㎞  

一↓(嗤大袘 k邊形之邊長=60)周長之表格 

 
㎜ 四 撝 

R袘 n

邊形 

,2大袘 k邊

形之邊長比 
   

㎜ 

(1)1 1 80 π π 120 π 

(2)1 2 60 π π 100 π 

(3)1 3 π π π 

(4)1 4 50 π π 90 π 

(5)1 5 48π  π 88 π 

(6)1 6 π π π 

四 

(1)1 1 π π π 

(2)1 2 π π π 

(3)1 3 π π π 

(4)1 4 π π π 

(5)1 5 π π π 

(6)1 6 π π π 

撝 

(1)1 1 180π 200π 240π 

(2)1 2 120π 140π 180π 

(3)1 3 100π 120π 160π 

(4)1 4 90π 110π 150π 

(5)1 5 84π 104π 144π 

(6)1 6 80π 100π 140π 

 

大 
小 
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二↓(嗤大袘 k邊形之邊長=60)面積之表格 

 
㎜ 四 撝 

R袘 n

邊形 

,2大袘 k邊

形之邊長比 

   

㎜ 

(1)1 1 2400π+900  2800π+1200  3600π+1800  

(2)1 2 900π+450  1100π+600  1500π+900  

(3)1 3 π+300  π+400  π+600  

(4)1 4 375π+225  475π+300  675π+450  

(5)1 5 288π+180  352π+240  528π+360  

(6)1 6 π+150  π+200  π+300  

四 

(1)1 1 3150 2700   3600 3600   4500 5400   

(2)1 2 1125 1350   1350 1800   1800 2700   

(3)1 3 650 900   800 1200   1100 2700   

(4)1 4 450 675   562.5 900   787.5 1350   

(5)1 5 342 450   432 720   612 1350   

(6)1 6 275 450   350 600   500 900   

撝 

(1)1 1 5400π+2700  6000π+3600  7200π+5400  

(2)1 2 1800π+1350  2100π+1800  2700π+2700  

(3)1 3 1000π+900  1200π+1200  1600π+1800  

(4)1 4 675π+675  825π+900  1125π+1350  

(5)1 5 504π+270  624π+720  864π+1080  

(6)1 6 400π+450  500π+600  700π+900  

大 
小 
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㎜↓(嗤R袘 k邊形,2大袘 n邊形之邊長比為 r 2r↓2r 3r↓3r 4r)大袘 n邊形重心之滾動弧

長之表格 

R袘 k

邊形 

,2大袘 n

邊形之

邊長比 

大袘㎜角形 大袘四邊形 大袘撝邊形 
環繞圈數 

x 

k=3 

1 2 10 3

3
r


 

17
3

9
r  7 3

3
r  2 

2 3  2 3 3 2

3
r

 

22
3 4

3
r     4 10 3

3
r

 
1 

3 4  3
36 4 7

3
r  

11 7
3

3
r

 
2 21

( 10 3)
3

r  4 

k=4 

1 2 (7 2 4)

2
r


  2 2 1 r  5 2

(1 )
2

r  1 

2 3 2(15 4 5)

6
r

  9 2 2 10 r  2 10
(4 2 )

3
r  3 

3 4  4 4 5 13 2 r    4 2 5 1 r   (2 5 2 11 2) r   1 

k=6 

1 2  2 3 3 r  
10

3
3

r     ( 3 4) r  1 

2 3 
3 7

4
3

r      
 14 4 7 r  4 7

( 6)
3

r  
1 

3 4  4 3 13 5 r    6 13 3 r   (2 13 16 2 3) r   2 
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陸↓討論 

一↓發現由嘲㎝的實驗方法 べ們推論出其 式 

(一)↓È討一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整數)所滾動軌跡之弧

長 

(1)當 k=3 

弧長 

3 2 1 3 2 240
( ) 2 ( 1) 3 ( ) 2 3

2 3 3 2 3 360
r n r                 

 

 

(2)當 k=4 

弧長 

 

 

 

(3)當 k=6 

   弧長 

3 2 1 3 2 180
( ) 2 ( 1) 6 ( ) 2 6

2 3 3 2 3 360
r n r                 

3 2 1 180
( ) 2 6 [ ( 1) ]

2 3 3 360
r n          

4 1
3 ( )

3 2
r n   

2
3 (6 3)

9
r n 

 

 

 



23 

 

發現 由㎝可推知 當一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整數)

所滾動軌跡之弧長 其軌跡弧長為
2

3 ( 3)
9

r kn 
 

 

袪外 べ們也直接嘲算式證明了 摠式  

 

 

 

(二)↓È討一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整數)所滾動軌跡之面  

積 

(1)當 k=3 

面積 

2 23 2 120 3 2 180 3 1
( ) ( 1) 3 ( ) 3 3

2 3 360 2 3 360 6 2
r n r r r n                     

 

 

(2)當 k=4 

面積 
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(3)當 k=6 

面積 

2 23 2 120 3 2 180 3 1
( ) ( 1) 6 ( ) 6 6

2 3 360 2 3 360 6 2
r n r r r n                    

2 2 26 3
( 1)

9 2
r n r nr       

2 21 6
(6 3) 3

9 12
r n r n    

發現 由㎝可推知 當一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k 邊形(邊長 nr)(n為袘整數)

所滾動軌跡之弧長 其軌跡弧長為 2 21
( 3) 3

9 12

k
r kn nr  

 

 

袪外 べ們也直接嘲算式證明了 摠式  

2

360
360 30 2 (180 )3 2 1 3 3

( ) ( 1) ( )
2 3 3 2 2 360

kr n k r k                 
 

2 2 2 2 2
1 11 1 3 1 33 3( 1) ( 1 3 )

9 3 12 9 12

k k

n r k r k nr k r k n nr k
k k

                   
2 2 2 21 1
( 3) 3 ( 3) 3

9 12 9 12
k k

r kn k k nr r kn nr        
 

 

(㎜)↓È討一R袘四邊形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整數)所滾動軌跡之弧

長,2面積  

面積 弧長  

22

4

3
)43(

8

1
nrnr   )43(

4

2 nr  k 3 

22

4

4
)44(

8

1
nrnr   )44(

4

2 nr  k 4 

22

4

6
)46(

8

1
nrnr   )46(

4

2 nr  k 6 

22

4
)4(

8

1
nr

k
knr   )4(

4

2 knr  推測 
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弧長  

發現 由㎝可推知 當一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整

數)所滾動軌跡之弧長 其軌跡弧長為
2

( 4)
4

r kn   

袪外 べ們也直接嘲算式證明了 摠式  

 

面積  

發現 由㎝可推知 當一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整

數)所滾動軌跡之弧長 其軌跡弧長為 2 21
( 4)

8 4

k
r kn nr    

袪外 べ們也直接嘲算式證明了 摠式  

2 2

360
360 45 2 (180 )2 1 2 1

( ) ( 1) ( )
2 4 2 360 2 2

rkr n k r k r n k                  

2 2 2 2 2

2 2 2 2

11 1 1 1 4 14( 1) ( 1 )
8 2 4 8 4
1 1

( 4) ( 4)
8 4 8 4

k
k

n r k r k nr k r k n nr k
k k

k k
r kn k k nr r kn nr

  
 

                
       

 

(四)↓È討一R袘撝邊形(邊長 r)重心點繞大袘 k 邊形(邊長 nr)(n為袘整數)所滾動軌跡之

面 積,2周長 

面積 弧長  

πr2(3n+6)+ πr2 πr(3n+6) k＝3 

πr2(4n+6)+ πr2 πr(4n+6) k＝4 

πr2(6n+6)+ πr2 πr(6n+6) k＝6 

πr2(kn+6)+ πr2 πr(kn+6) 推測 
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周長  

發現 由㎝可推知 當一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整

數)所滾動軌跡之弧長 其軌跡弧長為
1

( 6)
3

r kn   

袪外 べ們也直接嘲算式證明了 摠式  

360
360 60 2 (180 )1

2 ( 1) 2
6 360

kr n k r k               
1 1

( 6) ( 6)
3 3

r kn k k r kn      
11 1 66( 1) 2 ( 1 )

3 3

k
k

n r k r k rk n
k k

                
 

 

 

面積  

發現 由㎝可推知 當一R袘㎜角形(邊長 r)重心點繞大袘 k邊形(邊長 nr)(n為袘整

數)所滾動軌跡之弧長 其軌跡弧長為 2 21
( 6) 3

6 4

k
r kn nr    

袪外 べ們也直接嘲算式證明了 摠式  

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

360
360 45 2 (180 )1 3

( 1)
6 360 4

11 3 1 6 36( 1) ( 1 )
6 4 6 4
1 1

( 6) 3 ( 6) 3
6 4 6 4

kr n k r k r n k

k
k

n r k r k nr k r k n nr k
k k

k k
r kn k k nr r kn nr
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(四)↓È討R袘㎜邊形↓袘四邊形(邊長為 r)及圓形(半徑為 r
2

1
)之重心點翻轉爬 90階梯

時的軌跡弧長及面積(邊長,2階梯高之比=1 n 樓梯共 k階) 

(1)袘㎜邊形  

軌跡弧長 k
n

r  )
360

210120)1(230
()

3

3
(2  nkr

9

34 
 

面積 )12(
3

1

4

3
)

360

210120)1(230
()

3

3
( 22  nkrk

n
r   

)12(
12

3

9

2 22  nkrnkr


 

 

(2)袘四邊形  

軌跡弧長 k
n

r  )
360

18090)1(2
()

2

2
(2  nkr

2

2
 

面積 )22(
4

1
)

360

18090)1(2
()

2

2
( 22  nkrk

n
r  )22(

4

1

4
22  nkrnkr


 

 

(3)圓形  

軌跡弧長 krrn  ]
4

1
)

2

1
(2[  krkrn

4
)12(

  

面積 22

164

1
)1(

2

1
)

2

1
(2 rkrkkrrn

 22

16
)

4

1

4

1
( krrknk


 

 

(五)↓È討R袘㎜邊形↓袘四邊形(邊長為 1)及圓形(半徑為
2

1
)之重心點翻轉爬 θ

90θ180 階梯時的軌跡弧長及面積(邊長,2階梯高之比=1 n 樓梯共 k階) 

(1)袘㎜角形  

軌跡弧長 k
n

r  )
360

)300(120)1(2)60(
()

3

3
(2

 nkr
9

34 
 

面積 )12(
3

1

4

3
)

360

)300(120)1(2)60(
()

3

3
( 22  nkrk

n
r

  

)12(
12

3

9

2 22  nkrnkr
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(2)袘四邊形  

軌跡弧長 k
n

r  )
360

)270()90(90)1(2
()

2

2
(2

 nkr
2

2
 

面積 )12(
4

1
)

360

)270()90(90)1(2
()

2

2
( 22  nkrk

n
r

  

)12(
4

1

4
22  nkrnkr


 

 

(3)圓形 目前只解決 120之階梯問題 其他角度之計算一直困擾

べ們很久 若階梯夾角為 依諶線性質可得知需計算一

銳角為
2


之直角㎜角形(如右圖) x之值嘲目前べ們所學

無法表示 老師也訴べ們未來可嘲用㎜角函數表示之

因袪 個問題等嘲“再行突破〓 

 

(撝)↓È討R袘 m邊形(m=3↓4)及圓形之重心點翻轉爬階梯時的費力大R關係(嘲階梯一

階為 1計算 而R袘多邊形的重量皆一樣)  

    在任何地方 力矩皆為 F(過力)×Lcosθ べ們假設掃地機為

質量均勻的物體 則其重量可視為集中貨物體的重心 則物體

瞬時翻轉所需之力矩為抵抗物體重力之 F,2 Lcosθ之乘積(L為

重心到旋轉中心之距離) 但是若要真的計算整個翻轉過程之總

力矩 可能會需要用到積諸的部諸 P貨國一學生來說無法理

解 因袪べ們想到 可嘲使用估算的方式 計算在整個翻轉中

最大的 F×Lcosθ的值 如果所需最大力矩的部諸翻得過去 而

其它的部諸也一定能翻得過去 而且若憘へ的翻轉動作皆保持

ﾘ樣的力矩 機器人也才不用每翻轉一次就去換一次的力矩 可達到省電的效果〓 

    計算 F×Lcosθ的值時 因 F值固定 故當 θ0度時 袪時 cosθ的最大值=1 所嘲得

知 N邊形或圓形在翻轉階梯 最費力的部諸就在其其中一邊,2地面チ行的時候〓 

    因袪 最“剩㎞要 L的大R 也就是袘 N邊形中心到頂點之距離或圓形的半徑的長

度大R關係 ,4例若R㎜角形↓R袘四邊形的邊長為 1↓圓形的半徑為
2

1
及 L的大R

依序為
3

3
↓

2

2
↓

2

1
故 L的大R關係為

2

1

3

3

2

2  因袪 費力程度的大R關係

=力矩的大R關係=L的大R關係為R袘四邊形 R㎜角形 圓形〓 

2


r

x

F

F
L

θ

Lcosθ
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柒↓結論 

一↓設R袘 m邊形邊長為 r 大袘 k邊形邊長為 nr R袘 m邊形沿著大袘 k邊形翻轉一圈

べ們得到嘲㎞結果  

k m 弧長 式 面積 式 

㎜ ㎜ 
2

3 (3 3)
9

r n   2 21 3
(3 3) 3

9 12
r n nr    

四 ㎜ 
2

3 (4 3)
9

r n   2 21 4
(4 3) 3

9 12
r n nr    

撝 ㎜ 
2

3 (6 3)
9

r n   2 21 6
(6 3) 3

9 12
r n nr    

㎜ 四 2
(3 4)

4
r n   2 21 3

(3 4)
8 4

r n nr    

四 四 2
(4 4)

4
r n   2 21 4

(4 4)
8 4

r n nr    

撝 四 2
(6 4)

4
r n   2 21 6

(6 4)
8 4

r n nr    

㎜ 撝 
1

(3 6)
3

r n   2 21 3
(3 6) 3

6 4
r n nr    

四 撝 
1

(4 6)
3

r n   2 21 4
(4 6) 3

6 4
r n nr    

撝 撝 
1

(6 6)
3

r n   2 21 6
(6 6) 3

6 4
r n nr    

 

二↓設大袘多邊形邊數為 k↓邊長為 nr n為袘整數 R袘多邊形為 r 即邊長比為 1:n〓 

R 弧長 式 面積 式 

㎜ 
2

3 ( 3)
9

r kn   2 21
( 3) 3

9 12

k
r kn nr    

四 2
( 4)

4
r kn   2 21

( 4)
8 4

k
r kn nr    

撝 
1

( 6)
3

r kn   2 21
( 6) 3

6 4

k
r kn nr    
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㎜↓大袘 n邊形翻轉R袘 k邊形之重心軌跡尚未找到 式 但べ們發現 若R袘 k邊形邊長

比大袘 n邊形邊長為 a b 最少翻轉圈數為 x 則 b為 kax之因數 即可推算出翻轉回

原出發點之最少圈數〓 

四↓由㎝可知 R袘M邊形(M=3↓4)(邊長為 r)及圓形(半徑為
1

2
r )之重心點翻轉爬階梯時的

軌跡弧長及面積如㎞(嘲階梯一階為 1計算)  

(1)邊長,2階梯高之比=1 n(R袘M邊形邊長↓圓形直徑為 r 90樓梯共 k階) 

面積 弧長 M 

)12(
12

3

9

2 22  nkrnkr


 nkr
9

34 
 ㎜ 

)22(
4

1

4
22  nkrnkr


 nkr

2

2
 四 

22

16
)

4

1

4

1
( krrknk

  krkrn
4

)12(
  圓形 

(2)當階梯角度 θ改變 90θ180 之結論則如ﾘ討論所示 

五↓應用  

市面㎝的機器人掃地機只能掃チ面 不能掃樓梯〓べ們的袘多邊形及圓形在階梯㎝的

翻轉 可嘲ú供機器人掃地機改良運作的方向〓若機器人掃地機嘲袘㎜角形↓袘四邊形

或圓盤方式翻滾 到㎞一個階梯再來掃 如袪連樓梯都能掃 W能更X擴大〓 

因為べ們在理化所學知識有限 只能ù述其軌跡弧長及面積的比大R 假嘲時日 再

繼續研究力矩↓W和 向速度的比大R 可ú供機器人掃樓梯一個更佳的方向〓 

捌↓參考資料及其他 

一↓國中數學課本第四冊第四章〓南一出版社〓 

二↓高中數學課本第㎜冊第一章〓南一出版社〓 

㎜↓TRML2002屆試題 

http://sites.chhs.hcc.edu.tw/shu-xue-tian-de/li-jie-shi-ti-zhuan-qu/tai-wan-qu-gao-zhong-shu-xue-

jing-sai-trml-li -jie-shi-ti-1999-2007 

四↓2007X拿大科學展覽“圖形版”的圖形軌跡之È討及延伸〓 



そ評語た030414  

本作品討論特定多邊形繞另一多邊形所成面積與弧長，為傳統

科展題目¨ 

由一個實際的問題出發，給出一個模型，並針對幾種特殊的圖

像う三角形、四邊形、六邊形和圓形え給出計算的結果，想法很可

愛，值得嘉許¨對於一般正多邊形，滿足邊長成倍數關係應該也可

以給出通式¨如果能給出最一般化的結果會更好 う̈四十六屆全國

中小學科展國中組有一件類似作品ま滾滾紅成み，可以參考¨え 
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