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作品ﾙ稱 分進合擊わ分解勾股數 

摘要 

本研究的目的是探討素勾股數家族的產生〓研究方法是以最簡真分數數列產生素勾股數

家族，研究結果是由最簡真分數數列產生股弦定差↓勾弦定差以及勾股定差之素勾股數家族，

更進一袽由最簡真分數數列產生素勾股數㎜元樹〓 
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壹↓ 研究動機 

    べ曾以勾股數相關的作品參加了第 52↓53和 54屆憘國科展 表一 ，也曾以勾股

數相關的數學文章刊渶於中央研究 數學研究所數學傳播季刊第 150和 151期 表二〓

這學期數學課本中的第二章第㎜節是∩畢氏定理∧，老師在㎝課中介紹勾股數，再度激

起べ對勾股數的熱情〓在第四十七屆憘國科展高中組數學科第㎜ﾙ的∩勾股鐵路網∧

作品中，王 臻ﾘ學由佩爾數列產生費馬家族的模式，延伸到由佩爾方程產生整數數

列，進而產生勾股定差的素勾股數家族，更讓べ想進一袽探討素勾股數家族的規’性〓 

    勾股數又ﾙ畢氏數，是符合畢氏定理 欠態 + 決態 = 潔態 的整數解 欠, 決, 潔 ，素勾股
數則是 欠, 決, 潔 的最大摠因數等於 1，素勾股數家族則是由ﾘ一個生へ摠式所產生的

素勾股數數列[岫欠券, 決券, 潔券岻]，例如歐幾 得家族 the Euclid family ↓畢達哥拉援家族 the 

Pythagoras family ↓柏拉圖家族 the Plato family 及費馬家族 the Fermat family 〓

了傳統的摠式，史帝費爾 (Michael Stifel, 1544)和奧撒南(Jacques Ozanam, 1844) 分別

以帶分數數列產生畢達哥拉援和柏拉圖家族〓因袪，べ想以分數進行∩分進合擊わ分

解勾股數∧的勾股數研究，先由歐幾 得家族產生最簡真分數數列，再分へ畢達哥拉

援↓柏拉圖及費馬家族進行探討，然“再綜合探討貝格倫的素勾股數㎜元樹 圖一 〓 

 

貳↓ 研究目的 

一↓ 先由歐幾 得家族產生最簡真分數數列，再由袪探討各種素勾股數家族〓 

(一) 以最簡真分數數列產生畢達哥拉援家族與股弦定差的素勾股數家族〓 

(二) 以最簡真分數數列產生柏拉圖家族與勾弦定差的素勾股數家族〓 

(㎜) 以最簡真分數數列產生費馬家族與勾股定差的素勾股數家族〓 

二↓ 以最簡真分數數列產生貝格倫的素勾股數㎜元樹〓 

 

參↓ 研究設備及器材 

筆↓紙↓word 2007↓excel 2007↓小算盤〓 
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表一  第 52↓53和 54屆憘國科展作品ﾙ稱及摘要 

屆別 作品ﾙ稱 摘要 

52 

㎜催四請わ 

從畢氏定理

到N元畢氏

數 

利用對圓點方 的降階分奇偶數組加以探討，晥中，奇數組是在

M+1 階方 中透過一次降一階來探討㎜元畢氏數中 X1=2k+1的情

況，而偶數組是在 M+2 階方 中透過一次降二階來探討㎜元畢氏

數中 X1=2k+2的情況〓在獲得初袽的へ果“，又藉著直角㎜角形的擴

充依遞迴定義的方式來進一袽來探討 N元畢氏數〓最“，べ得到 N元

畢氏數 X1,X2,…,Xm,…,Xn-1,Xn 的關係式〓 

53 

接二連㎜わ

拼剪海倫㎜

角形 

面積是袘整數的整數邊㎜角形就是海倫㎜角形 整數邊的直角㎜

角形就是畢氏㎜角形〓本研究先透過圓點方 得到戓組基本的畢氏㎜

角形的邊長生へ摠式，並且證明這戓組基本的畢氏㎜角形都是海倫㎜

角形 接著，取晥中一組基本的畢氏㎜角形加以複製，へ為有一條摠

共邊的戓個相ﾘ畢氏㎜角形，接著拼接へ四組㎜角形，並且證明這四

組㎜角形都是海倫㎜角形 更進一袽，把這戓組基本的畢氏㎜角形各

放大到適當的倍數“，へ為有一條摠共邊的戓個不ﾘ的畢氏㎜角形，

接著拼接へ撝組不ﾘ的㎜角形和剪接へ撝組不ﾘ的㎜角形，並且證明

這十二組㎜角形都是海倫㎜角形〓因袪，本研究總共得到十揵組海倫

㎜角形的邊長生へ摠式〓 

54 

代代相傳わ

迭代勾股數

之猜想 

探討∩勾股數迭代摠式∧的問題，並驗證∩由∨勾股形¬可得到

㎜個相似的矩 來生へ∨勾股數迭代摠式¬∧的猜想〓研究的結果是以

∨勾股形¬得到不ﾘ的勾股數關係式，接著以這些不ﾘ的勾股數關係

式作迭代 算，得到了七十揵個不ﾘ的勾股數矩 迭代摠式，再將晗

有相似矩 的摠式歸為ﾘ一類，則這七十揵個摠式共可分へ二十撝

類，每類皆有㎜個摠式，由袪證明了勾股數迭代摠式的猜想〓在研究

過程中，べ得到了一般的勾股數矩 迭代摠式〓 

 

表二  刊渶於中研究 數學所數學傳播季刊第 150和 151期的數學文章摘要 

期別 文章ﾙ稱 摘要 

150 

畢氏㎜元數

生へ摠式之

研究與渞展 

本研究不ﾘ於以往的畢氏㎜元數生へ摠式之產生方式，從連續奇

數和的摠式，延伸至圓點方 的點數和的摠式“，進一袽產生了畢氏

㎜元數的生へ摠式〓 

151 

勾股數迭代

摠式之研究

與渞展 

    清代數學家劉彝程由勾股數為邊長所構作的幾何圖形，以迭代的

方式，產生了一組的勾股數迭代摠式，袪摠式類似於貝格倫以及普萊

援的畢氏㎜元數迭代摠式〓本研究由勾股數為邊長所構作的幾何圖形

之性質，以迭代的方式，找到了劉彝程的另外戓組摠式，以及 沿產

生了貝格倫和普萊援的摠式〓 
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岫欠怠, 決怠, 潔怠岻                     岫欠態, 決態, 潔態岻                     岫欠戴, 決戴, 潔戴岻                                 岫欠替, 決替, 潔替岻 
9,40,41  

7,24,25               105,88,137  

91,60,109  

 

105,208,233  

5,12,13         55,48,73              297,304,425  

187,84,205  

 

95,168,193  

45,28,53              207,224,305  

117,44,125  

 

57,176,185  

39,80,89              377,336,505  

299,180,349  

 

217,456,505  

3,4,5           21,20,29        119,120,169           697,696,985  

459,220,509  

 

175,288,337  

77,36,85              319,360,481  

165,52,173  

 

51,140,149  

33,56,65              275,252,273  

165,52,173  

 

115,252,277  

{ 15,8,17         65,72,97              403,396,565  

273,136,305  

 

85,132,157  

35,12,37              133,156,205  

63,16,65  

圖一  貝格倫由迭代摠式z↓{和|產生素勾股數㎜元樹(Wikipedia, the free encyclopedia, 2015)     

       [欠津+怠決津+怠潔津+怠] [な −に にに −な にに −に ぬ] [欠津決津潔津]， [欠津+怠決津+怠潔津+怠] [−な に に−に な に−に に ぬ] [欠津決津潔津]， [欠津+怠決津+怠潔津+怠] [な に にに な にに に ぬ] [欠津決津潔津] 
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肆↓ 研究方法與過程 

一↓ 研究架構 

分進合擊わ分解勾股數 

      經由 

畢氏定理單元的學習 

          研究動機 

勾股數 

                    閱讀                 閱讀                閱讀 

              勾股鐵路網          勾股數生へ摠式      素勾股數㎜元樹 

                    說明                 說明                說明 

      佩爾數列與費馬家族    帶分數數列與素勾股數家族   迭代摠式與素勾股數㎜元樹 

       

                                         研究目的 

                          由最簡真分數數列探討素勾股數家族  

 

歐幾 得家族     畢達哥拉援家族     柏拉圖家族     費馬家族     素勾股數㎜元樹 

 

    股弦定差素的勾股數家族   勾弦定差的素勾股數家族  勾股定差的素勾股數家族      

 

         實驗設計 

歐幾 得家族 

      獲得 

最簡真分數數列 

                    產生                 產生                產生 

              畢達哥拉援家族       柏拉圖家族           費馬家族 

                                                           

                                         實驗過程 

最簡真分數數列 

                    產生                 產生                產生 

 達哥拉援家族的遞迴關係式    柏拉圖家族的遞迴關係式   費馬家族的遞迴關係式 

                    獲得                 獲得                獲得 

    股弦定差的素勾股數家族   勾弦定差的素勾股數家族  勾股定差的素勾股數家族      

                                                

                                 素勾股數㎜元樹  

      進行 

討論 

      產生 

                                      結論 
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二↓ 文獻回顧與研究方法 

(一) 整數數列與素勾股數 

1. 歐幾 得家族是由整數數列極憲津玉與極懸津玉產生的素勾股數數列 蔡聰明,2010  [岫欠券, 決券, 潔券岻] = [(憲券に − 懸券に, に憲券懸券, 憲券に + 懸券に)],∀券 ,憲券,懸券 ∈ �，憲券 懸券， 岫憲津, 懸津岻 = な，憲津, 懸津一奇一偶〓 

2. 畢達哥拉援家族是以整數數列極券玉產生的素勾股數數列(Price, H. Lee,2008)[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫に券 + な, に券態 + に券, に券態 + に券 + な岻], ∀券 ∈ �， 

袪時，畢達哥拉援家族的股弦差岫潔津 − 決津岻為な〓 

證明 潔津 − 決津 = 岫に券態 + に券 + な岻 − 岫に券態 + に券岻 = な〓 

3. 柏拉圖家族是以整數數列極券玉產生的素勾股數數列(Price, H. Lee,2008)[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫ね券態 − な, ね券 ,ね券態 + な岻], ∀券 ∈ �， 

袪時，柏拉圖家族的勾弦差岫潔津 − 欠津岻為に〓 

證明 潔津 − 欠津 = 岫ね券態 + な岻 − 岫ね券態 − な岻 = に〓 

4. 費馬家族是以佩爾數列極�津玉產生的素勾股數數列 (Price, H. Lee,2008)  [岫欠券, 決券, 潔券岻] = [(�券+なに − �券に,に�券+な�券,�券+なに + �券に)], ∀ 券 ∈ �， 

註 佩爾數列極�津玉是一整數數列ど,な,に,の,なに,にひ,ばど,なはひ,橋 , �津，極�津玉的遞迴關係式可
表示為 �待 = ど, �怠 = な，�津 = に�津−怠 + �津−態, 券 ∈ �，券 ≥ に〓 

袪時，費馬家族的勾股差岫|決津 − 欠津|岻為な〓 

證明 |決津 − 欠津| = |に�津+怠�津 − (�津+怠態 − �津態)|                                       = |に岫に�津 + �津−怠岻�津 − [岫に�津 + �津−怠岻態 − �津態]|                                       = |に�津�津−怠 − (�津態 − �津−怠態)|                                       = |に岫に�津−怠 + �津−態岻�津−怠 − [岫に�津−怠 + �津−態岻態 − �津−怠態]|                                       = |に�津−怠�津−態 − (�津−怠態 − �津−態態)| 
                    教                                       = |に�戴�態 − (�戴態 − �態態)|                                       = |に岫に�態 + �怠岻�態 − [岫に�態 + �怠岻態 − �態態]| 
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                                      = |に�態�怠 − (�態態 − �怠態)|                                       = |に岫に�怠 + �待岻�怠 − [岫に�怠 + �待岻態 − �怠態]|                                       = |に�怠�待 − (�怠態 − �待態)|                                       = |ど − 岫な − ど岻|                                       = な 

(二) 分數數列與素勾股數 

     史帝費爾和奧撒南分別以帶分數數列產生畢達哥拉援和柏拉圖家族〓 

1. 史帝費爾以{極欠津玉 = 極に券 + な玉    極決津玉 = 極に券態 + に券玉構へ 極長韮銚韮玉，再由 極長韮銚韮玉 = 極態津鉄+態津 態津+怠 玉 = 極券 + 津態津+怠玉產生極潔津玉 = 極に券態 + に券 + な玉 (Wikipedia, the free encyclopedia, 2015)〓 

2. 奧撒南以{極欠津玉 = 極岫に券 + に岻態 − な玉極決津玉 = 極に岫に券 + に岻玉       構へ 極銚韮長韮玉，再由極銚韮長韮玉 = 極岫態津+態岻鉄−怠 態岫態津+態岻 玉 = 極券 + 替津+戴替津+替玉
產生極潔津玉 = 極岫に券 + に岻態 + な玉 (Ozanam, Jacques, 1844)〓 

(㎜) 迭代摠式與素勾股數㎜元樹 

     在 1934年，貝格倫由岫ぬ ,ね ,の岻開始，利用㎞列的素勾股數迭代摠式z↓{
和|產生畢達哥拉援↓柏拉圖和費馬家族，更進一袽產生素勾股數㎜元樹(圖一) 

(Price, H. Lee,2008 Wikipedia, the free encyclopedia, 2015)〓 

[欠津+怠決津+怠潔津+怠] [な −に にに −な にに −に ぬ] [欠津決津潔津 ]， [欠津+怠決津+怠潔津+怠] [−な に に−に な に−に に ぬ] [欠津決津潔津]， [欠津+怠決津+怠潔津+怠] [な に にに な にに に ぬ] [欠津決津潔津] 
1. 貝格倫由岫ぬ ,ね ,の岻開始，利用迭代摠式岫な岻依次產生畢達哥拉援家族  岫欠怠, 決怠, 潔怠岻 = 岫ぬ,ね,の岻 岫欠態, 決態, 潔態岻 = 岫の,なに,なぬ岻 岫欠戴, 決戴, 潔戴岻 = 岫ば,にね,にの岻 岫欠替, 決替, 潔替岻 = 岫ひ,ねど,ねな岻橋〓 

2. 貝格倫由岫ぬ ,ね ,の岻開始，利用迭代摠式岫に岻依次產生柏拉圖家族  岫欠怠, 決怠, 潔怠岻 = 岫ぬ,ね,の岻 岫欠態, 決態, 潔態岻 = 岫なの,ぱ,なば岻 岫欠戴, 決戴, 潔戴岻 = 岫ぬの,なに,ぬば岻 岫欠替, 決替, 潔替岻 = 岫はぬ,なは,はの岻橋〓 

3. 貝格倫由岫ぬ ,ね ,の岻開始，利用迭代摠式岫ぬ岻依次產生費馬家族  岫欠怠, 決怠, 潔怠岻 = 岫ぬ,ね,の岻 岫欠態, 決態, 潔態岻 = 岫にな,にど,にひ岻 岫欠戴, 決戴, 潔戴岻 = 岫ななひ,なにど,なはひ岻 
岫欠替, 決替, 潔替岻 = 岫はひば,はひは,ひぱの岻橋〓 
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(四) 歐幾 得家族與最簡真分數數列 

 由於史帝費爾與奧撒南以帶分數數列產生畢達哥拉援與柏拉圖家族，讓べ

有了∩以最簡真分數數列產生素勾股數家族∧的研究構想〓因為歐幾 得家族的憲津與懸津晗有㎜種關係 p憲津 > 懸津，q岫憲津, 懸津岻 = な，r憲津, 懸津為一奇一偶，所以塚韮通韮是
最簡真分數〓因袪，歐幾 得家族的最簡真分數數列可表示如㎞  極懸津憲津玉 なに , にぬ , なね , ぬね , にの , ねの , なは , のは , にば , ねば , はば , なぱ , ぬぱ , のぱ , ばぱ , にひ , ねひ , ぱひ , ななど , ぬなど , ばなど , ひなど , になな , ねなな , はなな, ぱなな , などなな , ななに , のなに , ばなに , なななに , になぬ , ねなぬ , はなぬ , ぱなぬ , などなぬ , なになぬ , ななね , ぬなね , のなね , ひなね , なななね , なぬなね , になの, ねなの , ぱなの , なねなの , ななは , ぬなは , のなは , ばなは , ひなは , なななは , なぬなは , なのなは , になば , ねなば , はなば , ぱなば , などなば , なになば , なねなば , なはなば ,橋 

所以，可由極塚韮通韮玉產生歐幾 得家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻]〓 

べ的研究方法是藉由最簡真分數數列產生素勾股數家族〓 

㎜↓ 研究過程 

(一) 畢達哥拉援家族與股弦定差的素勾股數家族 

 在畢達哥拉援家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫に券 + な, に券態 + に券, に券態 + に券 + な岻] 轉換へ
歐幾 得家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻]的形式  

{欠津 = に券 + な = 岫券 + な岻態 − 券態 = 憲津態 − 懸津態             決津 = に券態 + に券 = に券岫券 + な岻  = に憲津懸津                     潔津 = に券態 + に券 + な = 岫券 + な岻態 + 券態 = 憲津態 + 懸津態  

袪時，極憲津玉 = 極券 + な玉，極懸津玉 = 極券玉，且憲津−怠 = 懸津〓 

所以，可由最簡真分數數列 極 券券 + な玉產生畢達哥拉援家族〓  極懸津憲津玉 なに , にぬ , ぬね , ねの , のは , はば , ばぱ , ぱひ , ひなど , などなな , なななに , なになぬ , なぬなね , なねなの , なのなは , なはなば ,橋 , 券券 + な 

這個最簡真分數數列晗有以㎞的規’性  憲態懸態 + 懸怠憲怠 = ぬに + なに = に                                                                                                     岫ぬ − な岻 憲戴懸戴 + 懸態憲態 = ねぬ + にぬ = に                                                                                                     岫ぬ − に岻 憲替懸替 + 懸怠憲怠 = のね + ぬね = に                                                                                                     岫ぬ − ぬ岻  
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                   教 憲津懸津 + 懸津−怠憲津−怠 = 券 + な券 + 券 − な券 = に                                                                                   岫ぬ − ね岻 
由式岫ぬ − ね岻移項產生 憲津懸津 = に − 懸津−怠憲津−怠 ↔ 懸津憲津 = なに − 懸津−怠憲津−怠， 

因袪，這個最簡真分數數列的遞迴關係式為
懸津憲津 = なに − 懸津−怠憲津−怠                       岫ぬ − の岻 

研究一 探討遞迴關係式岫惣 − 捜岻 
問題 首項

塚迭通迭為 怠態時，由式岫ぬ − の岻生へ 極塚韮通韮玉 = 極 津津+怠玉 當首項
塚迭通迭為 怠態以外的最簡真 

分數時，則由式岫ぬ − の岻會產生何種極塚韮通韮玉 前者可產生股弦定差為な的畢達哥
拉援家族，“者則產生何種股弦定差的素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻]  

策略 以首項
塚迭通迭利用式岫ぬ − の岻產生 極塚韮通韮玉的各項〓 懸態憲態 = なに − 懸怠憲怠 = なに憲怠 − 懸怠憲怠 = 憲怠に憲怠 − 懸怠 

懸戴憲戴 = なに − 懸態憲態 = なに憲態 − 懸態憲態 = 憲態に憲態 − 懸態 
懸替憲替 = なに − 懸戴憲戴 = なに憲戴 − 懸戴憲戴 = 憲戴に憲戴 − 懸戴 

            教  懸津憲津 = なに − 懸津−怠憲津−怠 = なに憲津−怠 − 懸津−怠憲津−怠 = 憲津−怠に憲津−怠 − 懸津−怠 
因袪，最簡真分數數列 極懸津憲津玉為  

極懸津憲津玉 懸怠憲怠 , 憲怠に憲怠 − 懸怠  , 憲態に憲態 − 懸態 , 憲戴に憲戴 − 懸戴  , 橋 , 憲津−怠に憲津−怠 − 懸津−怠                               岫ぬ − は岻 
由式岫ぬ − は岻最簡真分數數列 極懸津憲津玉產生整數數列極憲津玉, 極懸津玉及素勾股數家族 極憲津玉 憲怠, に憲怠 − 懸怠 , に憲態 − 懸態, に憲戴 − 懸戴 , 橋 , に憲津−怠 − 懸津−怠                                   岫ぬ − ば岻 
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極懸津玉 懸怠, 憲怠 , 憲態, 憲戴 , 橋 , 憲津−怠                                                                                         岫ぬ − ぱ岻 
再產生素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻] 
則可得到股弦定差  c津 − 決津 = 岫憲津態 + 懸津態岻 − に憲津懸津 = 岫憲津 − 懸津岻態 
探討 在首項

塚迭通迭為 怠態以外的最簡真分數時，べ探討素勾股數家族的股弦差〓 懸怠憲怠 由式岫戴−滞岻→      極懸津憲津玉 由式岫戴−胎岻以及 岫戴−腿岻→              [岫欠津, 決津, 潔津岻]股弦差→   潔津 − 決津 

z 懸怠憲怠 = なね → 極懸津憲津玉 なね , ねば , ばなど , などなぬ ,橋 , な + ぬ岫券 − な岻な + ぬ券 → 極懸津憲津玉 = 極ぬ券 − にぬ券 + な玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫なぱ券 − ぬ,なぱ券態 − は券 − ね,なぱ券態 − は券 + の岻] ⟶ 潔津 − 決津 = 岫なぱ券態 − は券 + の岻 − 岫なぱ券態 − は券 − ね岻 = ひ = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
{ 懸怠憲怠 = にの → 極懸津憲津玉 にの , のぱ , ぱなな , なななね ,橋 , に + ぬ岫券 − な岻に + ぬ券 → 極懸津憲津玉 = 極ぬ券 − なぬ券 + に玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫なぱ券 + ぬ,なぱ券態 + は券 − ね,なぱ券態 + は券 + の岻] ⟶ 潔津 − 決津 = 岫なぱ券態 + は券 + の岻 − 岫なぱ券態 + は券 − ね岻 = ひ = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
| 懸怠憲怠 = なは → 極懸津憲津玉 なは , はなな , なななは , なはにな ,橋 , な + の岫券 − な岻な + の券 → 極懸津憲津玉 = 極の券 − ねの券 + な玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫のど券 − なの,のど券態 − ぬど券 − ぱ,のど券態 − ぬど券 + なば岻] ⟶ 潔津 − 決津 = 岫のど券態 − ぬど券 + なば岻 − 岫のど券態 − ぬど券 − ぱ岻 = にの = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
} 懸怠憲怠 = にば → 極懸津憲津玉 にば , ばなに , なになば , なばにに ,橋 , に + の岫券 − な岻に + の券 → 極懸津憲津玉 = 極の券 − ぬの券 + に玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫のど券 − の,のど券態 − など券 − なに,のど券態 − など券 + なぬ岻] ⟶ 潔津 − 決津 = 岫のど券態 − など券 + なぬ岻 − 岫のど券態 − など券 − なに岻 = にの = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
‾ 懸怠憲怠 = ぬぱ → 極懸津憲津玉 ぬぱ , ぱなぬ , なぬなぱ , なぱにぬ ,橋 , ぬ + の岫券 − な岻ぬ + の券 → 極懸津憲津玉 = 極の券 − にの券 + ぬ玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫のど券 + の ,のど券態 + など券 − なに,のど券態 + など券 + なぬ岻] ⟶ 潔津 − 決津 = 岫のど券態 + など券 + なぬ岻 − 岫のど券態 + など券 − なに岻 = にの = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
｠ 懸怠憲怠 = ねひ → 極懸津憲津玉 ねひ , ひなね , なねなひ , なひにね ,橋 , ね + の岫券 − な岻ね + の券 → 極懸津憲津玉 = 極の券 − なの券 + ね玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫のど券 + なの,のど券態 + ぬど券 − ぱ,のど券態 + ぬど券 + なば岻] ⟶ 潔津 − 決津 = 岫のど券態 + ぬど券 + なば岻 − 岫のど券態 + ぬど券 − ぱ岻 = にの = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
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結果 最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生素勾股數家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                     股弦定差岫潔津 − 決津岻 
z 極ぬ券 − にぬ券 + な玉或 極ぬ券 − なぬ券 + に玉 → 潔津 − 決津 = ひ 

{ 極の券 − ねの券 + な玉↓ 極の券 − ぬの券 + に玉↓ 極の券 − にの券 + ぬ玉或 極の券 − なの券 + ね玉 → 潔津 − 決津 = にの 

研究二 探討式岫惣 − 掃岻的最簡真分數數列 

問題 由式岫ぬ − は岻能否產生更多股弦定差的素勾股數家族   

探討 由式岫ぬ − ば岻以及 岫ぬ − ぱ岻產生整數數列極憲津玉與極懸津玉 憲態 = に憲怠 − 懸怠 = 四層 + 岫四層 − 士層岻 憲戴 = に憲態 − 懸態 = に岫に憲怠 − 懸怠岻 − 憲怠 = ぬ憲怠 − に懸怠 = 四層 + 匝岫四層 − 士層岻 憲替 = に憲戴 − 懸戴 = に岫に憲態 − 懸態岻 − 憲態 = ぬ憲態 − に懸態 = ぬ岫に憲怠 − 懸怠岻 − に憲怠       = ね憲怠 − ぬ懸怠 = 四層 + 惣岫四層 − 士層岻 
                  教  憲津 = に憲津−怠 − 懸津−怠 = に岫に憲津−態 − 懸津−態岻 − 憲津−態       = ぬ憲津−態 − に懸津−態  = ぬ岫に憲津−戴 − 懸津−戴岻 − に憲津−戴       = ね憲津−戴 − ぬ懸津−戴 = ね岫に憲津−替 − 懸津−替岻 − ぬ憲津−替       = の憲津−替 − ね懸津−替 = の岫に憲津−泰 − 懸津−泰岻 − ぬ憲津−泰 

                    教  

   = 岫券 − に岻憲戴 − 岫券 − ぬ岻懸戴 = 岫券 − に岻岫に憲態 − 懸態岻 − 岫券 − ぬ岻憲態  = 岫券 − な岻憲態 − 岫券 − に岻懸態 = 岫券 − な岻岫に憲怠 − 懸怠岻 − 岫券 − に岻憲怠       = 券憲怠 − 岫券 − な岻懸怠 = 四層 + 岫� − 層岻岫四層 − 士層岻 
因袪，極憲津玉是首項為憲怠，摠差為岫憲怠 − 懸怠岻的等差數列  極憲津玉 = 極憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻玉                                                                                    岫ぬ − ひ岻 
由式岫ぬ − ば岻以及 岫ぬ − ひ岻產生整數數列極憲津玉與極懸津玉 懸態 = 憲怠 = 士層 + 岫四層 − 士層岻 懸戴 = 憲態 = に憲怠 − 懸怠 = 士層 + 匝岫四層 − 士層岻     懸替 = 憲戴 = ぬ憲怠 − に懸怠 = 士層 + 惣岫四層 − 士層岻 
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                        教  懸津 = 憲津−怠 = 岫券 − な岻憲怠 − 岫券 − に岻懸怠 = 士層 + 岫� − 層岻岫四層 − 士層岻 
因袪，極懸津玉是首項為懸怠，摠差為岫憲怠 − 懸怠岻的等差數列  極懸津玉 = 極懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻玉                                                                                    岫ぬ − など岻 
由式岫ぬ − ひ岻及 岫ぬ − など岻的整數數列極憲津玉與極懸津玉產生 [岫欠津, 決津, 潔津岻] 
{欠津 = 憲津態 − 懸津態 = 妲憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆態 − 妲懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆態決津 = に憲津懸津 = に妲憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆妲懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆              潔津 = 憲津態 + 懸津態 = 妲憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆態 + 妲懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆態    岫ぬ − なな岻 
由岫ぬ − なな岻的素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻]得到股弦差為岫憲怠 − 懸怠岻態〓 

證明 潔津 − 決津 = {妲憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆態 + 妲懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆態}                                    −に妲憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆妲懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆                         = {妲憲怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆 − 妲懸怠 + 岫券 − な岻岫憲怠 − 懸怠岻姆}態 = 岫憲怠 − 懸怠岻態 
結果 當 極塚韮通韮玉 塚迭通迭 , 通迭態通迭−塚迭  , 通鉄態通鉄−塚鉄 , 通典態通典−塚典  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭−塚韮−迭，∀券,憲津,懸津 ∈ �， 憲津 懸津 

，岫憲券,懸券岻 = な，憲券,懸券一奇一偶時，則由 極懸券憲券玉可產生股弦定差為(憲な − 懸な)に 
的素勾股數家族〓 

(二) 柏拉圖家族與勾弦定差的素勾股數家族 

 在柏拉圖家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫ね券態 − な,ね券, ね券態 + な岻] 轉換へ歐幾 得家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻]的形式
{欠津 = ね券態 − な = 岫に券岻態 − な態 = 憲津態 − 懸津態決津 = ね券 = に岫に券岻岫な岻  = に憲津懸津                   潔津 = ね券態 + な = 岫に券岻態 + な態 = 憲津態 + 懸津態  

袪時，極憲津玉 = 極に券玉，懸津 = な〓 

所以，可由最簡真分數數列 極 なに券玉產生柏拉圖家族〓  極懸津憲津玉 なに , なね , なは , なぱ , ななど , ななに , ななね , ななは , ななぱ , なにど , なにに , なにね , なには , なにぱ , なぬど ,橋 , なに券 

這個最簡真分數數列晗有以㎞的規’性  
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憲態懸態 − 憲怠懸怠 = ね − に = に                                                                                                         岫ね − な岻 憲戴懸戴 − 憲態懸態 = は − ね = に                                                                                                         岫ね − に岻 憲替懸替 − 憲怠懸怠 = ぱ − は = に                                                                                                         岫ね − ぬ岻                    教 憲津懸津 − 憲津−怠懸津−怠 = に券 − 岫に券 − に岻 = に                                                                                   岫ね − ね岻 
由式岫ね − ね岻移項產生 憲津懸津 = に + 憲津−怠懸津−怠 ↔ 懸津憲津 = なに + な懸津−怠憲津−怠 ，  
因袪，這個最簡真分數數列的遞迴關係式為

懸津憲津 = なに + な懸津−怠憲津−怠                       岫ね − の岻 
研究㎜ 探討遞迴關係式岫想 − 捜岻 

問題  當首項
塚迭通迭為怠態時，由式岫ね − の岻產生極 怠態津玉 當首項塚迭通迭為怠態以外的最簡真分數時， 

則由式岫ね − の岻產生何種極塚韮通韮玉 前者產生勾弦定差為に的柏拉圖家族，“者會
產生何種勾弦定差的素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] ∧ 

策略  利用遞迴關係式 塚韮通韮 = 怠態+ 迭寧韮−迭祢韮−迭產生 極塚韮通韮玉的各項〓 懸態憲態 = なに + な懸怠憲怠 =
なに + 憲怠懸怠 = な憲怠 + に懸怠懸怠 = 懸怠憲怠 + に懸怠 

懸戴憲戴 = なに + な懸態憲態 =
なに + 憲態懸態 = な憲態 + に懸態懸態 = 懸態憲態 + に懸態 

懸替憲替 = なに + な懸戴憲戴 =
なに + 憲戴懸戴 = な憲戴 + に懸戴懸戴 = 懸戴憲戴 + に懸戴 

                教        懸津憲津 = なに + な懸津−怠憲津−怠 =
なに + 憲津−怠懸津−怠 = な憲津−怠 + に懸津−怠懸津−怠 = 懸津−怠憲津−怠 + に懸津−怠 
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因袪，最簡真分數數列 極懸津憲津玉為  

極懸津憲津玉 懸怠憲怠 , 懸怠憲怠 + に懸怠  , 懸態憲態 + に懸態 , 懸戴憲戴 + に懸戴  , 橋 , 懸津−怠憲津−怠 + に懸津−怠                              岫ね − は岻 
由式岫ね − は岻的最簡真分數數列 極懸津憲津玉產生整數數列極憲津玉與極懸津玉 極憲津玉 憲怠, 憲怠 + に懸怠 , 憲態 + に懸態, 憲戴 + に懸戴 , 橋 , 憲津−怠 + に懸津−怠                                  岫ね − ば岻 極懸津玉 懸怠, 懸怠 , 懸態, 懸戴 , 橋 , 懸津−怠                                                                                         岫ね − ぱ岻 
再產生勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻] 
則可得到勾弦定差 潔津 − 欠津 = 岫憲津態 + 懸津態岻 − 岫憲津態 − 懸津態岻 = に懸津態 
探討 在首項

塚迭通迭為 怠態以外的最簡真分數時，べ探討素勾股數家族的勾弦差〓 懸怠憲怠 由式岫替−滞岻→      極懸津憲津玉 由式岫替−胎岻以及 岫替−腿岻→              [岫欠津, 決津, 潔津岻]勾弦差→   潔津 − 欠津 

z 懸怠憲怠 = にぬ → 極懸津憲津玉 にぬ , にば , になな , になの ,橋 , にぬ + ね岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 にね券 − な玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫なは券態 − ぱ券 − ぬ,なは券 − ね, なは券態 − ぱ券 + の岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫なは券態 − ぱ券 + の岻 − 岫なは券態 − ぱ券 − ぬ岻 = ぱ = に岫に岻態 = に懸怠態 
{ 懸怠憲怠 = にの → 極懸津憲津玉 にの , にひ , になぬ , になば ,橋 , にの + ね岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 にね券 + な玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫なは券態 + ぱ券 − ぬ,なは券 − ね, なは券態 + ぱ券 + の岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫なは券態 + ぱ券 + の岻 − 岫なは券態 + ぱ券 − ぬ岻 = ぱ = に岫に岻態 = に懸怠態 
| 懸怠憲怠 = ぬね → 極懸津憲津玉 ぬね , ぬなど , ぬなは , ぬにに ,橋 , ぬね + は岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 ぬは券 − に玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫ぬは券態 − にね券 − の,ぬは券 − なに,ぬは券態 − にね券 + なぬ岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫ぬは券態 − にね券 + なぬ岻 − 岫ぬは券態 − にね券 − の岻 = なぱ = に岫ぬ岻態 = に懸怠態 
} 懸怠憲怠 = ぬぱ → 極懸津憲津玉 ぬぱ , ぬなね , ぬにど , ぬには ,橋 , ぬぱ + は岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 ぬは券 + に玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫ぬは券態 + にね券 − の,ぬは券 + なに,ぬは券態 + にね券 + なぬ岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫ぬは券態 + にね券 + なぬ岻 − 岫ぬは券態 + にね券 − の岻 = なぱ = に岫ぬ岻態 = に懸怠態 
‾ 懸怠憲怠 = ねの → 極懸津憲津玉 ねの , ねなぬ , ねにな , ねにひ ,橋 , ねの + ぱ岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 ねぱ券 − ぬ玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫はね券態 − ねぱ券 − ば,はね券 − にね,はね券態 − ねぱ券 + なぬ岻] 
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⟶ 潔津 − 欠津 = 岫はね券態 − ねぱ券 + にの岻 − 岫はね券態 − ねぱ券 − ば岻 = ぬに = に岫ね岻態 = に懸怠態 
｠ 懸怠憲怠 = ねば → 極懸津憲津玉 ねば , ねなの , ねにぬ , ねぬな ,橋 , ねば + ぱ岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 ねぱ券 − な玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫はね券態 − なは券 − なの,はね券 − にね,はね券態 − なは券 + なば岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫はね券態 − なは券 + なば岻 − 岫はね券態 − なは券 − なの岻 = ぬに = に岫ね岻態 = に懸怠態 
｡ 懸怠憲怠 = ねひ → 極懸津憲津玉 ねひ , ねなば , ねにの , ねぬぬ ,橋 , ねひ + ぱ岫券 − な岻 → 極懸津憲津玉 = 極 ねぱ券 + な玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫はね券態 + なは券 − なの,はね券 − にね,はね券態 + なは券 + なば岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫はね券態 + なは券 + なば岻 − 岫はね券態 + なは券 − なの岻 = ぬに = に岫ね岻態 = に懸怠態 
｢ 懸怠憲怠 = ねなな → 極懸券憲券玉 ねなな , ねなひ , ねにば , ねぬの ,橋 , ねなな + ぱ岫券 − な岻 → 極懸券憲券玉 = 極 ねぱ券 + ぬ玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫はね券態 + ねぱ券 − ば,ばに券 + にね,はね券態 + ねぱ券 + なぬ岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫はね券態 + ねぱ券 + にの岻 − 岫はね券態 + ねぱ券 − ば岻 = ぬに = に岫ね岻態 = に懸怠態 
｣ 懸怠憲怠 = のは → 極懸券憲券玉 のは , のなは , のには , のぬは ,橋 , のは + など岫券 − な岻 → 極懸券憲券玉 = 極 のなど券 − ね玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫などど券態 − ぱど券 − ひ,などど券 − ねど,などど券態 − ぱど券 + ねな岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫などど券態 − ぱど券 + ねな岻 − 岫などど券態 − ぱど券 − ひ岻 = のど = に岫の岻態 = に懸怠態 
､ 懸怠憲怠 = のぱ → 極懸券憲券玉 のぱ , のなぱ , のにぱ , のぬぱ ,橋 , のぱ + など岫券 − な岻 → 極懸券憲券玉 = 極 のなど券 − に玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫などど券態 − ねど券 − にな,などど券 − にど,などど券態 − ねど券 + にひ岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫などど券態 − ねど券 + にひ岻 − 岫などど券態 − ねど券 − ねど岻 = のど = に岫の岻態 = に懸怠態 
･ 懸怠憲怠 = のなに → 極懸券憲券玉 のなに , のにに , のぬに , のねに ,橋 , のなに + など岫券 − な岻 → 極懸券憲券玉 = 極 のなど券 + に玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫などど券態 + ねど券 − にな,などど券 + にど,などど券態 + ねど券 + にひ岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫などど券態 + ねど券 + にひ岻 − 岫などど券態 − ねど券 − ねど岻 = のど = に岫の岻態 = に懸怠態 
ｦ 懸怠憲怠 = のなね → 極懸券憲券玉 のなね , のにね , のぬね , のねね ,橋 , のなね + など岫券 − な岻 → 極懸券憲券玉 = 極 のなど券 + ね玉 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫などど券態 + ぱど券 − ひ,などど券 + ねど,などど券態 + ぱど券 + ねな岻] ⟶ 潔津 − 欠津 = 岫などど券態 + ぱど券 + ねな岻 − 岫などど券態 + ぱど券 − ひ岻 = のど = に岫の岻態 = に懸怠態 
結果 最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生素勾股數家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                     勾弦定差岫潔津 − 欠津岻 
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z 極 にね券 − な玉或 極 にね券 + な玉 → 潔津 − 欠津 = ぱ 

{ 極 ぬは券 − に玉或 極 ぬは券 + に玉 → 潔津 − 欠津 = なぱ 

| 極 ねぱ券 − ぬ玉↓ 極 ねぱ券 − な玉↓ 極 ねぱ券 + な玉或 極 ねぱ券 + ぬ玉 → 潔津 − 欠津 = ぬに 

} 極 のなど券 − ね玉↓ 極 のなど券 − に玉↓ 極 のなど券 + に玉  或 極 のなど券 + ね玉 → 潔津 − 欠津 = のど 

研究四 探討式岫想 − 掃岻的最簡真分數數列 

問題 由式岫ね − は岻能否產生更多的勾弦定差的素勾股數家族  

探討 由式岫ね − ぱ岻產生懸怠 = 懸態 = 懸戴 = 懸替 = 橋 = 懸津−怠 = 懸津 

即懸津 = 懸怠                                                                                                                             岫ね − ひ岻 
由式岫ね − ば岻以及 岫ね − ひ岻產生整數數列極憲津玉 憲態 = 四層 + 匝士層 憲戴 = 憲態 + に懸態 = 岫憲怠 + に懸怠岻 + に懸怠 = 四層 + 想士層 憲替 = 憲戴 + に懸戴 = 岫憲態 + に懸態岻 + に懸態 = 憲態 + ね懸態 = 岫憲怠 + に懸怠岻 + ね懸怠 = 四層 + 掃士層  
                   教  憲津 = 憲津−怠 + に懸津−怠 = 岫憲津−態 + に懸津−態岻 + に懸津−態       = 憲津−態 + ね懸津−態  = 岫憲津−戴 + に懸津−戴岻 + ね懸津−戴       = 憲津−戴 + は懸津−戴 = 岫憲津−替 + に懸津−替岻 + は懸津−替       = 憲津−替 + ぱ懸津−替 = 岫憲津−泰 + に懸津−泰岻 + ぱ懸津−泰 
                   教        = 憲戴 + に岫券 − ぬ岻懸戴 = 岫憲態 + に懸態岻 + に岫券 − ぬ岻懸態       = 憲態 + に岫券 − に岻懸態 = 岫憲怠 + に懸怠岻 + に岫券 − に岻懸怠 = 四層 + 匝岫� − 層岻士層 

即極憲津玉 = 極憲怠 + に岫券 − な岻懸怠玉                                                                                           岫ね − など岻 
由式岫ね − ひ岻的懸津以及 岫ね − など岻的整數數列極憲津玉產生 [岫欠津, 決津, 潔津岻] 
{欠津 = 憲津態 − 懸津態 = 妲憲怠 + に岫券 − な岻懸怠姆態 − 懸怠態決津 = に憲津懸津 = に妲憲怠 + に岫券 − な岻懸怠姆懸怠              潔津 = 憲津態 + 懸津態 = 妲憲怠 + に岫券 − な岻懸怠姆態 + 懸怠態                                                         岫ね − なな岻 
由岫ね − なな岻的素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻]得到勾弦差為に懸怠態 
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證明 潔津 − 欠津  = {妲憲怠 + に岫券 − な岻懸怠姆態 + 懸怠態} − {妲憲怠 + に岫券 − な岻懸怠姆態 − 懸怠態} = に懸怠態 
結果 當 極塚韮通韮玉 塚迭通迭 , 塚迭通迭+態塚迭  , 塚鉄通鉄+態塚鉄 , 塚典通典+態塚典  , 橋 , 塚韮−迭通韮−迭+態塚韮−迭，∀券,憲津,懸津 ∈ �，憲津 懸津， 

岫憲券,懸券岻 = な，憲券,懸券一奇一偶時，則由 極懸券憲券玉可產生勾弦定差為 に懸なに 的素勾 

股數家族〓 

(㎜) 費馬家族與勾股定差的素勾股數家族 

 在費馬家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [(�津+怠態 − �津態, に�津+怠�津, �津+怠態 + �津態)] 轉換へ歐幾
得家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻]的形式

{欠津 = �津+怠態 − �津態 = 憲津態 − 懸津態決津 = に�津+怠�津  = に憲津懸津             潔津 = �津+怠態 + �津態 = 憲津態 + 懸津態  , 極�津玉是佩爾數列〓 

所以極憲津玉 = 極�津+怠玉, 極懸津玉 = 極�津玉, 憲津 = に憲津−怠 + 憲津−態, 懸津 = に懸津−怠 + 懸津−態, 懸津 = 憲津−怠〓 

因袪，可由最簡真分數數列 極 �津�津+怠玉產生費馬家族家族〓  極懸津憲津玉 なに , にの , のなに , なににひ , にひばど , ばどなはひ , なはひねどぱ , ねどぱひぱの , ひぱのにぬばぱ , にぬばぱのねばな ,橋 , �津�津+怠 
這個最簡真分數數列晗有以㎞的規’性  憲態懸態 − 懸怠憲怠 = のに − なに = に                                                                                                          岫の − な岻 憲戴懸戴 − 懸態憲態 = なにの − にの = に                                                                                                       岫の − に岻 憲替懸替 − 懸怠憲怠 = にひなに − のなに = に                                                                                                     岫の − ぬ岻                    教 憲津懸津 − 懸津−怠憲津−怠 = �津+怠�津 − �津−怠�津 = に�津 + �津−怠�津 − �津−怠�津 = に�津�津 = に                                  岫の − ね岻 
由式岫の − ね岻移項產生 憲津懸津 = に + 懸津−怠憲津−怠 ↔ 懸津憲津 = なに + 懸津−怠憲津−怠  
因袪，這個最簡真分數數列的遞迴關係式為  懸津憲津 = なに + 懸津−怠憲津−怠                         岫の − の岻 
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研究五 探討遞迴關係式岫捜 − 捜岻  

問題 當首項
塚迭通迭為 怠態時，由式岫の − の岻生へ 極塚韮通韮玉 = 極 �韮�韮+迭玉 當首項

塚迭通迭為 怠態以外的最簡 

真分數時，則由式岫の − の岻會產生何種極塚韮通韮玉 前者可以產生勾股定差為な的費
馬家族，“者則會產生何種勾股定差的素勾股數家族  

策略 利用遞迴關係式
塚韮通韮 = 怠態+寧韮−迭祢韮−迭產生 極塚韮通韮玉的各項〓 懸態憲態 = なに + 懸怠憲怠 = なに憲怠 + 懸怠憲怠 = 憲怠に憲怠 + 懸怠 

懸戴憲戴 = なに + 懸態憲態 = なに憲態 + 懸態憲態 = 憲態に憲態 + 懸態 
懸替憲替 = なに + 懸戴憲戴 = なに憲戴 + 懸戴憲戴 = 憲戴に憲戴 + 懸戴 
            教 懸津憲津 = なに + 懸津−怠憲津−怠 = なに憲津−怠 + 懸津−怠憲津−怠 = 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 
因袪，最簡真分數數列 極懸津憲津玉為  

極懸津憲津玉 懸怠憲怠 , 憲怠に憲怠 + 懸怠  , 憲態に憲態 + 懸態 , 憲戴に憲戴 + 懸戴  , 橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠                               岫の − は岻 
由式岫の − は岻最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生整數數列極憲津玉, 極懸津玉及素勾股數家族 極憲津玉 憲怠, に憲怠 + 懸怠 , に憲態 + 懸態, に憲戴 + 懸戴 , 橋 , に憲津−怠 + 懸津−怠                                   岫の − ば岻 極懸津玉 懸怠, 憲怠 , 憲態, 憲戴 , 橋 , 憲津−怠                                                                                          岫の − ぱ岻 
再產生素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻] = [岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻] 
則可得到勾股定差 |決津 − 欠津| = |に憲津懸津  − 岫憲津態 − 懸津態岻|〓 

探討 在首項
塚迭通迭為 怠態以外的最簡真分數時，べ探討素勾股數家族的勾股差〓 懸怠憲怠 由式岫泰−滞岻→      極懸津憲津玉 由式岫泰−胎岻以及 岫泰−腿岻→              [岫欠津, 決津, 潔津岻]勾股差→   |決津 − 欠津| 
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z 懸怠憲怠 = にぬ ⟶ 極懸津憲津玉 にぬ , ぬぱ , ぱなひ , なひねは ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫の,なに,なぬ岻, 岫のの,ねぱ,ばぬ岻, 岫にひば,ぬどね,ねにの岻, 岫なばのの,なばねぱ,にねばば岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = ば = |に憲怠懸怠  − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
{ 懸怠憲怠 = なね ⟶ 極懸津憲津玉 なね , ねひ , ひにに , ににのぬ ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫なの,ぱ,なば岻, 岫はの,ばに,ひば岻, 岫ねどぬ,ぬひは,のはの岻, 岫にぬにの,にぬぬに,ぬにひぬ岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = ば = |に憲怠懸怠  − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
| 懸怠憲怠 = ぬね ⟶ 極懸津憲津玉 ぬね , ねなな , ななには , にははぬ ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠券, 決券, 潔券岻] = 妲岫ば,にね,にの岻, 岫などの,ぱぱ,なぬば岻, 岫ののの,のばに,ばひば岻, 岫ぬにひぬ,ぬにばは,ねはねの岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = なば = |に憲怠懸怠  − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
} 懸怠憲怠 = ねの ⟶ 極懸津憲津玉 ねの , のなね , なねぬぬ , ぬぬぱど ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ひ,ねど,ねな岻, 岫なばな,なねど,ににな岻, 岫ぱひぬ,ひにね,なにぱの岻, 岫のぬなな,のにぱど,ばねぱひ岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = ぬな = |に憲怠懸怠  − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
‾ 懸怠憲怠 = なは ⟶ 極懸津憲津玉 なは , はなぬ , なぬぬに , ぬにばば ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ぬの,なに,ぬば岻, 岫なぬぬ,なのは,にどの岻, 岫ぱのの,ぱぬに,ななひぬ岻, 岫ねひどの,ねひにぱ,はひのぬ岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = にぬ = |に憲怠懸怠  − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
｠ 懸怠憲怠 = にば ⟶ 極懸津憲津玉 にば , ばなは , なはぬひ , ぬひひね ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ねの,にぱ,のぬ岻, 岫にどば,ににね,ぬどの岻 , 岫なにはの,なにねぱ,なばばば岻, 岫ばぬなの,ばぬぬに,などぬのば岻,橋 姆 ⟶ |決な − 欠な| = |決に − 欠に| = |決ぬ − 欠ぬ| = |決ね − 欠ね| = 橋 = なば = |に憲な懸な  − (憲なに − 懸なに)| 
｡ 懸怠憲怠 = ねば ⟶ 極懸津憲津玉 ねば , ばなぱ , なぱねぬ , ねぬなどね ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ぬぬ,のは,はの岻, 岫にばの,にのに,ぬばぬ岻, 岫なのにの,なのねぱ,になばぬ岻, 岫ぱひはば,ぱひねね,などぱなは岻,橋 姆 ⟶ |決な − 欠な| = |決に − 欠に| = |決ぬ − 欠ぬ| = |決ね − 欠ね| = 橋 = にぬ = |に憲な懸な  − 岫憲なに − 懸なに岻| 
｢ 懸怠憲怠 = のぱ ⟶ 極懸津憲津玉 のぱ , ぱにな , になのど , のどなにな ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ぬひ,ぱど,ぱひ岻, 岫ぬばば,ぬぬは,のどの岻, 岫にどのひ,になどど,にひねな岻, 岫なになねな,なになどど,なばなねな岻,橋 姆 
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⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = ねな = |に憲怠懸怠 – 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
｣ 懸怠憲怠 = にひ ⟶ 極懸津憲津玉 にひ , ひにど , にどねひ , ねひななぱ ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ばば,ぬは,ぱの岻, 岫ぬなひ,ぬはど,ねぱな岻, 岫にどどな,なひはど,にぱどな岻, 岫ななのにぬ,ななのはね,なはぬにの岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = ねな = |に憲怠懸怠  − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
､ 懸怠憲怠 = ぬなど ⟶ 極懸津憲津玉 ぬなど , などにぬ , にぬのは , のはなぬの ,橋 , 憲津−怠に憲津−怠 + 懸津−怠 ⟶ [岫欠津, 決津, 潔津岻] = 妲岫ひな,はど,などひ岻, 岫ねにひ,ねはど,はにひ岻, 岫にはどば,にのばは,ぬははの岻, 岫なのどぱひ,なのなにど,になぬはな岻,橋 姆 ⟶ |決怠 − 欠怠| = |決態 − 欠態| = |決戴 − 欠戴| = |決替 − 欠替| = 橋 = ぬな = |に憲怠懸怠 – 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
結果 最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生素勾股數家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                     勾股定差|決津 − 欠津| 
z 態戴 , 戴腿 , 腿怠苔 , 怠苔替滞  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 怠替 , 替苔 , 苔態態 , 態態泰戴  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶ |決津 − 欠津| = ば  

{ 戴替 , 替怠怠 , 怠怠態滞 , 態滞滞戴 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 態胎 , 胎怠滞 , 怠滞戴苔 , 戴苔苔替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶ |決津 − 欠津| = なば   

| 怠滞 , 滞怠戴 , 怠戴戴態 , 戴態胎胎 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 替胎 , 胎怠腿 , 怠腿替戴 , 替戴怠待替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶ |決津 − 欠津| = にぬ  

} 替泰 , 泰怠替 , 怠替戴戴 , 戴戴腿待 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 戴怠待 , 怠待態戴 , 態戴泰滞 , 泰滞怠戴泰 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶ |決津 − 欠津| = ぬな  

‾ 泰腿 , 腿態怠 , 態怠泰待 , 泰待怠態怠 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 態苔 , 苔態待 , 態待替苔 , 替苔怠怠腿 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶ |決津 − 欠津| = ねな  

研究撝 探討式岫捜 − 掃岻的最簡真分數數列 

問題 由式岫の − は岻能否產生更多的勾股定差的素勾股數家族  

探討 由式岫の − ば岻以及 岫の − ぱ岻產生整數數列極憲津玉與極懸津玉  憲怠 = 懸態 憲態 = に憲怠 + 懸怠 = 懸戴 憲戴 = に憲態 + 懸態 = 懸戴 憲替 = に憲戴 + 懸戴 = 懸替 
     教  憲津−怠 = に憲津−態 + 懸津−態 = 懸津−怠 憲津 = に憲津−怠 + 懸津−怠 
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因袪，極憲津玉的遞迴關係式可表示為  憲津 = に憲津−怠 + 懸津−怠, ∀券 ∈ �，券 ≥ に                                                                             岫の − ひ岻 極懸津玉的遞迴關係式可表示為  懸態 = 憲怠，懸津 = に憲津−態 + 懸津−態 = 憲津−怠, ∀券 ∈ �，券 ≥ ぬ                                          岫の − など岻 
由式岫の − ひ岻以及 岫の − など岻的整數數列極懸津玉與極憲津玉產生[岫欠津, 決津, 潔津岻] [岫欠津, 決津, 潔津岻]=[岫憲津態 − 懸津態, に憲津懸津, 憲津態 + 懸津態岻]，懸態 = 憲怠, 憲津 = に憲津−怠 + 懸津−怠，券 ≥ に, 懸津 = に憲津−態 + 懸津−態 = 憲津−怠，券 ≥ ぬ           岫の − なな岻 
由岫の − なな岻素勾股數家族[岫欠津, 決津, 潔津岻]得到勾股差為|に憲怠懸怠 − 岫憲怠態 − 懸怠態岻|〓 

證明 |決津 − 欠津|  = |に憲津憲津−怠 − 岫憲津態 − 憲津−怠態岻|                                   = |に岫に憲津−怠 + 憲津−態岻憲津−怠 − [岫に憲津−怠 + 憲津−態岻態 − 憲津−怠態]|                                   = |に憲津−怠憲津−態 − 岫憲津−怠態 − 憲津−態態岻|                                   = |に岫に憲津−態 + 憲津−戴岻憲津−態 − [岫に憲津−態 + 憲津−戴岻態 − 憲津−態態]|                                   = |に憲津−態憲津−戴 − 岫憲津−態態 − 憲津−戴態岻| 
                    教                                   = |に憲戴憲態 − 岫憲戴態 − 憲態態岻|                                   = |に岫に憲態 + 憲怠岻憲態 − [岫に憲態 + 憲怠岻態 − 憲態態]|                                   = |に憲態憲怠 − 岫憲態態 − 憲怠態岻|                                   = |に岫に憲怠 + 懸怠岻憲怠 − [岫に憲怠 + 懸怠岻態 − 憲怠態]|                                   = |に憲怠懸怠 − 岫憲怠態 − 懸怠態岻| 
結果 當 極塚韮通韮玉 塚迭通迭 , 通迭態通迭+塚迭  , 通鉄態通鉄+塚鉄 , 通典態通典+塚典  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，∀券,憲津,懸津 ∈ �，憲津 懸津， 

憲券,懸券 = な，憲券,懸券一奇一偶時，則由 極懸券憲券玉可產生勾股定差為 |に憲怠懸怠 − 岫憲怠態 − 懸怠態岻|的素勾股數家族〓 

四↓ 貝格倫的素勾股數㎜元樹           利用遞迴關係式 塚韮通韮 = 怠態−寧韮−迭祢韮−迭， 塚韮通韮 = 怠態+ 迭寧韮−迭祢韮−迭，
塚韮通韮 = 怠態+寧韮−迭祢韮−迭，べ則由

分數
怠態開始，利用遞迴摠式z↓{和|產生貝格倫的素勾股數㎜元樹(圖二)〓 
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塚迭通迭 岫欠怠, 決怠, 潔怠岻                    塚鉄通鉄 岫欠態, 決態, 潔態岻                       塚典通典 岫欠戴, 決戴, 潔戴岻                                  塚填通填   岫欠替, 決替, 潔替岻   替泰 9,40,41   戴替 7,24,25                 替怠怠 105,88,137   戴怠待 91,60,109  

  腿怠戴 105,208,233   態戴 5,12,13           戴腿 55,48,73                 腿怠苔 297,304,425   戴怠替 187,84,205  

  胎怠態 95,168,193   態胎 45,28,53                胎怠滞 207,224,305   態怠怠 117,44,125  

  腿怠怠 57,176,185   泰腿 39,80,89                腿態怠 377,336,505   泰怠腿 299,180,349  

  怠態怠苔 217,456,505  怠態 3,4,5              態泰 21,20,29          泰怠態 119,120,169            怠態態苔 697,696,985   泰態態 459,220,509  

  苔怠滞 175,288,337   態苔 77,36,85                苔態待 319,360,481   態怠戴 165,52,173  

  胎怠待 51,140,149   替胎 33,56,65                胎怠腿 275,252,273   替怠戴 165,52,173  

  苔怠替 115,252,277   怠替 15,8,17           
替苔 65,72,97                苔態態 403,396,565   替怠胎 273,136,305  

  滞怠怠 85,132,157   怠滞 35,12,37                滞怠戴 133,156,205  

 
怠腿 63,16,65   

圖二   由  塚韮通韮 = 怠態−寧韮−迭祢韮−迭， 塚韮通韮 = 怠態+ 迭寧韮−迭祢韮−迭及
塚韮通韮 = 怠態+寧韮−迭祢韮−迭產生貝格倫的素勾股數㎜元樹 
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伍↓ 研究結果 

一↓ 由歐幾 得家族產生極塚韮通韮玉，∀券,憲券,懸券 ∈ �，憲券 懸券，岫憲券,懸券岻 = な，憲券,懸券 
一奇一偶〓再由最簡真分數數列極塚韮通韮玉產生㎞列各種的素勾股數家族〓 

(一) 最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生素勾股數家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                     股弦定差岫潔津 − 決津岻 
1. 極 津津+怠玉產生畢達哥拉援家族→             股弦定差為 な〓 

2. 極戴津−態戴津+怠玉或 極戴津−怠戴津+態玉⟶股弦定差為 ひ〓 

3. 極泰津−替泰津+怠玉↓ 極泰津−戴泰津+態玉↓ 極泰津−態泰津+戴玉或 極泰津−怠泰津+替玉⟶股弦定差為 にの〓 

4. 
塚迭通迭 , 通迭態通迭−塚迭  , 通鉄態通鉄−塚鉄 , 通典態通典−塚典  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭−塚韮−迭，∀ 券,憲津, 懸津 ∈ �，憲津 懸津， 

憲券,懸券 = な，憲券,懸券一奇一偶⟶股弦定差為(憲な − 懸な)に〓 

(二) 最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生素勾股數家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                     勾弦定差岫潔津 − 欠津岻 
1. 極 怠態津玉產生柏拉圖家族→          勾弦定差為 に〓 

2. 極 態替津−怠玉或 極 態替津+怠玉⟶勾弦定差為 ぱ〓 

3. 極 戴滞津−態玉或 極 戴滞津+態玉⟶勾弦定差為 なぱ〓 

4. 極 替腿津−戴玉↓ 極 替腿津−怠玉↓ 極 替腿津+怠玉或 極 替腿津+戴玉⟶勾弦定差為 ぬに〓 

5. 由 極 泰怠待津−替玉↓ 極 泰怠待津−態玉↓ 極 泰怠待津+態玉或 極 泰怠待津+替玉⟶勾弦定差為 のど〓 

6. 
塚迭通迭 , 塚迭通迭+態塚迭  , 塚鉄通鉄+態塚鉄 , 塚典通典+態塚典  , 橋 , 塚韮−迭通韮−迭+態塚韮−迭，∀ 券,憲津, 懸津 ∈ �，憲津 懸津， 憲券,懸券 = な，憲券,懸券一奇一偶⟶勾弦定差為 に懸なに〓 

(㎜) 最簡真分數數列 極塚韮通韮玉產生素勾股數家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                     勾股定差|決津 − 欠津| 
1. 極 �韮�韮+迭玉，極�津玉是佩爾數列產生費馬家族[岫銚韮,長韮,頂韮岻]→                  |決津 − 欠津| = な 

2. 
態戴 , 戴腿 , 腿怠苔 , 怠苔替滞  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 怠替 , 替苔 , 苔態態 , 態態泰戴  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶勾股定差為 ば〓 
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3. 
戴替 , 替怠怠 , 怠怠態滞 , 態滞滞戴 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 態胎 , 胎怠滞 , 怠滞戴苔 , 戴苔苔替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶勾股定差為 なば〓 

4. 
怠滞 , 滞怠戴 , 怠戴戴態 , 戴態胎胎 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 替胎 , 胎怠腿 , 怠腿替戴 , 替戴怠待替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶勾股定差為 にぬ〓 

5. 
替泰 , 泰怠替 , 怠替戴戴 , 戴戴腿待 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 戴怠待 , 怠待態戴 , 態戴泰滞 , 泰滞怠戴泰 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶勾股定差為 ぬな〓 

6. 
泰腿 , 腿態怠 , 態怠泰待 , 泰待怠態怠 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭或 態苔 , 苔態待 , 態待替苔 , 替苔怠怠腿 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭 ⟶勾股定差為 ねな〓 

7. 
塚迭通迭 , 通迭態通迭+塚迭  , 通鉄態通鉄+塚鉄 , 通典態通典+塚典  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，∀ 券,憲津, 懸津 ∈ �，憲津 懸津， 

岫憲券,懸券岻 = な，憲券,懸券一奇一偶⟶勾股定差為|に憲な懸な − (憲なに − 懸なに)|〓 

二↓ 從
塚迭通迭 = 怠態開始，利用 塚韮通韮 = 怠態−寧韮−迭祢韮−迭， 塚韮通韮 = 怠態+ 迭寧韮−迭祢韮−迭，

塚韮通韮 = 怠態+寧韮−迭祢韮−迭產生了貝
格倫的素勾股數㎜元樹〓 

 

陸↓ 討論 

一↓ 在本研究由不ﾘ的最簡真分數數列所產生股弦定差的素勾股數家族中， 了股

弦定差為な有な條最簡真分數數列之外，股弦定差為ひ以及にの各有に以及ね條最簡
真分數數列〓接㎞來，再找到了股弦定差為ねひ↓ぱな↓なにな以及なはひ各有は↓は↓など以
及なに條最簡真分數數列 表㎜ 〓因袪，產生股弦定差的素勾股數家族之最簡

真分數數列晗有㎞列的規’〓由袪，べ可推得股弦定差為ににの↓にぱひ以及ぬはな各
有ぱ↓なは以及なぱ條最簡真分數數列 表㎜ 〓 

(一) 產生股弦定差為岫憲怠 − 懸怠岻態的最簡真分數數列之條數為  

小於岫憲怠 − 懸怠岻的袘整數中與岫憲怠 − 懸怠岻互質的數之數目〓 

(二) 這些最簡真分數數列可表示為  

將小於岫憲怠 − 懸怠岻的袘整數中與岫憲怠 − 懸怠岻互質的數由小到大排列設為整數數列 極嫌陳玉 嫌怠, 嫌態 , 嫌戴, 橋 , 嫌陳−態, 嫌陳−怠, 嫌陳，∀ 兼 ∈ �〓    

則產生股弦定差岫憲怠 − 懸怠岻態的素勾股數家族的最簡真分數數列有 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚迭岫通迭−塚迭岻津+鎚尿玉 , 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚鉄岫通迭−塚迭岻津+鎚尿−迭玉 , 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚典岫通迭−塚迭岻津+鎚尿−鉄玉 ,橋 , 極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿−鉄岫通迭−塚迭岻津+鎚典 玉  極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿−迭岫通迭−塚迭岻津+鎚鉄 玉 , 極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿岫通迭−塚迭岻津+鎚迭 玉  
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表㎜  產生股弦定差的素勾股數家族的最簡真分數數列條數 

憲怠 − 懸怠 潔津 − 決津 極懸津憲津玉 條數 

な な 極 津津+怠玉  な 

ぬ ひ 極戴津−態戴津+怠玉 , 極戴津−怠戴津+態玉  に 

の にの 極泰津−替泰津+怠玉 , 極泰津−戴泰津+態玉 , 極泰津−態泰津+戴玉 , 極泰津−怠泰津+替玉  ね 

ば ねひ 極胎津−滞胎津+怠玉 , 極胎津−泰胎津+態玉 , 極胎津−替胎津+戴玉 , 極胎津−戴胎津+替玉 , 極胎津−態胎津+泰玉 , 極胎津−怠胎津+滞玉  は 

ひ ぱな 極苔津−腿苔津+怠玉 , 極苔津−胎苔津+態玉 , 極苔津−泰苔津+替玉 , 極苔津−替苔津+泰玉 , 極苔津−態苔津+胎玉 , 極苔津−怠苔津+腿玉  は 

なな なにな 

極 怠怠津−怠怠怠津+怠待玉 , 極怠怠津−態怠怠津+苔玉 , 極怠怠津−戴怠怠津+腿玉 , 極怠怠津−替怠怠津+胎玉 , 極怠怠津−泰怠怠津+滞玉,  

極怠怠津−滞怠怠津+泰玉 , 極怠怠津−胎怠怠津+替玉 , 極怠怠津−腿怠怠津+戴玉 , 極怠怠津−苔怠怠津+態玉 , 極怠怠津−怠待怠怠津+怠 玉  

など 

なぬ なはひ 

極 怠戴津−怠怠戴津+怠態玉 , 極 怠戴津−態怠戴津+怠怠玉 , 極 怠戴津−戴怠戴津+怠待玉 , 極怠戴津−替怠戴津+苔玉 , 極怠戴津−泰怠戴津+腿玉 , 極怠戴津−滞怠戴津+胎玉,  

極怠戴津−胎怠戴津+滞玉 , 極怠戴津−腿怠戴津+泰玉 , 極怠戴津−苔怠戴津+替玉 , 極怠戴津−怠待怠戴津+戴 玉 , 極怠戴津−怠怠怠戴津+態 玉 , 極怠戴津−怠態怠戴津+怠 玉  

なに 

なの ににの 極怠泰津−怠替怠泰津+怠 玉 , 極怠泰津−怠戴怠泰津+態 玉 , 極怠泰津−怠怠怠泰津+替 玉 , 極怠泰津−腿怠泰津+胎玉 , 極怠泰津−胎怠泰津+腿玉 , 極 怠泰津−替怠泰津+怠怠玉 , 極 怠泰津−態怠泰津+怠戴玉 , 極 怠泰津−怠怠泰津+怠替玉   ぱ 

なば にぱひ 

極 怠胎津−怠怠胎津+怠滞玉 , 極 怠胎津−態怠胎津+怠泰玉 , 極 怠胎津−戴怠胎津+怠替玉 , 極 怠胎津−替怠胎津+怠戴玉 , 極 怠胎津−泰怠胎津+怠態玉 , 極 怠胎津−滞怠胎津+怠怠玉 , 極 怠胎津−胎怠胎津+怠待玉 , 極怠胎津−腿怠胎津+苔玉,  極怠胎津−苔怠胎津+腿玉 , 極怠胎津−怠待怠胎津+胎 玉 , 極怠胎津−怠怠怠胎津+滞 玉 , 極怠胎津−怠態怠胎津+泰 玉 , 極怠胎津−怠戴怠胎津+替 玉 , 極怠胎津−怠替怠胎津+戴 玉 , 極怠胎津−怠泰怠胎津+態 玉 , 極怠胎津−怠滞怠胎津+怠 玉  

なは 

なひ ぬはな 

極 怠苔津−怠怠苔津+怠腿玉 , 極 怠苔津−態怠苔津+怠胎玉 , 極 怠苔津−戴怠苔津+怠滞玉 , 極 怠苔津−替怠苔津+怠泰玉 , 極 怠苔津−泰怠苔津+怠替玉 , 極 怠苔津−滞怠苔津+怠戴玉 , 極 怠苔津−胎怠苔津+怠態玉 , 極 怠苔津−腿怠苔津+怠怠玉 , 極 怠苔津−苔怠苔津+怠待玉,  

極怠苔津−怠待怠苔津+苔 玉 , 極怠苔津−怠怠怠苔津+腿 玉 , 極怠苔津−怠態怠苔津+胎 玉, 極怠苔津−怠戴怠苔津+滞 玉 , 極怠苔津−怠替怠苔津+泰 玉 , 極怠苔津−怠泰怠苔津+替 玉 , 極怠苔津−怠滞怠苔津+戴 玉 , 極怠苔津−怠胎怠苔津+態 玉 , 極怠苔津−怠腿怠苔津+怠 玉  
なぱ 

憲怠 − 懸怠 岫憲怠 − 懸怠岻態 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚迭岫通迭−塚迭岻津+鎚尿玉 , 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚鉄岫通迭−塚迭岻津+鎚尿−迭玉 , 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚典岫通迭−塚迭岻津+鎚尿−鉄玉 ,橋 , 極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿−鉄岫通迭−塚迭岻津+鎚典 玉  極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿−迭岫通迭−塚迭岻津+鎚鉄 玉 , 極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿岫通迭−塚迭岻津+鎚迭 玉   兼 

二↓ 在本研究由不ﾘ的最簡真分數數列產生勾弦定差的素勾股數家族中， 了勾弦

定差為に有な條最簡真分數數列之外，勾弦定差為ぱ以及なぱ皆各有に條最簡真分
數數列，勾弦定差為ぬに以及のど各皆各有及ね條最簡真分數數列〓接㎞來，再找
到了勾弦定差為ばに↓ひぱ與なにぱ各有ね↓は與ぱ條最簡真分數數列 表四 〓因袪，

產生勾弦定差的素勾股數家族之最簡真分數數列晗有㎞列的規’〓由袪，べ可

推得勾弦定差為なはに↓にどど以及にねに各有は↓ぱ以及など條最簡真分數數列 表四 〓 
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(一) 產生勾弦定差に懸怠態的最簡真分數數列之條數為  

小於に懸怠的袘整數中與に懸怠互質的數之數目〓 

(二) 這些最簡真分數數列可表示為  

將小於に懸怠的袘整數中與に懸怠互質的數由小到大排列設為整數數列 極建陳玉 建怠, 建態 , 建戴, 橋 , 建陳−態, 建陳−怠, 建陳， ∀ 兼 ∈ �  

則產生股弦定差岫憲怠 − 懸怠岻態的素勾股數家族的最簡真分數數列有  

極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛迭玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛鉄玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛典玉 ,橋 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿−鉄玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿−迭玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿玉    

 

表四  產生勾弦定差的素勾股數家族的最簡真分數數列條數 懸怠 潔津 − 欠津 極塚韮通韮玉   條數 

な に 極 怠態津玉  な 

に ぱ 極 態替津−怠玉 , 極 態替津+怠玉  に 

ぬ なぱ 極 戴滞津−態玉 , 極 戴滞津+態玉  に 

ね ぬに 極 替腿津−戴玉 , 極 替腿津−怠玉 , 極 替腿津+怠玉 , 極 替腿津+戴玉  ね 

の のど 極 泰怠待津−替玉 , 極 泰怠待津−態玉 , 極 泰怠待津+態玉 , 極 泰怠待津+替玉   ね 

は ばに 極 滞怠態津−泰玉 , 極 滞怠態津−怠玉 , 極 滞怠態津+怠玉 , 極 泰怠態津+泰玉  ね 

ば ひぱ 極 胎怠替津−滞玉 , 極 胎怠替津−替玉 , 極 胎怠替津−態玉 , 極 胎怠替津+態玉 , 極 胎怠替津+替玉 , 極 胎怠替津+滞玉   は 

ぱ なにぱ 極 腿怠滞津−胎玉 , 極 腿怠滞津−泰玉 , 極 腿怠滞津−戴玉 , 極 腿怠滞津−怠玉 , 極 腿怠滞津+怠玉 , 極 腿怠滞津+戴玉 , 極 腿怠滞津+泰玉 , 極 腿怠滞津+胎玉  ぱ 

ひ なはに 極 苔怠腿津−腿玉 , 極 苔怠腿津−替玉 , 極 苔怠腿津−態玉 , 極 苔怠腿津+態玉 , 極 苔怠腿津+替玉 , 極 苔怠腿津+腿玉  は 

など にどど 極 怠待態待津−苔玉 , 極 怠待態待津−胎玉 , 極 怠待態待津−戴玉 , 極 怠待態待津−怠玉 , 極 怠待態待津+怠玉 , 極 怠待態待津+戴玉 , 極 怠待態待津+胎玉 , 極 怠待態待津+苔玉  ぱ 

なな にねに 極 怠怠態態津−怠待玉 , 極 怠怠態態津−腿玉 , 極 怠怠態態津−滞玉 , 極 怠怠態態津−替玉 , 極 怠怠態態津−態玉 , 極 怠怠態態津+態玉 , 極 怠怠態態津+替玉 , 極 怠怠態態津+滞玉 , 極 怠怠態態津+腿玉 , 極 怠怠態態津+怠待玉  など 懸怠 に懸怠態 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛迭玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛鉄玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛典玉 ,橋 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿−鉄玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿−迭玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿玉  兼 
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㎜↓ 在本研究可由不ﾘ的最簡真分數數列產生了勾股定差的素勾股數家族中， 了勾

股定差為な有な條最簡真分數數列之外，勾股定差為ば↓なば↓にぬ↓ぬな以及ねな皆各有に條
最簡真分數數列 表五 ，接㎞來，可推得勾股定差為ねば↓ねひ以及ばな皆各有に條最
簡真分數數列〓因袪，產生勾股定差的素勾股數家族之最簡真分數數列晗有的規

’是 了勾股定差為な有な條外，晥餘勾股定差大於な的最簡真分數數列之條數皆
為に條〓由袪，べ可推得勾股定差為ばぬ↓ばひ以及ぱひ皆各有に條最簡真分數數列 表

五 〓 

 

表五 產生勾股定差的素勾股數家族的最簡真分數數列 |決津 − 欠津| 極塚韮通韮玉  條數 

な 
怠態 , 態泰 , 泰怠態 , 怠態態苔  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  な 

ば 
態戴 , 戴腿 , 腿怠苔 , 怠苔替滞  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 怠替 , 替苔 , 苔態態 , 態態泰戴  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

なば 
戴替 , 替怠怠 , 怠怠態滞 , 態滞滞戴 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 態胎 , 胎怠滞 , 怠滞戴苔 , 戴苔苔替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

にぬ 
怠滞 , 滞怠戴 , 怠戴戴態 , 戴態胎胎 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 替胎 , 胎怠腿 , 怠腿替戴 , 替戴怠待替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ぬな 
替泰 , 泰怠替 , 怠替戴戴 , 戴戴腿待 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 戴怠待 , 怠待態戴 , 態戴泰滞 , 泰滞怠戴泰 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ねな 
泰腿 , 腿態怠 , 態怠泰待 , 泰待怠態怠 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 態苔 , 苔態待 , 態待替苔 , 替苔怠怠腿 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ねば 
怠腿 , 腿怠胎 , 怠胎替態 , 替態怠待怠 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 滞怠怠 , 怠怠態腿 , 態腿滞胎 , 滞胎怠滞態 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ねひ 
泰滞 , 滞怠胎 , 怠胎替待 , 替待苔胎 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 替怠戴 , 怠戴戴待 , 戴待胎戴 , 胎戴怠胎滞 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ばな 
滞胎 , 胎態待 , 態待替胎 , 替胎怠怠替 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 泰怠滞 , 怠滞戴胎 , 戴胎苔待 , 苔待態怠胎 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ばぬ 
態怠怠 , 怠怠態替 , 態替泰苔 , 泰苔怠替態 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 胎怠態 , 怠態戴怠 , 戴怠胎替 , 胎替怠胎苔 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ばひ 
怠怠待 , 怠待態怠 , 態怠泰態 , 泰態怠態泰 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 腿怠泰 , 怠泰戴腿 , 戴腿苔怠 , 苔怠態態待 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 

ぱひ 
胎怠待 , 怠待態胎 , 態胎滞替 , 滞替怠泰泰 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，或 替怠泰 , 怠泰戴替 , 戴替腿戴 , 腿戴態待待 , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭  に 
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柒↓ 結論 

一↓ 不ﾘ於王 臻ﾘ學的∩勾股鐵路網∧作品 由佩爾方程產生整數數列，進而產

生勾股定差的素勾股數家族 ，本研究以歐幾 得家族產生了最簡真分數數列極塚韮通韮玉，∀ 券,憲券,懸券 ∈ �，憲券 懸券，岫憲券,懸券岻 = な，憲券,懸券一奇一偶，再由最簡真分數
數列產生以㎞的各種股弦定差↓勾弦定差以及勾股定差之素勾股數家族  

(一) 畢達哥拉援與股弦定差的素勾股數家族〓 

1. 由極 津津+怠玉產生股弦定差為 な的畢達哥拉援家族〓 

2. 由 極塚韮通韮玉 塚迭通迭 , 通迭態通迭−塚迭  , 通鉄態通鉄−塚鉄 , 通典態通典−塚典  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭−塚韮−迭，∀ 券,憲津, 懸津 ∈ �，憲津 懸津， 

憲券,懸券 = な，憲券,懸券一奇一偶,產生股弦定差為(憲な − 懸な)に的素勾股數家族〓 

3. 將小於岫憲怠 − 懸怠岻的袘整數中與岫憲怠 − 懸怠岻互質的數由小到大排列設為整數數列極嫌陳玉 嫌怠, 嫌態 , 嫌戴, 橋 , 嫌陳−態, 嫌陳−怠, 嫌陳，∀ 兼 ∈ �， 

則可產生股弦定差岫憲怠 − 懸怠岻態的素勾股數家族的最簡真分數數列有㎞列兼條〓 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚迭岫通迭−塚迭岻津+鎚尿玉 , 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚鉄岫通迭−塚迭岻津+鎚尿−迭玉 , 極 岫通迭−塚迭岻津−鎚典岫通迭−塚迭岻津+鎚尿−鉄玉 ,橋 , 極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿−鉄岫通迭−塚迭岻津+鎚典 玉  極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿−迭岫通迭−塚迭岻津+鎚鉄 玉 , 極岫通迭−塚迭岻津−鎚尿岫通迭−塚迭岻津+鎚迭 玉〓  

(二) 柏拉圖家族與勾弦定差的素勾股數家族 

1. 由極 怠態津玉產生勾弦定差為 に的柏拉圖家族〓 

2. 由 極塚韮通韮玉 塚迭通迭 , 塚迭通迭+態塚迭  , 塚鉄通鉄+態塚鉄 , 塚典通典+態塚典  , 橋 , 塚韮−迭通韮−迭+態塚韮−迭，∀ 券,憲津, 懸津 ∈ �，憲津 懸津， 憲券,懸券 = な，憲券,懸券一奇一偶,產生勾弦定差為 に懸なに的素勾股數家族〓 

3. 將小於に懸怠的袘整數中與に懸怠互質的數由小到大排列設為整數數列 極建陳玉 建怠, 建態 , 建戴, 橋 , 建陳−態, 建陳−怠, 建陳，∀ 兼 ∈ �， 

則可產生勾弦定差に懸怠態的素勾股數家族的最簡真分數數列有㎞列兼條〓極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛迭玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛鉄玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛典玉 ,橋 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿−鉄玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿−迭玉 , 極 塚迭態塚迭津−塚迭+痛尿玉 〓  

(㎜) 費馬家族與勾股定差的素勾股數家族 

1. 由極 �韮�韮+迭玉產生勾股定差為 な的費馬家族，極�津玉是佩爾數列〓 
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2. 由極塚韮通韮玉 塚迭通迭 , 通迭態通迭+塚迭  , 通鉄態通鉄+塚鉄 , 通典態通典+塚典  , 橋 , 通韮−迭態通韮−迭+塚韮−迭，∀ 券, 憲津, 懸津 ∈ �，憲津 懸津， 憲津, 懸津 = な 
，憲津, 懸津一奇一偶,產生勾股定差為|に憲怠懸怠 − 岫憲怠態 − 懸怠態岻|的素勾股數家族〓 

3. 由不ﾘ的最簡真分數數列產生了勾股定差的素勾股數家族中， 了勾股定差為な
有な條最簡真分數數列之外，勾股定差大於な的最簡真分數數列之條數皆為に條〓 

二↓ 不ﾘ於貝格倫的方法 利用迭代摠式產生了素勾股數㎜元樹 ，本研究則是利

用遞迴關係式產生最簡真分數數列，然“綜合產生貝格倫的素勾股數㎜元樹〓 
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そ評語た030412  

探討生成用最簡真分數生成畢氏三數組的方法。針對前人的結

果與對應的最簡真分數間的關係作了討論。針對斜邊與一股的長的

差距為定值的畢氏三數組給出了生成的方式。作者顯然對勾股數有

深入的研究，對於文獻與已知結果也知之甚詳，但相關題目發展似

乎愈來愈狹隘，也許作者以後可以考慮其他問題。 
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