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作品名稱烉分進合擊ȹ分解勾股數 

摘要 

本研究的目的是探討素勾股數家族的產生ˤ研究方法是以最簡真分數數列產生素勾股數

家族，研究結果是由最簡真分數數列產生股弦定差x 勾弦定差以及勾股定差之素勾股數家族，

更進一㬍由最簡真分數數列產生素勾股數ᶱ元樹ˤ 
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壹ˣ 研究動機 

    ㆹ曾以勾股數相關的作品參加了第 52ˣ53和 54屆ℐ國科展炷表一炸，也曾以勾股

數相關的數學文章刊䘣於中央研究昊數學研究所數學傳播季刊第 150和 151期炷表二炸ʕ

這學期數學課本中的第二章第ᶱ節是ˬ畢氏定理 ，˭老師在ᶲ課中介紹勾股數，再度激

起ㆹ對勾股數的熱情ˤ在第四十七屆ℐ國科展高中組數學科第ᶱ名的ˬ勾股鐵路網˭

作品中，王慵臻同學由佩爾數列產生費馬家族的模式，延伸到由佩爾方程產生整數數

列，進而產生勾股定差的素勾股數家族，更讓ㆹ想進一㬍探討素勾股數家族的規⼳性ˤ 

    勾股數又名畢氏數，是符合畢氏定理炷ܽଶ + ܾଶ = ܿଶ炸的整數解炷ܽ, ܾ, ܿ炸，素勾股
數則是炷ܽ, ܾ, ܿ炸的最大℔因數等於 1，素勾股數家族則是由同一個生ㆸ℔式所產生的

素勾股數數列[ሺܽ݊, ܾ݊, ܿ݊ሻ]，例如歐幾慴得家族炷the Euclid family炸x畢達哥拉㕗家族炷the 

Pythagoras family炸x 柏拉圖家族炷the Plato family炸及費馬家族炷the Fermat family炸ʕ

昌了傳統的℔式，史帝費爾 (Michael Stifel, 1544)和奧撒南(Jacques Ozanam, 1844) 分別

以帶分數數列產生畢達哥拉㕗和柏拉圖家族ˤ因㬌，ㆹ想以分數進行ˬ分進合擊ȹ分

解勾股數˭的勾股數研究，先由歐幾慴得家族產生最簡真分數數列，再分ㆸ畢達哥拉

㕗ˣ柏拉圖及費馬家族進行探討，然⼴再綜合探討貝格倫的素勾股數ᶱ元樹炷圖一炸ʕ  

 

貳ˣ 研究目的 

一ˣ 先由歐幾慴得家族產生最簡真分數數列，再由㬌探討各種素勾股數家族ˤ 

(一) 以最簡真分數數列產生畢達哥拉㕗家族與股弦定差的素勾股數家族ˤ 

(二) 以最簡真分數數列產生柏拉圖家族與勾弦定差的素勾股數家族ˤ 

(ᶱ) 以最簡真分數數列產生費馬家族與勾股定差的素勾股數家族ˤ 

二ˣ 以最簡真分數數列產生貝格倫的素勾股數ᶱ元樹ˤ 

 

參ˣ 研究設備及器材 

筆ˣ紙ˣword 2007ˣexcel 2007ˣ小算盤ˤ 
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表一  第 52ˣ53和 54屆ℐ國科展作品名稱及摘要 

屆別 作品名稱 摘要 

52 

ᶱ催四請ȹ 

從畢氏定理

到N元畢氏

數 

利用對圓點方昋的降階分奇偶數組加以探討，℞中，奇數組是在

炷M+1炸階方昋中透過一次降一階來探討ᶱ元畢氏數中 X1=2k+1的情

況，而偶數組是在炷M+2炸階方昋中透過一次降二階來探討ᶱ元畢氏

數中 X1=2k+2的情況ˤ在獲得初㬍的ㆸ果⼴，又藉著直角ᶱ角形的擴

充依遞迴定義的方式來進一㬍來探討 N元畢氏數ˤ最⼴，ㆹ得到 N元

畢氏數炷X1,X2,…,Xm,…,Xn-1,Xn炸的關係式ˤ 

53 

接二連ᶱȹ

拼剪海倫ᶱ

角形 

面積是㬋整數的整數邊ᶱ角形就是海倫ᶱ角形烊整數邊的直角ᶱ

角形就是畢氏ᶱ角形ˤ本研究先透過圓點方昋得到ℑ組基本的畢氏ᶱ

角形的邊長生ㆸ℔式，並且證明這ℑ組基本的畢氏ᶱ角形都是海倫ᶱ

角形烊接著，取℞中一組基本的畢氏ᶱ角形加以複製，ㆸ為有一條℔

共邊的ℑ個相同畢氏ᶱ角形，接著拼接ㆸ四組ᶱ角形，並且證明這四

組ᶱ角形都是海倫ᶱ角形烊更進一㬍，把這ℑ組基本的畢氏ᶱ角形各

放大到適當的倍數⼴，ㆸ為有一條℔共邊的ℑ個不同的畢氏ᶱ角形，

接著拼接ㆸℕ組不同的ᶱ角形和剪接ㆸℕ組不同的ᶱ角形，並且證明

這十二組ᶱ角形都是海倫ᶱ角形ˤ因㬌，本研究總共得到十ℓ組海倫

ᶱ角形的邊長生ㆸ℔式ˤ 

54 

代代相傳ȹ

迭代勾股數

之猜想 

探討ˬ勾股數迭代℔式˭的問題，並驗證ˬ由ˮ勾股形˯可得到

ᶱ個相似的矩昋來生ㆸˮ勾股數迭代℔式˯˭ 的猜想ˤ研究的結果是以

ˮ勾股形˯得到不同的勾股數關係式，接著以這些不同的勾股數關係

式作迭代忳算，得到了七十ℓ個不同的勾股數矩昋迭代℔式，再將℟

有相似矩昋的℔式歸為同一類，則這七十ℓ個℔式共可分ㆸ二十ℕ

類，每類皆有ᶱ個℔式，由㬌證明了勾股數迭代℔式的猜想ˤ在研究

過程中，ㆹ得到了一般的勾股數矩昋迭代℔式ˤ 

 

表二  刊䘣於中研究昊數學所數學傳播季刊第 150和 151期的數學文章摘要 

期別 文章名稱 摘要 

150 

畢氏ᶱ元數

生ㆸ℔式之

研究與䘤展 

本研究不同於以往的畢氏ᶱ元數生ㆸ℔式之產生方式，從連續奇

數和的℔式，延伸至圓點方昋的點數和的℔式⼴，進一㬍產生了畢氏

ᶱ元數的生ㆸ℔式ˤ 

151 

勾股數迭代

℔式之研究

與䘤展 

    清代數學家劉彝程由勾股數為邊長所構作的幾何圖形，以迭代的

方式，產生了一組的勾股數迭代℔式，㬌℔式類似於貝格倫以及普萊

㕗的畢氏ᶱ元數迭代℔式ˤ本研究由勾股數為邊長所構作的幾何圖形

之性質，以迭代的方式，找到了劉彝程的另外ℑ組℔式，以及慵㕘產

生了貝格倫和普萊㕗的℔式ˤ 
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ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ                     ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ                     ሺܽଷ, ܾଷ, ܿଷሻ                                 ሺܽସ, ܾସ, ܿସሻ 
荥炷9,40,41炸 

荥炷7,24,25炸              荧炷105,88,137炸 

荦炷91,60,109炸 

 

荥炷105,208,233炸 

荥炷5,12,13炸        荧炷55,48,73炸             荧炷297,304,425炸 

荦炷187,84,205炸 

 

荥炷95,168,193炸 

荦炷45,28,53炸             荧炷207,224,305炸 

荦炷117,44,125炸 

 

荥炷57,176,185炸 

荥炷39,80,89炸             荧炷377,336,505炸 

荦炷299,180,349炸 

 

荥炷217,456,505炸 

炷3,4,5炸          荧炷21,20,29炸       荧炷119,120,169炸          荧炷697,696,985炸 

荦炷459,220,509炸 

 

荥炷175,288,337炸 

荦炷77,36,85炸             荧炷319,360,481炸 

荦炷165,52,173炸 

 

荥炷51,140,149炸 

荥炷33,56,65炸             荧炷275,252,273炸 

荦炷165,52,173炸 

 

荥炷115,252,277炸 

{炷15,8,17炸        荧炷65,72,97炸             荧炷403,396,565炸 

荦炷273,136,305炸 

 

荥炷85,132,157炸 

荦炷35,12,37炸             荧炷133,156,205炸 

荦炷63,16,65炸 

圖一  貝格倫由迭代℔式zˣ{和|產生素勾股數ᶱ元樹(Wikipedia, the free encyclopedia, 2015)     

       荥[ܽ௡+ଵܾ௡+ଵܿ௡+ଵ]烌 [ͳ −ʹ ʹʹ −ͳ ʹʹ −ʹ ͵] [ܽ௡ܾ௡ܿ௡]，荦[ܽ௡+ଵܾ௡+ଵܿ௡+ଵ]烌 [−ͳ ʹ ʹ−ʹ ͳ ʹ−ʹ ʹ ͵] [ܽ௡ܾ௡ܿ௡]，荧[ܽ௡+ଵܾ௡+ଵܿ௡+ଵ]烌 [ͳ ʹ ʹʹ ͳ ʹʹ ʹ ͵] [ܽ௡ܾ௡ܿ௡] 
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肆ˣ 研究方法與過程 

一ˣ 研究架構 

分進合擊ȹ分解勾股數 

      經由 

畢氏定理單元的學習 

          研究動機 

勾股數 

                    閱讀                 閱讀                閱讀 

              勾股鐵路網          勾股數生ㆸ℔式      素勾股數ᶱ元樹 

                    說明                 說明                說明 

      佩爾數列與費馬家族    帶分數數列與素勾股數家族   迭代℔式與素勾股數ᶱ元樹 

       

                                         研究目的 

                          由最簡真分數數列探討素勾股數家族  

 

歐幾慴得家族     畢達哥拉㕗家族     柏拉圖家族     費馬家族     素勾股數ᶱ元樹 

 

    股弦定差素的勾股數家族   勾弦定差的素勾股數家族  勾股定差的素勾股數家族      

 

         實驗設計 

歐幾慴得家族 

      獲得 

最簡真分數數列 

                    產生                 產生                產生 

              畢達哥拉㕗家族       柏拉圖家族           費馬家族 

                                                           

                                         實驗過程 

最簡真分數數列 

                    產生                 產生                產生 

 達哥拉㕗家族的遞迴關係式    柏拉圖家族的遞迴關係式   費馬家族的遞迴關係式 

                    獲得                 獲得                獲得 

    股弦定差的素勾股數家族   勾弦定差的素勾股數家族  勾股定差的素勾股數家族      

                                                

                                 素勾股數ᶱ元樹  

      進行 

討論 

      產生 

                                      結論 
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二ˣ 文獻回顧與研究方法 

(一) 整數數列與素勾股數 

1. 歐幾慴得家族是由整數數列ݑۃ௡ۄ與ݒۃ௡ۄ產生的素勾股數數列炷蔡聰明,2010炸烉 [ሺܽ݊, ܾ݊, ܿ݊ሻ] = ʹ݊ݑ)] − ,ʹ݊ݒ ,݊ݒ݊ݑʹ ʹ݊ݑ + ݊ݒ,݊ݑ, ݊∀,[(ʹ݊ݒ ∈ ,௡ݑሺ ，݊ݒ烍݊ݑ，� ௡ሻݒ = ͳ，ݑ௡,  ௡一奇一偶ˤݒ

2. 畢達哥拉㕗家族是以整數數列ۄ݊ۃ產生的素勾股數數列(Price, H. Lee,2008)烉[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺʹ݊ + ͳ, ʹ݊ଶ + ʹ݊, ʹ݊ଶ + ʹ݊ + ͳሻ], ∀݊ ∈ �， 

㬌時，畢達哥拉㕗家族的股弦差ሺܿ௡ − ܾ௡ሻ為ͳˤ 

證明烉ܿ௡ − ܾ௡ = ሺʹ݊ଶ + ʹ݊ + ͳሻ − ሺʹ݊ଶ + ʹ݊ሻ = ͳˤ 

3. 柏拉圖家族是以整數數列ۄ݊ۃ產生的素勾股數數列(Price, H. Lee,2008)烉[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͶ݊ଶ − ͳ, Ͷ݊ ,Ͷ݊ଶ + ͳሻ], ∀݊ ∈ �， 

㬌時，柏拉圖家族的勾弦差ሺܿ௡ − ܽ௡ሻ為ʹˤ 

證明烉ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͶ݊ଶ + ͳሻ − ሺͶ݊ଶ − ͳሻ = ʹˤ 

4. 費馬家族是以佩爾數列ۃ�௡ۄ產生的素勾股數數列 (Price, H. Lee,2008)烉 [ሺܽ݊, ܾ݊, ܿ݊ሻ] = [(�݊+ͳʹ − �݊ʹ,ʹ�݊+ͳ�݊,�݊+ͳʹ + �݊ʹ)], ∀ ݊ ∈ �， 

註烉佩爾數列ۃ�௡ۄ是一整數數列Ͳ,ͳ,ʹ,ͷ,ͳʹ,ʹͻ,͹Ͳ,ͳ͸ͻ,ڮ , �௡，ۃ�௡ۄ的遞迴關係式可
表示為烉�଴ = Ͳ, �ଵ = ͳ，�௡ = ʹ�௡−ଵ + �௡−ଶ, ݊ ∈ �，݊ ≥ ʹˤ 

㬌時，費馬家族的勾股差ሺ|ܾ௡ − ܽ௡|ሻ為ͳˤ 

證明烉|ܾ௡ − ܽ௡| = |ʹ�௡+ଵ�௡ − (�௡+ଵଶ − �௡ଶ)|                                       = |ʹሺʹ�௡ + �௡−ଵሻ�௡ − [ሺʹ�௡ + �௡−ଵሻଶ − �௡ଶ]|                                       = |ʹ�௡�௡−ଵ − (�௡ଶ − �௡−ଵଶ)|                                       = |ʹሺʹ�௡−ଵ + �௡−ଶሻ�௡−ଵ − [ሺʹ�௡−ଵ + �௡−ଶሻଶ − �௡−ଵଶ]|                                       = |ʹ�௡−ଵ�௡−ଶ − (�௡−ଵଶ − �௡−ଶଶ)| 
=                                       ڭ                     |ʹ�ଷ�ଶ − (�ଷଶ − �ଶଶ)|                                       = |ʹሺʹ�ଶ + �ଵሻ�ଶ − [ሺʹ�ଶ + �ଵሻଶ − �ଶଶ]| 
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                                      = |ʹ�ଶ�ଵ − (�ଶଶ − �ଵଶ)|                                       = |ʹሺʹ�ଵ + �଴ሻ�ଵ − [ሺʹ�ଵ + �଴ሻଶ − �ଵଶ]|                                       = |ʹ�ଵ�଴ − (�ଵଶ − �଴ଶ)|                                       = |Ͳ − ሺͳ − Ͳሻ|                                       = ͳ 

(二) 分數數列與素勾股數 

     史帝費爾和奧撒南分別以帶分數數列產生畢達哥拉㕗和柏拉圖家族ˤ 

1. 史帝費爾以{ܽۃ௡ۄ = ݊ʹۃ + ͳܾۃ    ۄ௡ۄ = ଶ݊ʹۃ + ۄ௕೙௔೙ۃ 再由，ۄ௕೙௔೙ۃ 構ㆸۄ݊ʹ = ଶ௡మ+ଶ௡ ଶ௡+ଵۃ ۄ = ݊ۃ + ௡ଶ௡+ଵۄ產生ܿۃ௡ۄ = ଶ݊ʹۃ + ʹ݊ + ͳۄ (Wikipedia, the free encyclopedia, 2015)ˤ 

2. 奧撒南以{ܽۃ௡ۄ = ݊ʹሺۃ + ʹሻଶ − ͳܾۃۄ௡ۄ = ݊ʹሺʹۃ + ʹሻۄ       構ㆸ ۃ௔೙௕೙ۄ，再由ۃ௔೙௕೙ۄ = ሺଶ௡+ଶሻమ−ଵ ଶሺଶ௡+ଶሻۃ ۄ = ݊ۃ + ସ௡+ଷସ௡+ସۄ
產生ܿۃ௡ۄ = ݊ʹሺۃ + ʹሻଶ + ͳۄ (Ozanam, Jacques, 1844)ˤ 

(ᶱ) 迭代℔式與素勾股數ᶱ元樹 

     在 1934年，貝格倫由ሺ͵ ,Ͷ ,ͷሻ開始，利用ᶳ列的素勾股數迭代℔式zˣ{
和|產生畢達哥拉㕗ˣ柏拉圖和費馬家族，更進一㬍產生素勾股數ᶱ元樹(圖一) 

(Price, H. Lee,2008烊Wikipedia, the free encyclopedia, 2015)ˤ 

荥[ܽ௡+ଵܾ௡+ଵܿ௡+ଵ]烌 [ͳ −ʹ ʹʹ −ͳ ʹʹ −ʹ ͵] [ܽ௡ܾ௡ܿ௡ ]，荦[ܽ௡+ଵܾ௡+ଵܿ௡+ଵ]烌 [−ͳ ʹ ʹ−ʹ ͳ ʹ−ʹ ʹ ͵] [ܽ௡ܾ௡ܿ௡]，荧[ܽ௡+ଵܾ௡+ଵܿ௡+ଵ]烌 [ͳ ʹ ʹʹ ͳ ʹʹ ʹ ͵] [ܽ௡ܾ௡ܿ௡] 
1. 貝格倫由ሺ͵ ,Ͷ ,ͷሻ開始，利用迭代℔式ሺͳሻ依次產生畢達哥拉㕗家族烉 ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ = ሺ͵,Ͷ,ͷሻ ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ = ሺͷ,ͳʹ,ͳ͵ሻ ሺܽଷ, ܾଷ, ܿଷሻ = ሺ͹,ʹͶ,ʹͷሻ ሺܽସ, ܾସ, ܿସሻ = ሺͻ,ͶͲ,Ͷͳሻڮˤ 

2. 貝格倫由ሺ͵ ,Ͷ ,ͷሻ開始，利用迭代℔式ሺʹሻ依次產生柏拉圖家族烉 ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ = ሺ͵,Ͷ,ͷሻ ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ = ሺͳͷ,ͺ,ͳ͹ሻ ሺܽଷ, ܾଷ, ܿଷሻ = ሺ͵ͷ,ͳʹ,͵͹ሻ ሺܽସ, ܾସ, ܿସሻ = ሺ͸͵,ͳ͸,͸ͷሻڮˤ 

3. 貝格倫由ሺ͵ ,Ͷ ,ͷሻ開始，利用迭代℔式ሺ͵ሻ依次產生費馬家族烉 ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ = ሺ͵,Ͷ,ͷሻ ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ = ሺʹͳ,ʹͲ,ʹͻሻ ሺܽଷ, ܾଷ, ܿଷሻ = ሺͳͳͻ,ͳʹͲ,ͳ͸ͻሻ 
ሺܽସ, ܾସ, ܿସሻ = ሺ͸ͻ͹,͸ͻ͸,ͻͺͷሻڮˤ 



8 
 

(四) 歐幾慴得家族與最簡真分數數列 

 由於史帝費爾與奧撒南以帶分數數列產生畢達哥拉㕗與柏拉圖家族，讓ㆹ

有了ˬ以最簡真分數數列產生素勾股數家族˭的研究構想ˤ因為歐幾慴得家族的ݑ௡與ݒ௡℟有ᶱ種關係烉pݑ௡ > ,௡ݑ௡，qሺݒ ௡ሻݒ = ͳ，rݑ௡, ௡為一奇一偶，所以௩೙௨೙是ݒ
最簡真分數ˤ因㬌，歐幾慴得家族的最簡真分數數列可表示如ᶳ烉 ݒۃ௡ݑ௡ۄ烉 ͳʹ , ʹ͵ , ͳͶ , Ͷ͵ , ͷʹ , Ͷͷ , ͳ͸ , ͷ͸ , ͹ʹ , Ͷ͹ , ͸͹ , ͳͅ , ͵ͅ , ͷͅ , ͹ͅ , ͻʹ , Ͷͻ , ͻͅ , ͳͳͲ , ͳ͵Ͳ , ͹ͳͲ , ͻͳͲ , ͳʹͳ , Ͷͳͳ , ͸ͳͳ, 

ͳͅͳ , ͳͲͳͳ , ͳͳʹ , ͷͳʹ , ͹ͳʹ , ͳͳͳʹ , ͳʹ͵ , Ͷͳ͵ , ͸ͳ͵ , ͳͅ͵ , ͳͲͳ͵ , ͳʹͳ͵ , ͳͳͶ , ͳ͵Ͷ , ͷͳͶ , ͻͳͶ , ͳͳͳͶ , ͳ͵ͳͶ , ͳʹͷ, Ͷͳͷ , ͳͅͷ , ͳͶͳͷ , ͳͳ͸ , ͳ͵͸ , ͷͳ͸ , ͹ͳ͸ , ͻͳ͸ , ͳͳͳ͸ , ͳ͵ͳ͸ , ͳͷͳ͸ , ͳʹ͹ , Ͷͳ͹ , ͸ͳ͹ , ͳͅ͹ , ͳͲͳ͹ , ͳʹͳ͹ , ͳͶͳ͹ , ͳ͸ͳ͹  ڮ,

所以，可由ۃ௩೙௨೙ۄ產生歐幾慴得家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ +  ௡ଶሻ]ˤݒ

ㆹ的研究方法是藉由最簡真分數數列產生素勾股數家族ˤ 

ᶱˣ 研究過程 

(一) 畢達哥拉㕗家族與股弦定差的素勾股數家族 

 在畢達哥拉㕗家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺʹ݊ + ͳ, ʹ݊ଶ + ʹ݊, ʹ݊ଶ + ʹ݊ + ͳሻ] 轉換ㆸ
歐幾慴得家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ +  ௡ଶሻ]的形式烉ݒ

{ܽ௡ = ʹ݊ + ͳ = ሺ݊ + ͳሻଶ − ݊ଶ = ௡ଶݑ − ௡ଶ             ܾ௡ݒ = ʹ݊ଶ + ʹ݊ = ʹ݊ሺ݊ + ͳሻ  = ௡                     ܿ௡ݒ௡ݑʹ = ʹ݊ଶ + ʹ݊ + ͳ = ሺ݊ + ͳሻଶ + ݊ଶ = ௡ଶݑ + ௡ଶݒ  

㬌時，ݑۃ௡ۄ = ݊ۃ + ͳݒۃ，ۄ௡ۄ = ௡−ଵݑ且，ۄ݊ۃ =  ௡ˤݒ

所以，可由最簡真分數數列 ۃ ݊݊ + ͳۄ產生畢達哥拉㕗家族ˤ  ݒۃ௡ݑ௡ۄ烉 ͳʹ , ʹ͵ , Ͷ͵ , Ͷͷ , ͷ͸ , ͸͹ , ͹ͅ , ͻͅ , ͻͳͲ , ͳͲͳͳ , ͳͳͳʹ , ͳʹͳ͵ , ͳ͵ͳͶ , ͳͶͳͷ , ͳͷͳ͸ , ͳ͸ͳ͹ ڮ, , ݊݊ + ͳ 

這個最簡真分數數列℟有以ᶳ的規⼳性烉 ݑଶݒଶ + ଵݑଵݒ = ͵ʹ + ͳʹ = ʹ                                                                                                     ሺ͵ − ͳሻ ݑଷݒଷ + ଶݑଶݒ = Ͷ͵ + ʹ͵ = ʹ                                                                                                     ሺ͵ − ʹሻ ݑସݒସ + ଵݑଵݒ = ͷͶ + Ͷ͵ = ʹ                                                                                                     ሺ͵ − ͵ሻ  
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௡ݒ௡ݑ ڭ                    + ௡−ଵݑ௡−ଵݒ = ݊ + ͳ݊ + ݊ − ͳ݊ = ʹ                                                                                   ሺ͵ − Ͷሻ 
由式ሺ͵ − Ͷሻ移項產生烉ݑ௡ݒ௡ = ʹ − ௡−ଵݑ௡−ଵݒ ↔ ௡ݑ௡ݒ = ͳʹ −  ，௡−ଵݑ௡−ଵݒ

因㬌，這個最簡真分數數列的遞迴關係式為烉
௡ݑ௡ݒ = ͳʹ − ௡−ଵݑ௡−ଵݒ                       ሺ͵ − ͷሻ 

研究一烉探討遞迴關係式ሺ૜ − ૞ሻ 
問題烉首項

௩భ௨భ為 ଵଶ時，由式ሺ͵ − ͷሻ生ㆸ ۄ௩೙௨೙ۃ = ۃ ௡௡+ଵۄ烊當首項 ௩భ௨భ為 ଵଶ以外的最簡真 

分數時，則由式ሺ͵ − ͷሻ會產生何種ۃ௩೙௨೙ۄ烎前者可產生股弦定差為ͳ的畢達哥
拉㕗家族，⼴者則產生何種股弦定差的素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]烎 

策略烉以首項
௩భ௨భ利用式ሺ͵ − ͷሻ產生 ଶݑଶݒ 的各項ˤۄ௩೙௨೙ۃ = ͳʹ − ଵݑଵݒ = ͳʹݑଵ − ଵݑଵݒ = ଵݑʹଵݑ −  ଵݒ

ଷݑଷݒ = ͳʹ − ଶݑଶݒ = ͳʹݑଶ − ଶݑଶݒ = ଶݑʹଶݑ −  ଶݒ
ସݑସݒ = ͳʹ − ଷݑଷݒ = ͳʹݑଷ − ଷݑଷݒ = ଷݑʹଷݑ −  ଷݒ

௡ݑ௡ݒ  ڭ             = ͳʹ − ௡−ଵݑ௡−ଵݒ = ͳʹݑ௡−ଵ − ௡−ଵݑ௡−ଵݒ = ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ −  ௡−ଵݒ
因㬌，最簡真分數數列 ݒۃ௡ݑ௡ۄ為烉 

烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ଵݑଵݒ , ଵݑʹଵݑ − ଵݒ  , ଶݑʹଶݑ − ଶݒ , ଷݑʹଷݑ − ଷݒ  , ڮ , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ − ௡−ଵݒ                               ሺ͵ − ͸ሻ 
由式ሺ͵ − ͸ሻ最簡真分數數列 ,ۄ௡ݑۃ產生整數數列ۄ௡ݑ௡ݒۃ ,ଵݑ烉ۄ௡ݑۃ 及素勾股數家族ۄ௡ݒۃ ଵݑʹ − , ଵݒ ଶݑʹ − ,ଶݒ ଷݑʹ − , ଷݒ ڮ , ௡−ଵݑʹ − ͵௡−ଵ                                   ሺݒ − ͹ሻ 
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,ଵݒ烉ۄ௡ݒۃ , ଵݑ ,ଶݑ , ଷݑ ڮ , ͵௡−ଵ                                                                                         ሺݑ − ͺሻ 
再產生素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ +  [௡ଶሻݒ
則可得到股弦定差烉 c௡ − ܾ௡ = ሺݑ௡ଶ + ௡ଶሻݒ − ௡ݒ௡ݑʹ = ሺݑ௡ −  ௡ሻଶݒ
探討烉在首項

௩భ௨భ為 ଵଶ以外的最簡真分數時，ㆹ探討素勾股數家族的股弦差ˤ ݒଵݑଵ 由式ሺଷ−଺ሻ→      ݒۃ௡ݑ௡ۄ 由式ሺଷ−଻ሻ以及 ሺଷ−଼ሻ→              [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]股弦差→   ܿ௡ − ܾ௡ 

z฀ ݒଵݑଵ = ͳͶ → 烉ͳͶۄ௡ݑ௡ݒۃ , Ͷ͹ , ͹ͳͲ , ͳͲͳ͵ ڮ, , ͳ + ͵ሺ݊ − ͳሻͳ + ͵݊ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ݊͵ۃ − ʹ͵݊ + ͳۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳͺ݊ − ͵,ͳͺ݊ଶ − ͸݊ − Ͷ,ͳͺ݊ଶ − ͸݊ + ͷሻ] ⟶ ܿ௡ − ܾ௡ = ሺͳͺ݊ଶ − ͸݊ + ͷሻ − ሺͳͺ݊ଶ − ͸݊ − Ͷሻ = ͻ = ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
{฀ ݒଵݑଵ = ͷʹ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͷʹ , ͷͅ , ͳͅͳ , ͳͳͳͶ ڮ, , ʹ + ͵ሺ݊ − ͳሻʹ + ͵݊ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ݊͵ۃ − ͳ͵݊ + ⟶ ۄʹ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳͺ݊ + ͵,ͳͺ݊ଶ + ͸݊ − Ͷ,ͳͺ݊ଶ + ͸݊ + ͷሻ] ⟶ ܿ௡ − ܾ௡ = ሺͳͺ݊ଶ + ͸݊ + ͷሻ − ሺͳͺ݊ଶ + ͸݊ − Ͷሻ = ͻ = ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
|฀ ݒଵݑଵ = ͳ͸ → 烉ͳ͸ۄ௡ݑ௡ݒۃ , ͸ͳͳ , ͳͳͳ͸ , ͳ͸ʹͳ ڮ, , ͳ + ͷሺ݊ − ͳሻͳ + ͷ݊ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ͷ݊ۃ − Ͷͷ݊ + ͳۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͷͲ݊ − ͳͷ,ͷͲ݊ଶ − ͵Ͳ݊ − ͺ,ͷͲ݊ଶ − ͵Ͳ݊ + ͳ͹ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܾ௡ = ሺͷͲ݊ଶ − ͵Ͳ݊ + ͳ͹ሻ − ሺͷͲ݊ଶ − ͵Ͳ݊ − ͺሻ = ʹͷ = ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
}฀ ݒଵݑଵ = ͹ʹ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͹ʹ , ͹ͳʹ , ͳʹͳ͹ , ͳ͹ʹʹ ڮ, , ʹ + ͷሺ݊ − ͳሻʹ + ͷ݊ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ͷ݊ۃ − ͵ͷ݊ + ⟶ ۄʹ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͷͲ݊ − ͷ,ͷͲ݊ଶ − ͳͲ݊ − ͳʹ,ͷͲ݊ଶ − ͳͲ݊ + ͳ͵ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܾ௡ = ሺͷͲ݊ଶ − ͳͲ݊ + ͳ͵ሻ − ሺͷͲ݊ଶ − ͳͲ݊ − ͳʹሻ = ʹͷ = ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
‾฀ ݒଵݑଵ = ͵ͅ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͵ͅ , ͳͅ͵ , ͳ͵ͳͺ , ͳͺʹ͵ ڮ, , ͵ + ͷሺ݊ − ͳሻ͵ + ͷ݊ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ͷ݊ۃ − ʹͷ݊ + ⟶ ۄ͵ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͷͲ݊ + ͷ ,ͷͲ݊ଶ + ͳͲ݊ − ͳʹ,ͷͲ݊ଶ + ͳͲ݊ + ͳ͵ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܾ௡ = ሺͷͲ݊ଶ + ͳͲ݊ + ͳ͵ሻ − ሺͷͲ݊ଶ + ͳͲ݊ − ͳʹሻ = ʹͷ = ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
｠฀ ݒଵݑଵ = Ͷͻ → 烉Ͷͻۄ௡ݑ௡ݒۃ , ͻͳͶ , ͳͶͳͻ , ͳͻʹͶ ڮ, , Ͷ + ͷሺ݊ − ͳሻͶ + ͷ݊ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ͷ݊ۃ − ͳͷ݊ + Ͷۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͷͲ݊ + ͳͷ,ͷͲ݊ଶ + ͵Ͳ݊ − ͺ,ͷͲ݊ଶ + ͵Ͳ݊ + ͳ͹ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܾ௡ = ሺͷͲ݊ଶ + ͵Ͳ݊ + ͳ͹ሻ − ሺͷͲ݊ଶ + ͵Ͳ݊ − ͺሻ = ʹͷ = ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
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結果烉最簡真分數數列 產生素勾股數家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                     股弦定差ሺܿ௡ۄ௩೙௨೙ۃ − ܾ௡ሻ 
z฀ ݊͵ۃ − ʹ͵݊ + ͳۄ或 ݊͵ۃ − ͳ͵݊ + ۄʹ → ܿ௡ − ܾ௡ = ͻ 

{฀ ͷ݊ۃ − Ͷͷ݊ + ͳۄˣ ͷ݊ۃ − ͵ͷ݊ + ˣۄʹ ͷ݊ۃ − ʹͷ݊ + 或ۄ͵ ͷ݊ۃ − ͳͷ݊ + Ͷۄ → ܿ௡ − ܾ௡ = ʹͷ 

研究二烉探討式ሺ૜ − ૟ሻ的最簡真分數數列 

問題烉由式ሺ͵ − ͸ሻ能否產生更多股弦定差的素勾股數家族烎  

探討烉由式ሺ͵ − ͹ሻ以及 ሺ͵ − ͺሻ產生整數數列ݑۃ௡ۄ與ݒۃ௡ݑ ۄଶ = ଵݑʹ − ଵݒ = ૚࢛ + ሺ࢛૚ − ଷݑ ૚ሻ࢜ = ଶݑʹ − ଶݒ = ʹሺʹݑଵ − ଵሻݒ − ଵݑ = ଵݑ͵ − ଵݒʹ = ૚࢛ + ૛ሺ࢛૚ − ସݑ ૚ሻ࢜ = ଷݑʹ − ଷݒ = ʹሺʹݑଶ − ଶሻݒ − ଶݑ = ଶݑ͵ − ଶݒʹ = ͵ሺʹݑଵ − ଵሻݒ − =       ଵݑʹ Ͷݑଵ − ଵݒ͵ = ૚࢛ + ૜ሺ࢛૚ −  ૚ሻ࢜
௡ݑ  ڭ                   = ௡−ଵݑʹ − ௡−ଵݒ = ʹሺʹݑ௡−ଶ − ௡−ଶሻݒ − =       ௡−ଶݑ ௡−ଶݑ͵ − ௡−ଶݒʹ  = ͵ሺʹݑ௡−ଷ − ௡−ଷሻݒ − =       ௡−ଷݑʹ Ͷݑ௡−ଷ − ௡−ଷݒ͵ = Ͷሺʹݑ௡−ସ − ௡−ସሻݒ − =       ௡−ସݑ͵ ͷݑ௡−ସ − Ͷݒ௡−ସ = ͷሺʹݑ௡−ହ − ௡−ହሻݒ −  ௡−ହݑ͵

  ڭ                    

   = ሺ݊ − ʹሻݑଷ − ሺ݊ − ͵ሻݒଷ = ሺ݊ − ʹሻሺʹݑଶ − ଶሻݒ − ሺ݊ − ͵ሻݑଶ  = ሺ݊ − ͳሻݑଶ − ሺ݊ − ʹሻݒଶ = ሺ݊ − ͳሻሺʹݑଵ − ଵሻݒ − ሺ݊ − ʹሻݑଵ       = ଵݑ݊ − ሺ݊ − ͳሻݒଵ = ૚࢛ + ሺ� − ૚ሻሺ࢛૚ −  ૚ሻ࢜
因㬌，ݑۃ௡ۄ是首項為ݑଵ，℔差為ሺݑଵ − ۄ௡ݑۃ ଵሻ的等差數列烉ݒ = ଵݑۃ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ͵ሺ                                                                                    ۄଵሻݒ − ͻሻ 
由式ሺ͵ − ͹ሻ以及 ሺ͵ − ͻሻ產生整數數列ݑۃ௡ۄ與ݒۃ௡ݒ ۄଶ = ଵݑ = ૚࢜ + ሺ࢛૚ − ଷݒ ૚ሻ࢜ = ଶݑ = ଵݑʹ − ଵݒ = ૚࢜ + ૛ሺ࢛૚ − ସݒ     ૚ሻ࢜ = ଷݑ = ଵݑ͵ − ଵݒʹ = ૚࢜ + ૜ሺ࢛૚ −  ૚ሻ࢜
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௡ݒ  ڭ                         = ௡−ଵݑ = ሺ݊ − ͳሻݑଵ − ሺ݊ − ʹሻݒଵ = ૚࢜ + ሺ� − ૚ሻሺ࢛૚ −  ૚ሻ࢜
因㬌，ݒۃ௡ۄ是首項為ݒଵ，℔差為ሺݑଵ − ۄ௡ݒۃ ଵሻ的等差數列烉ݒ = ଵݒۃ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ͵ሺ                                                                                    ۄଵሻݒ − ͳͲሻ 
由式ሺ͵ − ͻሻ及 ሺ͵ − ͳͲሻ的整數數列ݑۃ௡ۄ與ݒۃ௡ۄ產生 [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] 
{ܽ௡ = ௡ଶݑ − ௡ଶݒ = ᇖݑଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗଶݒ − ᇖݒଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗଶܾ௡ݒ = ௡ݒ௡ݑʹ = ʹᇖݑଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵݒଵሻᇗᇖݒ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗ              ܿ௡ݒ = ௡ଶݑ + ௡ଶݒ = ᇖݑଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗଶݒ + ᇖݒଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗଶݒ    ሺ͵ − ͳͳሻ 
由ሺ͵ − ͳͳሻ的素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]得到股弦差為ሺݑଵ −  ଵሻଶˤݒ

證明烉ܿ௡ − ܾ௡ = {ᇖݑଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗଶݒ + ᇖݒଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵݑଵሻᇗଶ}                                    −ʹᇖݒ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵݒଵሻᇗᇖݒ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − =                         ଵሻᇗݒ {ᇖݑଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − ଵሻᇗݒ − ᇖݒଵ + ሺ݊ − ͳሻሺݑଵ − = ଵሻᇗ}ଶݒ ሺݑଵ −  ଵሻଶݒ
結果烉當 烉ۄ௩೙௨೙ۃ ௩భ௨భ , ௨భଶ௨భ−௩భ  , ௨మଶ௨మ−௩మ , ௨యଶ௨య−௩య  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ−௩೙−భ，∀݊,ݑ௡,ݒ௡ ∈  ௡ݒ௡烍ݑ ，�

，ሺ݊ݒ,݊ݑሻ = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶時，則由 ͳݑ)可產生股弦定差為ۄ݊ݑ݊ݒۃ −  ʹ(ͳݒ
的素勾股數家族ˤ 

(二) 柏拉圖家族與勾弦定差的素勾股數家族 

 在柏拉圖家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͶ݊ଶ − ͳ,Ͷ݊, Ͷ݊ଶ + ͳሻ] 轉換ㆸ歐幾慴得家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ + ௡ଶሻ]的形式烉ݒ
{ܽ௡ = Ͷ݊ଶ − ͳ = ሺʹ݊ሻଶ − ͳଶ = ௡ଶݑ − ௡ଶܾ௡ݒ = Ͷ݊ = ʹሺʹ݊ሻሺͳሻ  = ௡                   ܿ௡ݒ௡ݑʹ = Ͷ݊ଶ + ͳ = ሺʹ݊ሻଶ + ͳଶ = ௡ଶݑ + ௡ଶݒ  

㬌時，ݑۃ௡ۄ = ௡ݒ，ۄ݊ʹۃ = ͳˤ 

所以，可由最簡真分數數列 ۃ ͳʹ݊   產生柏拉圖家族ˤۄ
烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͳʹ , ͳͶ , ͳ͸ , ͳͅ , ͳͳͲ , ͳͳʹ , ͳͳͶ , ͳͳ͸ , ͳͳͺ , ͳʹͲ , ͳʹʹ , ͳʹͶ , ͳʹ͸ , ͳʹͅ , ͳ͵Ͳ ڮ, , ͳʹ݊  

這個最簡真分數數列℟有以ᶳ的規⼳性烉 
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ଶݒଶݑ − ଵݒଵݑ = Ͷ − ʹ = ʹ                                                                                                         ሺͶ − ͳሻ ݑଷݒଷ − ଶݒଶݑ = ͸ − Ͷ = ʹ                                                                                                         ሺͶ − ʹሻ ݑସݒସ − ଵݒଵݑ = ͺ − ͸ = ʹ                                                                                                         ሺͶ − ͵ሻ                    ݑ ڭ௡ݒ௡ − ௡−ଵݒ௡−ଵݑ = ʹ݊ − ሺʹ݊ − ʹሻ = ʹ                                                                                   ሺͶ − Ͷሻ 
由式ሺͶ − Ͷሻ移項產生烉ݑ௡ݒ௡ = ʹ + ௡−ଵݒ௡−ଵݑ ↔ ௡ݑ௡ݒ = ͳʹ + ͳݒ௡−ଵݑ௡−ଵ ，  
因㬌，這個最簡真分數數列的遞迴關係式為烉

௡ݑ௡ݒ = ͳʹ + ͳݒ௡−ଵݑ௡−ଵ                       ሺͶ − ͷሻ 
研究ᶱ烉探討遞迴關係式ሺ૝ − ૞ሻ 

問題烉 當首項
௩భ௨భ為ଵଶ時，由式ሺͶ − ͷሻ產生ۃ ଵଶ௡ۄ烊當首項௩భ௨భ為ଵଶ以外的最簡真分數時， 

則由式ሺͶ − ͷሻ產生何種ۃ௩೙௨೙ۄ烎前者產生勾弦定差為ʹ的柏拉圖家族，⼴者會
產生何種勾弦定差的素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]烎˭ 

策略烉 利用遞迴關係式 ௩೙௨೙ = ଵଶ+ భೡ೙−భೠ೙−భ產生 ଶݑଶݒ 的各項ˤۄ௩೙௨೙ۃ = ͳʹ + ͳݒଵݑଵ =
ͳʹ + ଵݒଵݑ = ͳݑଵ + ଵݒଵݒʹ = ଵݑଵݒ +  ଵݒʹ

ଷݑଷݒ = ͳʹ + ͳݒଶݑଶ =
ͳʹ + ଶݒଶݑ = ͳݑଶ + ଶݒଶݒʹ = ଶݑଶݒ +  ଶݒʹ

ସݑସݒ = ͳʹ + ͳݒଷݑଷ =
ͳʹ + ଷݒଷݑ = ͳݑଷ + ଷݒଷݒʹ = ଷݑଷݒ +  ଷݒʹ

௡ݑ௡ݒ        ڭ                 = ͳʹ + ͳݒ௡−ଵݑ௡−ଵ =
ͳʹ + ௡−ଵݒ௡−ଵݑ = ͳݑ௡−ଵ + ௡−ଵݒ௡−ଵݒʹ = ௡−ଵݑ௡−ଵݒ +  ௡−ଵݒʹ
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因㬌，最簡真分數數列 ݒۃ௡ݑ௡ۄ為烉 

烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ଵݑଵݒ , ଵݑଵݒ + ଵݒʹ  , ଶݑଶݒ + ଶݒʹ , ଷݑଷݒ + ଷݒʹ  , ڮ , ௡−ଵݑ௡−ଵݒ + ௡−ଵݒʹ                              ሺͶ − ͸ሻ 
由式ሺͶ − ͸ሻ的最簡真分數數列 ,ଵݑ烉ۄ௡ݑۃ ۄ௡ݒۃ與ۄ௡ݑۃ產生整數數列ۄ௡ݑ௡ݒۃ ଵݑ + , ଵݒʹ ଶݑ + ,ଶݒʹ ଷݑ + , ଷݒʹ ڮ , ௡−ଵݑ + ௡−ଵ                                  ሺͶݒʹ − ͹ሻ ݒۃ௡ۄ烉ݒଵ, , ଵݒ ,ଶݒ , ଷݒ ڮ , ௡−ଵ                                                                                         ሺͶݒ − ͺሻ 
再產生勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ +  [௡ଶሻݒ
則可得到勾弦定差烉ܿ௡ − ܽ௡ = ሺݑ௡ଶ + ௡ଶሻݒ − ሺݑ௡ଶ − ௡ଶሻݒ =  ௡ଶݒʹ
探討烉在首項

௩భ௨భ為 ଵଶ以外的最簡真分數時，ㆹ探討素勾股數家族的勾弦差ˤ ݒଵݑଵ 由式ሺସ−଺ሻ→      ݒۃ௡ݑ௡ۄ 由式ሺସ−଻ሻ以及 ሺସ−଼ሻ→              [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]勾弦差→   ܿ௡ − ܽ௡ 

z฀ ݒଵݑଵ = ʹ͵ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ʹ͵ , ͹ʹ , ͳʹͳ , ͳʹͷ ڮ, , ʹ͵ + Ͷሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ ʹͶ݊ − ͳۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳ͸݊ଶ − ͺ݊ − ͵,ͳ͸݊ − Ͷ, ͳ͸݊ଶ − ͺ݊ + ͷሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͳ͸݊ଶ − ͺ݊ + ͷሻ − ሺͳ͸݊ଶ − ͺ݊ − ͵ሻ = ͺ = ʹሺʹሻଶ =  ଵଶݒʹ
{฀ ݒଵݑଵ = ͷʹ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͷʹ , ͻʹ , ͳʹ͵ , ͳʹ͹ ڮ, , ʹͷ + Ͷሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ ʹͶ݊ + ͳۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳ͸݊ଶ + ͺ݊ − ͵,ͳ͸݊ − Ͷ, ͳ͸݊ଶ + ͺ݊ + ͷሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͳ͸݊ଶ + ͺ݊ + ͷሻ − ሺͳ͸݊ଶ + ͺ݊ − ͵ሻ = ͺ = ʹሺʹሻଶ =  ଵଶݒʹ
|฀ ݒଵݑଵ = Ͷ͵ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ Ͷ͵ , ͳ͵Ͳ , ͳ͵͸ , ͵ʹʹ , ڮ , ͵Ͷ + ͸ሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ ͵͸݊ − ⟶ ۄʹ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺ͵͸݊ଶ − ʹͶ݊ − ͷ,͵͸݊ − ͳʹ,͵͸݊ଶ − ʹͶ݊ + ͳ͵ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺ͵͸݊ଶ − ʹͶ݊ + ͳ͵ሻ − ሺ͵͸݊ଶ − ʹͶ݊ − ͷሻ = ͳͺ = ʹሺ͵ሻଶ =  ଵଶݒʹ
}฀ ݒଵݑଵ = ͵ͅ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͵ͅ , ͳ͵Ͷ , ͵ʹͲ , ͵ʹ͸ ڮ, , ͵ͺ + ͸ሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ ͵͸݊ + ⟶ ۄʹ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺ͵͸݊ଶ + ʹͶ݊ − ͷ,͵͸݊ + ͳʹ,͵͸݊ଶ + ʹͶ݊ + ͳ͵ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺ͵͸݊ଶ + ʹͶ݊ + ͳ͵ሻ − ሺ͵͸݊ଶ + ʹͶ݊ − ͷሻ = ͳͺ = ʹሺ͵ሻଶ =  ଵଶݒʹ
‾฀ ݒଵݑଵ = Ͷͷ → 烉Ͷͷۄ௡ݑ௡ݒۃ , Ͷͳ͵ , Ͷʹͳ , Ͷʹͻ ڮ, , Ͷͷ + ͺሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ Ͷͺ݊ − ⟶ ۄ͵ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺ͸Ͷ݊ଶ − Ͷͺ݊ − ͹,͸Ͷ݊ − ʹͶ,͸Ͷ݊ଶ − Ͷͺ݊ + ͳ͵ሻ] 
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⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺ͸Ͷ݊ଶ − Ͷͺ݊ + ʹͷሻ − ሺ͸Ͷ݊ଶ − Ͷͺ݊ − ͹ሻ = ͵ʹ = ʹሺͶሻଶ =  ଵଶݒʹ
｠฀ ݒଵݑଵ = Ͷ͹ → 烉Ͷ͹ۄ௡ݑ௡ݒۃ , Ͷͳͷ , Ͷʹ͵ , Ͷ͵ͳ ڮ, , Ͷ͹ + ͺሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ Ͷͺ݊ − ͳۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺ͸Ͷ݊ଶ − ͳ͸݊ − ͳͷ,͸Ͷ݊ − ʹͶ,͸Ͷ݊ଶ − ͳ͸݊ + ͳ͹ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺ͸Ͷ݊ଶ − ͳ͸݊ + ͳ͹ሻ − ሺ͸Ͷ݊ଶ − ͳ͸݊ − ͳͷሻ = ͵ʹ = ʹሺͶሻଶ =  ଵଶݒʹ
｡฀ ݒଵݑଵ = Ͷͻ → 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ Ͷͻ , Ͷͳ͹ , Ͷʹͷ , Ͷ͵͵ , ڮ , Ͷͻ + ͺሺ݊ − ͳሻ → ۄ௡ݑ௡ݒۃ = ۃ Ͷͺ݊ + ͳۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺ͸Ͷ݊ଶ + ͳ͸݊ − ͳͷ,͸Ͷ݊ − ʹͶ,͸Ͷ݊ଶ + ͳ͸݊ + ͳ͹ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺ͸Ͷ݊ଶ + ͳ͸݊ + ͳ͹ሻ − ሺ͸Ͷ݊ଶ + ͳ͸݊ − ͳͷሻ = ͵ʹ = ʹሺͶሻଶ =  ଵଶݒʹ
｢฀ ݒଵݑଵ = Ͷͳͳ → 烉ۄ݊ݑ݊ݒۃ Ͷͳͳ , Ͷͳͻ , Ͷʹ͹ , Ͷ͵ͷ ڮ, , Ͷͳͳ + ͺሺ݊ − ͳሻ → ۄ݊ݑ݊ݒۃ = ۃ Ͷͺ݊ + ⟶ ۄ͵ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺ͸Ͷ݊ଶ + Ͷͺ݊ − ͹,͹ʹ݊ + ʹͶ,͸Ͷ݊ଶ + Ͷͺ݊ + ͳ͵ሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺ͸Ͷ݊ଶ + Ͷͺ݊ + ʹͷሻ − ሺ͸Ͷ݊ଶ + Ͷͺ݊ − ͹ሻ = ͵ʹ = ʹሺͶሻଶ =  ଵଶݒʹ
｣฀ ݒଵݑଵ = ͷ͸ → 烉ۄ݊ݑ݊ݒۃ ͷ͸ , ͷͳ͸ , ͷʹ͸ , ͷ͵͸ ڮ, , ͷ͸ + ͳͲሺ݊ − ͳሻ → ۄ݊ݑ݊ݒۃ = ۃ ͷͳͲ݊ − Ͷۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳͲͲ݊ଶ − ͺͲ݊ − ͻ,ͳͲͲ݊ − ͶͲ,ͳͲͲ݊ଶ − ͺͲ݊ + Ͷͳሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͳͲͲ݊ଶ − ͺͲ݊ + Ͷͳሻ − ሺͳͲͲ݊ଶ − ͺͲ݊ − ͻሻ = ͷͲ = ʹሺͷሻଶ =  ଵଶݒʹ
､฀ ݒଵݑଵ = ͷͅ → 烉ۄ݊ݑ݊ݒۃ ͷͅ , ͷͳͺ , ͷʹͅ , ͷ͵ͅ , ڮ , ͷͺ + ͳͲሺ݊ − ͳሻ → ۄ݊ݑ݊ݒۃ = ۃ ͷͳͲ݊ − ⟶ ۄʹ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳͲͲ݊ଶ − ͶͲ݊ − ʹͳ,ͳͲͲ݊ − ʹͲ,ͳͲͲ݊ଶ − ͶͲ݊ + ʹͻሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͳͲͲ݊ଶ − ͶͲ݊ + ʹͻሻ − ሺͳͲͲ݊ଶ − ͶͲ݊ − ͶͲሻ = ͷͲ = ʹሺͷሻଶ =  ଵଶݒʹ
･฀ ݒଵݑଵ = ͷͳʹ → 烉ۄ݊ݑ݊ݒۃ ͷͳʹ , ͷʹʹ , ͷ͵ʹ , ͷͶʹ ڮ, , ͷͳʹ + ͳͲሺ݊ − ͳሻ → ۄ݊ݑ݊ݒۃ = ۃ ͷͳͲ݊ + ⟶ ۄʹ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳͲͲ݊ଶ + ͶͲ݊ − ʹͳ,ͳͲͲ݊ + ʹͲ,ͳͲͲ݊ଶ + ͶͲ݊ + ʹͻሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͳͲͲ݊ଶ + ͶͲ݊ + ʹͻሻ − ሺͳͲͲ݊ଶ − ͶͲ݊ − ͶͲሻ = ͷͲ = ʹሺͷሻଶ =  ଵଶݒʹ
ｦ฀ ݒଵݑଵ = ͷͳͶ → 烉ۄ݊ݑ݊ݒۃ ͷͳͶ , ͷʹͶ , ͷ͵Ͷ , ͷͶͶ ڮ, , ͷͳͶ + ͳͲሺ݊ − ͳሻ → ۄ݊ݑ݊ݒۃ = ۃ ͷͳͲ݊ + Ͷۄ ⟶ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺͳͲͲ݊ଶ + ͺͲ݊ − ͻ,ͳͲͲ݊ + ͶͲ,ͳͲͲ݊ଶ + ͺͲ݊ + Ͷͳሻ] ⟶ ܿ௡ − ܽ௡ = ሺͳͲͲ݊ଶ + ͺͲ݊ + Ͷͳሻ − ሺͳͲͲ݊ଶ + ͺͲ݊ − ͻሻ = ͷͲ = ʹሺͷሻଶ =  ଵଶݒʹ
結果烉最簡真分數數列 產生素勾股數家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                     勾弦定差ሺܿ௡ۄ௩೙௨೙ۃ − ܽ௡ሻ 
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z฀ ۃ ʹͶ݊ − ͳۄ或 ۃ ʹͶ݊ + ͳۄ → ܿ௡ − ܽ௡ = ͺ 

{฀ ۃ ͵͸݊ − 或ۄʹ ۃ ͵͸݊ + ۄʹ → ܿ௡ − ܽ௡ = ͳͺ 

|฀ ۃ Ͷͺ݊ − ˣۄ͵ ۃ Ͷͺ݊ − ͳۄˣ ۃ Ͷͺ݊ + ͳۄ或 ۃ Ͷͺ݊ + ۄ͵ → ܿ௡ − ܽ௡ = ͵ʹ 

}฀ ۃ ͷͳͲ݊ − Ͷۄˣ ۃ ͷͳͲ݊ − ۃ ˣۄʹ ͷͳͲ݊ + ۄʹ  或 ۃ ͷͳͲ݊ + Ͷۄ → ܿ௡ − ܽ௡ = ͷͲ 

研究四烉探討式ሺ૝ − ૟ሻ的最簡真分數數列 

問題烉由式ሺͶ − ͸ሻ能否產生更多的勾弦定差的素勾股數家族烎 

探討烉由式ሺͶ − ͺሻ產生ݒଵ = ଶݒ = ଷݒ = ସݒ = ڮ = ௡−ଵݒ =  ௡ݒ

即ݒ௡ = ଵ                                                                                                                             ሺͶݒ − ͻሻ 
由式ሺͶ − ͹ሻ以及 ሺͶ − ͻሻ產生整數數列ݑۃ௡ݑ ۄଶ = ૚࢛ + ૛࢜૚ ݑଷ = ଶݑ + ଶݒʹ = ሺݑଵ + ଵሻݒʹ + ଵݒʹ = ૚࢛ + ૝࢜૚ ݑସ = ଷݑ + ଷݒʹ = ሺݑଶ + ଶሻݒʹ + ଶݒʹ = ଶݑ + Ͷݒଶ = ሺݑଵ + ଵሻݒʹ + Ͷݒଵ = ૚࢛ + ૟࢜૚  
௡ݑ  ڭ                    = ௡−ଵݑ + ௡−ଵݒʹ = ሺݑ௡−ଶ + ௡−ଶሻݒʹ + =       ௡−ଶݒʹ ௡−ଶݑ + Ͷݒ௡−ଶ  = ሺݑ௡−ଷ + ௡−ଷሻݒʹ + Ͷݒ௡−ଷ       = ௡−ଷݑ + ͸ݒ௡−ଷ = ሺݑ௡−ସ + ௡−ସሻݒʹ + ͸ݒ௡−ସ       = ௡−ସݑ + ͺݒ௡−ସ = ሺݑ௡−ହ + ௡−ହሻݒʹ + ͺݒ௡−ହ 
=        ڭ                    ଷݑ + ʹሺ݊ − ͵ሻݒଷ = ሺݑଶ + ଶሻݒʹ + ʹሺ݊ − ͵ሻݒଶ       = ଶݑ + ʹሺ݊ − ʹሻݒଶ = ሺݑଵ + ଵሻݒʹ + ʹሺ݊ − ʹሻݒଵ = ૚࢛ + ૛ሺ� − ૚ሻ࢜૚ 

即ݑۃ௡ۄ = ଵݑۃ + ʹሺ݊ − ͳሻݒଵۄ                                                                                           ሺͶ − ͳͲሻ 
由式ሺͶ − ͻሻ的ݒ௡以及 ሺͶ − ͳͲሻ的整數數列ݑۃ௡ۄ產生 [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] 
{ܽ௡ = ௡ଶݑ − ௡ଶݒ = ᇖݑଵ + ʹሺ݊ − ͳሻݒଵᇗଶ − ଵଶܾ௡ݒ = ௡ݒ௡ݑʹ = ʹᇖݑଵ + ʹሺ݊ − ͳሻݒଵᇗݒଵ              ܿ௡ = ௡ଶݑ + ௡ଶݒ = ᇖݑଵ + ʹሺ݊ − ͳሻݒଵᇗଶ + ଵଶݒ                                                         ሺͶ − ͳͳሻ 
由ሺͶ − ͳͳሻ的素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]得到勾弦差為ʹݒଵଶ 
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證明烉ܿ௡ − ܽ௡  = {ᇖݑଵ + ʹሺ݊ − ͳሻݒଵᇗଶ + {ଵଶݒ − {ᇖݑଵ + ʹሺ݊ − ͳሻݒଵᇗଶ − = {ଵଶݒ  ଵଶݒʹ
結果烉當 烉ۄ௩೙௨೙ۃ ௩భ௨భ , ௩భ௨భ+ଶ௩భ  , ௩మ௨మ+ଶ௩మ , ௩య௨య+ଶ௩య  , ڮ , ௩೙−భ௨೙−భ+ଶ௩೙−భ，∀݊,ݑ௡,ݒ௡ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

ሺ݊ݒ,݊ݑሻ = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶時，則由 可產生勾弦定差為ۄ݊ݑ݊ݒۃ  ͳʹ 的素勾ݒʹ

股數家族ˤ 

(ᶱ) 費馬家族與勾股定差的素勾股數家族 

 在費馬家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [(�௡+ଵଶ − �௡ଶ, ʹ�௡+ଵ�௡, �௡+ଵଶ + �௡ଶ)] 轉換ㆸ歐幾
慴得家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ + ௡ଶሻ]的形式烉ݒ
{ܽ௡ = �௡+ଵଶ − �௡ଶ = ௡ଶݑ − ௡ଶܾ௡ݒ = ʹ�௡+ଵ�௡  = ௡             ܿ௡ݒ௡ݑʹ = �௡+ଵଶ + �௡ଶ = ௡ଶݑ + ௡ଶݒ  ,  是佩爾數列ˤۄ௡�ۃ

所以ݑۃ௡ۄ = ,ۄ௡+ଵ�ۃ ۄ௡ݒۃ = ,ۄ௡�ۃ ௡ݑ = ௡−ଵݑʹ + ,௡−ଶݑ ௡ݒ = ௡−ଵݒʹ + ,௡−ଶݒ ௡ݒ =  ௡−ଵˤݑ

因㬌，可由最簡真分數數列 ۃ �௡�௡+ଵۄ產生費馬家族家族ˤ  ݒۃ௡ݑ௡ۄ烉 ͳʹ , ͷʹ , ͷͳʹ , ͳʹʹͻ , ʹͻ͹Ͳ , ͹Ͳͳ͸ͻ , ͳ͸ͻͶͲͺ , ͶͲͺͻͺͷ , ͻͺͷʹ͵͹ͺ , ʹ͵͹ͺͷͶ͹ͳ ڮ, , �௡�௡+ଵ 
這個最簡真分數數列℟有以ᶳ的規⼳性烉 ݑଶݒଶ − ଵݑଵݒ = ͷʹ − ͳʹ = ʹ                                                                                                          ሺͷ − ͳሻ ݑଷݒଷ − ଶݑଶݒ = ͳͷʹ − ͷʹ = ʹ                                                                                                       ሺͷ − ʹሻ ݑସݒସ − ଵݑଵݒ = ʹͻͳʹ − ͷͳʹ = ʹ                                                                                                     ሺͷ − ͵ሻ                    ݑ ڭ௡ݒ௡ − ௡−ଵݑ௡−ଵݒ = �௡+ଵ�௡ − �௡−ଵ�௡ = ʹ�௡ + �௡−ଵ�௡ − �௡−ଵ�௡ = ʹ�௡�௡ = ʹ                                  ሺͷ − Ͷሻ 
由式ሺͷ − Ͷሻ移項產生烉ݑ௡ݒ௡ = ʹ + ௡−ଵݑ௡−ଵݒ ↔ ௡ݑ௡ݒ = ͳʹ +   ௡−ଵݑ௡−ଵݒ
因㬌，這個最簡真分數數列的遞迴關係式為烉 ݒ௡ݑ௡ = ͳʹ + ௡−ଵݑ௡−ଵݒ                         ሺͷ − ͷሻ 
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研究五烉探討遞迴關係式ሺ૞ − ૞ሻ  

問題烉當首項
௩భ௨భ為 ଵଶ時，由式ሺͷ − ͷሻ生ㆸ ۄ௩೙௨೙ۃ = ۃ �೙�೙+భۄ烊當首項 ௩భ௨భ為 ଵଶ以外的最簡 

真分數時，則由式ሺͷ − ͷሻ會產生何種ۃ௩೙௨೙ۄ烎前者可以產生勾股定差為ͳ的費
馬家族，⼴者則會產生何種勾股定差的素勾股數家族烎 

策略烉利用遞迴關係式
௩೙௨೙ = ଵଶ+ೡ೙−భೠ೙−భ產生 ଶݑଶݒ 的各項ˤۄ௩೙௨೙ۃ = ͳʹ + ଵݑଵݒ = ͳʹݑଵ + ଵݑଵݒ = ଵݑʹଵݑ +  ଵݒ

ଷݑଷݒ = ͳʹ + ଶݑଶݒ = ͳʹݑଶ + ଶݑଶݒ = ଶݑʹଶݑ +  ଶݒ
ସݑସݒ = ͳʹ + ଷݑଷݒ = ͳʹݑଷ + ଷݑଷݒ = ଷݑʹଷݑ +  ଷݒ
௡ݑ௡ݒ ڭ             = ͳʹ + ௡−ଵݑ௡−ଵݒ = ͳʹݑ௡−ଵ + ௡−ଵݑ௡−ଵݒ = ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ +  ௡−ଵݒ
因㬌，最簡真分數數列 ݒۃ௡ݑ௡ۄ為烉 

烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ଵݑଵݒ , ଵݑʹଵݑ + ଵݒ  , ଶݑʹଶݑ + ଶݒ , ଷݑʹଷݑ + ଷݒ  , ڮ , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ௡−ଵݒ                               ሺͷ − ͸ሻ 
由式ሺͷ − ͸ሻ最簡真分數數列 ,ۄ௡ݑۃ產生整數數列ۄ௩೙௨೙ۃ ,ଵݑ烉ۄ௡ݑۃ 及素勾股數家族ۄ௡ݒۃ ଵݑʹ + , ଵݒ ଶݑʹ + ,ଶݒ ଷݑʹ + , ଷݒ ڮ , ௡−ଵݑʹ + ௡−ଵ                                   ሺͷݒ − ͹ሻ ݒۃ௡ۄ烉ݒଵ, , ଵݑ ,ଶݑ , ଷݑ ڮ , ௡−ଵ                                                                                          ሺͷݑ − ͺሻ 
再產生素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = [ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ +  [௡ଶሻݒ
則可得到勾股定差烉|ܾ௡ − ܽ௡| = ௡ݒ௡ݑʹ|  − ሺݑ௡ଶ −  ௡ଶሻ|ˤݒ

探討烉在首項
௩భ௨భ為 ଵଶ以外的最簡真分數時，ㆹ探討素勾股數家族的勾股差ˤ ݒଵݑଵ 由式ሺହ−଺ሻ→      ݒۃ௡ݑ௡ۄ 由式ሺହ−଻ሻ以及 ሺହ−଼ሻ→              [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]勾股差→   |ܾ௡ − ܽ௡| 
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z฀ ݒଵݑଵ = ʹ͵ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ʹ͵ , ͵ͅ , ͳͅͻ , ͳͻͶ͸ ,ڮ , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺͷ,ͳʹ,ͳ͵ሻ, ሺͷͷ,Ͷͺ,͹͵ሻ, ሺʹͻ͹,͵ͲͶ,Ͷʹͷሻ, ሺͳ͹ͷͷ,ͳ͹Ͷͺ,ʹͶ͹͹ሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = ͹ = ଵݒଵݑʹ|  − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
{฀ ݒଵݑଵ = ͳͶ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͳͶ , Ͷͻ , ͻʹʹ , ʹʹͷ͵ ,ڮ , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺͳͷ,ͺ,ͳ͹ሻ, ሺ͸ͷ,͹ʹ,ͻ͹ሻ, ሺͶͲ͵,͵ͻ͸,ͷ͸ͷሻ, ሺʹ͵ʹͷ,ʹ͵͵ʹ,͵ʹͻ͵ሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = ͹ = ଵݒଵݑʹ|  − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
|฀ ݒଵݑଵ = Ͷ͵ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ Ͷ͵ , Ͷͳͳ , ͳͳʹ͸ , ʹ͸͸͵ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ݊, ܾ݊, ܿ݊ሻ] = ᇖሺ͹,ʹͶ,ʹͷሻ, ሺͳͲͷ,ͺͺ,ͳ͵͹ሻ, ሺͷͷͷ,ͷ͹ʹ,͹ͻ͹ሻ, ሺ͵ʹͻ͵,͵ʹ͹͸,Ͷ͸Ͷͷሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = ͳ͹ = ଵݒଵݑʹ|  − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
}฀ ݒଵݑଵ = Ͷͷ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ Ͷͷ , ͷͳͶ , ͳͶ͵͵ , ͵͵ͺͲ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺͻ,ͶͲ,Ͷͳሻ, ሺͳ͹ͳ,ͳͶͲ,ʹʹͳሻ, ሺͺͻ͵,ͻʹͶ,ͳʹͺͷሻ, ሺͷ͵ͳͳ,ͷʹͺͲ,͹Ͷͺͻሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = ͵ͳ = ଵݒଵݑʹ|  − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
‾฀ ݒଵݑଵ = ͳ͸ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͳ͸ , ͸ͳ͵ , ͳ͵͵ʹ , ͵ʹ͹͹ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺ͵ͷ,ͳʹ,͵͹ሻ, ሺͳ͵͵,ͳͷ͸,ʹͲͷሻ, ሺͺͷͷ,ͺ͵ʹ,ͳͳͻ͵ሻ, ሺͶͻͲͷ,Ͷͻʹͺ,͸ͻͷ͵ሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = ʹ͵ = ଵݒଵݑʹ|  − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
｠฀ ݒଵݑଵ = ͹ʹ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͹ʹ , ͹ͳ͸ , ͳ͸͵ͻ , ͵ͻͻͶ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺͶͷ,ʹͺ,ͷ͵ሻ, ሺʹͲ͹,ʹʹͶ,͵Ͳͷሻ , ሺͳʹ͸ͷ,ͳʹͶͺ,ͳ͹͹͹ሻ, ሺ͹͵ͳͷ,͹͵͵ʹ,ͳͲ͵ͷ͹ሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾͳ − ܽͳ| = |ܾʹ − ܽʹ| = |ܾ͵ − ܽ͵| = |ܾͶ − ܽͶ| = ڮ = ͳ͹ = ͳݒͳݑʹ|  − ʹͳݑ) −  |(ʹͳݒ
｡฀ ݒଵݑଵ = Ͷ͹ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ Ͷ͹ , ͹ͳͺ , ͳͺͶ͵ , Ͷ͵ͳͲͶ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺ͵͵,ͷ͸,͸ͷሻ, ሺʹ͹ͷ,ʹͷʹ,͵͹͵ሻ, ሺͳͷʹͷ,ͳͷͶͺ,ʹͳ͹͵ሻ, ሺͺͻ͸͹,ͺͻͶͶ,ͳͲͺͳ͸ሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾͳ − ܽͳ| = |ܾʹ − ܽʹ| = |ܾ͵ − ܽ͵| = |ܾͶ − ܽͶ| = ڮ = ʹ͵ = ͳݒͳݑʹ|  − ሺݑͳʹ −  |ͳʹሻݒ
｢฀ ݒଵݑଵ = ͷͅ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͷͅ , ͺʹͳ , ʹͳͷͲ , ͷͲͳʹͳ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺ͵ͻ,ͺͲ,ͺͻሻ, ሺ͵͹͹,͵͵͸,ͷͲͷሻ, ሺʹͲͷͻ,ʹͳͲͲ,ʹͻͶͳሻ, ሺͳʹͳͶͳ,ͳʹͳͲͲ,ͳ͹ͳͶͳሻ,ڮ ᇗ 
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⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = Ͷͳ = – ଵݒଵݑʹ| ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
｣฀ ݒଵݑଵ = ͻʹ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͻʹ , ͻʹͲ , ʹͲͶͻ , Ͷͻͳͳͺ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺ͹͹,͵͸,ͺͷሻ, ሺ͵ͳͻ,͵͸Ͳ,Ͷͺͳሻ, ሺʹͲͲͳ,ͳͻ͸Ͳ,ʹͺͲͳሻ, ሺͳͳͷʹ͵,ͳͳͷ͸Ͷ,ͳ͸͵ʹͷሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = Ͷͳ = ଵݒଵݑʹ|  − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
､฀ ݒଵݑଵ = ͳ͵Ͳ ⟶ 烉ۄ௡ݑ௡ݒۃ ͳ͵Ͳ , ͳͲʹ͵ , ʹ͵ͷ͸ , ͷ͸ͳ͵ͷ ڮ, , ௡−ଵݑʹ௡−ଵݑ + ⟶ ௡−ଵݒ [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] = ᇖሺͻͳ,͸Ͳ,ͳͲͻሻ, ሺͶʹͻ,Ͷ͸Ͳ,͸ʹͻሻ, ሺʹ͸Ͳ͹,ʹͷ͹͸,͵͸͸ͷሻ, ሺͳͷͲͺͻ,ͳͷͳʹͲ,ʹͳ͵͸ͳሻ,ڮ ᇗ ⟶ |ܾଵ − ܽଵ| = |ܾଶ − ܽଶ| = |ܾଷ − ܽଷ| = |ܾସ − ܽସ| = ڮ = ͵ͳ = – ଵݒଵݑʹ| ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
結果烉最簡真分數數列 產生素勾股數家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                     勾股定差|ܾ௡ۄ௩೙௨೙ۃ − ܽ௡| 
z฀ ଶଷ , ଷ଼ , ଵ଼ଽ , ଵଽସ଺  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଵସ , ସଽ , ଽଶଶ , ଶଶହଷ  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶ |ܾ௡ − ܽ௡| = ͹  

{฀ ଷସ , ସଵଵ , ଵଵଶ଺ , ଶ଺଺ଷ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଶ଻ , ଻ଵ଺ , ଵ଺ଷଽ , ଷଽଽସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶ |ܾ௡ − ܽ௡| = ͳ͹   

|฀ ଵ଺ , ଺ଵଷ , ଵଷଷଶ , ଷଶ଻଻ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ସ଻ , ଻ଵ଼ , ଵ଼ସଷ , ସଷଵ଴ସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶ |ܾ௡ − ܽ௡| = ʹ͵  

}฀ ସହ , ହଵସ , ଵସଷଷ , ଷଷ଼଴ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଷଵ଴ , ଵ଴ଶଷ , ଶଷହ଺ , ହ଺ଵଷହ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶ |ܾ௡ − ܽ௡| = ͵ͳ  

‾฀ ହ଼ , ଶ଼ଵ , ଶଵହ଴ , ହ଴ଵଶଵ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଶଽ , ଽଶ଴ , ଶ଴ସଽ , ସଽଵଵ଼ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶ |ܾ௡ − ܽ௡| = Ͷͳ  

研究ℕ烉探討式ሺ૞ − ૟ሻ的最簡真分數數列 

問題烉由式ሺͷ − ͸ሻ能否產生更多的勾股定差的素勾股數家族烎 

探討烉由式ሺͷ − ͹ሻ以及 ሺͷ − ͺሻ產生整數數列ݑۃ௡ۄ與ݒۃ௡ݑ  ۄଵ = ଶݑ ଶݒ = ଵݑʹ + ଵݒ = ଷݑ ଷݒ = ଶݑʹ + ଶݒ = ସݑ ଷݒ = ଷݑʹ + ଷݒ =  ସݒ
௡−ଵݑ  ڭ      = ௡−ଶݑʹ + ௡−ଶݒ = ௡ݑ ௡−ଵݒ = ௡−ଵݑʹ +  ௡−ଵݒ
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因㬌，ݑۃ௡ۄ的遞迴關係式可表示為烉 ݑ௡ = ௡−ଵݑʹ + ,௡−ଵݒ ∀݊ ∈ �，݊ ≥ ʹ                                                                             ሺͷ − ͻሻ ݒۃ௡ۄ的遞迴關係式可表示為烉 ݒଶ = ௡ݒ，ଵݑ = ௡−ଶݑʹ + ௡−ଶݒ = ,௡−ଵݑ ∀݊ ∈ �，݊ ≥ ͵                                          ሺͷ − ͳͲሻ 
由式ሺͷ − ͻሻ以及 ሺͷ − ͳͲሻ的整數數列ݒۃ௡ۄ與ݑۃ௡ۄ產生[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ] [ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]=[ሺݑ௡ଶ − ,௡ଶݒ ,௡ݒ௡ݑʹ ௡ଶݑ + ଶݒ，[௡ଶሻݒ = ௡ݑ ,ଵݑ = ௡−ଵݑʹ + ݊，௡−ଵݒ ≥ ʹ, ௡ݒ = ௡−ଶݑʹ + ௡−ଶݒ = ݊，௡−ଵݑ ≥ ͵           ሺͷ − ͳͳሻ 
由ሺͷ − ͳͳሻ素勾股數家族[ሺܽ௡, ܾ௡, ܿ௡ሻ]得到勾股差為|ʹݑଵݒଵ − ሺݑଵଶ −  ଵଶሻ|ˤݒ

證明烉|ܾ௡ − ܽ௡|  = ௡−ଵݑ௡ݑʹ| − ሺݑ௡ଶ − =                                   |௡−ଵଶሻݑ |ʹሺʹݑ௡−ଵ + ௡−ଵݑ௡−ଶሻݑ − [ሺʹݑ௡−ଵ + ௡−ଶሻଶݑ − =                                   |[௡−ଵଶݑ ௡−ଶݑ௡−ଵݑʹ| − ሺݑ௡−ଵଶ − =                                   |௡−ଶଶሻݑ |ʹሺʹݑ௡−ଶ + ௡−ଶݑ௡−ଷሻݑ − [ሺʹݑ௡−ଶ + ௡−ଷሻଶݑ − =                                   |[௡−ଶଶݑ ௡−ଷݑ௡−ଶݑʹ| − ሺݑ௡−ଶଶ −  |௡−ଷଶሻݑ
=                                   ڭ                     ଶݑଷݑʹ| − ሺݑଷଶ − =                                   |ଶଶሻݑ |ʹሺʹݑଶ + ଶݑଵሻݑ − [ሺʹݑଶ + ଵሻଶݑ − =                                   |[ଶଶݑ ଵݑଶݑʹ| − ሺݑଶଶ − =                                   |ଵଶሻݑ |ʹሺʹݑଵ + ଵݑଵሻݒ − [ሺʹݑଵ + ଵሻଶݒ − =                                   |[ଵଶݑ ଵݒଵݑʹ| − ሺݑଵଶ −  |ଵଶሻݒ
結果烉當 烉ۄ௩೙௨೙ۃ ௩భ௨భ , ௨భଶ௨భ+௩భ  , ௨మଶ௨మ+௩మ , ௨యଶ௨య+௩య  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，∀݊,ݑ௡,ݒ௡ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

炷݊ݒ,݊ݑ炸 = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶時，則由 ଵݒଵݑʹ| 可產生勾股定差為ۄ݊ݑ݊ݒۃ − ሺݑଵଶ −  ଵଶሻ|的素勾股數家族ˤݒ

四ˣ 貝格倫的素勾股數ᶱ元樹           利用遞迴關係式荥 ௩೙௨೙ = ଵଶ−ೡ೙−భೠ೙−భ，荦 ௩೙௨೙ = ଵଶ+ భೡ೙−భೠ೙−భ，荧
௩೙௨೙ = ଵଶ+ೡ೙−భೠ೙−భ，ㆹ則由

分數
ଵଶ開始，利用遞迴℔式zˣ{和|產生貝格倫的素勾股數ᶱ元樹(圖二)ˤ 
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௩భ௨భ ሺܽଵ, ܾଵ, ܿଵሻ                    ௩మ௨మ ሺܽଶ, ܾଶ, ܿଶሻ                       ௩య௨య ሺܽଷ, ܾଷ, ܿଷሻ                                  ௩ర௨ర   ሺܽସ, ܾସ, ܿସሻ  

荥 ସହ 炷9,40,41炸 

荥 ଷସ炷7,24,25炸               荧 ସଵଵ炷105,88,137炸 

荦 ଷଵ଴炷91,60,109炸 

 

荥 ଵ଼ଷ炷105,208,233炸 

荥 ଶଷ炷5,12,13炸         荧 ଷ଼炷55,48,73炸               荧 ଵ଼ଽ炷297,304,425炸 

荦 ଷଵସ炷187,84,205炸 

 

荥 ଻ଵଶ炷95,168,193炸 

荦 ଶ଻炷45,28,53炸              荧 ଻ଵ଺炷207,224,305炸 

荦 ଶଵଵ炷117,44,125炸 

 

荥 ଵ଼ଵ炷57,176,185炸 

荥 ହ଼炷39,80,89炸              荧 ଶ଼ଵ炷377,336,505炸 

荦 ହଵ଼炷299,180,349炸 

 

荥 ଵଶଵଽ炷217,456,505炸 ଵଶ炷3,4,5炸            荧 ଶହ炷21,20,29炸        荧 ହଵଶ炷119,120,169炸          荧 ଵଶଶଽ炷697,696,985炸 

荦 ହଶଶ炷459,220,509炸 

 

荥 ଽଵ଺炷175,288,337炸 

荦 ଶଽ炷77,36,85炸              荧 ଽଶ଴炷319,360,481炸 

荦 ଶଵଷ炷165,52,173炸 

 

荥 ଻ଵ଴炷51,140,149炸 

荥 ସ଻炷33,56,65炸              荧 ଻ଵ଼炷275,252,273炸 

荦 ସଵଷ炷165,52,173炸 

 

荥 ଽଵସ炷115,252,277炸 

荦 ଵସ炷15,8,17炸         荧 
ସଽ炷65,72,97炸              荧 ଽଶଶ炷403,396,565炸 

荦 ସଵ଻炷273,136,305炸 

 

荥 ଺ଵଵ炷85,132,157炸 

荦 ଵ଺炷35,12,37炸              荧 ଺ଵଷ炷133,156,205炸 

荦 
ଵ଼
炷63,16,65炸  

圖二   由荥฀ ௩೙௨೙ = ଵଶ−ೡ೙−భೠ೙−భ，荦 ௩೙௨೙ = ଵଶ+ భೡ೙−భೠ೙−భ及荧
௩೙௨೙ = ଵଶ+ೡ೙−భೠ೙−భ產生貝格倫的素勾股數ᶱ元樹 
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伍ˣ 研究結果 

一ˣ 由歐幾慴得家族產生ۃ௩೙௨೙݊ݒ,݊ݑ,݊∀，ۄ ∈ ሻ݊ݒ,݊ݑሺ，݊ݒ烍݊ݑ，� = ͳ，݊ݒ,݊ݑ 
一奇一偶ˤ再由最簡真分數數列ۃ௩೙௨೙ۄ產生ᶳ列各種的素勾股數家族ˤ 

(一) 最簡真分數數列 產生素勾股數家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                     股弦定差ሺܿ௡ۄ௩೙௨೙ۃ − ܾ௡ሻ 
ۃ .1 ௡௡+ଵۄ產生畢達哥拉㕗家族→             股弦定差為 ͳˤ 

或ۄଷ௡−ଶଷ௡+ଵۃ .2 股弦定差為⟶ۄଷ௡−ଵଷ௡+ଶۃ ͻˤ 

ˣۄହ௡−ସହ௡+ଵۃ .3 ˣۄହ௡−ଷହ௡+ଶۃ 或ۄହ௡−ଶହ௡+ଷۃ 股弦定差為⟶ۄହ௡−ଵହ௡+ସۃ ʹͷˤ 

4. 
௩భ௨భ , ௨భଶ௨భ−௩భ  , ௨మଶ௨మ−௩మ , ௨యଶ௨య−௩య  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ−௩೙−భ，∀ ݊,ݑ௡, ௡ݒ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

炷݊ݒ,݊ݑ炸 = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶⟶股弦定差為(ݑͳ −  ͳ)ʹˤݒ

(二) 最簡真分數數列 產生素勾股數家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                     勾弦定差ሺܿ௡ۄ௩೙௨೙ۃ − ܽ௡ሻ 
ۃ .1 ଵଶ௡ۄ產生柏拉圖家族→          勾弦定差為 ʹˤ 

ۃ .2 ଶସ௡−ଵۄ或 ۃ ଶସ௡+ଵۄ⟶勾弦定差為 ͺˤ 

ۃ .3 ଷ଺௡−ଶۄ或 ۃ ଷ଺௡+ଶۄ⟶勾弦定差為 ͳͺˤ 

ۃ .4 ସ଼௡−ଷۄˣ ۃ ସ଼௡−ଵۄˣ ۃ ସ଼௡+ଵۄ或 ۃ ସ଼௡+ଷۄ⟶勾弦定差為 ͵ʹˤ 

5. 由 ۃ ହଵ଴௡−ସۄˣ ۃ ହଵ଴௡−ଶۄˣ ۃ ହଵ଴௡+ଶۄ或 ۃ ହଵ଴௡+ସۄ⟶勾弦定差為 ͷͲˤ 

6. 
௩భ௨భ , ௩భ௨భ+ଶ௩భ  , ௩మ௨మ+ଶ௩మ , ௩య௨య+ଶ௩య  , ڮ , ௩೙−భ௨೙−భ+ଶ௩೙−భ，∀ ݊,ݑ௡, ௡ݒ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

炷݊ݒ,݊ݑ炸 = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶⟶勾弦定差為  ͳʹˤݒʹ

(ᶱ) 最簡真分數數列 產生素勾股數家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                     勾股定差|ܾ௡ۄ௩೙௨೙ۃ − ܽ௡| 
ۃ .1 �೙�೙+భۃ，ۄ�௡ۄ是佩爾數列產生費馬家族[ሺ௔೙,௕೙,௖೙ሻ]→                  |ܾ௡ − ܽ௡| = ͳ 

2. 
ଶଷ , ଷ଼ , ଵ଼ଽ , ଵଽସ଺  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଵସ , ସଽ , ଽଶଶ , ଶଶହଷ  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶勾股定差為 ͹ˤ 
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3. 
ଷସ , ସଵଵ , ଵଵଶ଺ , ଶ଺଺ଷ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଶ଻ , ଻ଵ଺ , ଵ଺ଷଽ , ଷଽଽସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶勾股定差為 ͳ͹ˤ 

4. 
ଵ଺ , ଺ଵଷ , ଵଷଷଶ , ଷଶ଻଻ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ସ଻ , ଻ଵ଼ , ଵ଼ସଷ , ସଷଵ଴ସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶勾股定差為 ʹ͵ˤ 

5. 
ସହ , ହଵସ , ଵସଷଷ , ଷଷ଼଴ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଷଵ଴ , ଵ଴ଶଷ , ଶଷହ଺ , ହ଺ଵଷହ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶勾股定差為 ͵ͳˤ 

6. 
ହ଼ , ଶ଼ଵ , ଶଵହ଴ , ହ଴ଵଶଵ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ或 ଶଽ , ଽଶ଴ , ଶ଴ସଽ , ସଽଵଵ଼ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ ⟶勾股定差為 Ͷͳˤ 

7. 
௩భ௨భ , ௨భଶ௨భ+௩భ  , ௨మଶ௨మ+௩మ , ௨యଶ௨య+௩య  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，∀ ݊,ݑ௡, ௡ݒ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

ሺ݊ݒ,݊ݑሻ = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶⟶勾股定差為|ʹݑͳݒͳ − ʹͳݑ) −  ͳʹ)|ˤݒ

二ˣ 從
௩భ௨భ = ଵଶ開始，利用荥 ௩೙௨೙ = ଵଶ−ೡ೙−భೠ೙−భ，荦 ௩೙௨೙ = ଵଶ+ భೡ೙−భೠ೙−భ，荧

௩೙௨೙ = ଵଶ+ೡ೙−భೠ೙−భ產生了貝
格倫的素勾股數ᶱ元樹ˤ 

 

陸ˣ 討論 

一ˣ 在本研究由不同的最簡真分數數列所產生股弦定差的素勾股數家族中，昌了股

弦定差為ͳ有ͳ條最簡真分數數列之外，股弦定差為ͻ以及ʹͷ各有ʹ以及Ͷ條最簡
真分數數列ʕ 接ᶳ來，再找到了股弦定差為Ͷͻx ͺͳx ͳʹͳ以及ͳ͸ͻ各有͸x ͸x ͳͲ以
及ͳʹ條最簡真分數數列炷表ᶱ炸ʕ 因㬌，產生股弦定差的素勾股數家族之最簡
真分數數列℟有ᶳ列的規⼳ˤ由㬌，ㆹ可推得股弦定差為ʹʹͷˣʹͺͻ以及͵͸ͳ各
有ͺˣͳ͸以及ͳͺ條最簡真分數數列炷表ᶱ炸ʕ  

(一) 產生股弦定差為ሺݑଵ −  ଵሻଶ的最簡真分數數列之條數為烉ݒ

小於ሺݑଵ − ଵݑଵሻ的㬋整數中與ሺݒ −  ଵሻ互質的數之數目ˤݒ

(二) 這些最簡真分數數列可表示為烉 

將小於ሺݑଵ − ଵݑଵሻ的㬋整數中與ሺݒ − ,ଵݏ烉ۄ௠ݏۃ ଵሻ互質的數由小到大排列設為整數數列ݒ , ଶݏ ,ଷݏ ڮ , ,௠−ଶݏ ,௠−ଵݏ ݉ ∀，௠ݏ ∈ �ˤ    

則產生股弦定差ሺݑଵ − ۃ ଵሻଶ的素勾股數家族的最簡真分數數列有ݒ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦భሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘ۄ , ۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦మሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘−భۄ , ۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦యሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘−మۄ ڮ, , ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘−మሺ௨భ−௩భሻ௡+௦యۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘−భሺ௨భ−௩భሻ௡+௦మۃ  ۄ ۄ , ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘ሺ௨భ−௩భሻ௡+௦భۃ   ۄ
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表ᶱ  產生股弦定差的素勾股數家族的最簡真分數數列條數 

ଵݑ − ଵ ܿ௡ݒ − ܾ௡ ݒۃ௡ݑ௡ۄ 條數 

ͳ ͳ ۃ ௡௡+ଵۄ  ͳ 

͵ ͻ ۃଷ௡−ଶଷ௡+ଵۄ ,  ʹ  ۄଷ௡−ଵଷ௡+ଶۃ

ͷ ʹͷ ۃହ௡−ସହ௡+ଵۄ , ۄହ௡−ଷହ௡+ଶۃ , ۄହ௡−ଶହ௡+ଷۃ ,  Ͷ  ۄହ௡−ଵହ௡+ସۃ

͹ Ͷͻ ۃ଻௡−଺଻௡+ଵۄ , ۄ଻௡−ହ଻௡+ଶۃ , ۄ଻௡−ସ଻௡+ଷۃ , ۄ଻௡−ଷ଻௡+ସۃ , ۄ଻௡−ଶ଻௡+ହۃ ,  ͸  ۄ଻௡−ଵ଻௡+଺ۃ

ͻ ͺͳ ۃଽ௡−଼ଽ௡+ଵۄ , ۄଽ௡−଻ଽ௡+ଶۃ , ۄଽ௡−ହଽ௡+ସۃ , ۄଽ௡−ସଽ௡+ହۃ , ۄଽ௡−ଶଽ௡+଻ۃ ,  ͸  ۄ଼+ଽ௡−ଵଽ௡ۃ

ͳͳ ͳʹͳ 

ۃ ଵଵ௡−ଵଵଵ௡+ଵ଴ۄ , ۄଵଵ௡−ଶଵଵ௡+ଽۃ , ۄ଼+ଵଵ௡−ଷଵଵ௡ۃ , ۄଵଵ௡−ସଵଵ௡+଻ۃ ,   ,ۄଵଵ௡−ହଵଵ௡+଺ۃ

ۄଵଵ௡−଺ଵଵ௡+ହۃ , ۄଵଵ௡−଻ଵଵ௡+ସۃ , ۄଵଵ௡−଼ଵଵ௡+ଷۃ , ۄଵଵ௡−ଽଵଵ௡+ଶۃ , ଵଵ௡−ଵ଴ଵଵ௡+ଵۃ   ۄ

ͳͲ 

ͳ͵ ͳ͸ͻ 

ۃ ଵଷ௡−ଵଵଷ௡+ଵଶۄ , ۃ ଵଷ௡−ଶଵଷ௡+ଵଵۄ , ۃ ଵଷ௡−ଷଵଷ௡+ଵ଴ۄ , ۄଵଷ௡−ସଵଷ௡+ଽۃ , ۄ଼+ଵଷ௡−ହଵଷ௡ۃ ,   ,ۄଵଷ௡−଺ଵଷ௡+଻ۃ

ۄଵଷ௡−଻ଵଷ௡+଺ۃ , ۄଵଷ௡−଼ଵଷ௡+ହۃ , ۄଵଷ௡−ଽଵଷ௡+ସۃ , ଵଷ௡−ଵ଴ଵଷ௡+ଷۃ ۄ , ଵଷ௡−ଵଵଵଷ௡+ଶۃ ۄ , ଵଷ௡−ଵଶଵଷ௡+ଵۃ   ۄ

ͳʹ 

ͳͷ ʹʹͷ ۃଵହ௡−ଵସଵହ௡+ଵ ۄ , ଵହ௡−ଵଷଵହ௡+ଶۃ ۄ , ଵହ௡−ଵଵଵହ௡+ସۃ ۄ , ۄଵହ௡−଼ଵହ௡+଻ۃ , ۄ଼+ଵହ௡−଻ଵହ௡ۃ , ۃ ଵହ௡−ସଵହ௡+ଵଵۄ , ۃ ଵହ௡−ଶଵହ௡+ଵଷۄ , ۃ ଵହ௡−ଵଵହ௡+ଵସۄ   ͺ 

ͳ͹ ʹͺͻ 

ۃ ଵ଻௡−ଵଵ଻௡+ଵ଺ۄ , ۃ ଵ଻௡−ଶଵ଻௡+ଵହۄ , ۃ ଵ଻௡−ଷଵ଻௡+ଵସۄ , ۃ ଵ଻௡−ସଵ଻௡+ଵଷۄ , ۃ ଵ଻௡−ହଵ଻௡+ଵଶۄ , ۃ ଵ଻௡−଺ଵ଻௡+ଵଵۄ , ۃ ଵ଻௡−଻ଵ଻௡+ଵ଴ۄ , ۄ଼+ଵ଻௡−ଽଵ଻௡ۃ  ,ۄଵ଻௡−଼ଵ଻௡+ଽۃ , ଵ଻௡−ଵ଴ଵ଻௡+଻ۃ ۄ , ଵ଻௡−ଵଵଵ଻௡+଺ۃ ۄ , ଵ଻௡−ଵଶଵ଻௡+ହۃ ۄ , ଵ଻௡−ଵଷଵ଻௡+ସۃ ۄ , ଵ଻௡−ଵସଵ଻௡+ଷۃ ۄ , ଵ଻௡−ଵହଵ଻௡+ଶۃ ۄ , ଵ଻௡−ଵ଺ଵ଻௡+ଵۃ   ۄ

ͳ͸ 

ͳͻ ͵͸ͳ 

ۃ ଵଽ௡−ଵଵଽ௡+ଵ଼ۄ , ۃ ଵଽ௡−ଶଵଽ௡+ଵ଻ۄ , ۃ ଵଽ௡−ଷଵଽ௡+ଵ଺ۄ , ۃ ଵଽ௡−ସଵଽ௡+ଵହۄ , ۃ ଵଽ௡−ହଵଽ௡+ଵସۄ , ۃ ଵଽ௡−଺ଵଽ௡+ଵଷۄ , ۃ ଵଽ௡−଻ଵଽ௡+ଵଶۄ , ۃ ଵଽ௡−଼ଵଽ௡+ଵଵۄ , ۃ ଵଽ௡−ଽଵଽ௡+ଵ଴ۄ,  

ଵଽ௡−ଵ଴ଵଽ௡+ଽۃ ۄ , ଼+ଵଽ௡−ଵଵଵଽ௡ۃ ۄ , ଵଽ௡−ଵଶଵଽ௡+଻ۃ ଵଽ௡−ଵଷଵଽ௡+଺ۃ ,ۄ ۄ , ଵଽ௡−ଵସଵଽ௡+ହۃ ۄ , ଵଽ௡−ଵହଵଽ௡+ସۃ ۄ , ଵଽ௡−ଵ଺ଵଽ௡+ଷۃ ۄ , ଵଽ௡−ଵ଻ଵଽ௡+ଶۃ ۄ , ଵଽ௡−ଵ଼ଵଽ௡+ଵۃ   ۄ
ͳͺ 

ଵݑ − ଵݑଵ ሺݒ − ۃ ଵሻଶݒ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦భሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘ۄ , ۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦మሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘−భۄ , ۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦యሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘−మۄ ڮ, , ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘−మሺ௨భ−௩భሻ௡+௦యۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘−భሺ௨భ−௩భሻ௡+௦మۃ  ۄ ۄ , ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘ሺ௨భ−௩భሻ௡+௦భۃ  ݉   ۄ

二ˣ 在本研究由不同的最簡真分數數列產生勾弦定差的素勾股數家族中，昌了勾弦

定差為ʹ有ͳ條最簡真分數數列之外，勾弦定差為ͺ以及ͳͺ皆各有ʹ條最簡真分
數數列，勾弦定差為͵ʹ以及ͷͲ各皆各有及Ͷ條最簡真分數數列ˤ接ᶳ來，再找
到了勾弦定差為͹ʹˣͻͺ與ͳʹͺ各有Ͷˣ͸與ͺ條最簡真分數數列炷表四炸ʕ 因㬌，
產生勾弦定差的素勾股數家族之最簡真分數數列℟有ᶳ列的規⼳ˤ由㬌，ㆹ可

推得勾弦定差為ͳ͸ʹx ʹͲͲ以及ʹͶʹ各有͸x ͺ以及ͳͲ條最簡真分數數列炷表四炸ʕ  
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(一) 產生勾弦定差ʹݒଵଶ的最簡真分數數列之條數為烉 

小於ʹݒଵ的㬋整數中與ʹݒଵ互質的數之數目ˤ 

(二) 這些最簡真分數數列可表示為烉 

將小於ʹݒଵ的㬋整數中與ʹݒଵ互質的數由小到大排列設為整數數列 ݐۃ௠ۄ烉ݐଵ, , ଶݐ ,ଷݐ ڮ , ,௠−ଶݐ ,௠−ଵݐ ݉ ∀ ，௠ݐ ∈ �  

則產生股弦定差ሺݑଵ −  ଵሻଶ的素勾股數家族的最簡真分數數列有烉ݒ

ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧భۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧మۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧యۄ ۃ ڮ, ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘−మۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘−భۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘ۄ    

 

表四  產生勾弦定差的素勾股數家族的最簡真分數數列條數 ݒଵ ܿ௡ − ܽ௡ ۃ௩೙௨೙ۄ   條數 

ͳ ʹ ۃ ଵଶ௡ۄ  ͳ 

ʹ ͺ ۃ ଶସ௡−ଵۄ , ۃ ଶସ௡+ଵۄ  ʹ 

͵ ͳͺ ۃ ଷ଺௡−ଶۄ , ۃ ଷ଺௡+ଶۄ  ʹ 

Ͷ ͵ʹ ۃ ସ଼௡−ଷۄ , ۃ ସ଼௡−ଵۄ , ۃ ସ଼௡+ଵۄ , ۃ ସ଼௡+ଷۄ  Ͷ 

ͷ ͷͲ ۃ ହଵ଴௡−ସۄ , ۃ ହଵ଴௡−ଶۄ , ۃ ହଵ଴௡+ଶۄ , ۃ ହଵ଴௡+ସۄ   Ͷ 

͸ ͹ʹ ۃ ଺ଵଶ௡−ହۄ , ۃ ଺ଵଶ௡−ଵۄ , ۃ ଺ଵଶ௡+ଵۄ , ۃ ହଵଶ௡+ହۄ  Ͷ 

͹ ͻͺ ۃ ଻ଵସ௡−଺ۄ , ۃ ଻ଵସ௡−ସۄ , ۃ ଻ଵସ௡−ଶۄ , ۃ ଻ଵସ௡+ଶۄ , ۃ ଻ଵସ௡+ସۄ , ۃ ଻ଵସ௡+଺ۄ   ͸ 

ͺ ͳʹͺ ۃ ଼ଵ଺௡−଻ۄ , ۃ ଼ଵ଺௡−ହۄ , ۃ ଼ଵ଺௡−ଷۄ , ۃ ଼ଵ଺௡−ଵۄ , ۃ ଼ଵ଺௡+ଵۄ , ۃ ଼ଵ଺௡+ଷۄ , ۃ ଼ଵ଺௡+ହۄ , ۃ ଼ଵ଺௡+଻ۄ  ͺ 

ͻ ͳ͸ʹ ۃ ଽଵ଼௡−଼ۄ , ۃ ଽଵ଼௡−ସۄ , ۃ ଽଵ଼௡−ଶۄ , ۃ ଽଵ଼௡+ଶۄ , ۃ ଽଵ଼௡+ସۄ , ۃ ଽଵ଼௡+଼ۄ  ͸ 

ͳͲ ʹͲͲ ۃ ଵ଴ଶ଴௡−ଽۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡−଻ۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡−ଷۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡−ଵۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡+ଵۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡+ଷۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡+଻ۄ , ۃ ଵ଴ଶ଴௡+ଽۄ  ͺ 

ͳͳ ʹͶʹ ۃ ଵଵଶଶ௡−ଵ଴ۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡−଼ۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡−଺ۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡−ସۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡−ଶۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡+ଶۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡+ସۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡+଺ۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡+଼ۄ , ۃ ଵଵଶଶ௡+ଵ଴ۄ  ͳͲ ݒଵ ʹݒଵଶ ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧భۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧మۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧యۄ ۃ ڮ, ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘−మۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘−భۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘ۄ  ݉ 
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ᶱˣ 在本研究可由不同的最簡真分數數列產生了勾股定差的素勾股數家族中，昌了勾

股定差為ͳ有ͳ條最簡真分數數列之外，勾股定差為͹x ͳ͹x ʹ͵x ͵ͳ以及Ͷͳ皆各有ʹ條
最簡真分數數列炷表五炸，接ᶳ來，可推得勾股定差為Ͷ͹ˣͶͻ以及͹ͳ皆各有ʹ條最
簡真分數數列ˤ因㬌，產生勾股定差的素勾股數家族之最簡真分數數列℟有的規

⼳是烉昌了勾股定差為ͳ有ͳ條外，℞餘勾股定差大於ͳ的最簡真分數數列之條數皆
為ʹ條ˤ由㬌，ㆹ可推得勾股定差為͹͵ˣ͹ͻ以及ͺͻ皆各有ʹ條最簡真分數數列炷表
五炸ʕ  

 

表五 產生勾股定差的素勾股數家族的最簡真分數數列 |ܾ௡ − ܽ௡| ۃ௩೙௨೙ۄ  條數 

ͳ 
ଵଶ , ଶହ , ହଵଶ , ଵଶଶଽ  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ͳ 

͹ 
ଶଷ , ଷ଼ , ଵ଼ଽ , ଵଽସ଺  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଵସ , ସଽ , ଽଶଶ , ଶଶହଷ  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

ͳ͹ 
ଷସ , ସଵଵ , ଵଵଶ଺ , ଶ଺଺ଷ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଶ଻ , ଻ଵ଺ , ଵ଺ଷଽ , ଷଽଽସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

ʹ͵ 
ଵ଺ , ଺ଵଷ , ଵଷଷଶ , ଷଶ଻଻ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ସ଻ , ଻ଵ଼ , ଵ଼ସଷ , ସଷଵ଴ସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

͵ͳ 
ସହ , ହଵସ , ଵସଷଷ , ଷଷ଼଴ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଷଵ଴ , ଵ଴ଶଷ , ଶଷହ଺ , ହ଺ଵଷହ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

Ͷͳ 
ହ଼ , ଶ଼ଵ , ଶଵହ଴ , ହ଴ଵଶଵ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଶଽ , ଽଶ଴ , ଶ଴ସଽ , ସଽଵଵ଼ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

Ͷ͹ 
ଵ଼ , ଵ଼଻ , ଵ଻ସଶ , ସଶଵ଴ଵ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଺ଵଵ , ଵଵଶ଼ , ଶ଼଺଻ , ଺଻ଵ଺ଶ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

Ͷͻ 
ହ଺ , ଺ଵ଻ , ଵ଻ସ଴ , ସ଴ଽ଻ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ସଵଷ , ଵଷଷ଴ , ଷ଴଻ଷ , ଻ଷଵ଻଺ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

͹ͳ 
଺଻ , ଻ଶ଴ , ଶ଴ସ଻ , ସ଻ଵଵସ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ହଵ଺ , ଵ଺ଷ଻ , ଷ଻ଽ଴ , ଽ଴ଶଵ଻ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

͹͵ 
ଶଵଵ , ଵଵଶସ , ଶସହଽ , ହଽଵସଶ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଻ଵଶ , ଵଶଷଵ , ଷଵ଻ସ , ଻ସଵ଻ଽ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

͹ͻ 
ଵଵ଴ , ଵ଴ଶଵ , ଶଵହଶ , ହଶଵଶହ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ଵ଼ହ , ଵହଷ଼ , ଷ଼ଽଵ , ଽଵଶଶ଴ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 

ͺͻ 
଻ଵ଴ , ଵ଴ଶ଻ , ଶ଻଺ସ , ଺ସଵହହ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，或 ସଵହ , ଵହଷସ , ଷସ଼ଷ , ଼ଷଶ଴଴ , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ  ʹ 
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柒ˣ 結論 

一ˣ 不同於王慵臻同學的ˬ勾股鐵路網˭作品炷由佩爾方程產生整數數列，進而產

生勾股定差的素勾股數家族炸，本研究以歐幾慴得家族產生了最簡真分數數列ۃ௩೙௨೙݊ݒ,݊ݑ,݊ ∀，ۄ ∈ ሻ݊ݒ,݊ݑሺ，݊ݒ烍݊ݑ，� = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶，再由最簡真分數
數列產生以ᶳ的各種股弦定差ˣ勾弦定差以及勾股定差之素勾股數家族烉 

(一) 畢達哥拉㕗與股弦定差的素勾股數家族ˤ 

1. 由ۃ ௡௡+ଵۄ產生股弦定差為 ͳ的畢達哥拉㕗家族ˤ 

2. 由 烉ۄ௩೙௨೙ۃ ௩భ௨భ , ௨భଶ௨భ−௩భ  , ௨మଶ௨మ−௩మ , ௨యଶ௨య−௩య  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ−௩೙−భ，∀ ݊,ݑ௡, ௡ݒ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

炷݊ݒ,݊ݑ炸 = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶,產生股弦定差為(ݑͳ −  ͳ)ʹ的素勾股數家族ˤݒ

3. 將小於ሺݑଵ − ଵݑଵሻ的㬋整數中與ሺݒ − ,ଵݏ烉ۄ௠ݏۃଵሻ互質的數由小到大排列設為整數數列ݒ , ଶݏ ,ଷݏ ڮ , ,௠−ଶݏ ,௠−ଵݏ ݉ ∀，௠ݏ ∈ �， 

則可產生股弦定差ሺݑଵ − ۃ ଵሻଶ的素勾股數家族的最簡真分數數列有ᶳ列݉條ˤݒ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦భሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘ۄ , ۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦మሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘−భۄ , ۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦యሺ௨భ−௩భሻ௡+௦೘−మۄ ڮ, , ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘−మሺ௨భ−௩భሻ௡+௦యۃ ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘−భሺ௨భ−௩భሻ௡+௦మۃ  ۄ ۄ , ሺ௨భ−௩భሻ௡−௦೘ሺ௨భ−௩భሻ௡+௦భۃ   ˤۄ

(二) 柏拉圖家族與勾弦定差的素勾股數家族 

1. 由ۃ ଵଶ௡ۄ產生勾弦定差為 ʹ的柏拉圖家族ˤ 

2. 由 烉ۄ௩೙௨೙ۃ ௩భ௨భ , ௩భ௨భ+ଶ௩భ  , ௩మ௨మ+ଶ௩మ , ௩య௨య+ଶ௩య  , ڮ , ௩೙−భ௨೙−భ+ଶ௩೙−భ，∀ ݊,ݑ௡, ௡ݒ ∈  ，௡ݒ௡烍ݑ，�

炷݊ݒ,݊ݑ炸 = ͳ，݊ݒ,݊ݑ一奇一偶,產生勾弦定差為  ͳʹ的素勾股數家族ˤݒʹ

3. 將小於ʹݒଵ的㬋整數中與ʹݒଵ互質的數由小到大排列設為整數數列 ݐۃ௠ۄ烉ݐଵ, , ଶݐ ,ଷݐ ڮ , ,௠−ଶݐ ,௠−ଵݐ ݉ ∀，௠ݐ ∈ �， 

則可產生勾弦定差ʹݒଵଶ的素勾股數家族的最簡真分數數列有ᶳ列݉條ˤۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧భۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧మۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧యۄ ۃ ڮ, ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘−మۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘−భۄ , ۃ ௩భଶ௩భ௡−௩భ+௧೘ۄ  ʕ  

(ᶱ) 費馬家族與勾股定差的素勾股數家族 

1. 由ۃ �೙�೙+భۄ產生勾股定差為 ͳ的費馬家族，ۃ�௡ۄ是佩爾數列ˤ 
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2. 由ۃ௩೙௨೙ۄ烉 ௩భ௨భ , ௨భଶ௨భ+௩భ  , ௨మଶ௨మ+௩మ , ௨యଶ௨య+௩య  , ڮ , ௨೙−భଶ௨೙−భ+௩೙−భ，∀ ݊, ,௡ݑ ௡ݒ ∈ ,௡ݑ௡，炷ݒ௡烍ݑ，� ௡炸ݒ = ͳ 
,௡ݑ， ଵݒଵݑʹ|௡一奇一偶,產生勾股定差為ݒ − ሺݑଵଶ −  ଵଶሻ|的素勾股數家族ˤݒ

3. 由不同的最簡真分數數列產生了勾股定差的素勾股數家族中，昌了勾股定差為ͳ
有ͳ條最簡真分數數列之外，勾股定差大於ͳ的最簡真分數數列之條數皆為ʹ條ˤ 

二ˣ 不同於貝格倫的方法炷利用迭代℔式產生了素勾股數ᶱ元樹炸，本研究則是利

用遞迴關係式產生最簡真分數數列，然⼴綜合產生貝格倫的素勾股數ᶱ元樹ˤ 
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探討生成用最簡真分數生成畢氏三數組的方法。針對前人的結

果與對應的最簡真分數間的關係作了討論。針對斜邊與一股的長的

差距為定值的畢氏三數組給出了生成的方式。作者顯然對勾股數有

深入的研究，對於文獻與已知結果也知之甚詳，但相關題目發展似

乎愈來愈狹隘，也許作者以後可以考慮其他問題。 
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