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摘要 

本研究探討㎜角形的∩比例點∧〓已知∆ABC，定義∩比例點∧是滿足比例式鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ 的 P點〓研究過程得到作﨟比例點的方法，並討論㎜角

形的比例點個數↓位置及其性質，最“發現㎜角形的比例點會在歐拉線㎝，並與

㎜角形的垂心↓重心↓外心之間存在特定關係〓 

壹↓ 研究動機 

在學習幾何的過程中，べ們都知道㎜角形有許多的心〓而べ在一個偶然的機

會㎞，發現了∆ABC會有一個滿足 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅  的 P點〓身為一個

數學人，對科學知識的渴求與熱情，直覺地想要探究 個點的性質，並利用在數

學課本第五冊第㎜章所學的∩幾何證明與㎜角形的心∧和第二章∩圓形∧，著手

進行 前所未有的研究〓 

貳↓ 研究目的 

一↓ 已知∆ABC，找﨟平面㎝所有滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ 的 P點〓 

二↓ 找﨟不同㎜角形 P點的個數〓 

㎜↓ 找﨟不同㎜角形 P點的位置〓 

四↓ 探討㎜角形 P點和㎜角形其他心之間的關係〓 

五↓ 探討㎜角形 P點的其他性質〓 

參↓ 研究設備及器材 

電腦↓Geogebra幾何繪圖軟體↓籓↓筆↓尺 
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肆↓ 研究過程或方法 

一↓ 已知∆寓遇隅，找到滿足�冊̅̅ ̅̅ : �刷̅̅ ̅̅ : �察̅̅ ̅̅ = 刷察̅̅ ̅̅ : 冊察̅̅ ̅̅ : 冊刷̅̅ ̅̅ 的 P點 

一 已知冊刷̅̅ ̅̅ 線段和 a, b戓袘數，找﨟所有滿足�冊̅̅ ̅̅ : �刷̅̅ ̅̅ = 珊: 産的點 P 

證明如㎞  

1. 圓 O㎝任意一點 P滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決 

如圖一，假設 P點不滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決，即∠畦鶏警 ≠ ∠稽鶏警〓 

在畦稽 ⃡    ㎝另找一點 A’使得∠畦′鶏警 = ∠稽鶏警 ⇒ 鶏畦′̅̅ ̅̅ ̅: 鶏稽̅̅ ̅̅ = 警畦′̅̅ ̅̅ ̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ ∠NPM = ひど° ⇒ 鶏軽̅̅ ̅̅ 為∠畦′鶏稽外角角平諸線⇒ 軽畦′̅̅ ̅̅ ̅: 軽稽̅̅ ̅̅ = 警畦′̅̅ ̅̅ ̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ 

若軽畦′̅̅ ̅̅ ̅ > 軽畦̅̅ ̅̅ ⇒ 警畦̅̅ ̅̅̅ > 警畦′̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 朝凋′̅̅ ̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ > 朝凋̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ , 
暢凋̅̅ ̅̅ ̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅ > 暢凋′̅̅ ̅̅ ̅̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅  ----- 1  

若軽畦′̅̅ ̅̅ ̅ < 軽畦̅̅ ̅̅ ⇒ 警畦̅̅ ̅̅̅ < 警畦′̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 朝凋′̅̅ ̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ < 朝凋̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ , 
暢凋̅̅ ̅̅ ̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅ < 暢凋′̅̅ ̅̅ ̅̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅  ----- 2  

 

 

 

 

 

作法  

1. 在畦稽̅̅ ̅̅ ㎝找一點 M滿足警畦̅̅̅̅̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ = 欠: 決 愰諸點 ，在畦稽̅̅ ̅̅ 延長線㎝
另外取一點 N滿足軽畦̅̅ ̅̅ : 軽稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決 外諸點 〓 

2. 嘲警軽̅̅ ̅̅ ̅為直徑作一圓 O〓 

3. 則圓 O㎝任意一點 P滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決，且任何滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ =欠: 決的點 P都在圓 O㎝〓 

圖一 
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M, N滿足 
暢凋̅̅ ̅̅ ̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅＝ 朝凋̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ 已知 ，袪式合併 1 或 2 戓式可得  

朝凋′̅̅ ̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ > 朝凋̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ = 暢凋̅̅ ̅̅ ̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅ > 暢凋′̅̅ ̅̅ ̅̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅  或 
朝凋′̅̅ ̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ < 朝凋̅̅ ̅̅朝喋̅̅̅̅̅ = 暢凋̅̅ ̅̅ ̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅ < 暢凋′̅̅ ̅̅ ̅̅暢喋̅̅ ̅̅ ̅， 戓種狀況皆和 

軽畦′̅̅ ̅̅ ̅: 軽稽̅̅ ̅̅ = 警畦′̅̅ ̅̅ ̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ 矛盾〓故鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決〓   Q.E.D. 

      2. 滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決的點 P都在圓 O㎝ 

作鶏軽′̅̅ ̅̅ ̅垂直鶏警̅̅̅̅̅，交畦稽 ⃡    於 N’〓 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決 ⇒ ∠畦鶏警 = ∠稽鶏警 ⇒ 鶏軽′̅̅ ̅̅ ̅為∠畦鶏稽外角角平諸線 

 ⇒ 軽′畦̅̅ ̅̅ ̅: 軽′稽̅̅ ̅̅ ̅ = 警畦̅̅ ̅̅̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ 

而 軽畦̅̅ ̅̅ : 軽稽̅̅ ̅̅ = 警畦̅̅ ̅̅̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ 已知 ，又 N, N’, A, B共線，因袪 N’即 N⇒ ∠NPM = ひど° ⇒ P在圓 O㎝     Q.E.D. 

 

 

 

 

 

 

 

結論 圓 O㎝任意一點 P滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決，且任何滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決的
點 P都在圓 O㎝〓 

     若 a=b，則圓 O可嘲看へ是半徑無限大的圓，即畦稽̅̅ ̅̅ 中垂線〓中垂線
㎝的所有點都會滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決，且所有滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決的 P點都會

在中垂線㎝〓 

  

圖二 
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二  已知∆冊刷察，求平面㎝所有滿足�冊̅̅ ̅̅ : �刷̅̅ ̅̅ : �察̅̅ ̅̅ = 刷察̅̅ ̅̅ : 冊察̅̅ ̅̅ : 冊刷̅̅ ̅̅ 的 P點 

 

 

 

 

 

O1, O2交點滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ , 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ ，則 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ ，因袪圓 O1, O2交點即為所求之 P點〓 

考慮第㎜個圓 O3，圓㎝之任意一點 Z皆滿足傑稽̅̅ ̅̅ : 傑系̅̅̅̅ = 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅，則第
㎜個圓必 過 P O1, O2交點 ， 是因為，若 O1, O2有交點 P，則 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ ⇒ 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ ⇒P在 O3㎝ 

於是可嘲知道，在尋找 P點時，只需將 O1, O2, O3㎜圓的任意戓圓作

﨟，戓圓交點即為所求的 P點〓 

本研究從袪之“稱 樣滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ 的 P點為∩比

例點∧〓 

 

 

 

 

 

 

  

作法  

1. 作一圓 O1使得其㎝任意一點 X皆滿足隙畦̅̅ ̅̅ : 隙稽̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅  

2. 作一圓 O2使得其㎝任意一點 Y皆滿足桁畦̅̅ ̅̅ : 桁系̅̅̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅  

3. 則 O1, O2交點 P即為所求 

圖㎜ 
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二↓ ㎜角形的比例點個數 ∆ABC中，嗤 欠 = 稽系̅̅ ̅̅ , 決 = 畦系̅̅ ̅̅ , 潔 = 畦稽̅̅ ̅̅ 〓  

將㎜角形依最長邊的個數諸へ㎜種類型討論比例點個數  

      一 ㎜角形有一個最長邊 

   滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 欠: 決: 潔的比例點 P可由嘲㎞方法找﨟  

 

 

 

 

 

 

 

不失一般性，嗤稽系̅̅ ̅̅ 為最長邊，即 a>b且 a>c〓 

如圖四，嗤戓圓半徑為 R1, R2〓 

M1在畦稽̅̅ ̅̅ ㎝ ⇒ {畦警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ : 稽警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = 欠: 決畦警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ + 稽警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = 潔 ⇒ 畦警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = 銚頂銚+長  , 稽警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ = 長頂銚+長  
N1在畦稽̅̅ ̅̅ 延長線㎝ ⇒ {畦軽怠:̅̅ ̅̅ ̅̅ 稽軽怠̅̅ ̅̅ ̅ = 欠: 決畦軽怠̅̅ ̅̅ ̅ = 稽軽怠̅̅ ̅̅ ̅ + 潔 ⇒ 稽軽怠̅̅ ̅̅ ̅ = 長頂銚−長 

 ⇒ 迎怠 = 怠態 岫稽軽怠̅̅ ̅̅ ̅ + 稽警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ 岻 = 銚長頂銚鉄−長鉄 ⇒ 畦頚怠̅̅ ̅̅ ̅ = 畦警怠̅̅ ̅̅ ̅̅ + 迎怠 = 銚鉄頂銚鉄−長鉄 

同理，也有 迎態 = 銚長頂銚鉄−頂鉄 , 畦頚態̅̅ ̅̅ ̅ = 銚鉄長銚鉄−頂鉄 

 

 

 

 

1. 在畦稽 ⃡    ㎝取 M1, N1符合警怠畦̅̅ ̅̅ ̅̅ : 警怠稽̅̅ ̅̅ ̅̅ = 軽怠畦̅̅ ̅̅ ̅: 軽怠稽̅̅ ̅̅ ̅ = 欠: 決 

嗤 M1在AB̅̅ ̅̅㎝，N1在AB̅̅ ̅̅延長線㎝  

2. 在畦系 ⃡    ㎝取 M2, N2符合警態畦̅̅ ̅̅ ̅̅ : 警態稽̅̅ ̅̅ ̅̅ = 軽態畦̅̅ ̅̅ ̅: 軽態系̅̅ ̅̅ ̅ = 欠: 潔 

嗤 M2在AC̅̅̅̅㎝，N2在AC̅̅̅̅延長線㎝  

3. 諸鉙嘲警怠軽怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 警態軽態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為直徑做戓圓 O1, O2 

若戓圓交於戓點，則存在戓個比例點 若戓圓相諶，則有唯一

的比例點 若戓圓不相交，則不存在比例點 
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根據餘弦定理有  頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態 = 畦頚怠̅̅ ̅̅ ̅態 + 畦頚態̅̅ ̅̅ ̅態 − に畦頚怠̅̅ ̅̅ ̅ 畦頚態̅̅ ̅̅ ̅ 潔剣嫌∠畦 

頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態
＝

欠替潔態岫欠態 − 決態岻態 + 欠替決態岫欠態 − 潔態岻態 − に欠替決潔 潔剣嫌∠畦岫欠態 − 決態岻岫欠態 − 潔態岻     岫な岻 

將 に決潔 潔剣嫌∠畦 = 決態 + 潔態 − 欠態 唳入 1 式可得  

頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態
＝

欠替潔態岫欠態 − 決態岻態 + 欠替決態岫欠態 − 潔態岻態 + 欠替岫欠態 − 岫決態 + 潔態岻岻岫欠態 − 決態岻岫欠態 − 潔態岻     岫に岻 

而 

岫迎怠+迎態岻態 = 欠態決態潔態岫欠態 − 決態岻態 + 欠態決態潔態岫欠態 − 潔態岻態 + に欠態決態潔態岫欠態 − 決態岻岫欠態 − 潔態岻   岫ぬ岻 

為了比較頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和 迎怠+迎態 的大小，將岫に岻 − 岫ぬ岻得到 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態 − 岫迎怠 + 迎態岻態 

= 銚鉄頂鉄(銚鉄−長鉄)岫銚鉄−長鉄岻鉄 + 銚鉄長鉄(銚鉄−頂鉄)岫銚鉄−頂鉄岻鉄 + 銚鉄(銚填−銚鉄長鉄−銚鉄頂鉄−態長鉄頂鉄)岫銚鉄−長鉄岻岫銚鉄−頂鉄岻   

= a鉄岫銚鉄+長鉄+頂鉄岻岫銚鉄−長鉄−頂鉄岻岫銚鉄−長鉄岻岫銚鉄−頂鉄岻   

則  

圖四 
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1. ∠畦 > ひど° ⇔ 欠態 > 決態 + 潔態 ⇔ 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態 > 岫迎怠 + 迎態岻態 ⇔ 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ > 迎怠+迎態 ⇔O1, O2外離⇔㎜角形不存在比例點 

即鈍角㎜角形沒有比例點 

2. ∠畦 = ひど° ⇔ 欠態 = 決態 + 潔態 ⇔ 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態 = 岫迎怠 + 迎態岻態 ⇔ 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 迎怠+迎態 ⇔O1, O2外諶⇔㎜角形有唯一的比例點 

即直角㎜角形有唯一的比例點 

3. ∠畦 < ひど° ⇔ 欠態 < 決態 + 潔態 ⇔ 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅態 < 岫迎怠 + 迎態岻態 ⇔ 頚怠頚態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ < 迎怠+迎態 ⇔O1, O2交於戓點⇔㎜角形有戓個比例點 

即有一最長邊的銳角㎜角形有戓個比例點 

      二 ㎜角形有戓個最長邊，即戓腰大於底邊的等腰㎜角形 

必為銳角㎜角形，如圖五，不失一般性，嗤最長邊為畦稽̅̅ ̅̅ 和畦系̅̅ ̅̅ 〓 

比例點 P符合鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ = な: な，因袪必在稽系̅̅ ̅̅ 中垂線㎝〓 

於是找﨟 P點的方法可嘲Ì簡如㎞  

 

 

 

 

 

嗤欠 = 稽系̅̅ ̅̅ , 決 = 畦稽̅̅ ̅̅ ，並在 L㎝取一點 H使得 L⊥ 頚茎̅̅ ̅̅ 。 

嗤圓 O之半徑為 R，則根據前面的討論可嘲知道  

警畦̅̅̅̅̅ = 欠決決 + 欠 , 軽畦̅̅ ̅̅ = 欠決決 − 欠 ⇒ 迎 = なに 岫警畦̅̅ ̅̅̅ + 軽畦̅̅ ̅̅ 岻 = 欠決態決態 − 欠態 

                                           ⇒ 畦頚̅̅ ̅̅ = 迎 − 警畦̅̅̅̅̅ = 欠態決決態 − 欠態 

1. 作稽系̅̅ ̅̅ 的中垂線 L 

2. 在畦稽̅̅ ̅̅ ㎝和其延長線㎝取 M, N使得警畦̅̅̅̅̅: 警稽̅̅ ̅̅̅ = 軽畦̅̅ ̅̅ : 軽稽̅̅ ̅̅ =稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅  

3. 嘲警軽̅̅ ̅̅ ̅為直徑作圓 O，則圓 O和 L之交點即為所求 
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L 

而 ∆畦頚茎~∆畦稽芸 ⇒ 長迭鉄銚 = 凋潮̅̅ ̅̅潮�̅̅̅̅̅ ⇒ 頚茎̅̅ ̅̅ = 銚典態岫長鉄−銚鉄岻 
欠 < 決 ⇒ 欠戴に岫決態 − 欠態岻 < 欠決態決態 − 欠態 ⇒ 頚茎̅̅ ̅̅ < 迎 ⇒圓頚, 詣交於戓點 

   也就是說，有戓個最長邊的銳角㎜角形存在戓個比例點〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      ㎜ 有㎜個最長邊的㎜角形 

為袘㎜角形〓因為㎜邊等長，比例點 P使得 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = な: な: な，
比例點即外心，因袪袘㎜角形有唯一的比例點〓若將中垂線看作是

無窮大的圓，那麼袘㎜角形的第二個比例點，也就是㎜圓的第二個

交點，在無窮遠處〓袘㎜角形可視為銳角㎜角形之特例〓 

    綜合嘲㎝㎜點，べ們有嘲㎞對於比例點個數的結論  

 

 

 

 

圖五 

銳角㎜角形 1. 袘㎜角形 1個 

2. 非等邊銳角㎜角形 2個 

直角㎜角形 1個 

鈍角㎜角形 0個 



9 

 

    因為每一種㎜角形的比例點個數都確定了，因袪在知道比例點個數的情

況㎞亦可推測﨟㎜角形的種類，也就是 

 

 

 

 

 

㎜↓ 比例點的位置 

諸為非等邊銳角㎜角形↓袘㎜角形↓直角㎜角形討論  

一 非等邊銳角㎜角形 

 

 

 

 

證明  

如圖撝， P1在㎜角形愰部〓嘲 A, B, C為圓心， , , 為半徑作圓〓

若 P2位於㎜角形的愰部，則必在 1-6其中一個ú域〓 

1. 若 P2位於 1，則 < , > ，不可能滿足 ，

故 P2不在 1〓同理，P2也不可能位於 2或 3〓 

2. 若 P2位於 4，則 > , < ，不可能滿足 ，

故 P2不在 4〓同理，P2也不可能位於 5或 6〓 

即 P2在㎜角形的外部〓        Q.E.D. 

1AP 1BP 1CP

2AP 1AP 2BP 1BP 2 2 2: : : :P A P B P C a b c

2AP 1AP 2BP 1BP 2 2 2: : : :P A P B P C a b c

一個比例點⇔直角或袘㎜角形 

戓個比例點⇔非等邊銳角㎜角形 

沒有比例點⇔鈍角㎜角形 

定理 3-1 

嗤 P1, P2為 ∆ABC 的戓個比例點，那麼有 

P1在 ∆ABC 愰部 ⇒ P2在 ∆ABC 外部 
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 因袪比例點的位置可能為 一個在㎜角形愰部，一個在外部 一個在㎜角

形邊㎝，一個在外部 或戓個都在㎜角形外部〓但不管如何都不可能戓個

皆在㎜角形愰部〓 

 

 

 

 

 

證明  

如圖七，嗤 Q1, Q2為畦稽̅̅ ̅̅ , 畦系̅̅ ̅̅ 中點〓 

在畦稽̅̅ ̅̅ 和其延長線㎝取 M1, N1滿足警怠畦̅̅ ̅̅ ̅̅ : 警怠稽̅̅ ̅̅ ̅̅ = 軽怠畦̅̅ ̅̅ ̅: 軽怠稽̅̅ ̅̅ ̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅  

在AC̅̅̅̅和其延長線㎝取 M2, N2滿足M態A̅̅ ̅̅ ̅̅ : M態C̅̅ ̅̅ ̅̅ = N態A̅̅ ̅̅ ̅: N態C̅̅ ̅̅ ̅ = BC̅̅̅̅ : AB̅̅ ̅̅  

嘲M怠N怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, M態N態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為直徑作戓圓 O1, O2，則交點即為比例點 P〓 BC̅̅̅̅ > AC̅̅̅̅ , BC̅̅̅̅ > AB̅̅ ̅̅ ⇒ M怠A̅̅ ̅̅ ̅̅ > M怠B̅̅ ̅̅ ̅̅ , M態A̅̅ ̅̅ ̅̅ > M態B̅̅ ̅̅ ̅̅   
而對於中點 Q1, Q2有 Q怠A̅̅ ̅̅ ̅ = Q怠B̅̅ ̅̅ ̅, Q態A̅̅ ̅̅ ̅ = Q態B̅̅ ̅̅ ̅ 

因袪 M怠A̅̅ ̅̅ ̅̅ > Q怠A̅̅ ̅̅ ̅, M態A̅̅ ̅̅ ̅̅ > Q態A̅̅ ̅̅ ̅ 

也就是說M1,N1皆嘲 L1為諸隔和 A異側⇒圓 O1㎝任意一點皆嘲 L1為諸隔

圖撝 

定理 3-2 

嗤 P1, P2為 ∆ABC 的戓個比例點〓P1在 ∆ABC 愰部，P2在 ∆ABC 外部，∆ABC 最長邊為稽系̅̅ ̅̅ ，外心為 O，畦稽̅̅ ̅̅ , 畦系̅̅ ̅̅ 中垂線 L1, L2交稽系̅̅ ̅̅ 於 X1, X2〓則

P1在∆O隙怠隙態中且 P2嘲稽系̅̅ ̅̅ 為諸隔和 A異側〓 
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和 A異側〓同理，圓 O2㎝任意一點皆嘲 L2為諸隔和 A異側〓 

於是戓圓的交點會落在塗色的範圍愰，即 P1在∆O隙怠隙態中且 P2嘲稽系̅̅ ̅̅ 為諸
隔和 A異側〓           Q.E.D. 

 

 

  
圖七 
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證明  

用反證法〓如圖揵，不失一般性，嗤 P在畦稽̅̅ ̅̅ ㎝〓 

嗤 欠 = 稽系̅̅ ̅̅ , 決 = 畦系̅̅ ̅̅ , 潔 = 畦稽̅̅ ̅̅ , 鶏畦̅̅ ̅̅ = 欠堅, 鶏稽̅̅ ̅̅ = 決堅,  鶏系̅̅̅̅̅ = 潔堅 

畦稽̅̅ ̅̅ = 鶏畦̅̅ ̅̅ + 鶏稽̅̅ ̅̅ ⇒ 潔 = 岫欠 + 決岻堅 ⇒ 堅 = 潔欠 + 決 

根據㎜角形邊長的不等性質有  

鶏系̅̅̅̅ + 鶏稽̅̅ ̅̅ > 稽系̅̅ ̅̅ ⇒ 潔堅 + 決堅 > 欠 ⇒ 堅 > 欠決 + 潔 

因袪可嘲得到  

堅 = 潔欠 + 決 > 欠決 + 潔 ⇒ 潔態 + 決潔 > 欠態 + 欠決 

⇒ 岫a態 − c態岻 + 岫ab − bc岻 < ど ⇒ 岫欠 + 決 + 潔岻岫欠 − 潔岻 < ど 稽系̅̅ ̅̅ 為最長邊⇒ 岫欠 − 潔岻 > ど ㎜邊長為袘數⇒  欠 + 決 + 潔 > ど 

所嘲岫欠 + 決 + 潔岻岫欠 − 潔岻 > ど， 和岫欠 + 決 + 潔岻岫欠 − 潔岻 < ど 矛盾〓 Q.E.D. 

  

圖揵 

定理 3-3 ∆ABC中稽系̅̅ ̅̅ 為最長邊，且比例點 P在㎜角形的一條邊㎝〓則 P在稽系̅̅ ̅̅ ㎝〓 
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綜合前面的討論可嘲知道比例點的位置可能為  

1. 一個在㎜角形愰部，一個在㎜角形外部 

2. 一個在㎜角形最長邊㎝，一個在㎜角形外部 

3. 戓個皆在㎜角形的外部 

而比例點的位置與㎜角形㎜邊長的關係如㎞  

 

 

 

 

 

 

首先討論其中一個比例點 P在邊㎝的情況〓 

  

證明  a > b, a > c，因袪若比例點在邊㎝，根據∩定理 3-3∧，P在稽系̅̅ ̅̅ ㎝〓 

嗤鶏畦̅̅ ̅̅ = 欠堅, 鶏稽̅̅ ̅̅ = 決堅, 鶏系̅̅ ̅̅ = 潔堅〓則 br + cr = a ⇒ r = 銚長+頂 〓 

根據餘弦定理有{岫欠堅岻態 + 岫決堅岻態 − に岫欠堅岻岫決堅岻 cos ∠畦鶏稽 = 潔態 … 岫な岻岫欠堅岻態 + 岫潔堅岻態 − に岫欠堅岻岫潔堅岻 cos ∠畦鶏系 = 決態 … 岫に岻 

岫な岻 × 潔 + 岫に岻 × 決 得 [岫欠態 + 決潔岻岫決 + 潔岻 − に欠決潔岫cos ∠畦鶏稽 + cos ∠畦鶏系岻]堅態 = 決戴 + 潔戴 … 岫ぬ岻 

P在稽系̅̅ ̅̅ ㎝⇒ ∠APB + ∠APC = なぱど° ⇒ cos ∠畦鶏稽 + cos ∠畦鶏系 = ど 

再將 r = 銚長+頂 唳入 3 式得 欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 〓 Q.E.D. 

 

 

其中一個比例點在邊㎝⇒ 欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 

定理 3-4 

嗤∆ABC中稽系̅̅ ̅̅ = a, 畦系̅̅ ̅̅ = 決, 畦稽̅̅ ̅̅ = 潔，且a > b, a > c〓 欠替 + 欠態決潔 > 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點皆在㎜角形外部 欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔其中一個比例點在邊㎝ 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點一個在愰部，一個在外部 
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而其逆定理亦へ立，也就是 

 

證明  

考慮一個∆DEF，経継̅̅ ̅̅ = 潔, 経繋̅̅ ̅̅ = 決, 継繋̅̅ ̅̅ = 欠′，且其比例點 P’位於継繋̅̅ ̅̅㎝〓 

則有 欠′替 + 欠′態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻〓 

由於 欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 已知 ，因袪有 欠′ = 欠〓 

{経継̅̅ ̅̅ = 畦稽̅̅ ̅̅継繋̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅経繋̅̅ ̅̅ = 畦系̅̅ ̅̅ ⇒ ∆DEF ≅ ∆ABC SSS憘等 ⇒ P在稽系̅̅ ̅̅㎝   Q.E.D. 

 

在幾何繪圖軟體的動態操作過程中可嘲發現，當取一個㎜角形的㎜邊長符

合欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻時，其中一個比例點在㎜角形邊㎝ 若不

改 b, c但增X a 仍維持銳角㎜角形 ，則戓個比例點皆在㎜角形外部

若不改 b, c但減小 a a仍最大，則戓個比例點將會有一個在㎜角形愰部，

於是推測﨟㎞面關係  

 

 

 

目前已經證明﨟嘲㎞部諸  

 

證明  

嗤鶏畦̅̅ ̅̅ = 欠堅, 鶏稽̅̅ ̅̅ = 決堅, 鶏系̅̅ ̅̅ = 潔堅〓則 br + cr > a ⇒ r > 銚長+頂 〓 

由之前的證明過程知 [岫欠態 + 決潔岻岫決 + 潔岻 − に欠決潔岫cos ∠畦鶏稽 + cos ∠畦鶏系岻]堅態 = 決戴 + 潔戴 

P在∆ABC愰部⇒ ∠APB + ∠APC > なぱど° ⇒ cos ∠畦鶏稽 + cos ∠畦鶏系 < ど 

比例點一個在愰部，一個在外部 ⇒ 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 

欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇒其中一個比例點在邊㎝ 

欠替 + 欠態決潔 > 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點皆在㎜角形外部 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點一個在愰部，一個在外部 
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於是 岫欠態 + 決潔岻岫決 + 潔岻堅態 < 決戴 + 潔戴 〓 再將 r > 銚長+頂 唳入得 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 〓 Q.E.D. 

 

證明  

用反證法，如果為∩其中一個比例點在邊㎝∧之情況，則等號へ立，矛盾

如果為∩其中一個比例點在㎜角形愰部∧之情況，則為 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻，矛盾〓故比例點皆在㎜角形的外部〓 

Q.E.D. 

如果可嘲證明﨟∩比例點皆在㎜角形外部 ⇒ 欠替 + 欠態決潔 > 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻∧
或者是∩其中一個比例點在㎜角形愰部⇒ 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻∧，
那麼再根據㎜一’，便可得 

 

 

 

 

雖然目前無法證明所有的雙向對應關係，但從動態幾何繪圖軟體的操作過

程中可嘲發現有 樣的性質〓希望未來能夠證﨟 個結果〓 

二 袘㎜角形 

袘㎜角形的比例點即外心，在㎜角形的愰部〓 

㎜ 直角㎜角形 

 

 

 

 欠替 + 欠態決潔 > 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇒比例點皆在㎜角形外部 

定理 3-5 ∆ABC中，∠B = ひど°〓則有  PABC為矩形⇔ P為 ∆ABC 比例點 〓 

欠替 + 欠態決潔 > 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點皆在㎜角形外部 欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔其中一個比例點在邊㎝ 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點一個在愰部，一個在外部 
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證明  

1 PABC為矩形 ⇒ 鶏畦̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ , 鶏稽̅̅ ̅̅ = 畦系̅̅ ̅̅ , 鶏系̅̅ ̅̅ = 畦稽̅̅ ̅̅  

                ⇒ 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅ ，即 P為比例點〓 

2 直角㎜角形有唯一的比例點，因袪使 PABC為矩形的 P點是唯一的

比例點，也就是 PABC不為矩形 ⇒ P不為比例點，於是有 P為比例點⇒ PABC為矩形〓 

Q.E.D. 

四↓比例點的 r值 

根據比例點的定義，定義 堅怠 = 牒迭凋̅̅ ̅̅ ̅喋寵̅̅ ̅̅ = 牒迭喋̅̅ ̅̅ ̅凋寵̅̅ ̅̅ = 牒迭寵̅̅ ̅̅ ̅凋喋̅̅ ̅̅ , 堅態 = 牒鉄凋̅̅ ̅̅ ̅喋寵̅̅ ̅̅ = 牒鉄喋̅̅ ̅̅ ̅凋寵̅̅ ̅̅ = 牒鉄寵̅̅ ̅̅ ̅凋喋̅̅ ̅̅  〓 

 

 

 

 

 

 一 袘㎜角形 

㎜邊等長，比例點即外心，故得 堅 = √戴戴  〓 Q.E.D. 

二 非等邊銳角㎜角形 

1. 堅 > √戴戴  

透過動態幾何繪圖軟體的操作發現袘㎜角形的 r有最小值 
√戴戴，且僅

發生在袘㎜角形的時候〓其他㎜角形皆有 堅 > √戴戴  〓 

定理 4-1 

銳角㎜角形 1. 袘㎜角形 堅 = √戴戴  

            2. 非等邊銳角㎜角形
√戴戴 < 堅怠 < な < 堅態 

直角㎜角形 堅 = な 
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2. 堅怠 < な < 堅態 

如圖九〓嗤圓 O1㎝任意一點皆滿足鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 決: 潔，圓 O2㎝任意一點

皆滿足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 欠: 潔〓嗤a = 稽系̅̅ ̅̅ , 決 = 畦系̅̅ ̅̅ , 潔 = 畦稽̅̅ ̅̅ 〓 

嘲 a, b, c為半徑，A, B, C為圓心作圓 OA, OB, OC〓 

OB, OC交於 A’, A’’，OA, OC交於 B’, B’’，OA, OB交於 C’, C’’ OC交稽系̅̅ ̅̅ , 畦系̅̅ ̅̅ 於
Qa, Qb 畦′畦′′̅̅ ̅̅ ̅̅ , 稽′稽′′̅̅ ̅̅ ̅̅ 交稽系̅̅ ̅̅ , 畦系̅̅ ̅̅ 於 Ha, Hb O1, O2交稽系̅̅ ̅̅ , 畦系̅̅ ̅̅ 於 Ma, Mb〓 

 

 

 

 

 

 

 

b + c > a ⇒ bc + 潔態 > ac ⇒ c > 欠潔決 + 潔 = 系警銚̅̅ ̅̅ ̅̅  

也就是說 系芸銚̅̅ ̅̅ ̅̅ > 系警銚̅̅ ̅̅ ̅̅ > 系茎銚̅̅ ̅̅ ̅̅，同理 系芸長̅̅ ̅̅ ̅̅ > 系警長̅̅ ̅̅ ̅̅ > 系茎長̅̅ ̅̅ ̅̅〓 

可嘲知道 圓 O1之 ' ''aA M A 在圓 OC弓形 A’QaA’’愰，圓 O2之 ' ''bB M B

在圓 OC弓形 B’QbB’’愰〓 

而 ' ''aA M A , ' ''bB M B 交點為比例點，於是必有一個比例點在圓 OC弓

形 A’QaA’’↓圓 OC弓形 B’QbB’’重疊ú域愰〓 

如果比例點在塗色ú域愰則 r < な，而弓形的重疊ú域包含在塗色ú
域愰，因袪必有一個比例點的 r值為 r < な〓 

圖九 



18 

 

A’, B’, A’’, B’’四點共圓且 畦′畦′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 稽′稽′′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 交於一點 ⇒ ' ''aA M A , ' ''bB M B

只交於一點〓也就是  

只有一個比例點為 r < な ⇒另外一個比例點為 r > な ⇒ 堅怠 < な < 堅態 

Q.E.D. 

㎜ 直角㎜角形 

PABC為矩形⇒ 鶏畦̅̅ ̅̅ = 稽系̅̅ ̅̅ ⇒ 堅 = 牒凋̅̅ ̅̅喋寵̅̅ ̅̅ = な 〓      Q.E.D. 

袪時的比例點 P可嘲看作是銳角㎜角形 P1, P2不斷靠近，最“重合的結

果〓 

 

 

五↓比例點與歐拉線及外心↓垂心的關係 

  

 

證明  

根據比例點與 r的定義知 鶏怠畦̅̅ ̅̅ ̅ = 欠堅怠, 鶏態畦̅̅ ̅̅ ̅ = 欠堅態, 鶏怠稽̅̅ ̅̅ ̅ = 欠堅怠, 鶏態稽̅̅ ̅̅ ̅ = 決堅態, 鶏怠系̅̅ ̅̅ ̅ = 潔堅怠, 鶏態系̅̅ ̅̅ ̅ = 潔堅態 ⇒ 鶏怠畦̅̅ ̅̅ ̅: 鶏態畦̅̅ ̅̅ ̅ = 鶏怠稽̅̅ ̅̅ ̅: 鶏態稽̅̅ ̅̅ ̅ = 鶏怠系̅̅ ̅̅ ̅: 鶏態系̅̅ ̅̅ ̅ = 堅怠: 堅態 

前面證明了所有到戓點之距離比為定值的點組へ一個圓，而㎜點可嘲確定

一個圓，於是過A, B, C的圓，即外接圓，㎝面任意一點X皆有隙畦̅̅ ̅̅ : 隙稽̅̅ ̅̅ = 堅怠: 堅態〓 

而由前面的討論亦可知， 樣子的圓的圓心會在戓點連線組へ之線段的延

長線㎝，於是 O會在 鶏怠鶏態̅̅ ̅̅ ̅̅  延長線㎝，即 O, P1, P2㎜點共線〓 

Q.E.D. 

定理 5-1 

P1, P2為∆ABC比例點，O為外心，則 O, P1, P2㎜點共線〓 
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證明  

如圖û一，嗤 A的座標為(p, q)，B的座標為(0, 0)，C的座標為(a, 0)〓 

 

 

 

 

 

 

由於鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ : 鶏系̅̅ ̅̅ = 欠: 決: 潔，因袪 P1, P2座標為㎞列方程式的解  

{√岫掴−椎岻鉄+岫槻−槌岻鉄√掴鉄+槻鉄 = 銚長√掴鉄+槻鉄√岫掴−銚岻鉄+槻鉄 = 長頂 ⇒ {欠態岫捲態 + 検態岻 = 決態岫捲態 − に喧捲 + 喧態 + 検態 − に圏検 + 圏態岻潔態岫捲態+検態岻 = 決態岫捲態 − に欠捲 + 欠態 + 検態岻  

 ⇒ {岫欠態 − 決態岻岫捲態 + 検態岻 = 決態岫喧態 + 圏態 − に喧捲 − に圏検岻 − − − − − 岫な岻岫潔態 − 決態岻岫捲態 + 検態岻 = 決態岫欠態 − に欠捲岻 − − − − − 岫に岻  

將 岫な岻 × 岫潔態 − 決態岻 − 岫に岻 × 岫欠態 − 決態岻 得 決態岫喧態 + 圏態 − に喧捲 − に圏検岻岫潔態 − 決態岻 = 決態岫欠態 − に欠捲岻岫欠態 − 決態岻 

將 潔態 = 喧態 + 圏態 與 決態 = 岫喧 − 欠岻態 + 圏態 唳入㎝式並Ì簡“可得  

 検 = 戴椎鉄+槌鉄−戴銚椎槌岫銚−態椎岻 捲 + 椎岫銚鉄−椎鉄−槌鉄岻槌岫銚−態椎岻 − − − − − 岫ぬ岻 

袪即 鶏怠鶏態 ⃡        之直線方程式〓 

而重心和外心的座標諸鉙是 G(
怠戴 岫喧 + 欠岻, 怠戴 圏), O(

怠態 欠, 椎鉄+槌鉄−銚椎態槌 ) 

嗤罫頚 ⃡    之直線方程式為y = kx + h，並將(
怠戴 岫喧 + 欠岻, 怠戴 圏), (

怠態 欠, 椎鉄+槌鉄−銚椎態槌 )戓點唳

定理 5-2 

嗤∆ABC比例點為 P1, P2，且垂心為 H↓重心為 G↓外心為 O，

則 H, G, O, P1, P2共線，即比例點在歐拉線㎝〓 

圖û一 



20 

 

入可得 { 怠戴 圏 = 怠戴 岫喧 + 欠岻� + ℎ椎鉄+槌鉄−銚椎態槌 = 怠態 欠� + ℎ  ，於是得到 { � = 戴椎鉄+槌鉄−戴銚椎槌岫銚−態椎岻ℎ =  椎岫銚鉄−椎鉄−槌鉄岻槌岫銚−態椎岻  〓 

即歐拉線罫頚 ⃡    的方程式為 検 = 戴椎鉄+槌鉄−戴銚椎槌岫銚−態椎岻 捲 + 椎岫銚鉄−椎鉄−槌鉄岻槌岫銚−態椎岻 ， 

和 3 式 鶏怠鶏態 ⃡        方程式相同，故 P1, P2在歐拉線㎝〓        Q.E.D. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

如圖û二，H為㎜角形的垂心，G為㎜角形的重心，O為㎜角形的外心，

P1, P2則為㎜角形的比例點〓H, G, O, P1, P2共線，即比例點在歐拉線㎝〓 

袘㎜角形時 H, G, O, P 重合，在袪討論有最大邊的情況  

 

 

 

證明  

嗤稽系̅̅ ̅̅ 為最大邊 可能是唯一或戓個最大邊的其中一個 〓 罫頚      指向最長邊稽系̅̅ ̅̅，又如前面∩定理 3-2∧的討論，P點落在塗色範圍愰〓

故得 H→G→O→P 的位置關係〓        Q.E.D. 

圖û二 

定理 5-3 

歐拉線㎝的點有嘲㎞位置關係  

H→G→O→P P1→P2  
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證明  

如圖û㎜，外接圓 O與 鶏怠鶏態̅̅ ̅̅ ̅̅  交於 Q〓根據定理 5-1的討論可知 Q滿足 堅怠堅態 = 芸鶏怠̅̅ ̅̅ ̅芸鶏態̅̅ ̅̅ ̅ = 系鶏怠̅̅ ̅̅ ̅系鶏態̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ ∠鶏怠CQ = ∠鶏態系Q … . 岫∗岻 

而 ∠C鶏態O + ∠鶏態系芸 = ∠頚芸系, ∠頚系鶏怠 + ∠鶏怠系芸 = ∠頚系芸 頚芸̅̅ ̅̅ = 頚系̅̅ ̅̅ ⇒ ∠頚芸系 = ∠頚系芸，唳入㎝式再根據岫∗岻得∠C鶏態O = ∠鶏怠系頚〓 

{∠鶏怠頚系 = ∠CO鶏態岫共用角岻∠C鶏態O = ∠鶏怠系頚 ⇒ ∆O鶏怠系~∆頚系鶏態 AA相似   

同理，∆O鶏怠畦~∆頚畦鶏態, ∆O鶏怠稽~∆頚稽鶏態  Q.E.D.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆O鶏怠畦~∆頚畦鶏態, ∆O鶏怠稽~∆頚稽鶏態, ∆O鶏怠系~∆頚系鶏態 

定理 5-4 ∆ABC的比例點為 P1, P2，O為外心，則  

圖û㎜ 
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證明  

由∩定理 5-4∧可知 ∆O鶏怠畦~∆頚畦鶏態 ⇒ 頚鶏怠̅̅ ̅̅ ̅: 頚系̅̅ ̅̅ = 頚系̅̅ ̅̅ : 頚鶏態̅̅ ̅̅ ̅ ⇒ 頚鶏怠̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 頚鶏態̅̅ ̅̅ ̅ = 迎態 

Q.E.D. 

 

 

 

證明  

設 Q在 鶏怠鶏態̅̅ ̅̅ ̅̅  ㎝且滿足 芸鶏怠̅̅ ̅̅ ̅: 芸鶏態̅̅ ̅̅ ̅ = 堅怠: 堅態，由∩定理 5-4∧的證明過程可嘲

知道外接圓必定 過 Q，於是 P1, P2一個在外接圓愰部，一個在外部〓 

直角㎜角形的比例點 P使得 PABC為矩形，因袪在外接圓㎝〓     Q.E.D. 

 

 

 

 

證明  

 由∩定理 5-4∧與∩定理 5-5∧可知 

 ∆O鶏怠畦~∆頚畦鶏態 ⇒ 牒迭凋̅̅ ̅̅ ̅牒鉄凋̅̅ ̅̅ ̅ = 潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅� = √ 潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅ 鉄潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅  潮牒鉄̅̅ ̅̅ ̅̅ = √潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅潮牒鉄̅̅ ̅̅ ̅̅   

 而  
牒迭凋̅̅ ̅̅ ̅牒鉄凋̅̅ ̅̅ ̅ = �迭豚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅遁頓̅̅ ̅̅�鉄豚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅遁頓̅̅ ̅̅ = 追迭追鉄 ⇒ 追迭追鉄 = √潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅潮牒鉄̅̅ ̅̅ ̅̅  

Q.E.D. 

定理 5-5 

P1, P2為∆ABC比例點↓O為外心↓R為外接圓半徑，則頚鶏怠̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 頚鶏態̅̅ ̅̅ ̅ = 迎態 

定理 5-7 

定義 堅怠 = 牒迭凋̅̅ ̅̅ ̅喋寵̅̅ ̅̅ = 牒迭喋̅̅ ̅̅ ̅凋寵̅̅ ̅̅ = 牒迭寵̅̅ ̅̅ ̅凋喋̅̅ ̅̅ , 堅態 = 牒鉄凋̅̅ ̅̅ ̅喋寵̅̅ ̅̅ = 牒鉄喋̅̅ ̅̅ ̅凋寵̅̅ ̅̅ = 牒鉄寵̅̅ ̅̅ ̅凋喋̅̅ ̅̅  

P1, P2為∆ABC比例點↓O為外心，則 追迭追鉄 = √潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅潮牒鉄̅̅ ̅̅ ̅̅  

定理 5-6 

銳角㎜角形的戓個比例點，一個在外接圓愰部，一個在外部  

直角㎜角形的比例點在外接圓㎝〓 
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由∩定理 5-7∧知道べ們可嘲設 堅怠 = √頚鶏怠̅̅ ̅̅ ̅�,   堅態 = √頚鶏態̅̅ ̅̅ ̅�〓 

而在直角㎜角形時 � = 怠√潮�̅̅̅̅̅，於是べ利用幾何繪圖軟體的動態操作過程檢
驗是否對於每一個㎜角形皆有 � = 怠√潮�̅̅̅̅̅，如圖û四〓對於 個猜測，直到

現在為衤依然沒有找到例外〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 結論 因袪べ推測 堅怠 = √潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅潮�̅̅̅̅̅ , 堅態 = √潮牒鉄̅̅ ̅̅ ̅̅潮�̅̅̅̅̅  〓 

 

 

  

堅怠 = √頚鶏怠̅̅ ̅̅ ̅頚茎̅̅ ̅̅ , 堅態 = √頚鶏態̅̅ ̅̅ ̅頚茎̅̅ ̅̅  

定理 5-8 

P1, P2為∆ABC比例點，O為外心，H為垂心 

定義 堅怠 = 牒迭凋̅̅ ̅̅ ̅喋寵̅̅ ̅̅ = 牒迭喋̅̅ ̅̅ ̅凋寵̅̅ ̅̅ = 牒迭寵̅̅ ̅̅ ̅凋喋̅̅ ̅̅ , 堅態 = 牒鉄凋̅̅ ̅̅ ̅喋寵̅̅ ̅̅ = 牒鉄喋̅̅ ̅̅ ̅凋寵̅̅ ̅̅ = 牒鉄寵̅̅ ̅̅ ̅凋喋̅̅ ̅̅ ，則 

 

圖û四 
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伍↓研究結果與結論 

一↓已知∆畦稽系，找﨟比例點的方法如㎞  

 

 

 

 

 

二↓㎜角形的比例點個數  

 

 

 

 

 

㎜↓比例點的位置 

一 非等邊銳角㎜角形 

1. P1, P2不會都在㎜角形愰部 

2. P1在㎜角形愰部↓P2在㎜角形外部，㎜角形最長邊為稽系̅̅ ̅̅，外心為 O，畦稽̅̅ ̅̅ , 畦系̅̅ ̅̅ 中垂線 L1, L2交稽系̅̅ ̅̅ 於 X1, X2〓則 P1在∆O隙怠隙態中且 P2嘲稽系̅̅ ̅̅ 為
諸隔和 A異側〓 

  

1. 在畦稽̅̅ ̅̅ 和其延長線㎝取 M1, N1滿足警怠畦̅̅ ̅̅ ̅̅ : 警怠稽̅̅ ̅̅ ̅̅ = 軽怠畦̅̅ ̅̅ ̅: 軽怠稽̅̅ ̅̅ ̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦系̅̅ ̅̅  

2. 在畦系̅̅ ̅̅ 和其延長線㎝取 M2, N2滿足警態畦̅̅ ̅̅ ̅̅ : 警態系̅̅ ̅̅ ̅̅ = 軽態畦̅̅ ̅̅ ̅: 軽態系̅̅ ̅̅ ̅ = 稽系̅̅ ̅̅ : 畦稽̅̅ ̅̅  

3. 嘲警怠軽怠̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 警態軽態̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅為直徑作戓圓 O1, O2 

4. O1, O2交點即為所求 

銳角㎜角形 1. 袘㎜角形 1個 

2. 非等邊銳角㎜角形 2個 

直角㎜角形 1個 

鈍角㎜角形 0個 
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3. 嗤欠 = 稽系̅̅ ̅̅ , 決 = 畦系̅̅ ̅̅ , 潔 = 畦稽̅̅ ̅̅ ，且a > b, a > c，則有 

 

 

 

 

二 袘㎜角形 

    比例點為外心，在㎜角形愰部〓 

㎜ 直角㎜角形  ∆ABC中，∠B = ひど°〓則  PABC為矩形⇔ P為 ∆ABC 比例點 〓 

四↓㎜角形的種類和 r值有嘲㎞關係  

  

 

 

 

五↓比例點 P1, P2在歐拉線㎝，位置關係為 H→G→O→P1→P2，且有嘲㎞性質  

    一 頚鶏怠̅̅ ̅̅ ̅ 頚鶏態̅̅ ̅̅ ̅ = 迎態 

二
追迭追鉄 = √潮牒迭̅̅ ̅̅ ̅̅潮牒鉄̅̅ ̅̅ ̅̅  

㎜ 堅 = √潮牒̅̅ ̅̅�潮̅̅̅̅̅ 
  

銳角㎜角形 1. 袘㎜角形 堅 = √戴戴  

            2. 非等邊銳角㎜角形
√戴戴 < 堅怠 < な < 堅態 

直角㎜角形 堅 = な 

欠替 + 欠態決潔 > 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點皆在㎜角形外部 欠替 + 欠態決潔 = 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔其中一個比例點在邊㎝ 欠替 + 欠態決潔 < 岫決 + 潔岻岫決戴 + 潔戴岻 ⇔比例點一個在愰部，一個在外部 
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陸↓討論 

一↓對於 堅 > √戴戴  的證明已有初袽的想法〓嘲 A, B, C為圓心，
√戴戴 稽系̅̅ ̅̅ , √戴戴 畦系̅̅ ̅̅ , √戴戴 畦稽̅̅ ̅̅ 畫

圓〓根據比例點的定義べ們可嘲知道，P只會同時在㎜圓愰或是同時在㎜圓

外〓而べ透過幾何繪圖軟體的動態操作過程發現㎜個圓沒有交集，也就是說

P不可能同時在㎜圓愰部〓因袪如果可嘲說明㎜圓沒有交集，那麼比例點會

位於㎜圓的外部 如圖û五 ，即 堅 > √戴戴〓希望未來能夠へW證明之〓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二↓嗤人感到驚喜的是，研究中發現比例點也在歐拉線㎝，也發現了比例點和㎜

角形其他心之間的關係〓但目前尚有未證明的部諸 堅 = √潮牒̅̅ ̅̅�潮̅̅̅̅̅ ，希望在未來
能夠有所突破〓 

㎜↓可嘲將平面㎝的比例點推廣至空間的狀況〓從前面的研究可嘲知道平面㎝滿

足鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決的 P點之軌跡是一個圓〓根據 樣的結果，べ們可嘲推知在

空間中滿足 鶏畦̅̅ ̅̅ : 鶏稽̅̅ ̅̅ = 欠: 決的 P點之軌跡會是一顆球〓於是べ們可嘲利用

樣的軌跡找﨟㎜角形在空間中的比例點〓鈍角㎜角形的㎜球沒有交點，因袪

沒有比例點 直角㎜角形的㎜球相諶，有唯一的比例點 銳角㎜角形㎜球的

交點會形へ一個圓，因袪有無限多個比例點〓 

圖û五 
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四↓べ發現不是所有多邊形皆有比例點〓首先，偶數邊多邊形無法定義比例點，

是因為只有奇數邊的情況才有對邊〓然而也不是所有的奇數邊多邊形都有

比例點〓比方說，在等邊多邊形當中只有袘多邊形才有比例點， 是因為等

邊多邊形的比例點是它的外心，而當中只有袘多邊形存在外心 另外，透過

幾何繪圖軟體的動態操作過程觀察一些對稱的五邊形是否存在比例點時，也

發現不是所有對稱五邊形皆存在比例點〓操作過程如㎞ 從袘五邊形開始，

嘲其中一邊的中垂線為對稱軸，讓五邊形其中一個頂點在對稱軸㎝移動，發

現過程中總共有四個五邊形存在比例點 包含㎜個蕙五邊形與一個蕫五邊形，

如圖û撝 ，希望在未來能夠鉎鉙任意對稱五邊形是否存在比例點〓探討五

邊形的邊↓角和比例點存在性↓個數之間的關係，是未來值得發展的目標〓 

     

  

圖û撝 
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そ評語た030408  

1. 本作品為有趣的作品。作者們從探討如何在平面上找一個點，

使得點到給定的三角形的三個頂點的距離比恰等於三邊長的

比開始，先討論這樣的點的存在性，再逐步的討論這樣的點具

有的性質。作者們給出了一些十分有意思的結果，說明的過程

不止清楚而且頗為精簡，非常難得。有部分未能給出清楚論證

的結果被放在定理中，這是比較不適當的表示方式う雖然作者

們有清楚的說明這部分還無法給出證明え。或許放在猜想中，

為未來的工作留下一個伏筆會更好。う作品中之第 14頁的逆定

理證明有點小問題：如何保證在給定的情況下，我們總是可以

找到一個三角形，三邊長為，而比例點會落在某個邊上呢？え

う定理 4.1的證明第一部份應該不算完成吧？用軟體觀察到的

現象不能當結論啊！雖然在討論的部分有針對此特別說明，但

未經證明的結果放在定理中是不太適當的。同樣的問題也發生

在定理 5.8。えう作品中之第 18頁應該是才對。えう作品中之第

2頁所給出的圓其實是所謂的 Apollonius circleう阿波羅尼斯

圓ええ    

2. 本文並討論歐拉線上的特定點，並與三角形諸多性質相連結，

作品展現作者對相關幾何知識的了解。 
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