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摘  要 

本次的科展研究，分鉙探討等腰及任意的銳角㎜角形↓直角㎜角形↓鈍角㎜角形，其㎜

邊長經過指數轉換 1 ,   ,  nT T T− 及線性轉換 sT r+ 後，沿㎜角形存在性的探討，是必然

存在亦或是條件式存在，並且利用餘弦定理檢視沿㎜角形的最大內角， 一袽鉎斷為何種㎜

角形〓另外，べ⒥讓變數 n 或 s 或 r 分鉙遞增，發現沿㎜角形的變Ì會有一定的趨勢〓 
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壹↓研究動機 

在國一升㎝國琢的暑假中，數學老師交唳了一份暑假作業，就是每組針P一位數學家的

生チ典故，去做深入的了解探討，並於開學時㎝ｼ報告呈現 位數學家的豐W偉業，べ⒥

組經過搜尋後決定報告∨畢達哥拉援¬，他有眾多的濯蹟，耳熟能 的非∨畢氏定理¬莫屬〓

說畢達哥拉援有次應邀參X餐會，餐廳地板鋪庱美麗的袘方形大理石地磚， 位善於觀察

和理解的數學家凝視腳㎞ 些排列規則的方形磁磚，想到它⒥和∨數¬之間的關係，於是拿

了𢮦筆並且蹲在地板㎝，選了一塊磁磚嘲它的P角線為邊，𢮦了一個袘方形，他發現 個袘

方形面積恰好等於兩塊磁磚的面積和〓他很好奇，於是再嘲兩塊磁磚拼へ的矩形之P角線作

另一個袘方形，他發現 個袘方形之面積等於 o 塊磁磚的面積，也就是嘲兩股為邊作袘方形

面積之和〓至袪畢達哥拉援作了大膽的假設 ∨任何直角㎜角形，其斜邊的チ方恰好等於另

兩邊チ方之和〓¬亦即∨ 2 2 2a b c+ = ¬，袘當べ⒥報告到袪並,4例㎜邊長為 3 , 4 , 5 的直角㎜

角形，其 2 2 23 4 5+ = ，結果有位剛剛打瞌睡的同學搞不清楚狀況，嘲為べ⒥說㎜角形㎜邊長

為 2 2 23  , 4  , 5 ，就問 ∩㎜角形應 要兩短邊長之和大於最大邊長，那麼 9 , 16 , 25 就不能構

へ㎜角形呀！∧的確是不行，袘因為 個陰錯陽差，讓べ⒥開始思考∩3 , 4 , 5 是直角㎜角形，

但 2 2 23  , 4  , 5 卻連㎜角形都無法構へ，那有沒有某個㎜角形將㎜邊長各自チ方後還ｻ嘲是㎜角

形？∧當然很容易就讓べ⒥找到例子像 4 , 5 , 6 ，但是ヅ有規則ｻ循呢？總不能找一個是一個

デ！因袪べ⒥決定深入探索其中的奧秘〓經過一𢰝的探索，發現 ljjk ツ Aｭｨｧ 的試題有在探

討類似主題，べ⒥就X嘲延伸討論各種類型的㎜角形，並將㎜邊長取チ方↓n 次方↓チ方根↓

⒦數↓甚至線性轉換後，看看沿的㎜角形是ヅ存在？是什麼㎜角形？如何變動？べ⒥很有耐

心地逐一思索分析，都得到不錯的結果,2規則性，讓べ⒥信心大增〓 

 

貳↓研究目的 

kh 等腰銳角↓等腰直角↓等腰鈍角㎜角形經過指數轉換 1 ,   ,   nT T T− 或是線性轉換 sT r+

後，分鉙是何種㎜角形？ 

lh 任意銳角↓任意直角↓任意鈍角㎜角形經過指數轉換 1 ,   ,   nT T T− 或是線性轉換 sT r+

後，分鉙是何種㎜角形？ 

mh 若指數轉換的 n 次方,2線性轉換的 s 或 r 變大時，則沿㎜角形會如何變Ì？ 
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參↓研究設備及器材 

尺↓筆↓紙↓電腦↓幾何繪圖軟體bｯﾃﾀ Gﾀﾊmﾀﾏﾀﾍaﾎ ｮkﾀﾏｾﾃﾋaｿ Vn，縮寫 GｮPc〓 

 

肆↓研究過程,2結果 

一↓符號說明 

べ⒥要研究㎜角形的㎜邊長經過指數轉換,2線性轉換後是ヅ依,5還能是㎜角形，為了方

便說明，嗤 ( ) ,   ,  T T a b c= 表示一個㎜邊長  ,   ,  BC a CA b AB c= = = 的 ABC∆ ，且不失一般性

假 設 a b c≤ ≤ ， 並 滿 足 a b c+ > 〓 べ ⒥ 定 義 ( ) ,   ,  n n n nT T a b c= 表 示 一 個 ㎜ 邊 長 由

( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜邊長分鉙取 n 次方的 n n nA B C∆ ，即  ,   ,  n n n n n n n n nB C a C A b A B c= = = ，P

於所有 n 為袘整數均へ立〓又 ( ) ,   ,  T T a b c= 表示一個㎜邊長由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜

邊長分鉙取チ方根的 A B C∆ 1 1 1 1
 ,   ,  T T

a b c
−  =  

 
表示一個㎜邊長由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的

㎜ 邊 長 分 鉙 取 ⒦ 數 的 1 1 1A B C− − −∆ ( ) ,   ,  sT r T sa r sb r sc r+ = + + + 表 示 一 個 ㎜ 邊 長 由

( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜邊長分鉙做線性轉換先乘 s 倍再X r 的 s r s r s rA B C+ + +∆ ( ) ,  0s r > 〓 

 

琢↓指數轉換 ( ), ,=     T T a b c  

⇒定理一⇔ 

假設 ( ) ,   ,  T T a b c= 表示一個㎜邊長由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜邊長分鉙取チ方根的

A B C∆ ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 A B C∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形，則不論 < =a b c 或 = <a b c ， A B C∆ 必為等腰銳角 

    ㎜角形〓 
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b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，則 A B C∆ 必為銳角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意b等腰c直角㎜角形，則 A B C∆ 必為b等腰c銳角㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意b等腰c鈍角㎜角形，則 A B C∆ 必為b等腰c銳角㎜角形〓 

⇒證明⇔ 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，假設 a b c= = ，則等長㎜邊經過 ( ) ,   ,  T T a b c= 的轉換後

還是等長，即 A B C∆ 必還是袘㎜角形〓 

 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

kh 假設 < =a b c ，則 a b c< =   ⇒   + >a b c   ⇒   A B C∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1
cos 0

22 2

a b c a a
C

ca b ac

+ −
= = = > ， 

所嘲 ∆ A B C 為等腰銳角㎜角形〓 

 

lh 假設 = <a b c ，則 = <a b c   ⇒   + >a b c   ⇒   2 >a c   ⇒   4c a<  

因為 
2 2 2

    2

    2

+ > ⇒ >


+ > ⇒ >

a b c a c

a b c a c
  ⇒   2<c a   ，所嘲 A B C∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 1 2 2
cos 1 1 1 0

2 2 2 22

+ −  −  = = = − > − = − >       

a b c a c c a
C

a a aa b
， 

所嘲 ∆ A B C 為等腰銳角㎜角形〓 

 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，假設 a b c< < ，則 a b c< < 〓 

    因為 ( )2

2       a b a b ab a b c a b c+ = + + > + > ⇒ + > ，所嘲 A B C∆ 必為㎜角形〓 
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又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

cos 0
2 2

a b c a b c
C

a b ab

+ − + −= = > ， 

所嘲 A B C∆ 為銳角㎜角形〓 

 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，假設 a b c< < ，則 a b c< < 〓 

    證明同任意銳角㎜角形，所嘲 A B C∆ 必為㎜角形且為銳角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，假設 a b c= < ，則 a b c= <  

⇒   + >a b c   ⇒   2 >a c   ⇒   4c a<  

因為 
2 2 2

    2

    2

a b c a c

a b c a c

+ > ⇒ >


+ = ⇒ =
  ⇒   2c a=   ，所嘲 A B C∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 2
cos 1 0

2 22

a b c a c
C

aa b

+ − −= = = − >  

所嘲 A B C∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形，假設 a b c< < ，則 a b c< < 〓 

    證明同任意銳角㎜角形，所嘲 A B C∆ 必為㎜角形且為銳角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形，假設 a b c= < ，則 a b c= <  

⇒   + >a b c   ⇒   2 >a c   ⇒   4c a<  

因為 
2 2 2

    2

    2

a b c a c

a b c a c

+ > ⇒ >


+ < ⇒ <
  ⇒   2 2a c a< <   ，所嘲 A B C∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 1 2
cos 1 1 1 1 0

2 2 22

a b c a c c a
C

a a aa b

+ − −    = = = − > − = − =   
   

 

所嘲 A B C∆ 為等腰銳角㎜角形〓 
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㎜↓指數轉換 1 1 1 1
, ,−  =  

 
    T T

a b c
 

⇒定理琢⇔ 

假 設 1 1 1 1
 ,   ,  T T

a b c
−  =  

 
表 示 一 個 ㎜ 邊 長 由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的 ㎜ 邊 長 分 鉙 取 ⒦ 數 的

1 1 1A B C− − −∆ ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

    kh 假設 < =a b c bkc 若 2c a< ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

                    blc 若 2c a= ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰直角㎜角形〓 

                    bmc 若 2 2a c a< < ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰鈍角㎜角形〓 

    lh 假設 = <a b c ，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，且
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
， 

    bkc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ > ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ = ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ < ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，且
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
， 

    bkc 若 2 2 4a c b> ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若 2 2 4a c b= ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若 2 2 4a c b< ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形，且
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
， 

    bkc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ > ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形〓 
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    blc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ = ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ < ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

⇒證明⇔ 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，假設 a b c= = ，則等長㎜邊經過 1 1 1 1
 ,   ,  T T

a b c
−  =  

 
的轉換後還是

等長，即 1 1 1A B C− − −∆ 必還是袘㎜角形〓 

 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

kh 假設 < =a b c ，則
1 1 1

a b c
> =  

⇒   
1 1 1 2 1

            2    a c
b c a c a

+ > ⇔ > ⇔ > ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為㎜角形 

又因為 

2 2 2

2
2 2

1

2

1 1 1 2 1
1

cos 1
1 1 2 22

cb c a c aA
a

b c c

−

     + − −     
      = = = −  
 × ×

 ，所嘲 

bkc 
2

1
1 0      2    

2

c
c a

a
 − > ⇔ < ⇔ 
 

  1 1 1A B C− − −∆ 為等腰銳角㎜角形 

blc 
2

1
1 0      2    

2

c
c a

a
 − = ⇔ = ⇔ 
 

  1 1 1A B C− − −∆ 為等腰直角㎜角形 

bmc ( )
2

1
1 0      2    2 2    

2

c
c a a c a

a
 − < ⇔ > < < ⇔ 
 

即   1 1 1A B C− − −∆ 為等腰鈍角㎜角形 

 

lh 假設 = <a b c ，則
1 1 1

a b c
= >   ⇒   

1 1 1

b c a
+ >   ⇒   1 1 1A B C− − −∆ 必為㎜角形 

又因為 

2 2 2

2
1

1 1 1 1
1

cos 0
1 1 2 22

ab c a cA
c

b c ac

−

     + −     
      = = = > 
 × ×

， 

所嘲 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰銳角㎜角形〓 
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b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，假設 a b c< < ，則
1 1 1

a b c
> > 〓 

因為       1
a b

a b c
c c

+ > ⇔ + >     又 
1 1 1

      1
c c

b c a a b
+ > ⇔ − <  

假設 ( )  ,     0 1
a b

u v u v
c c

= = < < < ，則 1u v+ >  且 
1 1

1
u v

− <  

L4

L3

L1

L2

v

u

B
A

D

1

1

O

C

 

( ) ( ) ( )( )
1 2 3 

4 

 1   ,     0   ,     1   ,

1 1
 1      0      1 1 1      1 1 1

L v L u v L u v

L uv u v u v v u v
u v

= − = + =

− = ⇔ + − = ⇔ + − + = − ⇔ − + = −
 

4 L∴ 為雙曲線 

 0 1

1 1
 1

 1

u v

u v
u v

< < <

 − <


+ >

所圍區域為㎝圖黃色區塊 ABCD ，找出 A 點，即求解
( )( )1 1 1

1

u v

u v

− + = −


+ =
 

2 3 5 3 5
   1     3 1 0               1      

2 2
v u u u u u u

± −
⇒ = − − + = ⇒ = < ∴ =Q唳入得  

3 5 5 1
  ,  

2 2
A
 − −∴   
 

   
3 5

     
2 1

u
u v

u

−∴ > <
−

且   
3 5

       
2

a b a

c c c a

 −> <  − 
即 且  

所嘲 
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
  ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為㎜角形 

又因為 

2 2 2

2 2 2
1

1 1 1 1 1 1

cos
1 1 2

2

b c a b c aA

b c bc

−

     + − + −     
     = =

× ×
 ，所嘲 
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bkc 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
0      

b c a b c a
+ − > ⇔ + >   ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形 

blc 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
0      

b c a b c a
+ − = ⇔ + =   ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形 

bmc 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
0      

b c a b c a
+ − < ⇔ + <   ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形 

 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，假設 a b c< < ，則
1 1 1

a b c
> > 〓 

⇒   
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
  ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為㎜角形 

又因為 
( ) ( )

( )

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

cos
1 1 2 22

a a b a b b a bbcb c a b a b aA
a b a b

b c bc

−

     + − + −      + + − +      += = = ×
+× ×

 

             
( )

( )
( )

( )
4 2 2 4 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2   2  

bc a a b b bc a c b

a b a b a b a b

+ − −
= =

+ +
 ，所嘲 

bkc 2 2 4 2 2 40      a c b a c b− > ⇔ >   ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形 

blc 2 2 4 2 2 40      a c b a c b− = ⇔ =   ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形 

bmc 2 2 4 2 2 40      a c b a c b− < ⇔ <   ⇔   1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形 

特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，假設 a b c= < ，則
1 1 1

a b c
= >   ⇒   

1 1 1

b c a
+ >  

⇒   1 1 1A B C− − −∆ 必為㎜角形 

又因為 

2 2 2

2
1

1 1 1 1
2

cos 0
1 1 2 42

b c a cA

b c ac

−

     + −     
     = = = >

× ×
， 

所嘲 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形，假設 a b c< < ，則
1 1 1

a b c
> > 〓 

證明,2結果同任意銳角㎜角形〓 

特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形，假設 a b c= < ，則
1 1 1

a b c
= >   ⇒   

1 1 1

b c a
+ >  

⇒   1 1 1A B C− − −∆ 必為㎜角形 
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又因為 

2 2 2

2
1

1 1 1 1
1

cos 0
1 1 2 22

ab c a cA
c

b c ac

−

     + −     
      = = = > 
 × ×

， 

所嘲 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

 

四↓指數轉換 ( ), ,=     n n n nT T a b c  

⇒定理㎜⇔ 

假 設 ( ) ,   ,  n n n nT T a b c= 表 示 一 個 ㎜ 邊 長 由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的 ㎜ 邊 長 分 鉙 取 n 次 方 的

n n nA B C∆ ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 n n nA B C∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

    kh 假設 < =a b c ，則 n n nA B C∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

       再者，當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

    lh 假設 = <a b c bkc 若 2 2nc a< ，則 n n nA B C∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

                       再者，當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

                    blc 若 2 2nc a= ，則 n n nA B C∆ 為等腰直角㎜角形〓 

                    bmc 若 2 2 2n na c a< < ，則 n n nA B C∆ 為等腰鈍角㎜角形〓 

                       再者，當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大接近180° 〓 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形， 

    bkc 若 2 2 2n n na b c+ > ，則 n n nA B C∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若 2 2 2n n na b c+ = ，則 n n nA B C∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若 2 2 2n n na b c+ < ，則 n n nA B C∆ 為鈍角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意b等腰c直角㎜角形，則 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意b等腰c鈍角㎜角形，則 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

⇒證明⇔ 
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b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，假設 a b c= = ，則等長㎜邊經過 ( ) ,   ,  n n n nT T a b c= 的轉換後還是

等長，即 n n nA B C∆ 必還是袘㎜角形〓 

 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

kh 假設 < =a b c ，則 n n na b c< =   ⇒   n n na b c+ >   ⇒   n n nA B C∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1

cos 0
2 2 2

n n n nn
n

n n n n

a b c a a
C

a b a c c

+ −  = = = > 
 

， 

所嘲 n n nA B C∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

觀察㎝述式子發現，因為 0 1
a

c
< < ，所嘲 ( ) ( ) 1

cos
2

n
n a

f n C
c

 = =  
 

為嚴格遞減函數，

那麼 nC∠ 為嚴格遞增函數，又因為 ( ) 1
cos

2
nC < ，所嘲 60nC∠ > ° ，即當 n 逐漸變大時，

則最大角 nC∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

 

lh 假設 a b c= < ，則 n n na b c= <  

⇒   n n na b c+ >   ⇔   2 n na c>   ⇔   2nc a<   ⇔   n n nA B C∆ 為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
22 2

2

2 1
cos 1

2 2 2

n n n nn n
n

n n n

a b c a c c
C

a b a a

+ − −  = = = −  
 

 ，所嘲 

bkc 
2

21
1 0      2

2

n

nc
c a

a
 − > ⇔ < 
 

  ⇔   n n nA B C∆ 為等腰銳角㎜角形 

觀察㎝述式子發現，因為 1
c

a
> ，所嘲 ( ) ( )

2
1

cos 1
2

n
n c

f n C
a

 = = −  
 

為嚴格遞減函

數，那麼 nC∠ 為嚴格遞增函數，又因為 ( ) 1
0 cos

2
nC< < ，所嘲 60 90nC° < ∠ < ° ，

即當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

blc 
2

21
1 0      2

2

n

nc
c a

a
 − = ⇔ = 
 

  ⇔   n n nA B C∆ 為等腰直角㎜角形 
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bmc ( )
2

2 21
1 0      2    2 2

2

n

n n nc
c a a c a

a
 − < ⇔ > < < 
 

即   ⇔   n n nA B C∆ 為等腰鈍角㎜角形 

觀察㎝述式子發現，因為 1
c

a
> ，所嘲 ( ) ( )

2
1

cos 1
2

n
n c

f n C
a

 = = −  
 

為嚴格遞減函

數，那麼 nC∠ 為嚴格遞增函數，又因為 ( )1 cos 0nC− < < ，所嘲 90 180nC° < ∠ < ° ，

即當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大接近180° 〓 

 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，假設 a b c< < ，則 n n na b c< <  

⇒   n n na b c+ >   ⇔   n n nA B C∆ 為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2

cos
2 2

n n n n n n
n

n n n n

a b c a b c
C

a b a b

+ − + −= =  ，所嘲 

bkc 2 2 2 2 2 20      n n n n n na b c a b c+ − > ⇔ + >   ⇔   n n nA B C∆ 為銳角㎜角形 

blc 2 2 2 2 2 20      n n n n n na b c a b c+ − = ⇔ + =   ⇔   n n nA B C∆ 為直角㎜角形 

bmc 2 2 2 2 2 20      n n n n n na b c a b c+ − < ⇔ + <   ⇔   n n nA B C∆ 為鈍角㎜角形 

 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，假設 a b c< < ，則 n n na b c< < 〓 

因為 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2
nn n k n kn n n n n n n n n n

k
k

c c a b a b C a b a b a b a b
− −

=
= = + = + + > + + = +∑  

   n n nc a b⇒ > +   ，所嘲 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，假設 a b c= < ，則 n n na b c= <  

⇒   n n na b c+ >   ⇒   2 n na c>   ⇒   2nc a<  

因為 
2 2 2

    2

    2

a b c a c

a b c a c

+ > ⇒ >


+ = ⇒ =
  ⇒   2c a=   ，所嘲 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形，假設 a b c< < ，則 n n na b c< < 〓 

因為 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 22 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2
nn n k n kn n n n n n n n n n

k
k

c c a b a b C a b a b a b a b
− −

=
= > + = + + > + + = +∑  

   n n nc a b⇒ > +   ，所嘲 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 
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特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形，假設 a b c= < ，則 n n na b c= <  

⇒   n n na b c+ >   ⇒   2 n na c>   ⇒   2nc a<  

因為 
2 2 2

    2

    2

a b c a c

a b c a c

+ > ⇒ >


+ < ⇒ <
  ⇒   2 2a c a< <   ，所嘲 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

 

五↓線性轉換 ( ), ,+ = + + +    sT r T sa r sb r sc r  

⇒定理四⇔ 

假設 ( ) ,   ,  sT r T sa r sb r sc r+ = + + + 表示一個㎜邊長由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜邊長分鉙做線性

轉換先乘 s 倍再X r 的 s r s r s rA B C+ + +∆ ( ) ,  0s r > ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

    kh 假設 < =a b c ，則 n n nA B C∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

       再者，bkc 假設 s 為定值，則當 r 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

             blc 假設 r 為定值，則當 s 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

             bmc 當 s ,2 r 同時逐漸變大時， 

                bﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

                bﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
=   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會維持不變〓 

                bﾄﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

    lh 假設 = <a b c ，則 n n nA B C∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

       再者，bkc 假設 s 為定值，則當 r 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

             blc 假設 r 為定值，則當 s 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

             bmc 當 s ,2 r 同時逐漸變大時， 

                bﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

                bﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
=   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會維持不變〓 
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                bﾄﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為銳角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為銳角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形， 

    bkc 若 ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + > − − ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若 ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + = − − ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若 ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + < − − ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為鈍角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形， 

    bkc 若 ( )2 min 2 2 1  ,  2
r

a c a a
s

 < < + − 
 

，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

    blc 若 ( )2 2 2 1 2
r

a c a a
s

< = + − < ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰直角㎜角形〓 

    bmc 若 ( )2 2 1 2
r

a c a
s

+ − < < ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰鈍角㎜角形〓 

⇒證明⇔ 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，假設 a b c= = ，則等長㎜邊經過 ( ) ,   ,  sT r T sa r sb r sc r+ = + + + 的

轉換後還是等長，即 s r s r s rA B C+ + +∆ 必還是袘㎜角形〓 

 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

kh 假設 < =a b c ，則 sa r sb r sc r+ < + = +  , 其中 0 ,  0s r> >  

⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1

cos 0
2 2s r

sa r sb r sc r sa r
C

sa r sb r sc r+

+ + + − + + = = > × + × + + 
， 

所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

 

觀察㎝述式子發現，べ⒥ｻ嘲針P兩個變數   s r,2 分鉙 行㎜角形變動的討論〓 
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bkc 假設 s 為定值，則函數 ( ) ( ) 1
cos

2s r

sa r
f r C

sc r+
+ = =  + 

，嗤 2 1 0r r> > ， 

因為 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 1 1 22 1
2 1

2 1 2 1

1 1

2 2 2

sa r sc r sa r sc rsa r sa r
f r f r

sc r sc r sc r sc r

 + + − + +   + +− = − =    + + + +     
 

                ( )( )
( ) ( )

( )( )
2 11 2 2 1

2 1 2 1

0
2 2

s c a r rsar scr sar scr

sc r sc r sc r sc r

− −+ − −= = >
+ + + +

 

所嘲 ( )f r 為嚴格遞增函數，那麼 s rC+∠ 為嚴格遞減函數，又因為 ( ) 1
0 cos

2s rC+< <  

，所嘲 60 90s rC+° < ∠ < ° ，即當 r 逐漸變大時，則最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

 

blc 假設 r 為定值，則函數 ( ) ( ) 1
cos

2s r

sa r
f s C

sc r+
+ = =  + 

，嗤 2 1 0s s> > ， 

因為 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

1

2 1 1 22 1
2 1

2 2 1

1 1

2 2 2

s a r s c r s a r s c rs a r s a r
f s f s

s c r s c r s c r s c r

   + + − + + + +− = − =      + + + +    
 

                ( )( )
( )( )

( )( )
1 22 1 1 2

2 1 2 1

  
0

2 2

r c a s ss ar s cr s ar s cr

s c r s c r s c r s c r

− −+ − −= = <
+ + + +

 

所嘲 ( )f s 為嚴格遞減函數，那麼 s rC+∠ 為嚴格遞增函數，又因為 ( ) 1
0 cos

2s rC+< <  

，所嘲 60 90s rC+° < ∠ < ° ，即當 s 逐漸變大時，則最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

 

bmc 假設多變數函數 ( ) ( ) 1
, cos

2s r

sa r
f s r C

sc r+
+ = =  + 

，嗤 2 1 0s s> > 且 2 1 0r r> > ， 

因為 ( ) ( ) 2 2 1 1
2 2 1 1

2 2 1 1

1 1
, ,

2 2

s a r s a r
f s r f s r

s c r s c r

   + +− = −   + +   
 

                     
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 1 1 1 1 2 2

2 2 1 12

s a r s c r s a r s c r

s c r s c r

 + + − + +
=  + + 

 

                     ( )( )
2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 1 1

  

2

s ar s cr s ar s cr

s c r s c r

+ − −=
+ +

 

 
( )( )
( ) ( )

1 2 2 1

2 2 1 12

c a s r s r

s c r s c r

− −
=

+ +
 ， 

所嘲 
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bﾄc 2 1
1 2 2 1

2 1

0         
r r

s r s r
s s

− > ⇔ > ⇔  ( ),f s r 為嚴格遞增函數， 

即最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

bﾄﾄc 2 1
1 2 2 1

2 1

0         
r r

s r s r
s s

− = ⇔ = ⇔  ( ),f s r 不變，即最大角 s rC+∠ 會維持不變〓 

bﾄﾄﾄc 2 1
1 2 2 1

2 1

0         
r r

s r s r
s s

− < ⇔ < ⇔  ( ),f s r 為嚴格遞減函數， 

即最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

 

lh 假設 a b c= < ，則 sa r sb r sc r+ = + < +  , 其中 0 ,  0s r> >  

⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   ( )2 sa r sc r+ > +  

因為 
2 2 2

    2

    2

+ > ⇒ >


+ > ⇒ >

a b c a c

a b c a c
  ⇒   2<c a  ，所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形〓 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2

2

2
cos

2 2
s r

sa r sb r sc r sa r sc r
C

sa r sb r sa r
+

+ + + − + + − +
= =

× + × + +
， 

( )
222 21 1 2 1

1 1 1 1 1 0
2 2 2

sa rsc r s a r

sa r sa r sa r

   ++ + = − > − > − = − =     + + +      
 

所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

 

觀察㎝述式子發現，べ⒥ｻ嘲針P兩個變數   s r,2 分鉙 行㎜角形變動的討論〓 

bkc 假設 s 為定值，則函數 ( ) ( )
2

1
cos 1

2s r

sc r
f r C

sa r+
+ = = −  + 

，嗤 2 1 0r r> > ， 

因為 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 22 1 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1

sc r sa r sc r sa rsc r sc r scr sar scr sar

sa r sa r sa r sa r sa r sa r

+ + − + ++ + + − −− = =
+ + + + + +

 

                  
( ) ( )

( )( )
1 2

2 1

0
2

s c a r r

sa r sa r

− −
= <

+ +
 

所嘲
sc r

sa r

+
+

為嚴格遞減函數，則 ( )f r 為嚴格遞增函數，那麼 s rC+∠ 為嚴格遞減函

數，又因為 ( ) 1
0 cos

2s rC+< < ，所嘲 60 90s rC+° < ∠ < ° ，即當 r 逐漸變大時，則最

大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 



 - 16 -

blc 假設 r 為定值，則函數 ( ) ( )
2

1
cos 1

2s r

sc r
f s C

sa r+
+ = = −  + 

，嗤 2 1 0s s> > ， 

因為 
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
2 1 1 22 1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 1

s c r s a r s c r s a rs c r s c r s cr s ar s cr s ar

s a r s a r s a r s a r sa r sa r

+ + − + ++ + + − −− = =
+ + + + + +

 

                  
( )( )

( )( )
2 1

2 1

0
2

r c a s s

sa r sa r

− −
= >

+ +
 

所嘲
sc r

sa r

+
+

為嚴格遞增函數，則 ( )f r 為嚴格遞減函數，那麼 s rC+∠ 為嚴格遞增函

數，又因為 ( ) 1
0 cos

2s rC+< < ，所嘲 60 90s rC+° < ∠ < ° ，即當 s 逐漸變大時，則最

大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

 

bmc 假設多變數函數 ( ) ( )
2

1
, cos 1

2s r

sc r
f s r C

sa r+
+ = = −  + 

，嗤 2 1 0s s> > 且 2 1 0r r> > ， 

因為 
( )( ) ( )( )

( )( )
2 2 1 1 1 1 2 22 2 1 1

2 2 1 1 2 2 1 1

s c r s a r s c r s a rs c r s c r

s a r s a r s a r s a r

+ + − + ++ +− =
+ + + +

 

( )( )
( ) ( )
( )( )

2 1 1 22 1 1 2 1 2 2 1

2 2 1 1 2 2 1 1

c a s r s rs cr s ar s cr s ar

s a r s a r s a r s a r

− −+ − −= =
+ + + +

 

bﾄc 2 1
2 1 1 2

2 1

0         
r r

s r s r
s s

− > ⇔ < ⇔  ( ),f s r 為嚴格遞減函數， 

即最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

bﾄﾄc 2 1
2 1 1 2

2 1

0         
r r

s r s r
s s

− = ⇔ = ⇔  ( ),f s r 不變，即最大角 s rC+∠ 會維持不變〓 

bﾄﾄﾄc 2 1
2 1 1 2

2 1

0         
r r

s r s r
s s

− < ⇔ > ⇔  ( ),f s r 為嚴格遞增函數， 

即最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，假設 a b c< < ，則 sa r sb r sc r+ < + < +  , 其中 0 ,  0s r> > 〓 

⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形 
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又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

2 2 2 2 2 2 2 22
cos 0

2 2s r

s a b c sr a b c rsa r sb r sc r
C

sa r sb r sa r sb r+

+ − + + − ++ + + − +
= = >

× + × + + +
， 

所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 為銳角㎜角形〓 

 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，假設 a b c< < ，則 sa r sb r sc r+ < + < +  , 其中 0 ,  0s r> > 〓 

⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2  
cos 0

2 2s r

sa r sb r sc r sr a b c r
C

sa r sb r sa r sb r+

+ + + − + + − +
= = >

× + × + + +
 

所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 為銳角㎜角形〓 

特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，假設 a b c= < ，則 sa r sb r sc r+ = + < +  , 其中

0 ,  0s r> >   ⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   ( )2 sa r sc r+ > +  

因為 
2 2 2

    2

    2

a b c a c

a b c a c

+ > ⇒ >


+ = ⇒ =
  ⇒   2c a=   ，所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形〓 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2

2

2
cos

2 2
s r

sa r sb r sc r sa r sc r
C

sa r sb r sa r
+

+ + + − + + − +
= =

× + × + +
 

( )
22

21 2 1
1 1 1 1 0

2 2

sa rs a r

sa r sa r

   ++= − > − = − =   + +    
 

所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形，假設 a b c< < ，則 sa r sb r sc r+ < + < +  , 其中 0 ,  0s r> > 〓 

⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

2 2 2 2 2 2 2 22
cos

2 2s r

s a b c sr a b c rsa r sb r sc r
C

sa r sb r sa r sb r+

+ − + + − ++ + + − +
= =

× + × + + +
， 

且 a b c+ > ，且 2 2 2a b c+ <  ， 

所嘲 

 



 - 18 -

bkc ( ) ( )2 2 2 2 22 0s a b c sr a b c r+ − + + − + >   ⇔   ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + > − −  

                                      ⇔   s r s r s rA B C+ + +∆ 為銳角㎜角形 

blc ( ) ( )2 2 2 2 22 0s a b c sr a b c r+ − + + − + =   ⇔   ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + = − −  

                                      ⇔   s r s r s rA B C+ + +∆ 為直角㎜角形 

bmc ( ) ( )2 2 2 2 22 0s a b c sr a b c r+ − + + − + <   ⇔   ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + < − −  

                                      ⇔   s r s r s rA B C+ + +∆ 為鈍角㎜角形 

特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形，假設 a b c= < ，則 sa r sb r sc r+ = + < +  , 其中

0 ,  0s r> >   ⇒   ( ) ( ) ( )sa r sb r sc r+ + + > +   ⇒   ( )2 sa r sc r+ > +  

因為 
2 2 2

    2

    2

a b c a c

a b c a c

+ > ⇒ >


+ < ⇒ <
  ⇒   2 2a c a< <   ，所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為㎜角形〓 

又因為 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2

2

2 1
cos 1

2 22
s r

sa r sb r sc r sa r sc r sc r
C

sa r sb r sa rsa r
+

+ + + − + + − + + = = = −  × + × + + +
， 

所嘲 

bkc 
2

1
1 0

2

sc r

sa r

+ − > + 
  ⇔   ( )2 min 2 2 1  ,  2

r
a c a a

s
 < < + − 
 

 

                     ⇔   s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰銳角㎜角形 

blc 
2

1
1 0

2

sc r

sa r

+ − = + 
  ⇔   ( )2 2 2 1 2

r
a c a a

s
< = + − <  

                     ⇔   s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰直角㎜角形 

bmc 
2

1
1 0

2

sc r

sa r

+ − < + 
  ⇔   ( )2 2 1 2

r
a c a

s
+ − < <  

                     ⇔   s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰鈍角㎜角形 
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伍↓討論 

次的數學研究，べ⒥花了很多心力自べ突破，從一開始的亂無章法，在,2老師逐 討論後，

慢慢有了架構，先從㎜角形去做分類，分へ銳角㎜角形↓直角㎜角形↓鈍角㎜角形，嘲及等

腰,2ヅ，再制定㎜邊長指數轉換 1 ,   ,  nT T T− ,2線性轉換 sT r+ 的模式，先開始鉎斷沿

的㎜角形是ヅ存在？是必然存在還是要在某些條件㎞才會存在？那是何種㎜角形？且若變數

n 或 s 或 r 遞增，則沿㎜角形的變Ì趨勢又為何？べ⒥逐袽地一一突破，克服 題〓在 過市

展的淬鍊後，,2會教授給予べ⒥些許的建議指Q，要べ⒥針P邊長轉換函數去做分類，並把

有相同結果的 行整合，べ⒥便開始大幅度修改作品說明書，期待ｻ嘲呈現出更清楚的架構

嘲便 行比較〓當中有部分推論內容很繁複尚待突破，期待複審前能有所 展〓べ⒥之後還

想研究四邊形的邊長轉換後，看看會變へ什麼樣子，或許ｻ嘲將四邊形P角線劃開へ兩個㎜

角形的想法㎞手，再去組合べ⒥的研究結果〓 
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陸↓結論 

一↓指數轉換 ( ), ,=     T T a b c  

假設 ( ) ,   ,  T T a b c= 表示一個㎜邊長由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜邊長分鉙取チ方根的

A B C∆ ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 A B C∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形，則不論 < =a b c 或 = <a b c ， A B C∆ 必為等腰銳角 

    ㎜角形〓 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，則 A B C∆ 必為銳角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意b等腰c直角㎜角形，則 A B C∆ 必為b等腰c銳角㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意b等腰c鈍角㎜角形，則 A B C∆ 必為b等腰c銳角㎜角形〓 

 

琢↓指數轉換 1 1 1 1
, ,−  =  

 
    T T

a b c
 

假 設 1 1 1 1
 ,   ,  T T

a b c
−  =  

 
表 示 一 個 ㎜ 邊 長 由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的 ㎜ 邊 長 分 鉙 取 ⒦ 數 的

1 1 1A B C− − −∆ ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

    kh 假設 < =a b c bkc 若 2c a< ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

                    blc 若 2c a= ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰直角㎜角形〓 

                    bmc 若 2 2a c a< < ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為等腰鈍角㎜角形〓 

    lh 假設 = <a b c ，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 
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b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，且
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
， 

    bkc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ > ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ = ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ < ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，且
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
， 

    bkc 若 2 2 4a c b> ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若 2 2 4a c b= ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若 2 2 4a c b< ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形，且
3 5

min  , c
2

ca
c a b

c a

−  < < <  − 
， 

    bkc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ > ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ = ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若
2 2 2

1 1 1

b c a
+ < ，則 1 1 1A B C− − −∆ 為鈍角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形，則 1 1 1A B C− − −∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

 

㎜↓指數轉換 ( ), ,=     n n n nT T a b c  

假 設 ( ) ,   ,  n n n nT T a b c= 表 示 一 個 ㎜ 邊 長 由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的 ㎜ 邊 長 分 鉙 取 n 次 方 的

n n nA B C∆ ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 n n nA B C∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

    kh 假設 < =a b c ，則 n n nA B C∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

       再者，當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

    lh 假設 = <a b c bkc 若 2 2nc a< ，則 n n nA B C∆ 為等腰銳角㎜角形〓 
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                       再者，當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

                    blc 若 2 2nc a= ，則 n n nA B C∆ 為等腰直角㎜角形〓 

                    bmc 若 2 2 2n na c a< < ，則 n n nA B C∆ 為等腰鈍角㎜角形〓 

                       再者，當 n 逐漸變大時，則最大角 nC∠ 會逐漸變大接近180° 〓 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形， 

    bkc 若 2 2 2n n na b c+ > ，則 n n nA B C∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若 2 2 2n n na b c+ = ，則 n n nA B C∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若 2 2 2n n na b c+ < ，則 n n nA B C∆ 為鈍角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意b等腰c直角㎜角形，則 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意b等腰c鈍角㎜角形，則 n n nA B C∆ 必不為㎜角形〓 

 

四↓線性轉換 ( ), ,+ = + + +    sT r T sa r sb r sc r  

假設 ( ) ,   ,  sT r T sa r sb r sc r+ = + + + 表示一個㎜邊長由 ( ) ,   ,  T T a b c= 的㎜邊長分鉙做線性

轉換先乘 s 倍再X r 的 s r s r s rA B C+ + +∆ ( ) ,  0s r > ， 

b一c 若 ∆ABC 為袘㎜角形，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為袘㎜角形〓 

b琢c 若 ∆ABC 為等腰銳角㎜角形， 

    kh 假設 < =a b c ，則 n n nA B C∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

       再者，bkc 假設 s 為定值，則當 r 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

             blc 假設 r 為定值，則當 s 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

             bmc 當 s ,2 r 同時逐漸變大時， 

                bﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

                bﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
=   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會維持不變〓 

                bﾄﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

    lh 假設 = <a b c ，則 n n nA B C∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 
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       再者，bkc 假設 s 為定值，則當 r 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

             blc 假設 r 為定值，則當 s 逐漸變大時，最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

             bmc 當 s ,2 r 同時逐漸變大時， 

                bﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變大遠 60°〓 

                bﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
=   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會維持不變〓 

                bﾄﾄﾄc 2 1

2 1

r r

s s
>   ⇔   即最大角 s rC+∠ 會逐漸變R接近 60°〓 

b㎜c 若 ∆ABC 為任意銳角㎜角形，所嘲 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為銳角㎜角形〓 

b四c 若 ∆ABC 為任意直角㎜角形，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為銳角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰直角㎜角形，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 必為等腰銳角㎜角形〓 

b五c 若 ∆ABC 為任意鈍角㎜角形， 

    bkc 若 ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + > − − ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為銳角㎜角形〓 

    blc 若 ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + = − − ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為直角㎜角形〓 

    bmc 若 ( ) ( )2 2 2 2 22sr a b c r s c a b+ − + < − − ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為鈍角㎜角形〓 

    特鉙地，當 ∆ABC 為等腰鈍角㎜角形， 

    bkc 若 ( )2 min 2 2 1  ,  2
r

a c a a
s

 < < + − 
 

，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰銳角㎜角形〓 

    blc 若 ( )2 2 2 1 2
r

a c a a
s

< = + − < ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰直角㎜角形〓 

    bmc 若 ( )2 2 1 2
r

a c a
s

+ − < < ，則 s r s r s rA B C+ + +∆ 為等腰鈍角㎜角形〓 
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畢氏定理的故濯〓 數學的發現趣談〓 ｼÍ市 ㎜民書局〓 

lh 許志農 b民 99c〓 第琢章 lgn 琢項式定理〓 高中數學第琢冊〓 沿Í市 龍騰文Ì〓 

mh 許志農 b民 kjjc〓 第一章 ㎜角〓 高中數學第㎜冊〓 沿Í市 龍騰文Ì〓 

nh 許志農 b民 kjjc〓 第四章 mgm 雙曲線〓 高中數學第四冊〓 沿Í市 龍騰文Ì〓 

oh 美國 Aｭｨｧ 命題委員會 b民 9p c〓 Aｭｨｧljjk ツ思考賽試題〓 Aｭｨｧ 美國高中數學競賽

歷屆試題暨 解〓 沿Í市 建,3文Ì〓 

 



そ評語た030405  

作者自一個無心插曲中發想此問題，探討三角形邊長經過轉換

後是否仍為三角形，動機值得肯定。此問題很有趣，只是討論的部

分有點複雜。作者們可以試著將一些重複的論述合成一些小的引理，

這樣作品應該會更為簡潔。作著們可能沒注意到數字在經過指數運

算後的變化會具有何種特性，讓整個論述失去了一些直觀性，有點

可惜。如果能利用一些代數運算和一些簡單的不等式，整個討論會

更為精簡，結果看起來也會更好。(第 3頁中關於就足夠了。事實

上，給定一三角形，如果我們將三邊長開根號，以得出的三個數字

為三角形的三邊必能構成一個三角形，這點可以獨立。論述稍嫌複

雜了。) 
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