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作品⎵稱： n×n方格中的㬋方形 

 

摘要(300字以ℏ) 

在 n×n的平面方格ℏ討論邊長ˣ形狀不⎴的㬋方形個數炻研究過程中將觀察到的規律歸

納ㆸ一般式ˤ 

 

壹ˣ研究動機 

在一次課堂活動中炻ㆹ們藉由忲戲來增加ㆹ們學習的樂趣炻在規定的方格中盡可能圍出

最多的㬋方形炻㬋方形不但可依水平線及鉛直線圍炻也可以斜著圍炻到底最多能圍幾個

呢？是否有規律炻能快速計算出所有可能的情形呢？隨著研究ˣ討論炻ㆹ們忳用所學數

學知識炻開始了這次數學之旅ˤ 

 

貳ˣ研究目的 

一ˣ尋找 n×n平面方格所能圍ㆸ的不⎴形狀ˣ邊長的㬋方形個數ˤ 

二ˣ尋找可能的㬋方形邊長及面積ˤ 

ᶱˣ推導出㬋方形數量的一般式ˤ 

 

參ˣ研究設備及器材 

䳁ˣ筆ˣ電腦ˣMicrosoft Wordx GeoGebrax 釘板ˣ橡皮筋 
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肆ˣ研究過程或方法 

定義 1：n×n方格 

n×n方格是指邊長單位為 n的㬋方形圖形炻其每個邊ᶲ有炷n為1炸個點ˤ 

例如：1×1方格是指邊長單位為 1的㬋方形圖形炻每個邊ᶲ有 2個點炻如ᶳ圖(1) 

2×2方格是指邊長單位為 2的㬋方形圖形炻每個邊ᶲ有 3個點炻如ᶳ圖(2) 

      

圖(1)             圖(2) 

 

定義 2：斜㬋方形 

n×n方格中炻ㆹ們除了可以圍出四邊均為水平線或鉛直線的㬋方體外炻亦可圍出四

邊不為水平或鉛直線的㬋方形炻這些有傾斜角度的㬋方形炻ㆹ們姑且稱之為斜㬋

方形炻即使與㬋方形的邊長相⎴炻ㆹ們仍視為不⎴款的㬋方形加以計數ˤ 

例如：圖(3)為邊長為 5的㬋方形炻圖(4)由勾股定理亦可計算出斜邊為 5炻ㆹ們稱

圖(4)為邊長為 5的斜㬋方形炻視為不⎴的㬋方形來計數ˤ 

      

     

圖(3)                          圖(4) 
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定義 3：最小方格數 

ㆹ們稱要圍出這個㬋方形所需的方格邊長最小值為最小方格數炻例如ᶲ圖(3)中的

㬋方形在 5×5以ᶲ的方格中可圍出炻而ᶲ圖(4)中的㬋方形至少需在 7×7的方格中

才能圍出來ˤ 

 

一ˣ找出二維平面的 n×n方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

ㆹ們最初的問題是在 5×5的方格中炻最多能找出幾種邊長不⎴的㬋方形炻ㆹ們試著透

過仔細觀察炻慢慢去找炻從最小邊數的方格開始炻設法找出其中的規律和公式ˤ 

(一)探討 1×1方格至 10×10方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

1. 探討 1×1方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

只有一種炻邊長為 1 

 

2. 探討 2×2方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

為方便起見炻以ᶳ僅列出增加的㬋方形個數ˤ 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 2 2×2＝４ 2×2 

 
以 1x 1為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 211 22   
211 22   2×2 

 

  
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3. 探討 3×3方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

其中ˣ的邊長都是 521 22  炻所以算是⎴一種ˤ 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 3 3×3＝9 3×3 

 
以 1x 2為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 521 22   
521 22   3×3 

 

4. 探討 4×4方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 4 4×4＝16 4×4 

 
以 1x 3為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 1031 22   
1031 22   4×4 

 
以 2x 2為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 822 22   
822 22   4×4 

 

   

   
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5. 探討 5×5方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 5 5×5＝25 5×5 

 
以 1x 4為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 1741 22   
1741 22   5×5 

 
以 2x 3為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 1332 22   
1332 22   5×5 

 

6. 探討 6×6方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 6 6×6＝36 6×6 

 
以 1x 5為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 2651 22   
2651 22   6×6 

 
以 2x 4為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 2042 22   
2042 22   6×6 

 
以 3x 3為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 1833 22   
1833 22   6×6 

   

    
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7. 探討 7×7方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 7 7×7＝49 7×7 

 
以 1x 6為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 3761 22   
3761 22   7×7 

 
以 2x 5為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 2952 22   
2952 22   7×7 

 
以 3x 4為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 543 22   
2543 22   7×7 

 

8. 探討 8×8方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

    

    

 
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編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 8 8×8＝64 8×8 

 
以 1x 7為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 5071 22   
5071 22   8×8 

 
以 2x 6為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 4062 22   
4062 22   8×8 

 
以 3x 5為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 3453 22   
3453 22   8×8 

 
以 4x 4為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 3244 22   
3244 22   8×8 

 

9. 探討 9×9方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 9 9×9＝81 9×9 

 
以 1x 8為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 6581 22   
6581 22   9×9 

 
以 2x 7為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 5372 22   
5372 22   9×9 

 
以 3x 6為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 4563 22   
4563 22   9×9 

 
以 4x 5為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 4154 22   
4154 22   9×9 

 

     
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10. 探討 10×10方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

   

編號 㬋方形邊長 㬋方形面積 最小方格數需求 

 10 10×10＝100 10×10 

 
以 1x 9為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 8291 22   
8291 22   10×10 

 
以 2x 8為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 6882 22   
6882 22   10×10 

 
以 3x 7為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 5873 22   
5873 22   10×10 

 
以 4x 6為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 5264 22   
5264 22   10×10 

 
以 5x 5為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻

即 5055 22   
5055 22   10×10 

 

     

 
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(二)推測 n×n方格中邊長不⎴的㬋方形個數 

將以ᶲ的數據資料整理如ᶳ： 

 1×1 2×2 3×3 4×4 5×5 6×6 7×7 8×8 9×9 10×10 

增加的 
㬋方形數 

1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 

㬋方形 
總數 

1 3 5 8 11 15 19 24 29 35 

1.當 n為奇數時炻n×n方格中可圍ㆸ的㬋方形數較 (n炼1)×(n炼1) 方格增加 )
2

1
(

n
個

㬋方形炻與前枭相⎴炻所以㬋方形總數為 

  1+2+2+3+3+4+4+5+5+6+6+……+
2

1n
+

2

1n
 

＝炷1+2+3+4+5+6+……+
2

1n
炸為炷2+3+4+5+6+……+

2

1n
炸 

＝2×炷1+2+3+4+5+6+……+
2

1n
炸炼1 ℑ個等差䳂數 

＝ 1
2

)1
2

1
(

2

1

2 


nn

 等差䳂數和的公式 

＝ 1
2

3

2

1  nn
 

例如 1：n＝5時炻5×5的方格中共可圍出 111
2

35

2

15 
個邊長相異的㬋方形炻

如ᶳ圖所示 
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2.當 n為偶數時炻n×n方格中可圍ㆸ的㬋方形數較 (n炼1)×(n炼1) 方格增加 )1
2

( n
個

㬋方形炻較前枭多 1炻所以㬋方形總數為 

  1+2+2+3+3+4+4+5+5+6+6+……..+
22

nn  + )1
2

( n
 

＝炷1+2+3+4+5+6+……+
2

n
炸為炷2+3+4+5+6+……+

2

n
炸為炷 1

2
n
炸 

＝2×炷1+2+3+4+5+6+……+
2

n
炸為

2

n
 ℑ個等差數數 

＝
22

)1
2

(
22

n
nn

  等差䳂數和的公式 

＝
2

)1
2

(
2

nnn   

＝ )2
2

(
2

nn
 

例如 2：n＝10時炻10×10的方格中共可圍出 35)2
2

10
(

2

10  個邊長相異的㬋方形炻

如ᶳ圖所示 
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二ˣ尋找可能的㬋方形邊長及面積ˤ 

另外ㆹ們也發現炻能夠在方格中圍出來的㬋方形炻其邊長必定是㬋整數或ℑ股為整數

的直角ᶱ角形斜邊炻如ᶳ圖是邊長為 2的㬋方形 

 

邊長為以 1x 2為ℑ股的直角ᶱ角形斜邊炻㬌斜㬋方形的面積為㬌ᶱ角形的ℑ股平方和炻

最小方格數需求為 1+2=3炻即 3×3方格ˤ 

 

因㬌以 10×10方格中所能拼出的所有斜㬋方形炻資料如ᶳ： 

ℑ股長 
以ℑ股長為邊長

的㬋方形面積 
斜邊炷㬋方形邊長炸 

㬋方形 
面積 

最小方格數

需求 

1ˣ1 1ˣ1 2  2 2 

2ˣ1 4ˣ1 5  5 3 

2ˣ2 4ˣ4 8  8 4 

3ˣ1 9ˣ1 10  10 4 

3ˣ2 9ˣ4 13 13 5 

4ˣ1 16x 1 17  17 5 

3ˣ3 9ˣ9 18 18 6 

4ˣ2 16x 4 20  20 6 

5ˣ1 25x 1 26  26 6 

4ˣ3 16x 9 25  25 7 

5ˣ2 25x 4 29  29 7 

6ˣ1 36x 1 37  37 7 

4ˣ4 16x 16 32 32 8 

5ˣ3 25x 9 35 35 8 

6ˣ2 36x 4 40  40 8 

7ˣ1 49x 1 50 50 8 
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ℑ股長 
以ℑ股長為邊長

的㬋方形面積 
斜邊炷㬋方形邊長炸 

㬋方形 
面積 

最小方格數

需求 

5ˣ4 25x 16 41 41 9 

6ˣ3 36x 9 45  45 9 

7ˣ2 49x 4 53 53 9 

8ˣ1 64x 1 65 65 9 

5ˣ5 25x 25 50 50 10 

6ˣ4 36x 16 52 52 10 

7ˣ3 49x 9 58 58 10 

8ˣ2 64x 4 68 68 10 

9ˣ1 81x 1 82  82 10 

 

並不是所有整數面積的㬋方形都能在方格中圍出來炻例如面積是 3炻邊長是 3的㬋方

形就圍不出來炻能夠在方格中圍出來的㬋方形面積炻除本身就是一個完ℐ平方數外炻

如：1ˣ4ˣ9ˣ16x 25x …等數炻若能拆ㆸℑ個完ℐ平方數的和炻則亦可在方格中圍出

來炻如：面積為 41的㬋方形炻因 41=16為25炻而 16和 25都是完ℐ平方數炻所以能在

方格中圍出面積為 41的㬋方形炻又 416  炻 525  炻4為5＝9炻所以需要 9×9的方

格炻才能圍出面積為 41的㬋方形ˤ 

 

伍ˣ研究結果 

一ˣ在 n×n的方格中炻能夠圍出許多大小不⎴的㬋方形炻有些邊長為整數炻有些邊長為無

理數ˤ 

二ˣ在 n×n的方格中炻能夠圍出許多大小不⎴的㬋方形炻其數量有其規律性： 

(一)當 n為奇數時炻能夠圍出 1
2

3

2

1  nn
 個㬋方形ˤ 

(二)當 n為偶數時炻能夠圍出 )2
2

(
2

nn
個㬋方形 

ᶱˣ不是所有整數面積的㬋方形都能在方格中圍出來炻必需符合ᶳ列其中之一炻才能在方

格中圍出相應面積的㬋方形ˤ 

(一)面積為完ℐ平方數炻則邊長為㬋整數ˤ 

(二)面積能分ㆸℑ個完ℐ平方數的和ˤ 

四ˣ圍ㆸ一個斜㬋方形炻往往需要比它邊長更大的方格炻若 aˣb為㬋整數炻要圍出一個面

積為 22 ba  的㬋方形炻則最少需要炷a+b炸×炷a+b炸的方格炻才能完ㆸˤ 
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陸ˣ討論 

一ˣ看似平凡的方格炻也能有神奇的效果炻圍出許多邊長為無理數的㬋方形炻研究過程中炻

ㆹ們循序漸進炻枮利發現其中的規律炻也得到數量的一般式炻讓ㆹ們感到開心ˤ過程

中炻ㆹ們計算不⎴大小的㬋方形面積炻然而ㆹ們也發現斜㬋方形的面積有可能剛好是

完ℐ平方數炻如 222 543  炻這樣就會發生面積相⎴的情形炻為使規律明確炻ㆹ們將

之視為不⎴的㬋方形來計數炻若視為相⎴的㬋方形炻那麼規律將有所改變炻這將是ㆹ

們需再努力的地方ˤ 

二ˣn×n的方格中不僅可以圍出㬋方形炻也可圍出其他常見的幾何點形炻如ᶱ角形ˣ長方

形ˣ平行四邊形ˣ梯形等炻這或許可以是ㆹ們未來研究討論的方向ˤ 

 

柒ˣ結論 

研究結果讓ㆹ們在 n×n的方格中圍出不⎴㬋方形有了明確的依據與方法炻也解決了心中

的一些疑惑炻雖然又產生了一些其他的疑惑炻但這也是促使ㆹ們繼續追求新知的動力ˤ 

 

捌ˣ參考資料及其他 

翰林版國中數學第ᶱ冊ˣ第四冊 

 



Ȝ評語ȝ030403  

探討正方形內，依特殊規定分類出的正方形的種類數。對此問

題給出了解答。問題稍嫌簡單，定義也讓人有點糊塗。在作者們的

定義中，兩正方形即使邊長相同，只要擺放的傾斜角度不同就被視

為不同Ȑ例如：在邊長 8的子正方形中，邊長為 50的斜正方形，

和邊長 10的正方形中，邊長為 50的斜正方形，被視為不同的正方

形ȑ，這樣的定義有點怪，也大大降低了問題的難度。去除掉這個

限制後的問題雖然難度提高了許多，但也更有挑戰性和研究價值，

如果能朝這樣的方向努力會更好。 

 

030403-評語 
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