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摘  要 
 

本研究探討在 n×n 的方格表中，8 種五連方格之 		值，其中 	 表示要使第 i 種

五連方格無法置入時，最少要挖去 1×1 方格的個數。研究結果發現： 
一、除了 5 	與 8 	之值外，其餘	  均可得到公式。（公式詳見表 6-1） 

二、雖然 5 	與 8 	之值無法得到公式，但可得到上下界。（上下界詳見表 6-1） 

 

壹、 研究動機 
 

有一天，老師在資優班五年級數學課堂上拿了一份數學比賽題目，當中有一題五連方格

的題目，題目為在 8×8 方格表中最少要挖去幾個小方格，才無法從剩餘的方格表中，裁剪出

一片完整的 T 型五連方格的圖形？引起大家的討論，激發了我們的興趣，因此我們著手設計

了下列在 3×3 方格表中的八個五連方格圖形，希望能夠尋找當中的秘密，探討出最終的一般

解，以下便是我們的研究。 

  

 

貳、 名詞釋義 
 

一丶本研究所指的五連方格八種圖形，由左而右依序為 T 形丶樓梯形丶鉗子形丶刀子形丶 S

形丶凹形丶 L 形丶十字形。(如圖 2-1) 

 

                  

 1    2    3    4     

                  

                  

  T 形  樓梯形 鉗子形 刀子形  

                  

 5    6    7    8     

                  

                  

  S 形  凹形 L 形 十字形  

                  

圖 2-1 

 
二、 表示 n×n 方格表中，要使第 i 種五連方格無法置入時，最少要挖去 1×1 方格的個 

數。 

三、[甲]表示小於等於甲的最大自然數。 
四、min{甲,乙}表示甲和乙的最小值。 
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參、 研究目的 
 

一、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓 T 形的

完整五連方格圖形無法置入，亦即 1 之值。 

二、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓樓梯形

的完整五連方格圖形無法置入，亦即 2 之值。 

三、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓鉗子形

的完整五連方格圖形無法置入，亦即 3 之值。 

四、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓刀子形

的完整五連方格圖形無法置入，亦即 4 之值。 

五、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓 S 形的

完整五連方格圖形無法置入，亦即 5 之值。 

六、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓凹形的

完整五連方格圖形無法置入，亦即 6 之值。 

七、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓 L 形的

完整五連方格圖形無法置入，亦即 7 之值。 

八、探討 3×3、4×4、5×5…n×n 的方格表中，最少要挖去幾個 1×1 個小方格，才能讓十字形

的完整五連方格圖形無法置入，亦即 8 之值。 

 

 

 

肆丶研究設備及器材 
 

方格紙丶筆丶尺丶平板電腦丶繪圖軟體 

 

 

伍丶研究過程及方式 
 

一、 在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-1-1 的完整 T 形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
            圖 5-1-1 

(一)觀察：首先在 3×3 表中找出無法連成上述圖形的解法，並從 3×3 中推衍 4×4 方格表中挖

去最少空格數的解法。並從繪出的方格表中試著看看二者的圖形是否為最少的解法。其

中還要注意如何挖去才能較有規律而且圖形較能顯現出對稱性，再依據發現的特點依序

做出 5×5… 8×8 的解法，最後得到如圖 5-1-2 的解法。 
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(二)尋找關係：從上述的圖形中，原本我們隨意剪下任意的方格，都無法探索出其中的關連

性，直到做到 7×7 的方格表中發現如果我們把方格表中的對角缐先找出來，並從對角線

的方格挖空，並一直挖到對角線的最後方格；挖空空格中間的圖形讓它形成一個雙樓梯

形狀的圖形〈如圖 5-1-2 所示〉再往雙樓梯圖形旁的斜角線整行挖空，並且讓挖去的空

格數能夠在對角線的兩側呈現的數目相同。或許較容易找出破解的方式。經過不斷測試

從中發現此種作法的圖形較規律而且似乎較容易找出最少解的挖法，但我們也發現圖形

中的對角線的第一個及最後一個其實可以不用挖去，如圖 5-1-2。 

(三)猜測：當圖形一一解出並經過不斷地測試先假設每一個圖形皆是最少的解法，發現當圖

形被解出時其中的數字好像有些許的關連性，因此我們把每一個圖形所解出來的解法先

當成最少解並表列如下：(見表 5-1-1) 

 

表 5-1-1 

方格表格子數 挖去的個數 方格表格子數 挖去的個數 方格表格子數 挖去的個數 

3×3 1 4×4 2 5×5 5 

6×6 8 7×7 11 8×8 14 

 

我們發現挖去的小方格數字呈現一種規律性的數列增加。 

(四)檢驗：根據上述的規律性，我們做出一個推論，預測下一個方格表 9×9 挖去空格數字應

該為 19。結果發現沒有錯，正好它呈現的圖形如圖 5-1-2，挖去的空格數也正好是 19。

因此我決定擴大檢驗我們的推論沒有錯誤，所以往下作出至 20×20 得到了如圖 5-1-2、

表 5-1-2 的結果。 

   

 ●  

   

3X3 (1) 

    

 ●   

  ●  

    

4X4 (2) 

    ●

 ●    

  ●   

   ●  

●     

5X5 (5) 

    ●  

 ●    ●

  ●    

   ●   

●    ●  

 ●     

6X6 (8) 

    ●   

 ●    ●  

  ●    ● 

   ●    

●    ●   

 ●    ●  

  ●     

7X7 (11) 

    ●    

 ●    ●   

  ●    ●  

   ●    ● 

●    ●    

 ●    ●   

  ●    ●  

   ●     

8X8 (14) 
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    ●    ● 

 ●    ●    

  ●    ●   

   ●    ●  

●    ●    ● 

 ●    ●    

  ●    ●   

   ●    ●  

●    ●     

9X9 (19) 

    ●    ●  

 ●    ●    ● 

  ●    ●    

   ●    ●   

●    ●    ●  

 ●    ●    ● 

  ●    ●    

   ●    ●   

●    ●    ●  

 ●    ●     

10X10 (24) 

圖 5-1-2 

註：11×11~20×20 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 

表 5-1-2 

方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 

3×3 1  4×4 2 1 

5×5 5 3 6×6 8 3 

7×7 11 3 8×8 14 3 

9×9 19 5 10×10 24 5 

11×11 29 5 12×12 34 5 

13×13 41 7 14×14 48 7 

15×15 55 7 16×16 62 7 

17×17 71 9 18×18 80 9 

19×19 89 9 20×20 98 9 

 (五)證明： 

1.根據(一)~(四)，可觀察出	 1 的規律性。我們發現當 n 被 4 除餘 0 或 1、或 2、或 3， 

在求 1 + 1 時，可以透過圖 5-1-2 的方式求得。 

當 n 是 4 的倍數，考慮(n+1)×(n+1)的方格如圖 5-1-3 所示。 

圖 5-1-3 
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2.圖 5-1-3 中，紅色標示的 1×(n+1)或(n+1)×1 方格，我們需考慮其界面鄰近 2 行或 2 列， 

透過檢視 3×3 方格的	 1 3 值，共檢驗 2n-3 次，可發現	 1 ＋1 = 1 + 2 + 1 ，n 為 4 

的倍數。 

3.同理，我們發現	 1 ＋2 = 1 + 1 + 2 + 1 ，	 1 ＋3 = 1 + 2 + 2 + 1 ，n 為 4

的倍數。 

(六)公式： 

根據(一)~(五)，我們歸納出 

1 =
²4 − 2	，若 n 為 4 的倍數

²4 − 54，若 n 除以 4 餘 1 或 3
²4 − 1，若 n 除以 4 餘 2

 

 

 

二、在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-2-1 的完整樓梯形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
                     圖 5-2-1 

 

(一) 觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)的做法，得到如圖 5-2-2 的解法，並歸納出表 5-2-1。 

   

 ●  

   

3X3 (1) 

   

 ● ● 

   

 ●  

4X4 (3) 

    

 ●  ●

    

 ●  ●

    

5X5 (4) 

    

 ● ●  ●

    ●

 ●   

 ●  ● ●

    

6X6 (8) 

       

 ●  ●  ●  

       

 ●  ●  ●  

       

 ●  ●  ●  

       
7X7 (9) 

        

 ● ●  ●  ●  

    ●  ●  

 ●       

 ●  ● ●  ●  

        

 ●  ●  ● ●  

        

8X8 (15) 
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 ●  ●  ●  ●  

         

 ●  ●  ●  ●  

         

 ●  ●  ●  ●  

         

 ●  ●  ●  ●  

         

9X9 (16) 

          
 ● ●  ●  ●  ●  
    ●  ●  ●  
 ●         
 ●  ● ●  ●  ●  
          
 ●  ●  ● ●  ●  
          
 ●  ●  ●  ● ●  
          

10X10 (24) 

圖 5-2-2 

註：11×11~13×13 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 

 

表 5-2-1 

方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 

3×3 1  4×4 3 2 

5×5 4 1 6×6 8 4 

7×7 9 1 8×8 15 6 

9×9 16 1 10×10 24 8 

11×11 25 1 12×12 35 10 

13×13 36 1    

  

(二) 證明： 

1.根據圖 5-2-2 可觀察出	 2 的規律性。我們發現此圖形可分為奇、偶數方格表二種不

同的規律性。可以透過圖 5-2-2 的方式求得。當 n 是奇數，需考慮(n+2)×(n+2)的方格如圖

5-2-3 所示。 

 
圖 5-2-3 
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2.圖 5-2-3 中，紅色標示的 2×(n+2)或(n+2)×2 方格，我們需考慮其界面鄰近 1 行或 1 列，透

過檢視 3×3 方格的	 2 3 值，共檢驗 2n-1 次，可發現	 2 ＋2 = 2 + ，n 為奇數。 

3.同理，我們發現當 n 為偶數時	 2 ＋2 = 2 + + 1 。 

(三) 公式： 

根據(一)~(二)，我們歸納出 

 

2 = ( − 1)²4 ，若 n 為奇數

²4 − 1，若 n 為偶數

 

 

 

三、在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-3-1 的完整鉗子形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
               圖 5-3-1 

（一）觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)做法，得到如圖 5-3-2 的解法，並歸納出表 5-3-1。 

   

 ●  

   

3X3 (1) 

   

●   

 ●  

   

4X4 (2) 

     
 ●  ●

     
 ●  ●  
     

5X5 (4) 

     

 ●  ●  

  ●  ●

 ●    

  ●  ●

     

6X6 (7) 

       

 ●  ●  ●  

       

 ●  ●  ●  

       

 ●  ●  ●  

       

7X7 (9) 

        

 ●  ●  ●   

  ●  ●  ●  

 ●       

  ●  ●  ●  

 ●       

  ●  ●  ●  

        

8X8 (14) 
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 ●  ●  ●  ●  

        

 ●  ●  ●  ●  

        

 ●  ●  ●  ●  

        

 ●  ●  ●  ●  

        

9X9 (16) 

          

 ●  ●  ●  ●   

  ●  ●  ●  ●  

 ●         

  ●  ●  ●  ●  

 ●         

  ●  ●  ●  ●  

 ●         

  ●  ●  ●  ●  

          

10X10 (23) 

圖 5-3-2 

註：11×11~16×16 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 

 

表 5-3-1 

方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 

3×3 1  4×4 2 1 

5×5 4 2 6×6 7 3 

7×7 9 2 8×8 14 5 

9×9 16 2 10×10 23 7 

11×11 25 2 12×12 34 9 

13×13 36 2 14×14 47 11 

15×15 49 2 16×16 62 13 

 

(二)證明： 

1.根據圖 5-3-2，可觀察出	 3 的規律性。我們發現此圖形可分為奇、偶數方格表二種不

同的規律性。可以透過圖 5-3-2 的方式求得。當 n 是奇數，需考慮(n+2)×(n+2)的方格如圖

5-3-3 所示。 

圖 5-3-3 
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2.圖 5-3-3 中，紅色標示的 2×(n+2)或(n+2)×2 方格，我們需考慮其界面鄰近 1 行或 1 列，透 

過檢視 3×3 方格的	 3 3 值，共檢驗 2n-1 次可發現	 3 ＋2 = 3 + ，n 為奇數。 

3.同理，我們發現當 n 為偶數時	 3 ＋2 = 3 + + 1 。 

(三)公式： 

根據(一)~(二)，我們歸納出 

3 = ( − 1)²4 ，若 n 為奇數

²4 − 2，若 n 為偶數

 

 

 

四丶在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-4-1 的完整刀子形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
圖 5-4-1 

（一）觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)做法，得到圖 5-4-2 的解法，並歸納出表 5-4-2。 

   

 ●  

   

3X3 (1) 

   

 ●  ●

   

 ●  ●

4X4 (4) 

    

 ●  ●

    

 ●  ●

    

5X5 (4) 

    

 ●  ● ●

    

 ●  ● ●

    

 ●  ● ●

6X6 (9) 

       

 ●  ●  ●  

       

 ●  ●  ●  

       

 ●  ●  ●  

       

7X7 (9) 

        

 ●  ●  ●  ● 

        

 ●  ●  ●  ● 

        

 ●  ●  ●  ● 

        

 ●  ●  ●  ● 

8X8 (16) 
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 ●  ●  ●  ●  

         

 ●  ●  ●  ●  

         

 ●  ●  ●  ●  

         

 ●  ●  ●  ●  

         

9X9 (16) 

    

● ● ●  ●  ●

    

● ● ●  ●  ●

    

● ● ●  ●  ●

    

● ● ●  ●  ●

    

● ● ●  ●  ●

10X10 (25) 

圖 5-4-2 

註：11×11 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 

 

表 5-4-2 

方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 

3×3 1  4×4 4 3 

5×5 4 0 6×6 9 5 

7×7 9 0 8×8 16 7 

9×9 16 0 10×10 25 9 

11×11 25 0    

  

(二)證明: 

1.根據圖 5-4-2，可觀察出	 4 的規律性。我們發現此圖形可分為奇、偶數方格表二種不

同的規律性。可以透過圖 5-4-2 的方式求得。當 n 是奇數，需考慮(n+2)×(n+2)的方格如圖

5-4-3 所示。 

圖 5-4-3 

 

2.圖 5-4-3 中，紅色標示的 2×(n+2)或(n+2)×2 方格，我們需考慮其界面鄰近 1 行或 1 列，透

過檢視 3×3 方格的	 4 3 值，共檢驗 2n-1 次可發現	 4 ＋2 = 4 + ，n 為奇數。 
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3.同理，我們發現當 n 為偶數時	 4 ＋2 = 4 + + 1 。 

 

(三)公式： 

根據(一)~(二)，我們歸納出 

 

4 = ( − 1)²4 ，若 n 為奇數

²4 ，若 n 為偶數

 

 

 

五丶在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-5-1 的完整 S 形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
                圖 5-5-1 

（一）觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)做法，得到如圖 5-5-2 的結果，並歸納出表 5-5-1。 

   

 ●  

   

3X3 (1) 

   

 ●  

  ● 

   

4X4 (2) 

    

  ●  

 ●  ●

  ●  

    

5X5 (4) 

    

  ●  ●

 ●  ● 

  ●  ●

 ●  ● 

    

6X6 (8) 

       

 ●    ●  

  ●  ●   

   ●    

  ●  ●   

 ●    ●  

       

7X7 (9) 

        

  ●    ●  

 ●  ●  ●   

  ●  ●    

   ●  ●   

  ●  ●  ●  

 ●    ●   

        

8X8 (14) 
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 ●  ●    ●  

  ●  ●  ●   

 ●    ●    

  ●  ●  ●   

   ●    ●  

  ●  ●  ●   

 ●    ●  ●  

         

9X9 (19) 

    

● ●   ●  

● ● ●  ●   

● ●    

● ●  ●   

● ●   ●  

●  ●   

● ● ●  ●  

● ●  ●   

    

10X10 (24) 

           
 ●    ●    ●  
  ●  ●  ●  ●   
   ●    ●    
  ●   ●   ●   
 ●   ●  ●   ●  
  ●   ●   ●   
   ●    ●    
  ●  ●  ●  ●   
 ●    ●    ●  
           

11×11(28) 

     
● ●    ●  

● ● ● ●  ●   
● ●  ●    

● ●  ●   
● ● ●    ●  

● ●   ●   
● ● ●  ●    

● ●  ●   
● ● ●  ●  ●  

● ●   ●   
     

12×12(36) 

            
 ●  ●    ●    ●

  ●  ●  ●  ●  ●  
 ●    ●    ●   
  ●  ●    ●  ●  
   ●  ●  ●    ●

  ●    ●    ●  
 ●    ●  ●  ●   
  ●  ●    ●  ●  
   ●    ●    ●

  ●  ●  ●  ●  ●  
 ●    ●    ●  ●

            

13×13(43) 

     
● ● ●    ●

● ● ● ●  ●  ●  
● ●   ●   

● ●  ●  ●  
● ● ● ●    ●

● ●    ●  
● ● ● ●  ●   

● ●  ●  ●  
● ● ● ●    ●

● ●    ●  
● ● ● ●  ●  ●

● ●  ●  ●  
     

14×14(52) 
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 ●    ●    ●    ●  

  ●  ●  ●  ●  ●  ●   

   ●    ●    ●    

  ●  ●  ●    ●  ●   

 ●    ●  ●  ●    ●  

  ●  ●    ●    ●   

   ●    ●  ●  ●    

  ●  ●  ●    ●  ●   

 ●    ●    ●    ●  

  ●  ●  ●  ●  ●  ●   

   ●    ●    ●    

  ●  ●  ●  ●  ●  ●   

 ●    ●    ●    ●  

               

15×15(59) 

                

  ●    ●    ●    ●  

 ●  ●  ●  ●  ●  ●  ●   

  ●  ●    ●    ●    

   ●    ●    ●  ●   

  ●  ●  ●  ●  ●    ●  

 ●    ●    ●    ●   

  ●  ●    ●  ●  ●    

   ●  ●  ●    ●  ●   

  ●    ●    ●    ●  

 ●    ●  ●  ●    ●   

  ●  ●    ●  ●  ●    

   ●    ●    ●  ●   

  ●  ●  ●  ●  ●  ●  ●  

 ●    ●    ●    ●   

                

16×16(68) 

圖 5-5-2 

註：17×17~23×23 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 

 

表 5-5-1 

方格表 挖去的個數 方格表 挖去的個數 方格表 挖去的個數 

3×3 1 4×4 2 5×5 4 

6×6 8 7×7 9 8×8 14 

9×9 19 10×10 24 11×11 28 

12×12 36 13×13 43 14×14 52 

15×15 59 16×16 68 17×17 79 

18×18 90 19×19 99 20×20 112 

21×21 125 22×22 138 23×23 151 

  

(二)證明： 

從圖5-5-2及表5-5-1中，我們發現使完整S形五連方格圖形無法置入的解法，並無明顯的規 

律，亦無法推論出其公式，因此我們進一步嘗試著求出其上下界。 

1. 當(n－2) 為4的倍數時，若n＝14，如圖5-5-3所示，圖形約略可分為3個矩形與1條對角線， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

14 

 

     在 14×14 的方格表中  

   

 

 

 

 求出解為 

  13 × 2 − 4 × 3 + 12 − 3 × 2 − 3 × 4 
 

 

 

 

 

 

 

圖5-5-3 

2.另外觀察18×18的圖，亦可約略區分為 4個矩形與1條對角線 

 

求出解為 17 × 2 − 4 × 4 + 16 − 4 × 2 − 6 × 4 
 

 

3.當(n－2) 為4的倍數時，在ｎ×ｎ的方格表中，會呈現如下述之分佈情形 

  

 

5    9   13     ……………………ｎ－5      ｎ－3          ｎ－2  

ｎ－6 ｎ－10  ……………………………     4             2 

 

 

共    組矩形                                         對角線 

共有  組個數為	2 × − 6 + 5 − 4 的矩形，及個數為（ｎ－2）的一條對角線，再扣 

除矩形與對角線及兩兩矩形間相交重複計算的個數，可以得到 2 × − 6 + 5 − 4	 × + ( − 2) − × 2 − ( )( ) =  

故得，當(n－2) 為 4 的倍數時， 5 − 1 + 1 ≤ 5 ≤ 3 2−8 +48 ，ｎ≥	6。 

   

 4.同理，當(n－2)被 4 除餘 1 時，在ｎ×ｎ的方格表中，會呈現如下述之分佈情形 

 

 

5    9   13     ……………………  ｎ－10     ｎ－6         ｎ－2  

ｎ－6 ｎ－10  ……………………………       9             5            ｎ－2 

 

 

共    組矩形                                            對角線 

共有  組個數為	2 × − 6 + 5 − 4 的矩形，及個數為（ｎ－2）的 2 條對角線，再扣 

除矩形與對角線及兩兩矩形間相交重複計算的個數，可以得到 

           
   ●  ●   ●    ●

    ●  ●  ●  ●  ●  ●

  ●    ●   ●  
 ●    ●   ●  ●

  ●  ●  ● ●    ●

   ●    ●    ●

  ●  ●  ● ●  ●  
 ●    ●   ●  ●

  ●  ●  ● ●    ●

   ●    ●    ●

  ●  ●  ● ●  ●  ●

 ●    ●   ●  ●

           

5        9      11          12  

8        4       2 

5        9       13       15         16  

12        8        4         2 
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 2 × − 6 + 5 − 4	 × + ( − 2) × 2 − × 2 × 2 − 1 − ( )( )
 = 3 − 14 + 238  

 

5.當(n－2)被 4 除餘 2 時，在ｎ×ｎ的方格表中，會呈現如下述之分佈情形 

 

5    9   13     ……………………ｎ－7     ｎ－3        ｎ－2  

ｎ－6 ｎ－10  ……………………………   6             2 

 

 

共   − 1  組矩形                                 對角線 

 

共有 − 1  組個數為	2 × − 6 + 5 − 4 的矩形，及個數為（ｎ－2）的 1 條對角線，再扣除

矩形與對角線及兩兩矩形間相交重複計算的個數，可以得到 		 2 × − 6 + 5 − 4	 × n4 − 1 + ( − 2) − 4 − 1 × 2 − ( − 4)( − 8)8 = 3 − 12 + 168  

 

6. 同理，當(n－2)被 4 除餘 3 時，在ｎ×ｎ的方格表中，會呈現如下述之分佈情形 

 

 

5    9   13     ……………………ｎ－8     ｎ－4         ｎ－2  

ｎ－6 ｎ－10  ……………………………     7           3             ｎ－2 

 

 

共    組矩形                                        對角線 

共有  組個數為	2 × − 6 + 5 − 4 的矩形，及個數為（ｎ－2）的 2 條對角線，再扣 

除矩形與對角線及兩兩矩形間相交重複計算的個數，可以得到 2 × − 6 + 5 − 4	 × n − 54 + ( − 2) × 2 − − 54 × 2 × 2 − 1 − ( − 5)( − 9)8  					= 3 − 10 + 158  

 

（三）公式： 

根據上述做法 1~6，我們可以歸納出 

 

5 − 1 + 1	 ≤ 	 5 	≤ 	
3 2 − 8 + 48 ，若 n − 2 為 4 的倍數，ｎ ≥ 	6		3 2 − 14 + 238 ，若 n − 2 被 4 除餘 1，ｎ ≥ 11
	3 2 − 12 + 168 ，若 n − 2 被 4 除餘 2，ｎ ≥ 	8
	3 2 − 10 + 158 ，若 n − 2 被 4 除餘 3，ｎ ≥ 	9
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六、在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-6-1 的完整凹形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
                 圖 5-6-1 

 

（一）觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)做法，得到如圖 5-6-2 的結果，並歸納出表 5-6-1。 

●   

   

  ● 

3X3 (2) 

 ●  

●   

   ●

  ● 

4X4 (4) 

  ●  

 ●   

●    ●

   ●

  ●  

5X5 (6) 

   ● 

  ●  

 ●   ●

●    ●

   ● 

  ●  

6X6 (8) 

●    ●   

   ●    

  ●    ● 

 ●    ●  

●    ●   

   ●    

  ●    ● 

7X7 (12) 

 ●    ●   

●    ●    

   ●    ● 

  ●    ●  

 ●    ●   

●    ●    

   ●    ● 

  ●    ●  

8X8 (16) 

  ●    ●   

 ●    ●    

●    ●    ●

   ●    ●  

  ●    ●   

 ●    ●    

●    ●    ●

   ●    ●  

  ●    ●   

9X9 (20) 

   ●    ●   

  ●   ●    

 ●    ●    ●

●    ●    ●  

   ●    ●   

  ●    ●    

 ●    ●    ●

●    ●    ●  

   ●    ●   

  ●    ●    

10X10 (24) 

圖 5-6-2 

註:11×11~14×14 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現 
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表 5-6-1 

方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 方格表格子數 挖去的個數 規律差距數 

3×3 2  4×4 4 2 

5×5 6 2 6×6 8 2 

7×7 12 4 8×8 16 4 

9×9 20 4 10×10 24 4 

11×11 30 6 12×12 36 6 

13×13 42 6 14×14 48 6 

 (二)證明： 

1.根據圖 5-6-2，可觀察出 6 的規律性。我們發現當 n 被 4 除餘 0，或 1、或 2、或 3 在

求 6 + 1 時，可以透過圖 5-6 的方式求得。 

當 n 是 4 的倍數，需考慮(n+1)×(n+1)的方格如圖 5-6-3 所示。 

 

圖 5-6-3 

 

2.圖 5-6-3 中，紅色標示的 1×(n+1)或(n+1)×1 方格，我們需考慮其界面鄰近 2 行或 2 列，透過

檢視 3×3 方格的 6 3 值，共檢驗 2n-3 次可發現	 6 + 1 = 6 + 2，n 為 4 的倍數。 

3.同理，我們發現 6 + 2 = 6 + 1 + 2， 6 + 3 = 6 + 2 + ( 2)2 ， n 為 4 的倍數。 

(三)公式： 

根據(一)~(二)可歸納出 

6 =
²4 ，若 n 為 4 的倍數		 ²− 14 ，若 n 被 4 除餘 1 或 3

²4 − 1，若 n 被 4 除餘 2
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七、在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-7-1 的完整 L 形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
                圖 5-7-1 

（一）觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)做法，得到圖 5-7-2 的結果，並歸納出表 5-7-1。 

●   

   

  ● 

3X3 (2) 

 ●   

  ●  

 ●   

  ●  

4X4 (4) 

  ●  

  ●  

  ●  

  ●  

  ●  

5X5 (5) 

   ●  

  ●   

●   ●  

  ●   ●

   ●  

  ●   

6X6 (8) 

   ●    

   ●    

●  ●  ●  ● 

   ●    

●  ●  ●  ● 

   ●    

   ●    

7X7 (13) 

  ●   ●   

  ●   ●   

  ●   ●   

  ●   ●   

  ●   ●   

  ●   ●   

  ●   ●   

  ●   ●   

8X8 (16) 

  ●    ●   

   ●  ●    

  ●    ●   

●   ●  ●   ● 

  ●    ●   

●   ●  ●   ● 

  ●    ●   

   ●  ●    

  ●    ●   

9X9 (22) 

  ●    ●    

   ●   ●    

  ●   ●  ●  ●

●   ●   ●    

  ●    ●    

   ●  ●  ●  ●

  ●    ●    

●   ●   ●    

  ●   ●  ●  ●

   ●   ●    

10X10 (28) 
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  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   

11×11(33) 

  ●    ●   ●   

●   ●  ●   ●   ●

  ●    ●   ●   

   ●  ●   ●    

  ●    ●   ●   

●   ●  ●   ●   ●

  ●    ●   ●   

   ●  ●   ●    

  ●    ●   ●   

●   ●  ●   ●   ●

  ●    ●   ●   

   ●  ●   ●    

12×12(42) 

  ●    ●    ●   

●   ●   ●   ●   ●

  ●   ●  ●   ●   

   ●   ●   ●    

  ●    ●    ●   

●   ●   ●   ●   ●

  ●   ●  ●   ●   

   ●   ●   ●    

  ●    ●    ●   

●   ●   ●   ●   ●

  ●   ●  ●   ●   

   ●   ●   ●    

  ●    ●    ●   

13×13(48) 

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   

14×14(56) 

  ●   ●    ●   ●   

   ●   ●  ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   

   ●   ●  ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   

   ●   ●  ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   

   ●   ●  ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   

15×15(66) 

   ●   ●   ●   ●    

  ●   ●  ●   ●   ●   

●   ●   ●   ●   ●   ●

  ●    ●    ●   ●   

   ●   ●   ●   ●    

  ●   ●  ●   ●   ●   

●   ●   ●   ●   ●   ●

  ●    ●    ●   ●   

   ●   ●   ●   ●    

  ●   ●  ●   ●   ●   

●   ●   ●   ●   ●   ●

  ●    ●    ●   ●   

   ●   ●   ●   ●    

  ●   ●  ●   ●   ●   

●   ●   ●   ●   ●   ●

  ●    ●    ●   ●   

16×16(76) 
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  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

  ●   ●   ●   ●   ●   

17×17(85) 

  ●   ●    ●   ●   ●   

   ●   ●  ●   ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   ●   

   ●   ●  ●   ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   ●   

   ●   ●  ●   ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   ●   

   ●   ●  ●   ●   ●    

  ●   ●    ●   ●   ●   

●   ●   ●  ●   ●   ●   ●

  ●   ●    ●   ●   ●   

   ●   ●  ●   ●   ●    

18×18(98) 

  ●    ●   ●   ●    ●   

   ●  ●    ●    ●  ●    

  ●    ●   ●   ●    ●   

●   ●  ●   ●  ●   ●  ●   ●

  ●    ●   ●   ●    ●   

   ●  ●    ●    ●  ●    

  ●    ●   ●   ●    ●   

●   ●  ●   ●  ●   ●  ●   ●

  ●    ●   ●   ●    ●   

   ●  ●    ●    ●  ●    

  ●    ●   ●   ●    ●   

●   ●  ●   ●  ●   ●  ●   ●

  ●    ●   ●   ●    ●   

   ●  ●    ●    ●  ●    

  ●    ●   ●   ●    ●   

●   ●  ●   ●  ●   ●  ●   ●

  ●    ●   ●   ●    ●   

   ●  ●    ●    ●  ●    

  ●    ●   ●   ●    ●   

19×19(107) 

圖 5-7-2 

註：20×20 ~28×28 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 
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表 5-7-1 

第一組 第二組 第三組 

方格表格子數 挖去的個數 方格表格子數 挖去的個數 方格表格子數 挖去的個數 

3×3 2 4×4 4 5×5 5 

6×6 8 7×7 13 8×8 16 

9×9 22 10×10 28 11×11 33 

12×12 42 13×13 48 14×14 56 

15×15 66 16×16 76 17×17 85 

18×18 98 19×19 107 20×20 120 

21×21 136 22×22 147 23×23 161 

24×24 180 25×25 193 26×26 208 

27×27 228 28×28 245   

 

 (二)證明： 

從圖 5-7-2 及表 5-7-1 中，可發現 n=5、8、11、14、17、20、23、26 之圖有明顯的規律，

因此可得到當 n 被 3 除餘 2 時，	 7(n) = n × ( 23 )。 

另外，觀察 n=6、9、12、15、18、21、24、27 時，可發現最左邊一行與最右邊一行個數

相等，其值等於 [
	4]，剩下的部份，可觀察出有 

33  條個數等於 n 之規律，故當 n 為 3 的

倍數時，	 7 n = n × 33 + 2 × 	4	 。 

最後，檢視 n=13、16、19、22、25、28 的圖，我們發現任一圖都可以分成 2 部分，第一

部分是最左一行、中間一行、最右一行，第二部分是剩下來的個數為 n 的有 
33 條的部

份。根據第一部份圖的規律性，可得個數總數等於 3× [4]，第二部份的總數等於 n×[ 33 ]，
故得當 n 被 3 除餘 1 時，	 7 n = n × 33 + 3 × 	4		 ，n≥ 13。 

(三)公式： 

根據(一)~(二)，可歸納出	
7 =

− 33 + 2 × 	4	 ，若 n 為 3 的倍數

× − 33 + 3 × 	4	 ，若 n 被 3 除餘 1( − 2)3 ，若 n 被 3 除餘 2
，n ≥ 13 
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八、在方格表中要挖去幾個小方格，才能讓如圖 5-8-1 的完整十字形五連方格圖形無法置入。 

 

   

   

   
圖 5-8-1 

 

（一）觀察：參照 T 形的步驟(一)~(四)做法，得到圖 5-8-2 的結果，並歸納出表 5-8-1。 

   

 ●  

   

3X3 (1) 

    

 ●   

  ●  

    

4X4 (2) 

    

  ●  

    

 ●  ●

    

5X5 (3) 

     

  ●   

    ●

 ●    

   ●  

     

6X6 (4) 

       

   ●    

 ●    ●  

   ●    

 ●    ●  

   ●    

       

7X7 (7) 

        

  ●    ●  

    ●    

 ●    ●   

   ●     

 ●     ●  

  ●  ●    

        

8X8 (10) 

         

   ●  ●    

 ●      ●  

    ●     

  ●    ●   

    ●     

 ●      ●  

   ●  ●    

         

9X9 (12) 

          

  ●    ●    

    ●    ●  

 ●    ●     

   ●    ●   

  ●    ●    

    ●    ●  

 ●    ●     

   ●    ●   

          

10X10 (16) 
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  ●   ●  ●    

    ●     ●  

 ●     ●     

   ●     ●   

 ●    ●    ●  

  ●     ●    

    ●     ●  

 ●     ●     

   ●  ●   ●   

           

11×11(21) 

            

  ●  ●    ●    

      ●    ●  

 ●  ●     ●    

     ●     ●  

  ●     ●     

    ●     ●   

 ●     ●      

   ●     ●  ●  

 ●    ●       

   ●    ●  ●   

            

12×12(24) 

             

   ●   ●    ●   

 ●  ●     ●     

     ●     ● ●  

  ●     ●      

    ●     ●    

 ●     ●     ●  

   ●     ●     

     ●     ●   

 ● ●     ●      

    ●     ●  ●  

  ●    ●   ●    

             

13×13(29) 

              

 ●  ●   ●  ●    ●  

     ●     ●    

  ●     ●     ●  

    ●     ●     

 ●     ●     ●   

   ●     ●    ●  

 ●    ●     ●    

  ●     ●     ●  

    ●     ●     

 ●     ●     ●   

   ●     ●      

 ●    ●   ●  ●  ●  

              

14×14(36) 

圖 5-8-2 

註：15×15~30×30 之圖形，礙於篇幅關係將於看板說明時以附件呈現。 

 

表 5-8-1 

方格表格子數 挖去的個數 方格表格子數 挖去的個數 方格表格子數 挖去的個數 

3×3 1 4×4 2 5×5 3 

6×6 4 7×7 7 8×8 10 

9×9 12 10×10 16 11×11 21 

12×12 24 13×13 29 14×14 36 

15×15 40 16×16 48 17×17 53 

18×18 60 19×19 65 20×20 76 

21×21 81 22×22 92 23×23 101 

24×24 112 25×25 121 26×26 132 

27×27 141 28×28 152 29×29 165 

30×30 176     
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 (二)證明： 

1. 在 n×n 的方格中，求 8( )時，也可以透過逐一檢視任意 3×3 的小方格，共有(n-2)×(n-2)

種，我們發現一個 3×3 的方格，只挖去 1 個 1×1 小方格，且讓十字形五連方格無法置

入時，不考慮旋轉或翻轉，只有圖 5-8-3 的情形。同理，剛好挖去 2 個 1×1 個小方格時

只有圖 5-8-4 的情形。 

 
 

   

 ●  

   

 

 ●  

   

   

 

 ●

 

 ●

●

●

●  

 

●  

 

● ● 

  

  

圖 5-8-3 圖 5-8-4 

 

2.  另外，回顧第三種五連方格（鉗子形），我們發現只挖去 1 個 1×1 小方格和剛好只挖

去 2 個 1×1 小方格時，其情形分別如圖 5-8-5 及圖 5-8-6 所示。 

 

  

 ● 

  

●

●

●  

●   

  

圖 5-8-5 圖 5-8-6 

 

3. 比較圖 5-8-3~圖 5-8-6 後，發現圖 5-8-5 及圖 5-8-6 分別包含於圖 5-8-3 及圖 5-8-4。這意味

在任意 3×3 方格中，挖去若干個 1×1 個小方格，且讓鉗子形五連方格無法置入時，此情

況下拿十字形五連方格來，也必無法置入，此關係可建立 8( ) ≤ 3( )， ≥ 3。 

同上所述，回顧第四種五連方格（刀子形）時，只挖去 1 個 1×1 小方格和剛好只挖去 2

個 1×1 小方格時，其情形分別如圖 5-8-7 及圖 5-8-8 所示。 

  

 ● 

  

●

●

●  

  

●   

圖 5-8-7 圖 5-8-8 

 

同理可得 8( ) ≤ 4( )， ≥ 3。 

因此可推論出， 8 − 1 + 1	≤ 	 8 ≤ 	min	{	 3 	, 4 	}， ≥ 3。 
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陸丶研究結果 
 

研究到此我們發現，只要當方格表的邊長漸漸增加，圖形的規律會漸漸顯現出來，我們

只要掌握各圖形的規律挖法，就能讓五連方格無法在 n×n 方格表中置入並能發現最少解。再

根據每個圖形的最少解，我們就能將 T 形、樓梯形、鉗子形、刀形、凹形等五種五連方格圖

形歸納出下列如表 6－１的公式。 

 

表 6－１ 

圖形 推論公式 

 

 

 

T 形 1 =
²4 − 2	，若 n 為 4 的倍數

²4 − 54，若 n 除以 4 餘 1 或 3
²4 − 1，若 n 除以 4 餘 2

 

 

 

 

樓 梯 形 2 = ( − 1)²4 ，若 n 為奇數

²4 − 1，若 n 為偶數

 

 

 

 

鉗 子 形 3 = ( − 1)²4 ，若 n 為奇數

²4 − 2，若 n 為偶數

 

 

   

 

刀 形 4 = ( − 1)²4 ，若 n 為奇數

²4 ，若 n 為偶數

 

 

 

 

 

S 形 

無公式，亦無明顯之規律變化，但可推測其挖去最少方格數的上下界為 

5 − 1 + 1 ≤ 5 ≤
3 2 − 8 + 48 ，若 n − 2 為 4 的倍數，ｎ ≥ 6		3 2 − 14 + 238 ，若 n − 2 被 4 除餘 1，ｎ ≥ 11
	3 2 − 12 + 168 ，若 n − 2 被 4 除餘 2，ｎ ≥ 	83 2 − 10 + 158 ，若 n − 2 被 4 除餘 3，ｎ ≥ 9
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凹 形 6 =
²4 ，若 n 為 4 的倍數		 ²− 14 ，若 n 被 4 除餘 1 或 3

²4 − 1，若 n 被 4 除餘 2
 

 

 

 

L 形 

7 =
− 33 + 2 × 	4	 ，若 n 為 3 的倍數

× − 33 + 3 × 	4	 ，若 n 被 3 除餘 1( − 2)3 ，若 n 被 3 除餘 2
	，n ≥ 13 

 

 

 

十 字 形 

雖無明確之公式，但可推測其挖去最少方格數的上下界為 				 8 − 1 + 1 ≤ 8( ) ≤ min	{	 3 	, 4 	}， ≥ 3 

 

 

陸丶討論 
經過了此次的研究我們得到了很多知識，在過程中如 L 形的推論公式中，我們不知如何

來表達(取整數後，小數部分捨去)，經請教指導老師後才知可用 	n3	 來表示。而且我們一直

認為每個圖形應該都可以推算出公式，最後才發現其實不然。當我們設計的圖形在方格表中，

所重覆覆蓋的情形愈來愈多，挖去的空格數也愈來愈多，各種圖形的公式也一一推論出，但

其中 S 形與十字形兩種五連方格則無法其最少解的公式，試分述如下： 

一、S 形五連方格：在進行 S 形解法時發現，它是無法找出推論公式的。因此我們嘗試從圖

形中去找出讓完整 S 形五連方格無法置入的最少解之上界，當 n − 2 除以 4 餘 0、1、2、

3 或 4 時，圖形會約略的呈現一規律變化，我們便依此分別求出其數值，作為	 5  之

上界，同時以	 5 − 1 + 1 作為下界，更期待日後能持續推求出更接近	 5 之上下界。 

二、十字形五連方格：嘗試十字形解法時發現，它是無法找出推論公式的。但我們卻觀察到

十字形圖形的特殊點如下： 

（一）偶數形圖形的特點：當方格表邊長為偶數時，其挖去空格後的圖形從最中間呈現菱形 

漸層交錯往外擴散的特色。 
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（二）奇數形圖形的特點：當方格表邊長為奇數時，其挖去空格後的最中間的菱形中心為奇 

數，所以中心點一定會挖去，之後的圖形亦呈現菱形漸層交錯的往外的特色。但有二

組圖形例外。一個是 9×9，因為它挖去空格後的圖形呈現各菱形交錯成蝴蝶形狀，重

疊後中心呈現偶數空格因此中心點可以不用挖去。另一個為 15×15，因為它也呈現出

多個菱形重疊交錯圖形（5 個菱形交錯）因此中心不會呈現奇數，因此中心點不用挖

去。 

雖然十字形無法找出推論公式，因此我們利用十字形五連方格與鉗子形、刀子形兩種圖

形的比較，找出十字形解法的上界，同時以	 8 − 1 + 1 作為下界，更期待日後能持續推

求出更接近	 8 之上下界，俾能使此份報告更臻完備。 

 

 

 

柒丶結論 
 

本研究運用數學歸納法，針對 T 形丶樓梯形丶鉗子形丶刀子形丶 S 形丶凹形丶 L 形丶

十字形等八種五連方格，探討其在 n×n 方格表中，最少須挖去幾個 1×1 小方格，才能使得該

五連方格無法置入，主要研究結果臚列如下： 

一、找到在 n×n 方格表中，用最少小方格卡住五連方格的規律。 

二、推論出計算 n×n 方格表中，使五連方格無法置入時，所必須挖去最少小方格數量的公式

如表 6-1。（S 形及十字形除外） 

三、S 形五連方格無明顯之規律變化，因此無法推論出其公式，但可推測其挖去最少方格數

的上下界。。 

四、十字形五連方格，雖無明確之公式，但可推測其挖去最少方格數的上下界。 

 

捌、參考資料及其他 

一、九章文教基金會第六屆中國東南地區數學奧林匹克競賽試題。（２００９年） 

二、小五數學課本。（南一出版社） 

三、小六數學課本。（南一出版社） 



【評語】080405  

1. 透過「無鎖不能」的歷程探究，讓人驚奇地發現原本看似沒有

關係與規律可言的五連方格圖，經歷大膽的猜測與假設，終於

推論出 nxn方格表中使五連方格無法置入時所必須挖去最少

的方格數、公式。                                                 

2. 面對無法找出最少解的 s形與十字形，也可以從繁雜的點子圖

分析出(推測出)取值範圍，過程中經歷了歸納推理，展示了難

能可貴的探索精神。 
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