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得獎感言 

今年的科展我們參加數學組，其實去年我就想參加了，但因為要去參加化學

組的科展，所以沒能參加。今年參加了之後，我發現數學的科展比化學的科展還

難很多，不但要找出一堆公式和算一堆題目，還要一直思考公式的由來。讓我知

道遇到一個題目不僅僅是解決它，還要去延伸並且找出一個通用的公式。（睦毅） 

在研究的過程中，我一直搞不懂某些公式，幸好我有一群超強的研究團隊，

願意幫助我一一瞭解這些公式，裕騰擅長角柱、裕鈞條理清晰且反應極快、芳震

擅長程式、我們的主將睦毅除了擅長角錐外，還整合了我們的所有公式，這讓我

瞭解到團隊合作的重要。（彭惟） 

在這次的研究中，我所負責的其中一個部份是以電腦程式的遊戲呈現研究內

容。最初在初審和複審時，因為受限於評審的審查方式，及時間的限制，無法充

分介紹電腦程式展現給評審看。但是到了國展的時候，我終於有機會把這套程式

給評審做詳細的解說，加上開放給一般民眾參觀的時候，許多人都使用這套程式

玩遊戲，這可真是這次科展中最讓我興奮的事情了！（芳震） 

對我而言，最享受的是研究過程中的每一個細節，從一開始尋找主題到最後

的成果報告，整個過程我都樂在其中，我們隊友之間最有趣的討論方式就是彼此

之間會互相辯論，這不但可以發現我們發表內容上的漏洞，讓我們的研究一天比

一天的紮實，內容一天比一天的豐富，更是我們團隊增進友誼及合作默契的方法。

（裕鈞） 

雖然我們會互相質疑，但我們也會互相鼓勵，互相幫助，我覺得這些日子雖

辛苦，但也充滿著歡笑，每當我們解決一個問題，我們也都會大聲的歡笑。我也

覺得數學是充滿奇妙的，很多東西雖相同，但都是有原因的，不只是巧合，像是

我們們基本型和角錐奇數的最大值公式相同，但題型卻蘊含著同構的奧妙，而且

我們也發現，一個東西也可以用兩種方式證明。這一路走來似乎不可思議，但我

們還是做到了！（裕騰） 

當然，我們最要感謝的不是我們的隊伍，而是幕後的老師和家長們，家長們

有時候會給我們小驚喜「鼓舞士氣」，讓累個半死的我們，有活力衝下去，繼續

奮鬥。 

我們偉大的老師，指導我們如何將夾雜在天才與瘋子之間的鬼畫符與爭執，

轉變成井然有序的報告，獲得評審的青睞，一路過關斬將，最後居然奪下了全國

第一！雖然活動圓滿落幕了，但這對我們來說卻是研究興趣的起點！ 
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帥哥五人組（比賽前合影）。 

  

 
風雨無阻，臨陣磨槍，不利也光。 

 

 
第一名的榮譽屬於最佳團隊（包括老師和家長）。 
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一擊兩得 ~ 頂點全等最小值之探討 

摘要 

本研究源自建中「通訊解題」90 期，原題規則如下：「電腦在正 n邊形的每個頂點上隨

機放一個介於 0～10 的數字，然後玩家可任意用滑鼠點擊正 n邊形的邊，當他每點擊正 n 邊
形的邊一次時，點擊的邊其兩端點數字都增加 1，直到每個頂點的數字均相等就可過關。」 

我們將題目單純化為放一個介於 1～n 的數字，但又變化題型至直線型、角錐型與角柱型

的研究，發現成功以最少的點擊次數使正 n 邊形頂點全等的「頂點全等最小值」與「頂點數」

維持一個均衡的關係 2KP
1




n

i

ian 。 

由這個關係式我們發現遊戲中「奇數」比「偶數」單純，「變化型」的遊戲也都與「原

型」息息相關，也由這個關係式，我們導出本遊戲各類型遊戲 P 值的範圍及偶數邊在各種題

型的限制。 

壹、 研究動機 

當我們在玩電腦上的遊戲時，往往發現裡面蘊含著一些數學規律及原理，所以我們一直

想發明一個簡單、好玩，但是卻有著數學原理的遊戲。 

今年學校舉辦的冬令營裡，數學老師提出了一個遊戲和我們的想法不謀而合，那就是這

個「一擊兩得」的遊戲，於是我們就用「scratch」軟體設計遊戲，奇數邊沒問題，偶數邊出

題時卻卡住了，電腦隨機出的題，無法每次都有解，這讓我們覺得很奇怪，到底這簡單的遊

戲，隱藏著哪些我們沒發現的數學原理？所以，我們就以這個遊戲當作我們的科展主題，進

行一連串的研究。 

貳、 研究目的 

一、找出頂點全等最小值與頂點數的關係。 

二、研究本遊戲快速解題模式。 

三、找出本遊戲不同題型頂點全等 P 值的範圍。 

四、找出本遊戲題型的限制。 

五、研究本遊戲的變化，並實際做成有趣的電腦遊戲。 

參、 研究設備及器材 

筆記本、筆、黑板、電腦、角錐模型、角柱模型。 
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肆、 研究過程與結果 

一、遊戲說明 

(一) 程式設計師想設計一款益智遊戲，規則如下： 電腦在正 n 邊形的每個頂點上放了 1~n
個數字。 

(二) 玩家可任意用滑鼠點擊正 n 邊形的邊，當他每點擊正 n 邊形的邊一次時，點擊邊的兩

端點數字都會增加 1。 

(三) 以五邊形為例，電腦依序在頂點放了 1~5（如圖 1）；玩家在 k1邊點擊 1 次；則原來 k1

兩邊的○1 和○2 各增加「1」變成○2 和○3 。 

(四) 玩家需在各邊點擊，直到每個頂點的數字均相等，且點擊次數為最小值，才算過關。 

遊戲說明 過關 不過關 

   

二、名詞定義 

(一) 頂點數值： 

1、原頂點順時鐘方向分別以 a1、a2、a3…an命名； 

2、p1、p2、p3…pn，分別代表為點擊後各頂點的數值，因為 p1＝p2＝p3＝…＝pn， 

故成功點擊後的頂點值統稱為 P。 

(二) 


n

i

ia
1

＝a1＋a2＋a3＋…＋an  (原頂點和) 

(三) 點擊邊的次數：依順時鐘方向分別標以 k1、k2、k3…、kn； 

k1＋k2＋k3＋…＋kn-1＋kn＝K。 

三、文獻探討： 

(一)相關作品分析 

作品出處 題目 研究範疇 

建中通訊解題 90 期 9004 程式設計師設計益

智遊戲(詳見附錄) 

七邊形與 99 邊形「點擊上限」

的最小值 kmin。(無詳細推論) 

第 52 屆全國科展國

中組數學 

萬數歸一－圖形上點邊

數字和為定值之研究 

平面圖形的變化及 kmin有解、

無解及總點擊數的探討。 
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(二)我們的研究特色 

1、我們由平面圖形變化至立體的角錐與角柱的研究，並將點擊規則由正(加)轉為負(減)的

推導。 

2、我們發現成功以最少的點擊次數使正 n 邊形頂點全等的「頂點全等最小值」與「原頂

點數值」維持一個均衡的關係 nP＝


n

i

ia
1

＋2K，而且適用於所有的變化型遊戲。 

3、我們的研究皆由「圖形」出發去思考解題模式，進而推導出我們研究的種種公式。 

4、我們的創意： 

(1) 角錐和角柱的研究由立體而轉為平面思考，並提出「減值」與「增值」的想法，求出

頂點全等的最小值，應屬立體題型的重大突破。 

(2) 點擊規則由正(＋)變為負(－)的研究，我們發現了一個有趣的「鏡像世界」，幫我們快

速的解決點擊規則為「－」的遊戲公式。 

四、研究 1：若電腦依序在 N 邊形頂點以順時鐘方向放入 1~n，求頂點全等最小值與頂點數

的關係。 

(一) 記錄 3~8 邊形頂點以順時鐘方向放入 1~n 點擊結果。(P 代表頂點全等最小值，K 代表

總點擊數。) 

3 邊形 4 邊形 5 邊形 

   

6 邊形 7 邊形 8 邊形 

   

發現：若頂點依順時鐘方向或反時鐘方向，依序填入數字，則奇數邊題型有解，偶數邊題

型無解。 
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(二) 可否求出奇數邊的 P 值的一般式？ 

1、奇數邊形頂點以順時鐘方向放入 1~n，點擊記錄。 

N 邊形 3 5 7 9 

點擊後頂點值 P 4 7 10 13 

2、求奇數邊的 P 值 

2

1
PN

......

2

17
73710 7N

2

15
5257 5N

2

13
3134 3N













n
nn

P

P

P

；

；

；

；

 

3、奇數邊形的 P 值＝
2

1


n
n  

 (三) N 邊形頂點以順時鐘方向放入 1~n，點擊成功後各頂點的數值 P 值一般式如下： 

1、奇數邊形的 P 值＝
2

1


n
n   

2、偶數邊無解；換句話說，電腦在這種依序排列頂點數字的狀況下，無法以偶數邊出題。 

五、研究 2：電腦在 N 邊形頂點，隨意放入 1~n（每個數字只能出現一次），求頂點全等最

小值與頂點數的關係。 

 (一) 頂點全等最小值與頂點數的關係 
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(二) P 值的奇偶數探討？ 

1、用 K2
1




n

i

ianP 檢視 P 值的奇、偶數。 

2、將奇數邊分為 4m+1 (5、9、…)與 4m+3 (7、11、…)型討論。 

(1) 若 n＝4m+1，則 )12)(14(
2

)24)(14(

2

)1(

1










mm
mmnn

a
n

i

i
為奇數(奇×奇＝奇) 

右式：


n

i

ia
1

(奇)＋2K(偶)為奇數。 

左式：n 為奇數，P 需為奇數，nP(奇×奇)為奇數，等式才能成立。 

故 n＝4m+1 型的 P 值為奇數。 

(2) 若 n＝4m+3，則 )22)(34(
2

)44)(34(

2

)1(

1










mm
mmnn

a
n

i

i
為偶數(奇×偶＝偶) 

右式：


n

i

ia
1

(偶)＋2K(偶)為偶數。 

左式：n 為奇數，故 P 需為偶數，nP(奇×偶)才能為偶數，等式才成立。 

故 n＝4m+3 型之 P 值為偶數。 

3、將偶數邊分為 4m（4、8、12、…）與 4m+2（6、10、14、…）討論。 

(1) 若 n＝4m， )14(2
2

)14(4

2

)1(

1










mm
mmnn

a
n

i

i
為偶數(偶×奇＝偶)。 

右式：


n

i

ia
1

(偶)＋2K(偶)為偶數。 

左式：因 n 為偶數，nP(奇×偶＝偶；偶×偶＝偶)必為偶數。 

故 P 可為奇數，可為偶數。 

(2) 若 n＝4m+2， )34)(12(
2

)34)(24(

2

)1(

1










mm
mmnn

a
n

i

i 為奇數(奇×奇＝奇)。 

右式：


n

i

ia
1

(奇)＋2K(偶)為奇數。 

左式：因 n 為偶數，nP 必為偶數，左式(偶)≠右式(奇)，故 4m+2 邊形無法適用本遊戲。 

4、 KanP
n

i

i 2
1




代入多邊形整理 P 之值如下： 

N 邊形 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

點擊後頂點值 P 4 4 5、7、… 無解 8、10、… 8、9、… 9、11、... 無解 12、14、… 
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六、研究 3：偶數邊形有解題型探討 

(一)由研究 2 發現偶數邊 4m＋2 邊題型無解，4m 邊題型有解，但 4m 邊題型卻在「研究 1」

依序填入的題型無解，故偶數邊到底有何題型限制？  
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式式

故奇數頂點和與偶數頂點和必須相等。 

(二)偶數邊形的有解題型的條件 

1、因 K2
1




n

i

ianP ，故頂點和


n

i

ia
1

需為偶數 

2、奇數頂點和與偶數頂點和相等的題型，才是有解的題型。 

題型 4m+2 4m(無解) 4m(有解) 

條件 1： 




n

i

ia
1

＝偶數 



n

i

ia
1

＝奇數（不符合） 


n

i

ia
1

＝偶數（符合） 


n

i

ia
1

＝偶數（符合） 

條件 2： 

奇數頂點和 

＝偶數頂點和 

(奇)1+2+5＝8 

(偶)3+4+6＝13 

8(奇)≠13(偶)…不符合 

(奇)1+3+5＋7＝16 

(偶)4+2+6＋8＝20 

16(奇)≠20(偶)…不符合 

(奇)8+7+1+2＝18 

(偶)3+6+4+5＝18 

18(奇)＝18(偶)…符合 

圖例 

   

(三) 4m＋2 邊形(6、10、…)頂點和


n

i

ia
1

為奇數，奇數無法分成和相等的兩組，故無解。 

(四) 4m 邊形(4、8、…) 頂點和


n

i

ia
1

為偶數，但也必須符合奇數頂點和與偶數頂點和相等

的題型，才是有解的題型。 
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七、研究 4：「一擊兩得」遊戲有無快速的解題技巧？ 

(一) 奇數邊：星形跳法 

1、奇數邊可用「星形跳法」加快解題。 

(以五邊形為例) 

 

比較 a1與 a5，a1＋k1＝a5＋k4， a1為 1，a5為 5，則設 k1＝4，k4＝0 

比較 a4與 a3，a4＋k4＝a3＋k2，則 3＋0＝2＋(1)， k2＝1 

比較 a2與 a1，a2＋k2＝a1＋k5，4＋1＝1＋(4)， k5＝4 

比較 a5與 a4，a5＋k5＝a4＋k3，5＋4＝3＋(6)， k3＝6 

比較 a3與 a2，a3＋k3＝a2＋k1，2＋6＝4＋(4)， k1＝4（與原先假設同） 

p1＝1＋4＋4＝9；p2＝4＋4＋1＝9；p3＝2＋1＋6＝9； 

p4＝3＋6＋0＝9；p5＝5＋0＋4＝9； 

P＝p1＝p2＝p3＝p4＝p5＝9 

2、若與原先假設不同則需調整(以七邊形為例) 

(以七邊形為例) 

 

比較 a1與 a7，則 1＋(4)＝5＋(0)，故 k1與 k6分別填入 4 與 0 

比較 a6與 a4，則 2＋(2)＝4＋(0)，k6與 k4需分別填入 2 與 0； 

原先 k6的 0 改為 2，k1的 4 改為 6 

比較 a4與 a3，則 3＋(4)＝7＋(0)，k4與 k2需分別填入 4 與 0； 

原先的 k4的 0 改為 4，k6的 2 改為 6，k1的 6 改為 10 

比較 a2與 a1，則 6＋(0)＝1＋(5)，k7填入 5，其餘不變 

比較 a7與 a6，則 5＋(5)＝2＋(8)，k5填入 8，其餘不變 

比較 a5與 a4，則 4＋(8)＝3＋(9)，k3填入 9，其餘不變 

比較 a3與 a2，則 7＋(9)＝6＋(10)，k1填入 10，與原先同。 

P＝p1＝p2＝p3＝p4＝p5＝p6＝p7＝16 

(二) 偶數邊：雙迴圈跳法 

(以八邊形為例) 

 

比較 a1與 a2，則 8＋(0)＝3＋(5)，故 k8與 k2分別填入 0 與 5； 

比較 a3與 a4，則 7＋5＝6＋(6)，k4填入 6； 

比較 a5與 a6，則 1＋6＝4＋(3)，k6填入 3； 

比較 a7與 a8，則 2＋3＝5＋(0)，k8填入 0；（綠色迴圈） 

比較 a2與 a3，則 3＋(4)＝7＋(0)，故 k1與 k3分別填入 4 與 0； 

比較 a4與 a5，則 6＋0＝1＋(5)，k5填入 5； 

比較 a6與 a7，則 4＋5＝2＋(7)，k7填入 7； 

比較 a8與 a1，則 5＋7＝8＋(4)，k1填入 4；（藍色迴圈） 

P＝p1＝p2＝p3＝p4＝p5＝p6＝p7＝p8＝12 
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 (三) 點擊數「0」的位置在哪裡？ 

1、將連接 a1與 an兩頂點的 kn邊為設為點擊數「0」的位置， 

 

(1) 由左而右可發現： 

a1＝a2＋k2；k2＝a1－a2；∵k2≧0 且 a1≠a2；∴a1＞a2 

k2＋a3＝k4＋a4；k4＝k2＋a3－a4＝a1－a2＋a3－a4；∵k4≧0∴(a1＋a3)≧(a2＋a4) 

k4＋a5＝k6＋a6；k6＝k4＋a5－a6＝a1－a2＋a3－a4＋a5－a6； 

∵k6≧0∴(a1+a3+a5)≧(a2+a4+a6) 

… 

kn-1＝a1－a2＋a3－a4＋…＋an-2－an-1；∵kn-1≧0∴(a1+a3+…+an-2)≧(a2+a4+…+an-1) 

(2) 將 kn連接的 a1與 an兩頂點視為端點，以偶數頂點為切點，奇數頂點和≧偶數頂點和。 

即奇 1＞偶 1；奇 1＋奇 2≧偶 1＋偶 2；奇 1＋奇 2＋奇 3≧偶 1＋偶 2＋偶 3；… 

(3) 由右而左亦發現相同的狀況 

an＞an-1； (an＋an-2)≧(an-1＋an-3)；… 

2、最小點擊邊「0」位置的發現，幫我們掌握解題起點的位置，減少錯誤的修正，達到迅

速解題的效果。 

下圖中：a2－a3連線，6＞1，7＞3；6+5≧1+2；7+4≧3+2…，就可把 6-7 視為端點，將

6-7 間的連線當成星形跳法的起跳點「0」的位置。 

下圖右：綠色迴圈的 5-8 連線與藍色迴圈的 7-6 連線都可視為迴圈的起跳點，幫助我們

快速解題。 

   

沒先找出「0」的位置，由

a1－a2連線 1-6 之間開始，

需修正錯誤嘗試。 

先找出「0」的位置在 6-7

之間，再進行星形跳法。 

找出「0」的位置也適用於

偶數邊形的雙迴圈 
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八、研究 5：N 邊形不同排列方式的題型，P 值是否也有其範圍？ 

(一)奇數邊題型 P 值最大與最小的探討： 

1、P≧n，故將 a1設為「n」，p1＝a1＋k1＋kn思考 k1與 kn與頂點排列的關係。 

 

)...()...(

...

......

75316421

127654321

765432176577765

5432154355543

32133321

nn

nnn

aaaaaaaak

aaaaaaaakk

aaaaaakaakkakak

aaaakaakkakak

aakkakak















 

2、P 值與頂點的排列關係 

(1) 設 k1＝0，則 a2＞a3；a2＋a4≧a3＋a5；… 

故 )...()...( 7531642 nnn aaaaaaaak  
 

且 )...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
 

(2) p1＝a1＋k1＋kn ，k1＝0，故 

)...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
越大，p1的值就越大； 

)...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
越小，p1的值就越小。 

五邊形 P 值最大題型 五邊形 P 值最小題型 

  

)...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
 

＝(4+3)－(2+1)＝4；P＝5+4+0＝9 

)...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
 

＝(4+1)－(2+3)＝0；P＝5+0+0＝5 

3、奇數頂點不同排列方式的最大 P 值探討 

(1) P 值的最大題型為 )...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
為最大值 

 

2)
2

1
(

2

1

2

1

]1...)1
2

1
(

2

1
[)]1

2

1
(...)2()1[(





















nnn

nnn
nnkn  

p1＝a1＋k1＋kn 

＝ 2
22

2 )
2

1
(

4

12

4

124
)

2

1
(0













nnnnnnn
n  

(2) 奇數頂點不同排列方式的題型可能出現的最大 P 值為 2)
2

1
(

n
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4、奇數頂點不同排列方式的最小 P 值探討 

(1) P 值最小題型為 )...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
為最小值 

  

4m+1 型，


n

i

ia
1

為奇數，a1＝n(奇數)，故

)...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  

最小值＝0， 

P 最小值 p1＝a1＋k1＋kn＝n+0+0＝n 

4m+3 型，


n

i

ia
1

若為偶數，a1＝n(奇數)，故

)...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  

最小值＝1， 

故 P 最小值 p1＝a1＋k1＋kn＝n+0+1＝n+1 

(2) 奇數邊題型 4m+1 型最小 P 值＝n；4m+3 型最小 P 值＝n＋1。 

5、頂點大小位置的安排，可以使點擊邊的大小有不同的數值，我們將這種頂點間結合的

鍊，稱為「貢品鍊」。 

(1) kn的貢品鍊就是 a2－a3＋a4－a5＋…＋an-1－an。貢品鍊的值越大，點擊邊的次數就越大，

貢品鍊的值越小，點擊邊的次數就越小。 

(2)「貢品鍊」的概念，對我們找 P 值的最大題型與最小題型幫助很大。 

 (二)偶數邊形 P 值最大題型探討： 

 

1、 偶數邊為雙迴圈，「貢品鍊」的考量需兼顧奇數點與偶數

點的安排。 

2、 沿用奇數邊做法，將 a1為最大值 n，k1安排為「0」， 

思考 kn(an-1－an＋an-3－an-2＋…)的最大值。 

1、八邊形：  

 

1、 8-7-2-1(3-4-5-6)為例，奇數組只有兩個數比偶數組大，故

將 a1放入奇數點的最大值 8，a7放入奇數點的次大值 7，

而 a8放入偶數點的最小值 3， 

2、 則 k8＝7－3＝4；p1＝a1＋kn＋k1＝8＋4＋0＝8＋7－3 

3、 8 與 7 皆為奇數點最大值，而 1＜5、2＜6；1+2＜5+6，1+2

＜4+6 故對 k1與 k6而言，必是「0」的位置； 

4、 故八邊形 P 的最大值＝8＋7－3＝12 
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2、12 邊形： 

 1、12-11-10-1-2-3 (4-5-6-7-8-9) 奇數點有 3 個數比偶數點大。 

2、a1放入奇數點的最大值 12，將奇數頂點較大數 11 與 10 放

入 a11與 a9，偶數頂點較小數 4 與 5 放入 a12與 a10， 

3、則 k1為 0，kn＝(10－5)＋(11－4)＝12； 

p1＝a1＋kn＋k1＝12＋12＋0＝24 

4、故 12 邊形 P 的最大值＝12＋11＋10－(5+4)＝24 

3、偶數 N 邊形 P 最大值探討 

(1) kn的最大值＝(
4

n
－1)個奇數頂點較大數－(

4

n
－1)個偶數頂點較小數 

8

)4(

4

4

2

)1
4

(
2

)]1
4

(...)2
2

()1
2

[()]1
4

(...)2()1[(











nnnn

nn

nnnn
nnn

 

(2)頂點全等 P 的最大值 p1＝a1＋kn＋k1＝
8

)4(
0

8

)4( 





nnnn
n  

4、偶數 N 邊形 P 最小值探討 

 

(1) p1＝a1＋kn＋k1欲為最小值，則 a1＝n，kn＝k1＝0  

(2)將 a1的兩邊 k1與 kn都安排為「0」的位置； 

即 a2＞a3，a2＋a4≧a3＋a5；a8＞a7，a8＋a6≧a7＋a5 

(3) p1＝a1＋kn＋k1＝n＋0＋0＝n 

(4) 偶數 N 邊形 P 最小值為 n 

(三) 不同題型 P 值可能出現的範圍 

題型 P 值範圍 

奇

數 

4m+1 n ~ 2)
2

1
(

n
之間的奇數 

4m+3 (n＋1) ~ 2)
2

1
(

n
之間的偶數 

偶數(4m) n ~ 
8

)4( nn
之間的正整數 
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伍、 討論 

一、「一擊兩得」遊戲是否適用於角錐形？ 

(一) 角椎頂點全等最小值與頂點數的關係與原題型(環型)有何區別？ 

1、角錐研究的思考 

(1) 角錐與環型最大的區別，在於多一頂點，且角錐頂點與底面的每一頂點都有連線，為

了便於研究，我們將角錐圖形平面化。(角錐頂點移為底面多邊形的中心) 

(2) 角錐頂點與底面多邊形的連線，我們命名為內連線(以 l1、l2、…ln)，底面多邊形的連線

命名為外連線，沿用之前的 k1、k2、k3…kn。 

(3) 點擊數 K＝外連線與內連線點擊數的和。 

三角錐 四角錐 五角錐 六角錐 七角錐 

     

2、角錐頂點與連線整理 

nanP

lllkkkaaaapppp

llllap

lkkap

lkkap

lkkap

lkkap

n

i

i

nnnn

nnn

nnnnn

n


























P K2

)......(2......

...

......

1

121121321321

1321

11211

33233

22122

11111

；

 

3、與基本型的結果 KanP
n

i

i 2
1




，P≧n 相同。 

(二) 角錐形快速解題模式 

角錐題型因連線分內連線與外連線，故快速解題模式無法直接套用基本型，我們研究結

果整理如下： 

1、先解決外頂點與外連線，再解決內頂點與內連線。 

2、內連線與外連線具有可替換性。 
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形成三角形的內連線與外連線具有可替換性 

例：對 a1而言，l1＋1＝k1＋1； 

    對 a2而言，l2＋1＝k1＋1 

故我們可將內連線的 l1的「1」與 l2的「1」 

同時轉移至 k1；或將外連線 k1的「1」轉移至

l1與 l2。 

3、可利用內連線與外連線的可替換性，進行「增值」或「減值」求得該題型 P 的最小值。 

4、奇數頂點的角錐，底面為偶數邊形，可加上底面「兩兩成對法」求出 P 之最小值。 

以七角錐為例： 

    

將底面頂點兩兩一

組，利用內連線使同

組的兩頂點相等。 

此時外面 3 組頂點分

別為 6、3、7，而中

間頂點為 12 最大。 

內連線 l1與 l2可用「減

值」法同減 1，將 1

移至 k1。 

再將 k6、 k2、k4分別

填入 4、7、3，使內、

外頂點都同為「10」。  

5、偶數頂點的角錐，底面為奇數邊形，可加上底面「星形跳法」求出 P 之最小值。 

以七角錐為例： 

   

以「星形跳法」完成外

連線。此時外部頂點同

為 20，而內部頂點只

有 4。 

以「減值」法將 k1、 k3、k5、k7

同減 7，將外部頂點同減 7； 

a1被減 2 次，故 l1需加 7，此時

外部頂點為 13，內部頂點為 11。 

再以「減值」法將 k1、 k3、k5、

k6同減 1，將外部頂點同減 1， 

a6被減 2 次，故 l6需加 1，此時

外部頂點與內部頂點同為 12。 

(三) 角錐題型限制探討 

1、角錐頂點與連線的關係還是適用原型的 KanP
n

i

i 2
1




，故 

(1) 奇數頂點沒問題。 

(2) 總頂點數為 6、10、14 的 4m+2 型的角錐，即 5 角錐、9 角錐、13 角錐不適用本遊戲。 
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2、總頂點數為 4m 型的角錐，有解的題型有何限制？ 

(1) 由七角錐解題模式可看出角錐以星形跳法求出底面 7 邊形的 P 值後，再將 

（外部頂點 P 值＋內部頂點）÷ 2 即為該題型的 P 值。 

(2) 偶數頂點(4m)的和一定為偶數， 

 若中間為偶數，則外圈頂點和為偶數，則外圈 P 值必為偶數； 

（ KanP
n

i

i 2
1




；


n

i

ia
1

為偶數，n 為奇數，故 P 必為偶數）。 

 若中間為奇數，則外圈頂點和為奇數，則外圈 P 值必為偶數； 

（ KanP
n

i

i 2
1




；


n

i

ia
1

為奇數，n 為奇數，故 P 必為奇數。） 

(3) 內外圈 P 值同為奇數或偶數，就能透過內外連線的移轉，而求得 P 的最小值。 

(4) 換句話說，總頂點數為 4m 型的角錐題型，並不像基本型需有「奇數頂點和＝偶數頂

點和」的限制。 

(四) 角錐 P 值的範圍與原型有何差異？ 

1、奇數頂點角錐最大 P 值思考： 

 

(1) 要使 P 值為最大，必須使 an和內連線的和為最大。 

(2) 可連成三角形的內連線，可以同時轉移至外連線，故欲形成內

連線和為最大，必須使外連線的偶數點分別大於兩兩成對的奇

數點(或奇數點大於偶數點)，才能形成不會被移轉的內連線。(同

為奇數內連線或偶數內連線) 

(3) 內連線的最大值＝
2

1n
個較大數－

2

1n
個較大數（n 除外） 

(1) 內連線最大值為 2)
2

1
(]1...)1

2

1
(

2

1
[)]1

2

1
(...)2()1[(













nnnn
nn  

(2) 
2531 ...P  nn lllla ＝ 2

22
2 )

2

1
(

4

12

4

124
)

2

1
(













nnnnnnn
n  

(3) 奇數頂點角錐 P 最大值＝ 2)
2

1
(

n
 （與原型奇數頂點題型相同） 
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2、奇數頂點角錐最小 P 值思考： 

  

4m+1 型，有奇數組內連線，一定有 1 內連

線無法遞移至外連線，故 P 最小值 n+1 

4m+3 型，有偶數組內連線，可全部遞移至

外連線，故 P 最小值＝n 

2、偶數頂點角錐 P 最大值思考： 

 

(1) 偶數頂點角錐的 P 值＝（外部頂點＋內部頂點）÷ 2  

(2) 內部頂點的極大值為 n， 

外部頂點 P 極大值＝ 2]
2

1)1(
[

n
＝ 2)

2
(
n

。 

(3) 故偶數頂點角錐 P 的最大值＝

 
8

4

24

4
2])

2
([

2
2 







nnnnn
n

 

（與原型偶數頂點相同） 

3、偶數頂點角錐 P 最小值思考： 

 

(1) 內部頂點的極大值為 n， 

(2) 則外部頂點 P 極小值＝n。 

(3) 故偶數頂點角錐 P 的最小值＝（n＋n）÷2＝n
 （與原型偶數頂點相同） 

二、「一擊兩得」遊戲是否適用於角柱形體？ 

(一) 角柱頂點全等最小值與頂點數的關係與原題型(環型)有何區別？ 

1、角柱研究的思考 

(1) 角柱與環型最大的區別，在於多一底面及 n 個側面，為了便於研

究，我們將角柱圖形平面化。(角柱上底面一縮小，下底面擴大成

雙環狀。) 

(2) 角柱上、下多邊形所形成側面的連線，我們命名為內連線(以 l1、l2、…ln)，底面多邊形

之間的連線命名為外連線，沿用之前的 k1、k2、k3…kn。點擊數 K＝外連線與內連線點

擊數的和。 

(3) 角柱頂點皆為偶數點，故只需討論頂點為 4m 型的 4 角柱、6 角柱、8 角柱、…。 
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2、角柱頂點與連線整理 

nanP

lllkkkaaaapppp

llllap
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n

i

i

nnnn

nnn

nnnnn

n

























P K2

)......(2......

...

......

1

2

21121321321

2

321

1
2

1211

33233

22122

11111

；

 

3、角柱頂點全等最小值與頂點數的關係為 KanP
n

i

i 2
1




，P≧n；與研究 2 基本型(環形)

的結果相同。 

 (二) 角柱形快速解題模式 

角柱型因連接線分內連線與外連線，故快速解題模式無法直接套用基本型，我們研究結果

整理如下： 

1、先將角柱轉換成基本型(環形)解題。 

2、可利用偶數頂點環形與方形迴圈連線的可替換性，進行「增值」或「減值」，將偶數邊

增值到最大。 

   

內圈偶數邊(紫線)值較小，故內圈需進行增值。 

內圈紫線的 0、8、16，可透過環形迴圈連線的可替換性，增值為 14、22、30。 
 

   

紫線的 16-10 間的「4」可透過方形迴圈連線的可替換性，增值為 21。 

3、再將偶數邊同減其最小值，求得該題型 P 的最小值。 
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4、減值快速估算方法為「轉折點」，因為轉折點需同時顧及內(外)圈「0」的增值與轉折線

的增值。 

5、角柱解題說明 (以八角柱為例)： 

    

先將所有頂點連成

環形(漢米爾頓圈)。 

轉換成環形進行解

題。 

將環型解題答案對

照關係填回柱型。 

畫出環形偶數邊，

確認內圈「0」可否增

值，並進行增值。 

    

檢視轉折點數字，

並進行轉折點增值。 

將內圈奇數邊連線

遞移 13 至偶數邊。 

偶數邊最小值為

20，故同減 20。 

完成。 

此八角柱 P 值＝20 

(三) 角柱題型有何限制？ 

1、由角柱題型轉換成環形解題，不管如何形成環狀(漢米頓圈)，奇數點與偶數點的相關位

置，都如下述位置，故角柱題型限制與基本型的偶數邊題型相同，必須「奇數頂點和

＝偶數頂點和。」 

    
不同漢米頓圈畫法，奇數點與偶數點的相關位置都相同。 

2、根據實際測試柱形題型，證實紅圈點(為奇數點)與黑圈點(為偶數點) 和相等，才是有

解題型。 

四角柱 六角柱 八角柱 十角柱 
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(四) 角柱頂點最大 P 值思考： 

1、角柱 P 值＝環形 P 值－減值。 

故角柱頂點最大 P 值＝最大環形 P 值－最小減值。 

2、怎樣的題型能產生最小的減值？ 

(1) 以十角柱做討論(奇數點：1-2-3-4-5-16-17-18-19-20；偶數點：6-7-8-9-10-11-12-13-14-15) 

   

   

(2) 題型Ⅰ與題型Ⅱ的角柱題型，連成為環形時，P 值都同為 20 邊形最大值 60；但經過

「減值」的過程，題型Ⅰ的 P 值為 33，題型Ⅱ的 P 值為 35。 

(3) 題型Ⅰ的減值思考：紫線外圈皆為較大數，只需考慮內圈與轉折點，35+19<30+27，

故只需考慮 35+19。35 須顧慮「19」與「0」的增值，(35+19)÷2＝27，換句話說紫線

最小的 0 可增值為 27，故減值為 27；60－27＝33，P 值為 33。 

(4) 題型Ⅱ的減值思考：紫線外圈皆為較大數，只需考慮內圈與轉折點，32+19<30+27，

故只需考慮 32+19。 

32 須顧慮「19」與「0」的增值，(32+19)÷2＝25…1，換句話說紫線最小的 0 可增值為

25，故減值為 25；60－25＝35，P 值為 35。 

(5) 以「貢品鍊」解析題型Ⅰ與Ⅱ的減值（貢品鍊見研究 5(一）5) 

題型Ⅰ（減值 27） 題型Ⅱ（減值 25） 

35＝(17-8)+(19-7)+(20-6) 

19＝(16-9)+(18-6) 

35+19＝ 

(20+19+18+17＋16)－(9+8+7+6*2)＝54 

減值＝54÷2＝27 

32＝(17-8)+(19-7)+(20-9) 

19＝(16-6)+(18-9) 

32＋19＝ 

(20+19+18+17＋16)－(9*2+8+7+6)＝51 

減值＝51÷2＝25…1（不考慮餘數） 

 

Ⅰ 

Ⅱ 

Ⅰ 

Ⅱ 
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3、整理四~十二角柱減值最小題型（十角柱見前討論） 

 
 

四角柱：5=8-3 ；4=7-3 

減值為 [(8-3)+(7-3)] ÷2=4…1 

六角柱：13=(10-4)+(12-5) ；6=11-5 

減值為 [(12+11+10)-(5*2+4)] ÷2=9…1 

 
 

八角柱： 

25＝13-6+14-5+16-7； 8＝15-7 

25+8＝16+15+14+13－(7*2+6+5) 

減值為 

25+8＝[16+15+14+13－(7*2+6+5)]÷2 

＝16…1 

十二角柱： 

37=(20-10)+(22-8)+(24-11) ； 

36=(19-7)+(21-9) +(23-11)  

37+36 =(20-10)+(22-8)+(24-11) +(19-7)+(21-9) +(23-11)  

減值為  

[(24+23+22+21+20+19)-(11*2+10+9+8+7)]÷2=36…1 

4、角柱最小減值為[(
4

n
奇數點較大數)－(

4

n
-1 個偶數點較小數＋其中最大值)]÷2 取整數 
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(
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5、角柱題型最大 P 值＝最大環形 P 值－最小減值。 

(1) 最大環形 P 值＝
8

)4( nn
，最小減值＝

16

2n
 

(2) 角柱頂點最大 P 值＝
8

)4( nn
－

16

2n
＝

16

82 2 nn 
－

16

2n
＝

16

82 nn 
＝

16

)8( nn
 

6、因最小環形 P 值＝n，故角柱題型最小 P 值＝n。 
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三、修改遊戲的點擊規則，將每點擊一次，兩端頂點「加 1」改為「減 1」，我們的研究結

果需做怎樣的修正？ 

(一)將點擊規則由「＋」，改為「－」，頂點全等最小值與頂點數的關係與原題型有何區別？ 

點擊規則 每點擊一次，兩端頂點「＋1」 每點擊一次，兩端頂點「－1」 

點擊結果 p1＝a1+(kn+k1)；p2＝a2+(k1+k2)；…； 

pn＝an+(kn-1＋kn)；p1＝p2＝…＝pn 

p1＝a1-(kn+k1)；p2＝a2-(k1+k2)；…； 

pn＝an-(kn-1+kn) ；p1＝p2＝…＝pn 

關係式 
KanP

n

i

i 2
1




，P≧n KanP
n

i

i 2
1




，P≦1 

KanP
n

i

i 2
1




與 KanP
n

i

i 2
1




判斷奇、偶數的方法相同，故我們可套用「原型」P 值奇、

偶數的方法整理點擊後的 P 值的奇、偶數。 

N 邊形 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

點擊後頂點值 P 0 1 1、-1、… 無解 0、-2、… 1、0、-1、… 1、-1、… 無解 0、-2、… 

 (二) 最快解題模式 

1、奇數邊（以五邊形為例） 

 

比較 a1與 a5，a1－k1＝a5－k4， a1為 1，a5為 5，則設 k1＝0，k4＝4 

比較 a4與 a3，a4－k4＝a3－k2，則 3－4＝4－(5)， k2＝5 

比較 a2與 a1，a2－k2＝a1－k5，2－5＝1－(4)， k5＝4 

比較 a5與 a4，a5－k5＝a4－k3，5－4＝3－(2)， k3＝2 

比較 a3與 a2，a3－k3＝a2－k1，4－2＝2－(0)， k1＝0（與原先假設同） 

p1＝1－4－0＝-3；p2＝2－0－5＝-3；p3＝4－5－2＝-3； 

p4＝3－2－4＝-3；p5＝5－4－4＝-3；P＝p1＝p2＝p3＝p4＝p5＝-3 

2、偶數邊：雙迴圈跳法(以八邊形為例) 

 

 

比較 a1與 a2，則 1－(0)＝6－(5)，故 k8與 k2分別填入 0 與 5； 

比較 a3與 a4，則 2－5＝3－(6)，k4填入 6； 

比較 a5與 a6，則 8－6＝5－(3)，k6填入 3； 

比較 a7與 a8，則 7－3＝4－(0)，k8填入 0；（綠色迴圈） 

比較 a2與 a3，則 6－(4)＝2－(0)，故 k1與 k3分別填入 4 與 0； 

比較 a4與 a5，則 3－0＝8－(5)，k5填入 5； 

比較 a6與 a7，則 5－5＝7－(7)，k7填入 7； 

比較 a8與 a1，則 4－7＝1－(4)，k1填入 4；（藍色迴圈） 

P＝p1＝p2＝p3＝p4＝p5＝p6＝p7＝p8＝-3 

3、改變點擊規則仍可延用基本型的「星形跳法」與「雙迴圈跳法」。 
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4、「0」的判斷方法改變了， 

(1) 點擊規則「＋」時，最少點擊邊 kn（0 的位置）由兩端點(a1與 an)數起，需呈現： 

奇 1＞偶 1；奇 1＋奇 2＞偶 1＋偶 2…； 

(2) 而當點擊規則改為「－」(負值)時，最少點擊邊 kn（0 的位置）由兩端點(a1與 an)數起，

需呈現：奇 1＜偶 1；奇 1＋奇 2＜偶 1＋偶 2…； 

 

 

 

5、當點擊規則改為「－」時，在解題的過程，我們發現了一個有趣的現象，點擊規則的改

變，就好像製造了一個「鏡像世界」，每一個題型，都可以找到自己對應的「另一半」，

他們頂點的大小排列相反，而點擊數則完全相同，這真是個有趣的現象。 

點擊（＋） 點擊（－） 點擊（＋） 點擊（－） 

    

6、所以，我們推論，在點擊規則為「－」的遊戲中，可套用基本型發現的點擊數與頂點

的關係。 

(三) 奇數頂點 P 值的範圍 

1、當點擊數為「正值」時，頂點值(a)越大，點擊值(k)就越小，所以頂點全等的最小值 P，

以「n」為起始點，P≧n。 

而當點擊數為「負值」時，頂點值(a)越小，點擊值(k)就越小，所以頂點全等的最小值

P，以「1」為起始點，P≦1。 

 

2、奇數邊形 P 值最大題型探討： 

(1) 在基本型中 P 值最大題型為 a1與 )...()...( 7531642 nn aaaaaaaa  
為最大值， 

即除了 a1外，所有偶數點需大於所有奇數點，根據「負值」是「正值」鏡像世界的

猜想，我們必可找到 a1與 )...()...( 1642753   nn aaaaaaaa 為最大值的題型。 
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點擊（＋）kn的最大值 點擊（－）kn的最大值 

  

(2) 點擊(－)kn的最大值與點擊(＋)的 kn相同

2)
2

1
(]2...)2

2

1
()1

2

1
[()]

2

1
(...)2()1([













nnnn
nnnkn

 

(3) 故奇數頂點 P 最小值＝ 2)
2

1
(1




n
 

(4) 奇數頂點 P 之最大值 

P 之最大值 )...()...( 142531  nnn aaaaaakk 需為最小； 

4m+1 型，頂點和


n

i

ia
1

為奇數，奇數－1＝偶數，故 kn最小值＝0，P＝1－0＝1 

4m+3 型，頂點和


n

i

ia
1

為偶數，偶數－1＝奇數，故 kn最小值＝1，P＝1－1＝0 

(四) 偶數頂點 P 值的範圍 

1、點擊(＋)的 kn的最大值＝
8

)4( nn
 

2、根據「負值」是「正值」鏡像世界的猜想，kn最大值＝
8

)4( nn
 

點擊（＋）kn的最大值 點擊（－）kn的最大值 

  

kn＝10-5+11-4＝12 kn＝8-3+9-2＝12 

3、偶數頂點 P 最小值＝1－
8

)4( nn
 

4、偶數邊形 P 最大值＝1 
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(五) 角錐 P 值的範圍 

1、根據「鏡像世界」的猜想，我們也找到奇數頂點角錐內連線的最大值＝ 2)
2

1
(

n
 

 點擊（＋） 點擊（－） 

內連線最

大值 2

1n
個較大數－

2

1n
個較小數 

（n 除外） 

2

1n
個較大數－

2

1n
個較小數 

（1 除外） 

題型示例 

  

(1) 奇數頂點角錐最小 P 值＝ 1－內連線最大值； 2)
2

1
(1




n
P  

2、偶數頂點角錐 P 最小值思考： 

 點擊（＋） 點擊（－） 

外部 P 最大值 
2)

2

2
()1(




n
n  2)

2

2
(2




n
 

題型示例 

 
 

(1) 偶數頂點角錐的 P 值＝（外部頂點＋內部頂點）÷ 2  

(2) 內部頂點的極小值為 1，則外部頂點 P 的極小值＝ 2)
2

2
(2



n

。 

(3) 故偶數頂點角錐 P 的最小值＝
8

)4(
12])

2

2
(3[2])

2

2
(21[ 22 








nnnn
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(六) 角柱 P 值的範圍 

1、角柱 P 值＝環形 P 值－減值。 

2、角柱頂點最大 P 值＝環形 P 值＝1 

3、 角柱最小減值思考 

 點擊（＋） 點擊（－） 

最小減值 14＝13-6+14-7；19＝15-5＋16-7 

最小減值＝
16

2n
 

14＝11-4+10-3；19＝12-2+10-1 

最小減值＝
16

2n
 

題型示例 

  

4、角柱頂點最小 P 值，
16

)8(
1

16

8
1]

168

)4(
[1

22 








nnnnnnn
P  

陸、 結論 

一、「一擊兩得」遊戲頂點全等最小值與頂點數的關係為 KanP
n

i

i 2
1




，P≧n。 

二、「一擊兩得」遊戲快速解題模式依頂點數為奇數或偶數分為星形解題法與雙迴圈解題法。 

三、「一擊兩得」遊戲不同題型頂點全等 P值的範圍，因奇數偶數而有所不同。 

四、角錐和角柱題型都可借用基本形的解題模式，配合「增值」、「減值」找出頂點全等的最

小值。 

五、「一擊兩得」題型原頂點數可不限於 1~n，亦可不限定一定要相異數，可隨意填入任何數

字，皆可求出 P值，但偶數頂點需符合兩個條件：(一) 頂點和需為偶數。(二) 奇數頂

點和＝偶數頂點和。  

六、點擊規則為「＋」與「－」，各種題型的 P值，形成了一個奧妙的「鏡像關係」，幫我們

快速的解決點擊規則為「－」的遊戲公式。 

七、使用 scratch 軟體將「一擊兩得」做成電腦遊戲最需注意的就是題型的限制。 

八、一個簡單的「一擊兩得」遊戲，似乎還蘊藏著不少的數學探討空間，等著我們去延伸和

探討。 
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柒、 參考資料及其他 

一、建中通訊解題第 90期：

http://web2.ck.tp.edu.tw/~mathweb/index.php?option=com_content&view=article&i

d=42:2012-02-07-02-50-11&catid=19:2011-11-23-08-30-15&Itemid=37  

二、第 52屆全國科展國中組數學：萬數歸一 - 圖形上點邊數字和為定值之研究 

三、自製「一擊兩得」遊戲網址(示例)： 

http://scratch.mit.edu/projects/19000782/  

http://scratch.mit.edu/projects/18819196/  

http://scratch.mit.edu/projects/18700779/  

 

http://web2.ck.tp.edu.tw/~mathweb/index.php?option=com_content&view=article&id=42:2012-02-07-02-50-11&catid=19:2011-11-23-08-30-15&Itemid=37
http://web2.ck.tp.edu.tw/~mathweb/index.php?option=com_content&view=article&id=42:2012-02-07-02-50-11&catid=19:2011-11-23-08-30-15&Itemid=37
http://scratch.mit.edu/projects/19000782/
http://scratch.mit.edu/projects/18819196/
http://scratch.mit.edu/projects/18700779/


【評語】080404  

1. 團隊默契極佳，作品架構組織完整，井然有序，內容集趣味與

益智為一體的設計，很具創意性，看似是一款小遊戲的研究，

實際蘊含了豐富的數形結合之關係，且恰到好處。 

2. 在整個歷程中，充分展現科學探究的精神，從提出問題、再經

分析推理及驗證，歸納出快速的解題模式，並拓展到立體，這

點值得稱許，很好地再現了數學是研究數量關係的學科，也為

後續的研究提供了思考的空間。 

080404-評語 
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