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摘  要 

    本研究目的在瞭解正四面體隨意剪開後的展開圖，為何能拼貼成平面鑲嵌圖形。我們發現

圖形間組合的部位，要構成 360度的圓周角，才能形成一個緊密、無空隙的平面填充圖形；如

果立體圖形展開圖是正多邊形或凸四邊形，隨意剪開後的展開圖，拼貼後必能緊密、無空隙的

鑲嵌成完整的平面填充圖形。正四面體剪開後的展開圖進行平移、旋轉後，不規則的展開圖能

復原成正三角形和平行四邊形(凸四邊形)兩種符合鑲嵌原則的圖形，展開圖必能拼貼成平面鑲

嵌圖形，展開圖間組合的部位及鑲嵌的方式都一樣，具有規律性；正六面體的展開圖不是凸四

邊形或正多邊形，不符合鑲嵌原則，相鄰兩個面展開後產生的位移情形，及圖形周圍和裡面形

成的角度為 90、270度，導致剪開後的展開圖有許多變化，無法緊密的鑲嵌。 
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作品名稱：給我 360~其餘免談 

壹、 研究動機： 

    五年級上學期上數學課的時候，各種的平面圖形引起我們的好奇心，好奇心旺盛的我們便

呼朋引伴，一行人到圖書館查詢和平面圖形有關的各種資料。其中的一本書裡面提到一個相當

有趣的正四面體奇妙實驗，主要是將正四面體的立體圖形隨意的剪開後，然後攤開成展開圖並

進行複製，最後再拼拼看能不能成功的拼貼成一個完整的平面填充圖形。這樣的奇妙實驗激起

了我們的好奇心，於是我們就將我們的疑問告訴科展團隊的老師，老師也建議我們可以試著更

進一步深入研究和探討為什麼正四面體的會有這樣的特性呢！那如果是其它的正多面體是不是

也會有同樣的效果呢？因此我們就決定更進一步的深入研究，試著找出其中的原因。 

貳、 研究問題與目的： 

一、認識鑲嵌圖形與正多面體。 

二、利用正四、六、八面體的展開圖，能不能順利的拼貼成一個完整的平面填充圖形呢？ 

三、將正四、六面體隨意剪開後攤平所形成的圖形，是否能拼貼成完整的平面填充圖形呢？ 

四、沿著剪的痕跡，利用不同顏色的彩色筆加上記號，複製後進行平面填充圖形的拼貼，了

解各種正多面體剪開圖的那些部位在進行拼貼時可以互相組合在一起。 

五、正四面體隨意剪開後的展開圖為什麼可以拼貼成平面的填充圖形呢？ 

 

   

   

   

參、 實驗設備與材料： 

剪刀、膠帶、筆記本、鉛筆、各種顏色的 A4、A3影印紙（80磅）、量角器、透明膠片、奇異筆。 
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肆、 研究過程與方法： 

一、認識鑲嵌圖形和正多面體。 

資料整理和蒐集~ 

（一）認識鑲嵌圖形。 

1.鑲嵌圖形是指由一種或兩種以上全等圖形，重複且緊密排列，沒有縫隙圖形，不會重疊，  

 可以無限延伸鋪滿整個平面的圖形。因為凸四邊形內角和為 360度，故任意凸四邊形分別 

 以四個角構成一周角，即可密鋪成鑲嵌圖形。但如果不是四邊形，因其內角和不是 360 度， 

 要組合成鑲嵌圖形，就必須要有幾個角度的和為 360度或是 180度，才可以構成一個圓周 

 角；再加上邊長條件，即可組合成鑲嵌圖形。（如下表 1-1）。 

表 1-1 利用正方形來製作鑲嵌圖形的操作紀錄表 

項目 第一個步驟 第二個步驟 鋪設完成的平面鑲嵌圖形 

鑲嵌 

圖形 

A 

   

操作 

過程 

將正方形中剪下左邊一塊平移拼至右邊，再將下方一塊剪下平移拼至上方，完成的

圖形在進行複製，最後拼貼在一起形成鑲嵌圖形，利用圖片互補的方式形成鑲嵌圖

形。 

鑲嵌 

圖形 

B 

   

操作 

過程 

將正方形中的下方兩小塊圖形剪下平移拼至上方，再將右方塊剪下平移拼至左方，

完成的圖形再進行複製，最後拼貼在一起形成鑲嵌圖形，利用圖片互補的方式形成

鑲嵌圖形。 

 

2.正則鑲嵌圖形：由單一種全等的正多邊形重複且緊密排列，頂點接頂點， 

  邊接邊，不重疊，沒有縫隙，可以無限延伸鋪滿整個平面，且其中每一個 

  頂點處所圍繞的正多邊形都是同一規律的圖形。例如右圖是用正六邊形重 

  複且緊密排列而成，且可以無限延伸鋪滿整個平面。其中頂點接頂點，邊 

  接邊，不重疊，沒有縫隙，每一個頂點處所圍繞的正多邊形，其排列都是 

  正六邊形、正六邊形、正六邊形。 

3.半正則鑲嵌圖形：由兩種以上的全等正多邊形重複且緊密排列，可以無限 

  延伸鋪滿整個平面，且其中每一個頂點處所圍繞的正多邊形都是同一規律 

  的圖形，稱之為半正則鑲嵌圖形。例如右圖是用正八邊形和正方形緊密排 
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  列而成的，可以無限延伸鋪滿整個平面。其中每一個頂點處所圍繞的正多 

  邊形，其排列都是正方形、正八邊形、正八邊形。 

（二）認識柏拉圖正多面體。 

1.每個面都是由全等的正多邊形所組成的形體，就是正多面體。正多面體包括五個，分別為 

  正四面體、正六面體、正八面體、正十二面體、正二十面體。 

表 1-2 各種柏拉圖正多面體的說明 

項目 正四面體 正六面體 正八面體 正十二面體 正二十面體 

立體圖 

     

面的形質 正三角形 正方形 正三角形 正五邊形 正三角形 

組成 4個正三角形 6個正方形 8個正三角形 12個正五邊形 20個正三角 

面的數目 4 6 8 12 20 

頂點數目 4 8 6 20 12 

邊線數目 6 12 12 30 30 

  2.根據尤拉公式指出，正多面體頂點的數目＋面的數目－邊的數目＝2。 

3.經過正多面體立體圖形的實際觀察後，我們發現各種正多面體會有以下幾個特點： 

（1）正多面體的每個面都是全等的正多邊形。 

（2）正多面體的各條邊、各個面、各個角都會是相等的或是全等的。 

（3）各個正多面體不管從任何一個角度、邊或面的中心點觀看，所觀察到的圖形都是一樣的。 

（三）認識正四面體、正六面體、正八面體的展開圖。 

表 1-3 正四面體的展開圖 

正四面體

的兩種展

開圖 

A 

 

B 

 

 

說明 

1. 正四面體的展開圖總共有 A、B兩種不同形式，兩種展開圖都是由四個正三角形

所組成的圖形；展開圖 A是一個正三角形，展開圖 B則是一個平行四邊形。 

2. 每個展開圖最基本的組成單位是正三角形，且每種圖形都是由四個正三角形所

組成的圖形。 

表 1-4 正六面體的展開圖 
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說 明 

1. 正六面體的展開圖總共有 11種不同的形式。 

2. 每個展開圖最基本的組成單位是正方形，且每種圖形都是由六個正

方形所組成的圖形。 

表 1-5 正八面體的展開圖 

    

    

   

 

說明 

1. 正八面體的展開圖總共有 11種不同的形式。 

2. 每個展開圖最基本的組成單位是正方形，且每種圖形都是由八個正

三角形所組成的圖形。 

（四）資料整理後發現： 

1. 正四面體、正六面體、正八面體，分別有 2種、11種、11種的不同形式的展開圖。 

2. 正四面體、正八面體和正二十面體展開圖最基本的組成元素是正三角方形，正六面體展開圖

最基本的組成元素則是正方形，正十二面體展開圖最基本的組成元素則會是正五邊形。 

3. 正四面體和正八面體的展開圖分別會由 4個和 8個全等的正三角形所組成，正六面體的展開

圖則會是由 6個全等的正方形所組成。 

（五）問題與討論： 

1. 因為正十二面體、正二十面體的展開圖有很多種的組合方式，所以我們就決定先選擇正四面
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體、正六面體、正八面體的展開圖做為主要的研究對象。 

2. 正四面體、正六面體、正八面體的展開圖，分別有 2種、11種、11種的不同形式，而這也

讓我們思考到一個問題，如果利用正各種四面體、正六面體、正八面體展開圖進行平面填充

圖形的拼貼時，是不是也能夠順利的拼貼成一個完整的平面填充圖形呢？ 
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二、利用正四、六、八面體的展開圖，能不能順利的拼貼成一個完整的平面填充圖形呢？ 

（一）分別利用兩種正四面體的展開圖進行平面圖形的拼貼。 

表 2-1 利用正四面體展開圖進行平面圖形拼貼的結果紀錄表 

正四面體的展開圖 正四面體展開圖的平面拼貼圖形 

 

A 

   

 

 
 

B 

   

操作結 

果紀錄 

1. 正四面體的展開圖有 A、B兩種，利用兩種不同形式的展開圖進行平

面填充圖形的拼貼後，都分別會有一種形式的平面填充圖形。 

2. A的部分是兩個正三角形互相的組合；B的部分則是兩個平行四邊形

互相的組合在一起。 

綜合 

歸納 

1. 正四面體的兩種展開圖都能夠順利的完成平面填充圖形的拼貼。 

2. 正四面體的展開圖可以拼貼出 2種不同形式平面填充圖形。 

（二）分別利用 11種正六面體展開圖進行平面圖形的拼貼。 

表 2-2 利用正六面體展開圖進行平面圖形拼貼的結果紀錄表 

正六面體的展開圖 正六面體展開圖的平面拼貼圖形 

 

 

 

A 

   

B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：會由三個部件組合成一個圖形模式，每組再拼貼在一起，其中一個部件 

   會與前一組重疊，最後拼貼成一個完整的平面填充圖形。 

B：會由兩個部件反方向（鏡射）排列，形成一組圖形模式，接著再將每個 

   部件從上到下依序排列，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 
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B 

   

操作 

結果 

紀錄 

共有 A、B兩種形式的平面拼貼圖形： 

A：每一個部件即是一個圖形模式，從左到右依序排列組合，再將上下兩組 

   拼貼組合即可形成一個完整的平面填充圖形。 

B：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180度組合成一個圖形模式，再將每組 

   圖形以階梯的方式拼貼組合，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作結 

果紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：將每一個部件以相同方向從左到右

依序排列，再將上下兩組拼貼組合即可形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180

度組合成一個圖形模式，並從左到右依序排列，再將上下兩組拼貼組合，

就可形成一個完整的平面填充圖形。 

 

 

 

A 

   

B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180度組合成一個圖形模式，再將每組 

   圖形以階梯方式向右下方拼貼組合，即可形成一個完整平面填充圖形。 

B：將每一個部件以相同方向從左到右依序排列，再將上下兩組拼貼組合就    

   可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180
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結果 

紀錄 

度組合成一個圖形模式，並從左到右依序排列，再將上下兩組拼貼組合，

就可以形成一平面填充圖形。一個完整的平面填充圖形。 

 

 

 

A 

   

B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：將每一個部件以階梯方式同方向向右下方依序排列，再將上下兩組拼貼 

   組合，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

B：將每個部件同方向以階梯的方式向右下方排列，再將上下兩組拼貼組 

   合，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 
A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180

度組合成一個圖形模式，再將每組圖形以階梯的方式向右下方拼貼組合，

就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

 

 

A 

   

B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：將每一個部件以相同方向從左到右依序排列，再將上下兩組拼貼組合， 

   就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

B：將每個部件同方向以階梯的方式向左下方排列，形成一個圖形模式，再 

   將左右兩組拼貼組合，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 
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B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180度組合成一個圖形模式，再將每組 

   從左到右依序排列，再將上下兩組拼貼組合，就可以形成一個完整的平 

   面填充圖形。 

B：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180度組合成一個圖形模式，再將每組 

   以階梯方式向右下方排列，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作結 

果紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180

度組合成一個圖形模式，再依序向下排列，就可以形成一個完整的平面填

充圖形。 

綜合 

歸納 

1. 正六面體的 11種展開圖都能夠順利的完成平面填充圖形的拼貼。 

2. 每一種的展開圖至少都能拼貼出 1到 2種的不同形式的平面填充圖形。 

3. 總計全部共可以歸納出 17種不同形式的平面填充圖形。 

（三）分別利用 11種正八面體展開圖進行平面圖形的拼貼。 

表 2-2 利用正八面體展開圖進行平面圖形拼貼的結果紀錄表 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉

180度組合成一個圖形模式，每組以階梯的方式依序向右下排列，就可以

形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉

180度組合成一個圖形模式，將每組從左到右依序排列，就可以形成一個

完整的平面填充圖形。 

 

A 
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操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉

90度組合成一個圖形模式，再將每組從上到下依序排列，就可以形成一

個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：將每個部件同方向以階梯的方式向

左下方排列，形成一個圖形模式，再將兩組上下拼貼組合，就可以形成一

個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作結 

果紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：將每一個部件以相同方向從左到右

依序排列，再將上下兩組拼貼組合，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉

180度組合成一個圖形模式，將每組從上到下依序排列，就可以形成一個

完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：將每個部件同方向以階梯的方式向右下方排列，形成一個圖形模式， 

   再將左右兩組拼貼組合，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

B：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180度組合成一個圖形模式，將每組 

   以階梯的方式向左下方排列，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 
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操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：將每個部件同方向以階梯的方式向

左下方排列，形成一個圖形模式，再將上下兩組拼貼組合，就可以形成一

個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：兩個部件為一組，其中一個旋轉

180度組合成一個圖形模式，將每組以階梯的方式向右下方排列，就可以

形成一個完整的平面填充圖形。 

 

 

 

A 

   

B 

   

操作 

結果 

紀錄 

總共可以拼貼出 A、B兩種形式的平面填充圖形： 

A：將每一個部件以相同方向從上到下依序排列，再將上下兩組拼貼組合， 

   就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

B：兩個部件為一組，其中一個旋轉 180度組合成一個圖形模式，將每組 

   從左到右依序排列，就可以形成一個完整的平面填充圖形。 

 

A 

   

操作 

結果 

紀錄 

只能拼貼出一種形式的平面填充圖形：將每個部件同方向以階梯的方式向

左下方排列，形成一個圖形模式，再將左右兩組拼貼組合，就可以形成一

個完整的平面填充圖形。 

綜合 

歸納 

1. 正八面體的 11種展開圖都能夠順利的完成平面填充圖形的拼貼。 

2. 每種展開圖至少都能拼貼出 1到 2種的不同形式的平面填充圖形。 

3. 總計全部共可以歸納出 13種不同形式的平面填充圖形。 

（四）我們的發現： 

1.分別將正四面體、正六面體和正八面體的每種展開圖複製後，進行拼貼平面圖形的拼貼， 

  都能夠順利的互相組合成一個完整的平面填充圖形。 

  2.正四面體、正六面體和正八面體的每種展開圖，至少都能拼貼出 1到 2種的不同形式的平 

    面填充圖形；且正四面體、正六面體和正八面的展開圖分別可以拼貼出 2種、17種和 13 

    種不同形式的平面填充圖形。 

  3.正四面體和正八面體拼貼成的 360度平面，會由 6個正三角形所構成；至於正六面體所拼 
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    貼成的 360度平面，則會由 4個正方形所組成。 

  4.正四面體、正六面體和正八面體展開圖拼貼完成的平面填充圖形，都是由單一種正多邊形 

（正三角形、正方形）所構成的，因此都是屬於正則鑲嵌圖形。 

（五） 問題與討論： 

1.拼貼一個完整平面圖形的過程中，能夠相互組合的部位，必須要剛好能構成一個 360度的 

  圓周角，這樣才能夠形成一個緊密、沒有空隙的平面填充圖形；因為每個展開圖的形式並 

  不相同，所以不同正多面體展開圖拼貼時，需要的條件如下： 

（1）正四面體展開圖 A的三條邊是 180度的平角，且三個內角為 60度；因此進行平面圖形 

     拼貼時，只要兩個平角互相組合（只要兩條邊相互組合在一起）；或者利用 6個 60度角 

     來組合，同樣可以完成拼貼出一個完整的平面填充圖形。 

（2）正六面體展開圖的拼貼，要順利組合成一個完整的 360度平面，我們找出了四種角度的 

     組合方式： 

     第一種：由一個 90度的直角和 270度的角度來組合。 

     第二種：由兩個 180的平角組合而成。 

     第三種：由 90度、90度、180度所組成。 

     第四種：由四個 90度的直角組合而成。 

     由上面四種角度的組合方式，才能構成一個完整的平面填充圖形。 

（3）正八面體展開圖的拼貼過程中，要順利組合成一個完整的 360度平面，我們則找出了五 

     種角度的組合方式： 

     第一種：需要一個 120度角和 240度角來相互配合。 

     第二種：由兩個 60度角和 240度的角相互組合。 

     第三種：由兩個 60度角和兩個 120度角組合而成。 

     第四種：由兩個 180度的平角組合而成。 

     第五種：由 60度、120度、180度所組成。 

     由上面五種角度的組合方式，才能拼貼成一個完整的的平面填充圖形。 

2.如果不利用多面體的基本展開圖來進行拼貼，而是直接使用剪刀將正多面體的立體圖剪開， 

  然後攤開成平面的展開圖，這樣的展開圖是不是還能夠完整的拼貼成平面圖形呢？而且正 

  四、六、八面體展開圖拼貼成平面填充圖形，都是屬於正則鑲嵌圖形，也因此我們推測隨 

  意剪開後的圖形應該可以相互拼貼在一起。 
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三、將正四、六面體隨意剪開後攤平所形成的圖形，是否能拼貼成完整的平面填充圖形呢？ 

（一）作法： 

1.使用剪刀將正四面體、正六面體的立體圖形隨意剪開，然後打開攤平成一個展開圖。 

   （剪的過程中後形成的展開圖不能被剪成兩半） 

2.利用這個展開的圖形作為底圖，在另一張紙利用鉛筆描出圖形的輪廓。 

3.使用影印機複製多份，然後將複製後的圖形剪下來。 

4.利用這些展開圖進行平面圖形的拼貼，看看能不能順利的完成一個完整的平面填充圖形。 

 

（二）過程圖示： 

  
 

圖 3-1 

製作正四、六面體 

的立體圖形 

圖 3-2 

製作完成 

的正多面體 

圖 3-3 

利用剪刀將正多面體 

隨意剪開 

   

圖 3-4 

剪開後，攤開成展開圖 

圖 3-5 

將展開圖複製許多份 

圖 3-6 

試著拼貼成平面填充圖形 

 

（三）過程記錄： 

表 3-1 正四面體剪開後的展開圖和平面填充圖形的拼貼結果紀錄表 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 
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操作後的 

觀察發現 

1. 正四面體剪開後的展開圖會變成一個較不規則的圖形。 

2. 進行拼貼的時候，每個相同的圖形彼此之間，都能夠剛剛好緊密且沒有空隙

的組合在一起，形成一個具有規律且完整的平面填充圖形。 

 

表 3-2 正六面體剪開後的展開圖和平面填充圖形拼貼結果紀錄表（較規則的剪法） 

展開圖形成的角度等於 45度、90度和 135度 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 
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操作後的 

觀察發現 

1. 正六面體剪開後的展開圖，會變成一個不規則的圖形，圖形中間會有著三角形

或正方形的空隙。 

2. 展開圖周圍形成的角度為 45度、90度或 135度。 

3. 進行拼貼時，圖形彼此間沒有辦法完全緊密且沒有空隙的組合在一起，拼貼成

為一個完整的平面填充圖形；但還是能夠找到互相組合在一起的部分。 

4. 雖然圖形無法完全拼貼成完整的面，但是拼貼後的圖形形成一個規律的圖形，

由 2或 3個全等的多邊形重複的排列在一起，並且無限的延伸鋪滿整個平面。 

展開圖周圍形成的角度等於 45 度、90度和 135度 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 

    

操作後的 

觀察發現 

1. 正六面體剪開後的展開圖，會變成一個不規則的圖形，展開圖周圍形成的角度

等於 45度、90度和 135度。 

2. 進行拼貼時，圖形彼此間可以找到互相組合的部分，而且完全緊密且沒有空隙

的組合在一起，拼貼成為一個完整的平面填充圖形。 

表 3-3 正六面體剪開後的展開圖和平面填充圖形拼貼結果紀錄表（較不規則的剪法） 

比較不規則的剪法（最後形成的圖形會比較複雜） 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 

    

    

    

操作後的 

觀察發現 

1. 正六面體剪開後的展開圖，會變成一個比正四面體剪開後的展開圖更為複雜且

不規則的圖形。 
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2. 進行拼貼時，圖形彼此間沒有辦法完全緊密且沒有空隙的組合在一起，拼貼成

完整的面；但還是能夠找到互相組合在一起的部分，拼貼後的圖形形成一個規

律的圖案。 

3. 拼貼出來的圖形，會由 2到 4個全等的多邊形重複的排列在一起（包含圖形本

身和中間空隙），展開圖和空隙兩者互相組合，而且可以無限的延伸鋪滿整個平

面，形成一個具有規律的平面圖形。 

（四）我們的發現： 

1.正四面體的拼貼圖形，都能夠找到完全互相緊密組合在一起的部位，並順利的由單一個圖 

  形重複且緊密排列，沒有重疊，沒有縫隙，無限延伸鋪滿整個平面，互相拼貼成為一個規 

  律且完整的平面填充圖形。 

2.將正六面體以較規則的剪法來處理的話，圖形周圍所形成的角度為 45 度、90 度和 135 度， 

  但是進行拼貼後，卻會出現以下兩種情形： 

（1）展開圖間能夠緊密無空隙的拼貼在一起，形成一個完整的平面填充圖形。 

（2）圖形彼此間沒有辦法完全緊密且沒有空隙的組合在一起，但還是能夠找到互相組合在一 

     起的部分，並由 2到 3個全等的多邊形重複的排列在一起，無限的延伸鋪滿整個平面， 

     成為一個具有規律的平面圖形。 

3.利用較不規則的方式處理正六面體，剪開後的展開圖會變成一個比正四面體剪開後的展開 

  圖更複雜且不規則的圖形。進行拼貼時，圖形彼此間沒有辦法完全緊密且沒有空隙的組合 

  在一起，但還是能夠找到互相組合在一起的部分，並由 2到 4個全等的多邊形重複的排列 

  在一起，無限的延伸鋪滿整個平面，成為一個具有規律的平面圖形。 

（五）問題與討論： 

1.為了幫助我們找到或更清楚的了解拼貼平面填充圖形的過程中，圖形間能夠相互組合、拼 

  貼在一起的原因。接下來的活動，我們將利用下列的方法： 

  （1）利用不同顏色的彩色筆將剪過的痕跡畫上不同記號，再拼貼成平面填充圖形。 

  （2）拼貼的時候，仔細觀察畫在圖形上面的顏色記號會出現什麼樣的情形。 
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四、 沿著剪的痕跡，利用不同顏色的彩色筆加上記號，複製後進行平面填充圖形的拼貼，了解

各種正多面體剪開後的展開圖哪些部位在進行拼貼時可以互相組合在一起。 

（一）作法： 

  1.將正多面體的立體圖形隨意剪開，然後打開攤平成展開圖。 

  2.剪的過程中，沿著剪的地方，利用不同的色筆進行顏色的標示。 

  3.利用這個展開圖形作為底圖，在另一張紙利用鉛筆描出它的輪廓。 

  4.沿著複製後圖形輪廓剪下，然後使用影印機複製多份，並利用色筆進行顏色的標示。 

  5.最後試試看能不能將這些同樣的展開圖形拼貼成一個完整 360的平面填充圖形。 

  6.從互相拼貼的過程中，找出相同顏色相同的地方，並且互相拼貼，然後從當中觀察有沒有 

    哪些規則存在。 

（二）過程圖示： 

   

圖 4-1 

利用剪刀直接將 

正多面體剪開 

圖 4-2 

剪的過程中，利用色筆 

沿著剪的痕跡做上記號 

圖 4-3 

利用空白紙將 

原稿複製多份 

   

圖 4-4 

用剪刀將複製後的 

展開圖剪下來 

4-5 

將每個複製後的圖形 

全部都做上記號 

圖 4-6 

顏色對顏色，將圖形互相的 

拼貼成平面填充圖形 

（三）過程記錄： 

表 4-1 正四面體剪開後展開圖的拼貼紀錄表（剪過的地方使用不同顏色的色筆做上記號） 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 
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操作後的 

觀察發現 

依照相同顏色對相同顏色的方式進行拼貼時，展開圖和展開圖之間，

相同顏色的部分會剛好互相的組合在一起，互相緊密且沒有空隙的拼

貼在一起，形成一個完整的平面填充圖形。 

表 4-2 正六面體剪開後展開圖的拼貼紀錄表（剪過的地方使用不同顏色的色筆做上記號） 

比較規則的剪法 比較不規則的剪法（較複雜的圖形） 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 

   
 

 
 

 
 

操作後的

觀察發現 

依照相同顏色對相同顏色的方式進行拼貼時，展開圖和展開圖之間都沒有辦法緊密、

沒有空隙的的組合在一起，無法拼貼成一個完整的平面填充圖形，但還是能夠找到互

相拼貼在一起的部位，展開圖和空隙兩者互相組合，形成一個具有規律的平面圖形。 

展開圖周圍形成的角度等於 45 度、90度和 135度 

剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 剪開後攤開的展開圖 展開圖的拼貼圖形 

    

圖 A不按照顏色對顏色的拼法 

    

圖 B按照顏色對顏色的拼法 

操作後的

觀察發現 

1. 原本不按照顏色對顏色的拼法，圖形可以拼成平面填充圖形（如上圖 A）。 

2. 若是按照顏色對顏色的拼法，拼貼出來的圖形依然會出現正方形的缺口，展開圖

和展開圖之間沒有辦法緊密且沒有空隙的組合在一起，無法拼貼成一個完整的平

面填充圖形；但還是能夠找到互相拼貼在一起的部位，展開圖和空隙兩者互相組

合，形成一個具有規律的平面圖形（如上圖 B）。 
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（四）我們的發現： 

1.正四面體剪開後的展開圖，展開圖和展開圖之間，每個圖形能夠互相組合在一起的地方， 

  都會剛剛好是原來利用色筆做記號的地方，且能夠緊密、沒有空隙的拼貼在一起，形成一 

  個完整的平面填充圖形。 

  2.正六面體的剪開後攤開的展開圖，展開圖和展開圖之間，每個圖形能夠互相組合在一起的 

    地方，都會剛剛好是原來利用色筆做記號的地方；但卻無法完全緊密、沒有空隙的拼貼成 

    一個完整的平面，展開圖和空隙會形成一個具有規律的圖形。 

（五）問題與討論： 

1.每一個正四面體的剪開後的展開圖，都能夠緊密且沒有空隙的拼貼成為一個完整的平面圖 

  形，我們推測可能的原因如下： 

  （1）正四面體的立體圖展開後形成的展開圖 A和 B，相鄰的兩個面展開的時候，會形成一個 

       完整的 180度平角，最後變成一個正三角形或平行四邊形（如下表 4-3）。 

  （2）相鄰的兩個面展開的時候，所形成的 180度平角，能夠提供一個完整的面讓我們來剪。 

表 4-3 正四面體的展開圖示意圖 

項

目 

將正四面體以 

展開圖的方式剪開 

沿著剪開的邊展開成為 

一個正三角形的展開圖 

相鄰的面展開的時候 

會形成一個完整的 180度平角 

展

開

圖 

A 
   

展

開

圖 

B 
   

2.每一個正六面體的剪開後的展開圖，拼貼後可能會出現三角形、四邊形或更複雜的空隙，而  

  無法緊密的拼貼在一起，形成一個完整的平面圖形的原因可能如下（下表 4-4）： 

 （1）正六面體的 11種展開圖，相鄰的兩個面展開後，則會形成 90度的缺角，原本可以剪的 

      180度少了 90度可以來剪，且圖形周圍和圖形裡面所形成的角度會是 90度或 270度。 

 （2）相鄰的兩個面展開後，會產生位移的情形，導致剪開後圖形也會產生比較多的變化。 

表 4-4 正六面體的展開圖 

將正六面體以 

展開圖的方式剪開 

沿著剪開的邊展開成為 

一個多邊形的展開圖 

相鄰的面展開的時候 

會形成 90度缺角和位移 

   



 21 

3.剪刀剪開後的面所形成的兩條邊，一定會是互補的關係，這也就是為什麼正四面體或正六 

  面體隨意剪開後的展開圖，相同顏色的部位能夠互相組合在一起，且圖形間可以彼此互相   

  拼貼，因此我們認為正四面體和正六面體剪開後的展開圖能夠互相拼貼的原因，應該會是  

  因為鑲嵌圖形的概念。 

4.正六面體有 11種基本展開圖，如果要試著將剪開後的圖形拼貼回原本的圖形將會花費相當 

 多的時間，而正四面體只有 2種基本展開圖；所以接下來的活動，我們將先以正四面體的  

 展開圖配合鑲嵌圖形的概念進行深入的探討和研究。 
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五、正四面體剪開後的展開圖為什麼可以拼貼成平面的填充圖形呢？ 

（一） 做法： 

1.利用透明的塑膠片來製作兩種正四面體的展開的透明圖形。 

2.將兩種展開圖的透明片分別放在各種正四面體隨意剪開後的展開圖形上方。 

3.試著將正四面體隨意剪開後的展開圖，利用移位、翻轉的方式復原成正四面體的兩種基本 

  展開圖形，並從中找出展開圖為什麼能夠鑲嵌在一起的規則。 

4.將正四面體剪開後的展開圖拼貼成平面的填充圖形，然後將兩種四面體展開圖的透明片分 

    別鋪放在拼貼完成的圖形上方，並試著從中找出展開圖之間鑲嵌在一起的規則。 

（二） 過程圖示： 

方

法

一 
   

圖 5-1 

將剪開後的展開圖放在 

正三角形上方 

圖 5-2 

將剪開後的展開圖放在 

正三角形上方 

圖 5-3 

試著將剪開後的展開圖 

復原成原本的圖形 

方

法

二 
   

圖 5-4 

製作正四面體展開圖 

（平行四邊形）的透明片 

圖 5-5 

製作正四面體展開圖 

（正三角形）的透明片 

圖 5-5 

將透明片放在拼貼完成的 

平面圖形上，找出鑲嵌的規則 

（三） 過程記錄： 

表 5-1 利用平移和旋轉將正四面體剪開後的展開圖復原成原始的展開圖形 

利用平移和旋轉將正四面體剪開後的展開圖復原成原始的展開圖形（平行四邊形） 

圖 

片 

說 

明 

  

操作

步驟 

在正四面體剪開後攤開的展開圖下方，放置

一個正四面體的基本展開圖形（平行四邊形）

作為底圖。 

將左方綠色部位平移到右方；左上方咖啡色

部位旋轉 180度向右移。 
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圖 

片 

說 

明 

  

操作

步驟 

左下方粉紅色的部分可以由右下角突出的地

方來進行填充。 

剪下圖形，並將圖形分別進行平移和旋轉，

就可以順利的將正四面體剪開後的展開圖，

復原成一個完整的正四面體展開圖。 

利用平移和旋轉將正四面體剪開後的展開圖復原成原始的展開圖形（正三角形） 

圖 

片 

說 

明 

  

操作

步驟 

在正四面體剪開後攤開的展開圖下方，

放置一個正四面體的基本展開圖形（正

三角形）作為底圖。 

將左邊綠色部分旋轉 180 度向右移;右下方咖啡

色旋轉 180度移至上方。 

圖 

片 

說 

明 

  

操作

步驟 

右下方紅色部份向左平移至左下方;左

方粉紅色部分向右平移至右方。 

剪下圖形，並將圖形分別進行平移和旋轉，放入

指定的區域，就可以順利的將正四面體剪開後的

展開圖，復原成一個完整的正四面體展開圖。 

表 5-2 正四面體展開圖的鑲嵌圖形（加上透明膠片輔助說明） 

正三角形的鑲嵌圖形 A 
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平行四邊形的鑲嵌圖形 B 

   

   
表 5-3 利用透明塑膠片解釋鑲嵌圖形操作紀錄表 

圖 

片 

說 

明 

  

操作

步驟 

將粉紅色的透明片（正四面體的基本展開圖

-正三角形），放在正四面體剪開後的展開圖

（黃色部分）上方。 

左上方由複製後的藍色展開圖填補；右上方複

製的綠色展開圖填補；左下方由下方複製後的

綠色展開圖填補。 

圖 

片 

說 

明 

  

操作

步驟 

將粉紅色的透明片（正四面體的基本展開圖

-平行四邊形），放在正四面體剪開後的展開

圖（黃色部分）上方。 

左方由複製的粉紅色展開圖填補；左上方由複

製後的藍色展開圖填補；左下方由下方複製後

的綠色展開圖填補。 
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表 5-4 利用透明塑膠片解釋鑲嵌圖形操作紀錄表 

四面體的展開圖（蓋上正三角形的透明片） 

   

   

四面體的展開圖（蓋上平行四邊形的透明片） 

   

   

（四）我的發現： 

1.正四面體剪開後的各種展開圖，透過將圖形本身進行平移、旋轉的方式，都可以將各種不 

規則的展開圖復原成到完整的正四面體的基本展開圖（正三角形和平行四邊形）。 

  2.正四面體的兩種基本展開圖，正三角形是屬於正則鑲嵌圖形，而平行四邊形則是凸四邊形， 

兩種圖形都符合鑲嵌的原則，因此剪開後的展開圖互相拼貼後也一定可以形成鑲嵌圖形！ 

3.將透明膠片放在展開圖的拼貼圖形上方後，可以清楚觀察到展開圖之間相互組合在一起的 

部位及鑲嵌在一起的方式，而所有展開圖在正三角形和平行四邊形透明片下所呈現的鑲嵌 

的方式都一樣，具有共同的規律性。 

（五）問題與討論： 

1.根據上面的發現，我們認為如果立體圖的展開圖是一種正多邊形，使用剪刀隨意剪開後的 

展開圖，也一定能夠鑲嵌在一起，形成一個完整的平面填充圖形。 

2.因為正六面體和正八面體本身的展開圖，就不是凸四邊形，也不是正多邊形，不符合鑲嵌

的基本原則，因此剪開後的圖形，拼貼後就不會是完整的鑲嵌圖形。 
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伍、 結論 

一、將正四、六、八面體的每種展開圖複製後，進行平面圖形的拼貼，至少都能拼貼出 1 

    到 2種的不同形式的平面填充圖形；且正四面體、正六面體和正八面的展開圖分別可以拼  

    貼出 2種、17種和 13種不同形式的平面填充圖形，它們都是由單一種正多邊形（正三角形、 

    正方形）所構成的，屬於正則鑲嵌圖形。 

二、要完成一個完整平面圖形的拼貼，圖形間能夠相互組合的部位，必須要剛好能構成一個 360 

    度的圓周角，這樣才能夠形成一個緊密、沒有空隙的平面填充圖形。 

三、剪刀剪開後所形成的兩條邊，一定會是互補的關係，所以正四、正六面體隨意剪開後的展 

    開圖，相同顏色的部位必定能互相組合在一起，圖形間可以互相找到拼貼在一起的部位。 

四、正四面體相鄰的兩個面展開時，會形成一個完整的 180度平角，能提供一個完整的面來剪； 

    將剪開後的展開圖進行平移、旋轉，就能將不規則的展開圖復原成正三角形和平行四邊形  

   （凸四邊形），兩種符合鑲嵌原則的圖形，因此剪開後的展開圖必定能緊密無空隙的拼貼在 

    一起，形成一個平面的鑲嵌圖形，且展開圖間組合在一起的部位及鑲嵌的方式都一樣，具 

    有共同的規律性。 

五、如果是正六面體的話，形成的展開圖和拼貼後的圖形也會有不同的情形產生： 

 （一）採用較規則的剪法處理後產生的展開圖形，圖形周圍所形成的角度會是 45度、90度和 

      135度，拼貼後，展開圖間能緊密無空隙的拼貼成平面填充圖形，或者形成一個由 2 到 3 

      個全等多邊形重複排列，具有規律的平面圖形。 

  (二)採用較不規則的剪法處理，會形成一個不規則且複雜的圖形。拼貼時，無法緊密無空隙 

      的組合在一起，會形成一個由 2到 4個全等的圖形重複排列，具有規律的平面圖形。 

六、因為正六面體本身的展開圖就不是凸四邊形，也不是正多邊形，不符合鑲嵌的基本原則， 

    而展開圖的相鄰兩個面展開後，會產生位移的情形，且圖形周圍和裡面所形成的角度為 90、 

    180和 270度，導致剪開後圖形就會產生比較多的變化，剪開後的圖形拼貼時就不會是完整                     

    的鑲嵌圖形。拼貼後可能會出現三角形、四邊形或更複雜的空隙，而無法完全緊密的鑲嵌 

    在一起。 

七、如果立體圖形的展開圖是一種正多邊形或凸四邊形，使用剪刀隨意剪開後的展開圖，互相 

    拼貼時必定能夠緊密、無空隙的鑲嵌在一起，形成一個完整的平面填充圖形。 

陸、建議 

一、根據研究的結果，可以試著推論正八、十二、二十面體剪開後的展開圖，有沒有辦法緊密 

    無空隙的拼貼成一個平面的鑲嵌圖形；同時也可以進一步的深入探討和研究其它正多面體 

    剪開後拼貼時所形成的圖案可能會出現的變化，或透過平移、鏡射和旋轉是否可以找到圖 

    形的規律，以及產生這些變化的主要原因是什麼。 

二、針對我們研究的內容，可以進一步的研究和思考這樣的鑲嵌圖形概念能不能應用在日常生 

    活中，例如環境的布置，藝術的創作，和建築物的設計上，使這個研究主題和我們的生活 

    能更緊密的互相結合。 

柒、參考資料 

一、秋山仁（2013）。愈玩愈聰明 IQ遊戲大百科。天下雜誌。 

二、劉欣憓：生活中的數學－生生不息鑲嵌圖形。 

三、洪雪芬、陳幸永：鑲嵌圖形探索－數學繪本之教學運用。 

四、中華民國 46屆中小學科學展覽會國小組數學作品。柏拉圖的天空-正多面體展開圖之研究。 

五、中華民國 47屆中小學科學展覽會國中組數學科作品。柏拉圖的送禮。 

六、中華民國 50屆中小學科學展覽會國中組數學科作品。正六面體與六連正方形。 



【評語】080402  

1. 本件作品進行平面覆蓋的實驗，作者們首先討論正四、六、八

面體的展開圖是否能順利完成平面覆蓋。作者透過實驗方式得

到的結論：可以！！其主因是上述展開圖的拼貼皆能順利完成

一個完整的 360度平面。                                         

2. 其次，作者考慮將正四邊體、正六面體之立體圖形隨意以剪刀

剪開。經由實驗發現：正四面體可以順利完成平面覆蓋且覆蓋

後的平面圖形有些是很美的(可以視為一種藝術創作)。但正六

面體剪開後的平面圖形較多樣(或者較美)其主因是無法完成平

面覆蓋(即平面圖形中有空隙)。 

3. 最後作者探討「正四面體隨意剪開後，為什麼可以完成平面覆

蓋？」由實驗發現：隨意剪開後的展開圖可以透過移位翻轉還

原成正四面體的兩種基本展開圖形：正三角形與平行四邊形。 

4. 正四體、正六面體隨意剪開後攤平後所呈現的圖形有些是很美

的，例如第三頁所呈現的。期許作者們繼續努力往藝術創作邁

進。                                                       

5. 本作品僅考慮正四面體與正六面體，作者也期許未來能討論正

八、十二、二十面體。期待作者們有好的成果呈現。 
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