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摘要摘要摘要摘要    

  本文從原始的題目「三組平行線定理及其一個猜想」出發，我們猜想 n 組平行線也會有類

似的定理。 於是試著將 n 組 ( 3)n ≥ 平行線： 11 12 21 22 31 32 ( -1)1 ( -1)2 1 2// , // , // ,......, // , //
n n n n

a a a a a a a a a a ， 

表示成 n×2 階的矩陣：

11 12

21 22

31 32

( 1)1 ( 1)2

1 2

. .

n n

n n

a a

a a

a a

a a

a a

− −

 
 
 
 
 
 
 
 
  

& && && && && &

 

我們令 1 11 22( , )A a a= ， 2 21 32( , )A a a= ， 3 31 42( , )A a a= ，……， 1 ( 1)1 2( , )
n n n

A a a− −= ， 1 12( , )
n n

A a a= ，

再令 '

1 12 21( , )A a a= ， '

2 22 31( , )A a a= ， '

3 32 41( , )A a a= ，……， '

1 ( 1)2 1( , )n n nA a a− −= ， '

2 11( , )
n n

A a a= 。 

設 n 邊形有號面積為
1 2 3 -1...... n nA A A A A

S ，另一個 n 邊形有號面積為 ' ' ' ' '
1 2 3 -1...... n nA A A A A

S ，則利用平行線的斜

率相等和 n 邊形有號面積的行列式表示法： 1

1 1

1

2

n
k k

k k k

x x
S

y y

+

= +

= ∑ ，可推得 

1 2 3 -1...... n nA A A A A
S = ' ' ' ' '

1 2 3 -1...... n nA A A A A
S 。若 1 2 3 4 -1, , , ,......, ,

n n
A A A A A A n 點共線，則 ' ' ' ' ' '

1 2 3 4 -1......
0

n nA A A A A A
S = ，但

' ' ' ' ' '

1 2 3 4 -1, , , ,......, ,
n n

A A A A A A  n 點不一定共線。 

    

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機    

  有一天在學校圖書館找書的時候，意外發現一本「數學傳播季刊」，其中有一篇由劉步松教

授所寫的「三組平行線定理及其一個猜想」特別引起我們的注意，設想如果是更多組平行線，

是否也有類似的定理？ 而任意 n 組 ( 3)n ≥ 平行線時又如何？於是我們便開始著手研究這個問

題。 

    

貳貳貳貳、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的    

探討 n 組平行線定理，並設法證明此定理成立。 

 

參參參參、、、、研究研究研究研究設備及器材設備及器材設備及器材設備及器材    

  紙、筆、電腦、幾何畫板 GSP  



 2

肆肆肆肆、、、、研究過程研究過程研究過程研究過程或或或或方法方法方法方法    

一一一一、、、、預備引理預備引理預備引理預備引理 

設 A1 (x1 , y1)，A2 (x2 , y2)，…，An (xn,yn) 為 n 邊形之頂點坐標且為逆時針定向， 

則此 n 邊形的面積為 1

1 1

1

2

n
k k

k k k

x x
S

y y

+

= +

= ∑ ，其中規定 xn+1=x1 且 yn+1=y1。 

    【【【【證明證明證明證明】】】】    

多邊形太複雜，我們想退回三角形的特例，探尋完成後，再進到多邊形。 

    （（（（一一一一））））已知三角形三個頂點的坐標為 A (x1, y1)，B (x2, y2)，C (x3, y3)，如何求其面積？  

        我們進一步退到三個頂點為 O(0,0), B(x2, y2), C(x3, y3) 之更特殊三角形。 

        令 OB， OC 與 x 軸的夾角分別為 1θ 與 2θ ，且 1OB ρ= ， 2OC ρ= ， 

        則 2 1 1cosx ρ θ= ， 2 1 1siny ρ θ=  且 3 2 2cosx ρ θ= ， 3 2 2siny ρ θ=  

 

                       

 

 

 

 

 

如上圖所示，我們分成兩種情形來討論：  

1. 當 O，B，C 成為逆時針（或右手系）定向時，如圖 1， 

則 OBC∆ 的面積為 1 2 2 1

1
S= sin ( - )

2
ρ ρ θ θ                     

1 2 2 1 2 1

1
= (sin cos -cos sin )

2
ρ ρ θ θ θ θ  

                          1 1 2 2 1 1 2 2

1
= ( cos sin - sin cos )

2
ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ  

2 3 2 3

1
( - )

2
x y y x=

2 3

2 3

1

2

x x

y y
=   

圖 1 
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圖 4 
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O
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D

        2. 當 O，B，C 成為順時針（或左手系）定向時，如圖 2， 

則 OBC∆ 的面積為 1 2 1 2

1
sin( )

2
S ρ ρ θ θ= −  

                    1 2 1 2 1 2

1
= (sin cos -cos sin )

2
ρ ρ θ θ θ θ  

                            2 2 1 1 2 2 1 1

1
= ( cos sin - sin cos )

2
ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ  

                              3 2 3 2

1
( )

2
x y y x= −

3 2

3 2

1

2

x x

y y
=

2 3

2 3

1

2

x x

y y
= −                           

因此行列式 2 3

2 3

x x

y y
代表由 OB 與 OC 所生成的平行四邊形的有號面積， 

當 O，B，C 逆時針定向時為正，順時針定向時為負。 

 

不妨假設 ABC∆ 為逆時針走向，如圖 3， 

則 ABC∆ 的面積為 

-S OAB OBC OAC= ∆ + ∆ ∆  

             2 3 1 31 2

2 3 1 31 2

1 1 1

2 2 2

x x x xx x

y y y yy y
= + −  

             
3

1

1 1

1

2

k k

k k k

x x

y y

+

= +

= ∑  

其中規定 x4=x1 且 y4=y1  

    

（（（（二二二二））））已知四邊形四個頂點的坐標為 A= (x1, y1)，B = (x2, y2)， C = (x3, y3)， 

D = (x４, y４)，如何求其面積？ 

                                1. 當四邊形 ABCD 為凸四邊形時，如圖 4，我們將四邊形分割成 OAB∆ ， OBC∆  

           ， OCD∆ ， ODA∆ ，則四邊形 ABCD 的面積為 

          S OAB OBC OCD OAD= ∆ + ∆ + ∆ − ∆  

            OAB OBC OCD ODA= ∆ + ∆ + ∆ + ∆  

           （∵O，D，A 順時針定向時為負） 

2 3 3 41 2 1 4

2 3 3 41 2 1 4

x x x xx x x x1 1 1 1
= + + _

y y y yy y y y2 2 2 2
 

           2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x1 1 1 1
= + + +

y y y yy y y y2 2 2 2
 

 

圖 3 
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圖 5 

圖 6 
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y

x

E

O

A

B

C

D

4
1

1 1

1

2

k k

k k k

x x

y y

+

= +

= ∑   其中規定 x5=x1 且 y5=y1。 

     

        2. 當四邊形 ABCD 為凹四邊形時，如圖 5，我們將四邊形 

分割成 OAB∆ ， OBC∆ ， OCD∆ ， ODA∆ ， 

           則四邊形 ABCD 的面積為 

S OAB OBC OCD OAD= ∆ + ∆ + ∆ − ∆  

OAB OBC OCD ODA= ∆ + ∆ + ∆ + ∆  

（∵O，D，A 順時針定向時為負） 

2 3 3 41 2 1 4

2 3 3 41 2 1 4

x x x xx x x x1 1 1 1
= + + _

y y y yy y y y2 2 2 2
 

            2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x1 1 1 1
= + + +

y y y yy y y y2 2 2 2
           

           
4

1

1 1

1

2

k k

k k k

x x

y y

+

= +

= ∑  

         其中規定 x5=x1 且 y5=y1。    

 

        3. 當四邊形 ABCD 凹扭成 X 形時，如圖 6，我們將 

          四邊形分割成 OAB∆ ， OBC∆ ， OCD∆ ， ODA∆ ，  

          則四邊形 ABCD 的面積為 

    CDE+ ABES = ∆ ∆  

（∵A，B，E 順時針定向時為負） 

CDE AEB= ∆ − ∆  

OAB OBC OCD OAD= ∆ + ∆ + ∆ − ∆  

   OAB OBC OCD ODA= ∆ + ∆ + ∆ + ∆  

（∵O，D，A 順時針定向時為負） 

           2 3 3 41 2 1 4

2 3 3 41 2 1 4

x x x xx x x x1 1 1 1
= + + _

y y y yy y y y2 2 2 2
 

          2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x1 1 1 1
= + + +

y y y yy y y y2 2 2 2

4
1

1 1

1

2

k k

k k k

x x

y y

+

= +

= ∑    

其中規定 x5=x1 且 y5=y1。 
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圖 7 

（（（（三三三三））））已知 n 邊形 n 個頂點的坐標為 

          1A = (x1, y1)， 2A  = (x2, y2)， 3A  = (x3, y3)， 4A = (x４, y４)， 

          ……， 1n
A − 1 1( , )

n n
x y− −= ， ( , )

n n n
A x y= 如何求其面積？ 

          如圖 7，我們將 n 邊形分割成 

          1 2OA A∆ ， 2 3OA A∆ ， 3 4OA A∆ ， 4 5OA A∆ ，……， 

1n n
OA A−∆ ， 1n

OA A∆  

           

則 n 邊形 1 2 3 4 n-1 n......A A A A A A 的面積為 

      2 1 2 3 3 4 1 1( )
n n n

S OA A OA A OA A OA A OA A−= −∆ + ∆ + ∆ + ⋅⋅⋅+ −∆ − ∆                  

        1 2 2 3 3 4 -1 1n n n
OA A OA A OA A OA A OA A= ∆ + ∆ + ∆ + ⋅⋅⋅ + ∆ + ∆  

    （∵O， 1A ， 2A ；O， 1n
A − ，

n
A ；O， nA ， 1A 順時針定向時為負） 

        2 3 3 4 1 12 1

2 3 3 4 1 12 1

1 1 1 1 1
...... _

2 2 2 2 2

n n n

n n n

x x x x x x x xx x

y y y y y y y yy y

−

−

= − + + + −  

        2 3 3 4 -1 11 2

2 3 3 4 -1 11 2

1 1 1 1 1
......

2 2 2 2 2

n n n

n n n

x x x x x x x xx x

y y y y y y y yy y
= + + + + +  

        
n

1

1 1

1

2

k k

k k k

x x

y y

+

= +

= ∑          

其中規定 xn+1=x1 且 yn+1=y1。 

 

二二二二、、、、探索過程探索過程探索過程探索過程    

我們討論這個問題時，先將此問題的對象分成三組平行線所構成的三角形和四組平 

行線所構成的四邊形兩類，先利用數學電腦軟體 GSP 驗證其正確性，再設法進一步證 

明，並試著證明此問題適用於任意 n 組 ( 3)n ≥ 平行線所構成的 n 多邊形。 

而原始的題目只探討「三組平行線所構成的三角形性質」如下： 

 

((((一一一一))))三組平行線三組平行線三組平行線三組平行線    

                                            如圖８，平面上給定三組平行線，分別為 1 2 1 2 1 2// , // , //a a b b c c ，且在不同組的兩 

條直線都是相交的。設 1a 與 2b 的交點為 A， 1b 與 2c 的交點為 B， 1c 與 2a 的交點為C ； 

2a 與 1b 的交點為 D ， 2b 與 1c 的交點為 E ， 2c 與 1a 的交點為 F ，則有如下兩個結論： 

(１)若 , ,A B C 三點不共線，則兩三角形 ABC∆ 和 DEF∆ 的面積會相等，即
ABC DEF

S S∆ ∆= 。 

(２)若 , ,A B C 三點共線，則 , ,D E F 三點也共線。 
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【【【【證明證明證明證明】】】】    

 設 1 1( , ) A x y ， 2 2( , )B x y ， 3 3( , )C x y ， ' '

1 1( , )D x y ， ' '

2 2( , )E x y ， ' '

3 3( , )F x y ， 

 利用平行線的斜率相等： 

 ∵ //AF DC，∴
' '

3 1 3 1

' '

3 1 3 1

- -

- -

y y y y

x x x x
= ；∵ AE//BD，∴

' '

2 1 1 2

' '

2 1 1 2

- -

- -

y y y y

x x x x
= ；∵ CE//FB，∴

' '

2 3 2 3

' '

2 3 2 3

- -

- -

y y y y

x x x x
=  

 將上面三個等式分別去分母可得下面三個等式： 

 ' ''

2 2

'

1

'

1

' '

1 2 2 1 12 1 1 221

'

2 --- -x y x x x yx y yyy x y xx y + = +  

 ' ''

3 3

'

2

'

2

' '

2 3 3 2 23 2 2 332

'

3 --- -x y x x x yx y yyy x y xx y + = +  

 ' ''

1 1

'

3

'

3

' '

3 1 1 3 31 3 3 113

'

1 --- -x y x x x yx y yyy x y xx y + = +  

 將上面三式相加，消項後並移項可得： 

 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

1 2 2 3 3 1 2 1 3 2 1 3 1 2 2 3 3 1 2 1 3 2 1 3- - - - - -x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y+ + = + +      (I) 

 寫成行列式：
' ' ' '' '

2 3 3 11 2 2 3 3 11 2

' ' ' '' '
2 3 3 11 2 2 3 3 11 2

x x x xx x x x x xx x

y y y yy y y y y yy y
+ + = + +        (II) 

 又 2 3 3 11 2

2 3 3 11 2

1 1 1

2 2 2
ABC

x x x xx x
S

y y y yy y
∆ = + + ，

' ' ' '' '

2 3 3 11 2

' ' ' '' '

2 3 3 11 2

1 1 1

2 2 2
DEF

x x x xx x
S

y y y yy y
∆ = + +  

 由於(II)式成立，所以有
ABC

S∆ =
DEF

S∆ ，從而結論(１)成立； 

 若 A ， B ，C 三點共線，則 2 3 3 11 2

2 3 3 11 2

 
x x x xx x

y y y yy y
+ + = ０， 

 由(II)式也有
' ' ' '' '

2 3 3 11 2

' ' ' '' '

2 3 3 11 2

x x x xx x

y y y yy y
+ + =０，從而 0

DEF
S∆ = ，即 D ， E ， F三點也共線， 

故結論(2)也成立。   

圖８ 

b2

b1

c2

c1

a1

a2

A

E

B

F

C

D
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  我們試著將三組平行線： 1 2 1 2 1 2// , // , //a a b b c c 表示成 3×2 階的矩陣：
1 2

1 2

1 2

a a

b b

c c

 
 
 
  

， 

不妨令 1a 與 2b 的交點 1 2( , )A a b= ， 1b 與 2c 的交點 1 2( , )B b c= ， 1c 與 2a 的交點 1 2( , )C c a= ， 

則會發現： 2a 與 1b 的交點 2 1( , )D a b= ， 2b 與 1c 的交點 2 1( , )E b c= ， 2c 與 1a 的交點 2 1( , )F c a= 。 

仿照同樣方式，可以將四組平行線： 1 2 1 2 1 2 1 2// , // , // , //a a b b c c d d 表示成 4×2 階的矩陣：

1 2

1 2

1 2

1 2

a a

b b

c c

d d

 
 
 
 
 
 

， 

令 1a 與 2b 的交點 1 2( , )A a b= ， 1b 與 2c 的交點 1 2( , )B b c= ， 1c 與 2d 的交點 1 2( , )C c d= ， 

1d 與 2a 的交點 1 2( , )D d a= ， 

則會發現： 

  2a 與 1b 的交點 2 1( , )E a b= ， 2b 與 1c 的交點 2 1( , )F b c= ， 2c 與 1d 的交點 2 1( , )G c d= ， 

2d 與 1a 的交點 2 1( , )H d a= 。 

    

((((二二二二))))四組平行線四組平行線四組平行線四組平行線    

                        如圖９，平面上給定四組平行線，分別為 1 2 1 2 1 2 1 2// , // , // , //a a b b c c d d ，且在不同 

組的兩條直線都是相交的。設 1a 與 2b 的交點為 A ， 1b 與 2c 的交點為 B ， 1c 與 2d 的 

交點為C ， 1d 與 2a 的交點為 D ； 2a 與 1b 的交點為 E ， 2b 與 1c 的交點為 F ， 2c 與 1d  

的交點為G ， 2d 與 1a 的交點為 H ，則有如下兩個結論： 

(１)若 , , ,A B C D 四點不共線，則兩四邊形 ABCD 和 EFGH 的有號面積會相等， 

      即
ABCD EFGH

S S= 。 

(２)若 , , ,A B C D 四點共線，則 0
EFGH

S = ，但 , , ,E F G H 四點不一定共線。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖９ 

d2

d1

c2
c1

b2

b1

a2

a1

D

H

G

F

E

C

B

A



 8

【【【【證明證明證明證明】】】】    

 設 1 1( , ) A x y ， 2 2( , )B x y ， 3 3( , )C x y ， 4 4( , )D x y ， ' '

1 1( , )E x y ， ' '

2 2( , )F x y ， ' '

3 3( , )G x y ， ' '

4 4( , )H x y ，  

 利用平行線的斜率相等： 

∵ //DE AH ，∴
' '

1 4 4 1

' '

1 4 4 1

- -

- -

y y y y

x x x x
= ；∵ AF//BE ，∴

' '

2 1 1 2

' '

2 1 1 2

- -

- -

y y y y

x x x x
= ； 

∵ BG//CF ，∴
' '

3 2 2 3

' '

3 2 2 3

- -

- -

y y y y

x x x x
= ，∵ //CH DG ，∴

' '

4 3 3 4

' '

4 3 3 4

- -

- -

y y y y

x x x x
= ， 

將上面四個等式分別去分母可得下面四個等式： 

' ' ' '

1 4 4 1

'

4 4

' '

1

'

4 41 4 1 4111- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

' ' ' '

2 1 1 2

'

1 1

' '

2

'

1 12 1 2 1222- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

' ' ' '

3 2 2 3

'

2 2

' '

3

'

2 22 2 3 2333- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

' ' ' '

4 3 3 4

'

3 3

' '

4

'

3 34 3 4 3444- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

將上面四式相加，消項後並移項可得： 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

1 2 2 3 3 4 4 1 2 1 3 2 4 3 1 4 1 2 2 3 3 4 4 1 2 1 3 2 4 3 1 4x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y+ + + − − − − = + + + − − − −

                                       (I) 

寫成行列式：
' ' ' '' ' ' '

2 3 3 41 2 4 1 2 3 3 41 2 4 1

' ' ' '' ' ' '
2 3 3 41 2 4 1 2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x x x x xx x x x

y y y yy y y y y y y yy y y y
+ + + = + + +   (II) 

2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

1 1 1 1

2 2 2 2
ABCD

x x x xx x x x
S

y y y yy y y y
= + + + ，

' ' ' '' ' ' '

2 3 3 41 2 4 1

' ' ' '' ' ' '

2 3 3 41 2 4 1

1 1 1 1

2 2 2 2
EFGH

x x x xx x x x
S

y y y yy y y y
= + + +  

 

由於(II)式成立，所以有
ABCD

S =
EFGH

S ，從而結論(１)成立； 

若 A ， B ，C ， D 四點共線，則
2 3 3 41 2 4 1

2 3 3 41 2 4 1

 
x x x xx x x x

y y y yy y y y
+ + + =０， 

由(II)式也有
' ' ' '' ' ' '

2 3 3 41 2 4 1

' ' ' '' ' ' '

2 3 3 41 2 4 1

x x x xx x x x

y y y yy y y y
+ + + =０，從而 0

EFGH
S = ，但 , , ,E F G H 四點不一

定共線，故結論(2)也成立。 
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A'5

A'4

A'3
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A5

A4

A3

A2

A1

圖 10 

  為了便於討論，我們將 n 組平行線： 11 12 21 22 31 32 ( -1)1 ( -1)2 1 2// , // , // ,......, // , //
n n n n

a a a a a a a a a a  

表示成 n×2 階的矩陣：

11 12

21 22

31 32

( 1)1 ( 1)2

1 2

. .

n n

n n

a a

a a

a a

a a

a a

− −

 
 
 
 
 
 
 
 
  

& && && && && &

， 

令 11a 與 22a 的交點 1 11 22( , )A a a= ， 21a 與 32a 的交點 2 21 32( , )A a a= ， 31a 與 42a 的交點 

  3 31 42( , )A a a= ，……， ( 1)1n
a − 與 2n

a 的交點 1 ( 1)1 2( , )
n n n

A a a− −= ， 1n
a 與 12a 的交點 1 12( , )

n n
A a a= ， 

則會發現： 

 12a 與 21a 的交點 '

1 12 21( , )A a a= ， 22a 與 31a 的交點 '

2 22 31( , )A a a= ， 32a 與 41a 的交點  

 '

3 32 41( , )A a a= ，……， ( 1)2n
a − 與 1n

a 的交點 '

1 ( 1)2 1( , )n n nA a a− −= ， 2n
a 與 11a 的交點 '

2 11( , )
n n

A a a= 。 

 

我們在幾何畫板 GSP 上已驗證，對於五、六、七組平行線時，如圖 10，圖 11，圖 12，類

似的定理也成立。因此我們猜想當有任意ｎ組 ( 3)n ≥ 平行線時，類似定理也會成立。 
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圖 12 
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圖 11 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

((((三三三三)n)n)n)n 組平行線組平行線組平行線組平行線    

        如圖 13，平面上給定 n 組 ( 3)n ≥ 平行線，分別為 11 12 21 22 31 32 ( -1)1 ( -1)2// , // , // ,......, // ,
n n

a a a a a a a a  

1 2//
n n

a a ，且在不同組的兩條直線都是相交的。設 11a 與 22a 的交點為 1A， 21a 與 32a 的交點為 2A ，

31a 與 42a 的交點為 3A ， 41a 與 52a 的交點為 4A ，……， ( -1)1n
a 與 2n

a 的交點為 -1n
A ， 1n

a 與 12a 的交

點為
n

A ； 12a 與 21a 的交點為 '

1A ， 22a 與 31a 的交點為 '

2A ， 32a 與 41a 的交點為 '

3A ， 42a 與 51a 的交

點為 '

4A ，……， ( -1)2n
a 與 1n

a 的交點為 '

-1n
A ， 2n

a 與 11a 的交點為 '

n
A 則有如下兩個結論： 

(１)若 1 2 3 4 -1, , , ,......, ,
n n

A A A A A A n 點不共線，則兩 n 邊形 1 2 3 1......
n n

A A A A A− 和 ' ' ' ' '

1 2 3 1......
n n

A A A A A−  

   的有號面積會相等，即 ' ' ' ' ' '
1 2 3 4 -1 1 2 3 4 -1

...... ......n n n n
A A A A A A A A A A A A

S S= 。 

(２)若 1 2 3 4 -1, , , ,......, ,
n n

A A A A A A n 點共線，則 ' ' ' ' ' '
1 2 3 4 -1......

0
n nA A A A A A

S = ，但 ' ' ' ' ' '

1 2 3 4 -1, , , ,......, ,
n n

A A A A A A n 點 

   不一定共線。 
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圖 13 
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【【【【證明證明證明證明】】】】    

 設 1 1 1( , ) A x y ， 2 2 2( , )A x y ， 3 3 3( , )A x y ， 4 4 4( , )A x y ，……， -1 -1 -1( , )
n n n

A x y ， ( , )
n n n

A x y ， 

' ' '

1 1 1( , )A x y ， ' ' '

2 2 2( , )A x y ， ' ' '

3 3 3( , )A x y ， ' ' '

4 4 4( , )A x y ，……， ' ' '

-1 -1 -1( , )
n n n

A x y ， ' ' '( , )
n n n

A x y  

 利用平行線的斜率相等： 

    

∵ ' '

1 1//
n n

A A A A ，∴
' '

1 1

' '

1 1

- -

- -

n n

n n

y y y y

x x x x
= ；∵ ' '

1 2 2 1//A A A A ，∴
' '

2 1 1 2

' '

2 1 1 2

- -

- -

y y y y

x x x x
= ， 

∵ ' '

2 3 3 2//A A A A ，∴
' '

3 2 2 3

' '

3 2 2 3

- -

- -

y y y y

x x x x
= ，∵ ' '

3 4 4 3//A A A A ，∴
' '

4 3 3 4

' '

4 3 3 4

- -

- -

y y y y

x x x x
= ，……， 

∵ ' '

-1 -1//
n n n n

A A A A ，∴
' '

-1 -1

' '

-1 -1

- -

- -

n n n n

n n n n

y y y y

x x x x
= ， 

將上面 n 個等式分別去分母可得下面 n 個等式： 

' ' ' '

1 1

'

1

''

11 1 1

'

1 -- --
n n n n nn nn

x y xx y x y x y x yyxx y y + = +  

' ' ' '

2 1 1 2

'

1 1

' '

2

'

1 12 1 2 1222- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

' ' ' '

3 2 2 3

'

2 2

' '

3

'

2 22 2 3 2333- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

' ' ' '

4 3 3 4

'

3 3

' '

4

'

3 34 3 4 3444- - --x y x xxy yy yx y xx y y x+ = +  

… 

'

-1

'

-1

' ' ' '

- -

'

1 -1 -1 1

'

-1-1-- - -
n n n n n nn n n nn n nnnn

x y x yx y xx x yyy x y x y+ = +  

 

將上面 n 式相加，消項後並移項可得： 
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1 2 2 3 3 4 4 5 1 1 2 1 3 2 4 3 5 4 1 1...... ......
n n n n n n

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y− −+ + + + + + − − − − − − −  

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

1 2 2 3 3 4 4 5 1 1 2 1 3 2 4 3 5 4 1 1...... ......
n n n n n n

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y− −= + + + + + + − − − − − − −   (I) 

寫成行列式： 2 3 3 4 4 5 1 11 2

2 3 3 4 4 5 1 11 2

......
n n n

n n n

x x x x x x x x x xx x

y y y y y y y y y yy y

−

−

+ + + + + +   

' ' ' ' ' ' ' ' ' '' '

2 3 3 4 4 5 -1 11 2

' ' ' ' ' ' ' ' ' '' '

2 3 3 4 4 5 -1 11 2

...... n n n

n n n

x x x x x x x x x xx x

y y y y y y y y y yy y
= + + + + + +  (II) 

1 2 3 -1

2 3 3 4 -1 11 2

......

2 3 3 4 -1 11 2

1 1 1 1 1
......

2 2 2 2 2n n

n n n

A A A A A

n n n

x x x x x x x xx x
S

y y y y y y y yy y
= + + + + +   

' ' ' ' '
1 2 3 -1

' ' ' ' ' ' ' '' '

2 3 3 4 -1 11 2

' ' ' ' ' ' ' '' '......

2 3 3 4 -1 11 2

1 1 1 1 1
......

2 2 2 2 2n n

n n n

A A A A A

n n n

x x x x x x x xx x
S

y y y y y y y yy y
= + + + + +   

由於(II)式成立，所以有
1 2 3 -1...... n nA A A A A

S = ' ' ' ' '
1 2 3 -1...... n nA A A A A

S ，從而結論(１)成立； 

若 1A ， 2A ， 3A ， 4A ，……， -1n
A ，

n
A  n 點共線，則

2 3 3 4 4 5 -1 11 2

2 3 3 4 4 5 -1 11 2

......  
n n n

n n n

x x x x x x x x x xx x

y y y y y y y y y xy y
+ + + + + + =０， 

由(II)式也有
' ' ' ' ' ' ' ' ' '' '

2 3 3 4 4 5 -1 11 2

' ' ' ' ' ' ' ' ' '' '

2 3 3 4 4 5 -1 11 2

...... n n n

n n n

x x x x x x x x x xx x

y y y y y y y y y yy y
+ + + + + + =０， 

從而 ' ' ' ' '
1 2 3 -1......

0
n nA A A A A

S = ，但 '

1A ， '

2A ， '

3A ， '

4A ，……， '

-1nA ， '

nA  n 點不一定共線，故結論(2)

也成立。 

    

三三三三、、、、延伸思考延伸思考延伸思考延伸思考    

       由上述結果我們可以反推論出：已知有一 ABC∆ ，我們可用三組平行線作出另一 

DEF∆ 與之面積相等，過程如下： 

((((一一一一))))作作作作另一面積相等另一面積相等另一面積相等另一面積相等的的的的三角形三角形三角形三角形        

       如圖 14，平面上給定一 ABC∆ ，我們在平面上經過 A 點作任意一直線 1 1( )a AB ，再經 

過C 點作一直線 2a 與之平行；經過B 點作任意一直線 1 2( )b BB ，再經過 A 點作一直線 2b 與 

之平行；經過C 點作任意一直線 1 3( )c CB ，再經過B 點作一直線 2c 與之平行。令 2a 與 1b 的 

交點為 D ， 2b 與 1c 的交點為 E ， 2c 與 1a 的交點為 F ，連接三點可得一 DEF∆ 與 ABC∆ 面 

積相等。 
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圖 14 
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((((二二二二) ) ) ) 作另一面積相等作另一面積相等作另一面積相等作另一面積相等的的的的四邊形四邊形四邊形四邊形        

        如圖 15，平面上給定一四邊形 ABCD，我們在平面上經過 A 點作任意一直線 1 1( )a AB ， 

再經過D 點作一直線 2a 與之平行；經過 B 點作任意一直線 1 2( )b BB ，再經過 A 點作一直

線 2b 與之平行；經過C 點作任意一直線 1 3( )c CB ，再經過B 點作一直線 2c 與之平行；經

過D 點作任意一直線 1 4( )d DB ，再經過C 點作一直線 2d 與之平行。令 2a 與 1b 的交點為

E ， 2b 與 1c 的交點為 F ， 2c 與 1d 的交點為G ， 2d 與 1a 的交點為 H ，連接四點可得一四

邊形 EFGH 與四邊形 ABCD 面積相等。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

我們在幾何畫板上已驗證，對於五、六、七邊形時，如圖 16，圖 17，圖 18，也能有 

類似的情形。因此我們猜想當任意ｎ邊形時，也會有類似的情形。 
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圖 16 
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圖 19 

((((三三三三) ) ) ) 作另一面積相等作另一面積相等作另一面積相等作另一面積相等的的的的 nnnn 邊形邊形邊形邊形        

         如圖 19，平面上給定一 n 邊形 1 2 3 1...... n nA A A A A− ，我們在平面上經過 1A 點作任意一

直線 11 1 1( )a A B ，再經過 nA 點作一直線 12a 與之平行；經過 2A 點作任意一直線 21 2 2( )a A B ，

再經過 1A 點作一直線 22a 與之平行；經過 3A 點作任意一直線 31 3 3( )a A B ，再經過 2A 點作

一直線 32a 與之平行；經過 4A 點作任意一直線 41 4 4( )a A B ，再經過 3A 點作一直線 42a 與之

平行；……；經過 nA 點作任意一直線 1( )n n na A B ，再經過 1nA − 作一直線 2na 與之平行。

令 12a 與 21a 的交點為 '

1A ， 22a 與 31a 的交點為 '

2A ， 32a 與 41a 的交點為 '

3A ，……， ( 1)2na − 與

1na 的交點為 '

1nA − ， 2na 與 11a 的交點為 '

nA ，連接 n 點可得一 n 邊形 ' ' ' ' '

1 2 3 1...... n nA A A A A− 與 n

邊形 1 2 3 1...... n nA A A A A− 面積相等。 

 

    

    

    

    

    

    

    

伍伍伍伍、、、、研究結果研究結果研究結果研究結果    

一一一一、、、、如圖，平面上給定 n 組平行線，分別為 11 12 21 22 31 32 41 42 ( -1)1 ( -1)2// , // , // , // ,......, // ,n na a a a a a a a a a  

1 2//n na a ，且在不同組的兩條直線都是相交的。設 11a 與 22a 的交點為 1A ， 21a 與 32a 的交點 

為 2A ， 31a 與 42a 的交點為 3A ， 41a 與 52a 的交點為 4A ，……， ( -1)1na 與 2na 的交點為 -1nA ， 1na  

與 12a 的交點為 nA ； 12a 與 21a 的交點為 '

1A ， 22a 與 31a 的交點為 '

2A ， 32a 與 41a 的交點為 '

3A ， 

42a 與 51a 的交點為 '

4A ，……， ( -1)2na 與 1na 的交點為 '

-1nA ， 2na 與 11a 的交點為 '

nA ， 

則有如下兩個結論： 

(１)若 1 2 3 4 -1, , , ,......, ,n nA A A A A A n 點不共線，則兩 n 邊形 1 2 3 1...... n nA A A A A− 和 ' ' ' ' '

1 2 3 1...... n nA A A A A−  

   的有號面積會相等，即 ' ' ' ' ' '
1 2 3 4 -1 1 2 3 4 -1

...... ......n n n n
A A A A A A A A A A A A

S S= 。 

    (２)若 1 2 3 4 -1, , , ,......, ,n nA A A A A A n 點共線，則 ' ' ' ' ' '
1 2 3 4 -1......

0
n nA A A A A A

S = ，但 ' ' ' ' ' '

1 2 3 4 -1, , , ,......, ,n nA A A A A A  

       n 點不一定共線。 
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二二二二、、、、如圖，平面上給定一 n 邊形 1 2 3 1...... n nA A A A A− ，我們在平面上經過 1A 點作任意一直線 

     11 1 1( )a A B ，再經過 nA 點作一直線 12a 與之平行；經過 2A 點作任意一直線 21 2 2( )a A B ， 

     再經過 1A 點作一直線 22a 與之平行；經過 3A 點作任意一直線 31 3 3( )a A B ，再經過 2A 點作一 

     直線 32a 與之平行；經過 4A 點作任意一直線 41 4 4( )a A B ，再經過 3A 點作一直線 42a 與之平 

     行；……；經過 nA 點作任意一直線 1( )n n na A B ，再經過點 1nA − 作一直線 2na 與之平行。 

     令 12a 與 21a 的交點為 '

1A ， 22a 與 31a 的交點為 '

2A ， 32a 與 41a 的交點為 '

3A ，……， ( 1)2na − 與 1na  

     的交點為 '

1nA − ， 2na 與 11a 的交點為 '

nA ，連接 n 點可得另一個 n 邊形 ' ' ' ' '

1 2 3 1...... n nA A A A A− 與 

     n 邊形 1 2 3 1...... n nA A A A A− 面積相等，且有 n 個控點
1 2 3 1, , , , ,n nB B B B B−⋅ ⋅ ⋅ 可以控制 n 邊形 

     ' ' ' ' '

1 2 3 1...... n nA A A A A− 的形狀。     
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d2

d1

c2

c1

b2
b1 a2

a1

ABCD的的的  = 4.25 公公2

EFGH的的的  = 4.25 公公2

D

H

G

F

E

C

B

A

d2d1 c2 c1

b2

b1

a2

a1

ABCD的的的  = 1.58 公公2

EFGH的的的  = 1.58 公公2

D

H

G

F
E

C

B

A

d2d1

c2

c1
b2

b1

a2

a1

ABCD的的的  = 0.00 公公2

EFGH的的的  = 0.00 公公2

D

H

G

F

E

C

B

A

d2d1

c2

c1
b2

b1

a2

a1

ABCD的的的  = 3.44 公公2

EFGH的的的  = 3.44 公公2

D

H

G

F

EC

B

A

陸陸陸陸、、、、討討討討論論論論    

一一一一、、、、雖然 n 組平行線所構成的兩 n 邊形，其有號面積必相等，但當其中一 n 邊形的頂點為 

順時針排列，另一 n 邊形的頂點之排序未必如此；逆時針亦然。如圖，其中一 n 邊形 

不論為凸的、凹的或出現凹扭情形時，另一 n 邊形的形狀並不能確定。 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

二二二二、、、、如圖，n 組平行線所構成的兩 n 邊形，其中一 n 邊形的頂點共線，但另一 n 邊形的頂點 

不一定共線，此外，如果其中一 n 邊形的部份頂點共線，但另一 n 邊形的部份頂點也 

不一定共線。 
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c1

c2

b2b1

a2

a1

DEF的的的  = 2.66 公公2

ABC的的的  = 9.62 公公2

m∠ABC = 90.00°

F

E
D

C

B

A

B

A

C

c1

c2

b2
b1

a2

a1
DEF的的的  = 7.66 公公2

ABC的的的  = 4.04 公公2

m∠ABC = 84.93°

F

E
D

C
B

A

B

A

C

b2

b1

c2

c1

a1

a2

E

C

F

A

D

B

三三三三、、、、如果我們改用 n 組垂直線或夾角為θ ( 90θ ≠ ° )的直線，如圖，利用幾何畫板 GSP驗證， 

     發現所構成的兩 n 邊形，其有號面積不一定相等。 

    (一) 90θ = °                              (二) 90θ ≠ °  

    

    

    

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、如果我們改用不同的頂點找法，是否也會有類似的定理？ 

(一)我們一樣將三組平行線： 1 2 1 2 1 2// , // , //a a b b c c 表示成 3×2 階的矩陣：
1 2

1 2

1 2

a a

b b

c c

 
 
 
  

，如果 

   設 1a 與 2c 的交點為 A， 1b 與 2a 的交點為 B ， 1c 與 2b 的交點為C ；仿造之前的對稱性找 

   法，設 2a 與 1c 的交點為 D ， 2b 與 1a 的交點為 E ， 2c 與 1b 的交點為 F ，如圖，我們發現

這兩組三角形和之前的一樣，只是頂點名稱不同而已。 
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d2

d1

c2

c1 b2

b1

a2

a1

E

A

D

C

B

H

G

F

d2

d1

c2

c1
b2

b1

a2

a1

EFGH的的的  = 7.13 公公2

ABCD的的的  = 10.01 公公2

HG

F

E

D

C

B

A

(二)接著一樣將四組平行線： 1 2 1 2 1 2 1 2// , // , // , //a a b b c c d d 表示成 4×2 階的矩陣：

1 2

1 2

1 2

1 2

a a

b b

c c

d d

 
 
 
 
 
 

， 

1. 如果設 1a 與 2d 的交點為 A ， 1b 與 2a 的交點為 B ， 1c 與 2b 的交點為C ， 1d 與 2c 的交 

點為 D ；仿造之前的對稱性找法，設 2a 與 1d 的交點為 E ， 2b 與 1a 的交點為 F ， 2c  

與 1b 的交點為G ， 2d 與 1c 的交點為 H ，我們發現這兩組四邊形和之前的一樣，只 

是頂點名稱不同而已。 

 

 

 

 

 

     

 2. 如果設 1a 與 2c 的交點為 A ， 1b 與 2a 的交點為 B ， 1c 與 2d 的交點為C ， 1d 與 2b 的交 

       點為 D ；仿造之前的對稱性找法，設 2a 與 1c 的交點為 E ， 2b 與 1a 的交點為 F ， 2c 與 

       1d 的交點為G ， 2d 與 1b 的交點為 H ，利用幾何畫板 GSP驗證其有號面積不一定相 

       等。 
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d2

d1

c2

c1 b2

b1

a2

a1

ABCD的的的  = 0.43 公公2

EFGH的的的  = 6.10 公公2

H

G

F

E

D

C

B

A

3. 如果設 1a 與 2d 的交點為 A ， 1b 與 2c 的交點為 B ， 1c 與 2a 的交點為C ， 1d 與 2b 的交 

點為 D ；仿造之前的對稱性找法，設 2a 與 1d 的交點為 E ， 2b 與 1c 的交點為 F ， 2c 與 

1a 的交點為G ， 2d 與 1b 的交點為 H ，利用幾何畫板 GSP驗證其有號面積不一定相 

等。 

 

 

    

    

    

    

         

綜合以上所言，我們發現當平行線越多組時，就會有越多種找頂點的方法，其中只 

有兩種方法所繪製的圖形，它們的有號面積會相等，然而這兩種方法所畫出的兩組 n 

邊形其實是相同的，只是頂點名稱不同罷了。 

    

柒柒柒柒、、、、結論結論結論結論    

原題目「三組平行線定理」得到兩組三角形面積相等及頂點共線的一致性，但原題目的一

個猜想，若推廣至「n 組平行線定理」，則必須將面積相等改成有號面積相等，而頂點共線的

一致性則不復存在，也就是說，平面上給定 n 組平行線，分別為 11 12 21 22 31 32// , // , // ,a a a a a a  

41 42// ,a a ( -1)1 ( -1)2......, // ,n na a 1 2//n na a  ，且在不同組的兩條直線都是相交的，我們令 

1 11 22( , )A a a= ， 2 21 32( , )A a a= ， 3 31 42( , )A a a= ，……， 1 ( 1)1 2( , )n n nA a a− −= ， 1 12( , )n nA a a= ， 

再令 '

1 12 21( , )A a a= ， '

2 22 31( , )A a a= ， '

3 32 41( , )A a a= ，……， '

1 ( 1)2 1( , )n n nA a a− −= ， '

2 11( , )n nA a a= 。 

設 n 邊形有號面積為
1 2 3 -1...... n nA A A A AS ，另一個 n 邊形有號面積為 ' ' ' ' '

1 2 3 -1...... n nA A A A A
S ，可推得

1 2 3 -1...... n nA A A A AS = ' ' ' ' '
1 2 3 -1...... n nA A A A A

S 。 

  若 1 2 3 4 -1, , , ,......, ,n nA A A A A A n 點共線，則 ' ' ' ' ' '
1 2 3 4 -1......

0
n nA A A A A A

S = ，但 ' ' ' ' ' '

1 2 3 4 -1, , , ,......, ,n nA A A A A A n 點不

一定共線。 
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  由上述結果我們可以反推論出：已知一 n 邊形 1 2 3 1...... n nA A A A A− ，可用 n 組平行線作出另一

個 n 邊形 ' ' ' ' '

1 2 3 1...... n nA A A A A− 與之有號面積相等，且有 n 個控點可以控制 n 邊形 ' ' ' ' '

1 2 3 1...... n nA A A A A−  

的形狀。        

捌捌捌捌、、、、實際應用實際應用實際應用實際應用    

如圖，對任意四邊形 ABCD，若 ABC∆ 、 BCD∆ 、 CDA∆ 、 DAB∆ 的垂心依次為 E、F、G、

H，則有四邊形 EFGH 的面積等於四邊形 ABCD 的面積。 

【【【【證明證明證明證明】】】】 

對任意四邊形 ABCD 和四邊形 EFGH使用四組平行線定理。記直線 AE 為 1a，直線 DF為 2a ，

直線 BF為 1b ，直線 AG為 2b ，直線 CG為 1c ，直線 BH為 2c ，直線 DH為 1d ，直線 CE 為 2d ，

∵E 為 ABC∆ 的垂心，∴ BCAE ⊥ ，∵F為 BCD∆ 的垂心，∴ BCDF ⊥ ，從而 DFAE // ，即

21 // aa ，同理可證: 21 //bb ， 21 // cc ， 21 // dd ，由四組平行線定理有 EFGHABCD SS = ，即四邊形

EFGH 的面積等於四邊形 ABCD 的面積。 
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【評語】040418  

作者對 n組兩條平行線依序取出兩組 n個交點觀察，以行列式

表示出此兩組交點所形成的 n邊形面積，發現這兩個 n邊形面積會

相等，作者如果可以對交點取法的所有可能組合去作探討，看看面

積會相等的組數及其數學特徵，必可讓作品內容更深入！另外建議

要寫出參考文獻中和自己結果的比較，才能看出創新之處。 
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