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摘要 

  給定一 m × n 點方陣或一 a × b × c 點方塊，若兩點間的距離為 1，則定義此兩點相鄰。

於方陣或方塊內，一筆畫出一個由相鄰兩點連接之線段所組成之圖形，且路徑不重複，使

得經過之路徑長最大。路徑長最大的圖形可能有多種。本次研究的主題，是探討點方陣與

點方塊的一筆畫圖形之最長路徑，以及探討特定狀況下，圖形完成最長路徑之走法數。 
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壹、 研究動機 

    在一本有關數學遊戲的書中，我們發現一個有趣的問題：在一個 3 × 3 點方陣中，如

何用一筆畫連出最多條線段，且路徑不重複，不能斜走。經過幾次嘗試之後，我們可以很

容易地得到結果： 

           
    以上 3 種圖形皆連出了 10 條線段，並無法再連出更多線段。這個問題引起了我們的

興趣，當點方陣為 m × n 時結果又是如何？於是我們將點方陣加大，並延伸至立體的點方

塊，探討其一筆畫連出線段的最大值，並計算特定情況下，一筆畫完成此圖形的方法數。 

貳、 研究目的 

一、探討 m × n 點方陣中，一筆畫連出的線段最大值。 

二、探討 a × b × c 點方塊中，一筆畫連出的線段最大值。 

三、探討 3 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數。 

四、探討 4 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數。 

五、探討 5 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數。 

參、 研究設備及器材 

紙、筆、GSP 繪圖軟體。 

肆、 研究方法 

  給定一 m × n 點方陣，若兩點間的距離為 1，則定義此兩點相鄰。於方陣內，畫出一

個由相鄰兩點連接之線段所組成之一筆畫圖形，且路徑不重複，使得經過之路徑長最大， 

（圖 1）為 4 × 4 點方陣中的一筆畫圖形。 

 

                            

一、以 4 × 4 點方陣為例，連接所有相鄰的點，並標示出所有奇點，如（圖 2）。 

二、圖中共有 8 個奇點，欲使其為一筆畫圖形，則必須消除 6 或 8 個奇點。 
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三、奇點消除法： 

任取兩奇點，並將以此兩點為起點和終點的其中一條路徑拆除，如（圖 3）。此時 A 點

和 D 點由奇點變為偶點， B 點和 C 點仍為偶點。若消除之總路徑長為 n，則稱此消除

法為 An 方法。 

四、欲使此一筆畫圖形之路徑長最大，則必須消除最少的單位線段，且讓奇點剩下 0 或 2

個。若要以最少單位線段消除兩奇點，則必須消除相鄰兩奇點之間的線段，即 A1方法。 

五、因為剩下 0 個奇點比剩下 2 個奇點要消除更多線段，故最長路徑之一筆畫圖形有 2 個

奇點。 

六、將（圖 2）消除 3 條線段成為（圖 1），即為 4 × 4 點方陣中最長路徑之一筆畫圖形。 

七、圖形需連通。 

 

 

伍、 研究結果 

一、探討 m × n 點方陣中，一筆畫連出的線段最大值 S。 

(一) m、n 至少有一為偶數 

1. m、n 皆為偶數 

以 4 × 6 點方陣為例，因為 4 個邊上都有偶數個奇點，故可只用 A1方法將奇點消

除至 2 個，如（圖 4）。 

 

 

2. m、n 為一奇一偶 

以 5 × 6 點方陣為例，因為 BC    、DA     上有偶數個奇點，且 AB    、CD     上有奇數個奇點，

故用 A1 方法可將 BC    、DA     上的奇點全部消除，且 AB    、CD     上各剩 1 個奇點，此時

恰剩 2 個奇點，如（圖 5）。 

 

（圖 2） 

（圖 4） 

（圖 3） 
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以上 2 種狀況其結果皆相同： 

※全部線段長 L = m n − 1 + n m − 1 = 2mn − (m + n) 

※奇點數目 P = 2  m − 2 +  n − 2  = 2 m + n − 8 

※消除的線段長 d =
P−2

2
= m + n − 5 

※故一筆畫圖形的最長路徑  𝐒 = 𝐋 − 𝐝 = 𝟐𝐦𝐧 − 𝟐 𝐦 + 𝐧 + 𝟓 

 (二) m、n 皆為奇數  

以 5 × 5 點方陣為例，因為 4 個邊上都有奇數個奇點，若僅用 A1方法，只能將每邊上

的奇點消除至 1 個，此時必須使用 A2方法。使用 A2方法時，須使一組相鄰邊上剩餘

的奇點與同一頂點相鄰，如（圖 6）。 

 

 

∴ 𝐒 = 𝐋 − 𝐝 = 𝟐𝐦𝐧 − 𝟐 𝐦 + 𝐧 + 𝟒 

 

二、探討 a × b × c 點方塊中，一筆畫連出的線段最大值 S。 

(一)  a、b、c 中至少有一為 2，即 a × b × 2 

如（圖 7）與（圖 8），因為 8 個頂點皆為奇點且可分為 4 組兩兩相鄰，剩餘的奇點僅

可能分佈於 a × b 的 2 個面上。此時不論 a × b 面上的奇點個數為奇數或偶數，皆可以

只用A1方法將所有奇點消除至 2 個。 

  

 

∴ 𝐒 = 𝟒𝐚𝐛 − 𝟕 

 

（圖 5） 

（圖 6） 

（圖 7） （圖 8） 
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(二) a、b、c＞2 且 a、b、c  中至少有一為 3，即 a × b × 3 

因為 8 個頂點皆為奇點且沒有任何奇點與之相鄰，故欲消除這些奇點，必須使用 A2方

法，而其他奇點可用 A1方法消除，且 8 個頂點可分為 4 組兩兩距離為 2。若欲使消除

的線段最少，使用 A2方法的次數須越少越好。 

1. a、b 皆為偶數 

如（圖 9），每個面上都有偶數個奇點。此時使用 3 次 A2 方法可消除 6 個頂點，其他

奇點使用 A1方法消除，最後剩下 2 個頂點。 

 

 

 

 

 

∴ 𝐒 = 𝟕𝐚𝐛 − 𝟐 𝐚 + 𝐛 − 𝟔 

2. a、b 為一奇一偶 

如（圖 10），有 2 個面上有奇數個奇點，另外 4 個面上有偶數個奇點。此時使用 4 次

A2 方法可消除 8 個頂點，其他奇點使用 A1方法消除，最後剩下 2 個奇點在具有奇數個

奇點的 2 個面上各分佈 1 個。 

 

 

 

 

 

 

∴ 𝐒 = 𝟕𝐚𝐛 − 𝟐 𝐚 + 𝐛 − 𝟕 

3.  a、b 皆為奇數 

如（圖 11），每個面上都有奇數個奇點。故包含頂點總共有 14 個點在使用完 A1方法

後不會被消除，此時若使用 A2方法 1 次消除 2 個奇點，至少須使用 6 次。 

 

∴ 𝐒 = 𝟕𝐚𝐛 − 𝟐 𝐚 + 𝐛 − 𝟗  

(三) a、b、c＞3 

因為 8 個頂點皆為奇點且沒有任何奇點與之相鄰，故欲消除這些奇點，必須使用 A2方

法，且無法使用 A2方法 1 次消除 2 個頂點，而其他奇點可用 A1方法消除。若欲使消

除的線段最少，使用 A2方法的次數須越少越好，故最後留下的兩個奇點必須是頂點。

欲使用A2方法消除一個頂點，必會同時消除面上的一個奇點，又若一個面上有偶數個

奇點，則這些奇點可僅用 A1方法消除。 

（圖 9） 

（圖 10） 

（圖 11） 
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1.  a、b、c  中至少有 2 個偶數 

如（圖 12）與（圖 13），每個面上都有偶數個奇點。因為有 6 個位於面上的奇點

在以 A2方法消除頂點時會同時被消除，且要維持每個面上的奇點個數皆為偶數，

故此 6 奇點必須分佈在 3 個面上，每個面上各 2 個。 

2.  a、b、c  為兩奇一偶 

如（圖 14），有 2 個面上有奇數個奇點，另外 4 個面上有偶數個奇點。因為有 6

個位於面上的奇點在以 A2方法消除頂點時會同時被消除，且要維持每個面上的奇

點個數皆為偶數，故此 6 奇點的分佈為：2 個含有奇數個奇點的面各分佈 1 個，

其中 2 個含有偶數個奇點的面各分佈 2 個。 

3.  a、b、c  皆為奇數 

如（圖 15），每個面上都有奇數個奇點。因為有 6 個位於面上的奇點在以 A2方法

消除頂點時會同時被消除，且要維持每個面上的奇點個數皆為偶數，故此 6 奇點

必須分佈在 6 個面上，每個面上分佈 1 個奇點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以上 3 種狀況其結果皆相同：𝐒 = 𝟑𝐚𝐛𝐜 − 𝟐 𝐚𝐛 + 𝐛𝐜 + 𝐜𝐚 + 𝟒 𝐚 + 𝐛 + 𝐜 − 𝟐𝟏 

 

三、探討 3 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數  n ≥ 2  

※以下只討論固定起點的情形。 

(一) 基本圖形： 

「口」字形 「日」字形 「L」形 

   

2 種 6 種 16 種 

（圖 12） （圖 13） 

（圖 14） （圖 15） 
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(二) n 為偶數 

定義其走法數為 A n 。 

圖形 A 

 

走法數 A n = 6t  , t =
n

2
 , n ≥ 2 

 

(三) n 為奇數 

n 為奇數時，奇點分佈情形共有 2 種。 

1.  2 個奇點都在邊長為 2 的邊上 

 此類圖形共有  
n−3

4
 + 1 種，每一種的走法數皆相同，定義為 B n 。 

圖形 B 

 

走法數 B n = 6t  , t =
n − 1

2
 , n ≥ 3 

 

2.  僅 1 個奇點在邊長為 2 的邊上 

 定義其走法數分別為C1 n 、C2 p, q 與C3 p, q ，其中 p 是口字形的個數，q 是日字 

 形的個數。 

圖形 C1 

 

走法數 C1 n = 6t  , t =
n − 1

2
 , n ≥ 3 

圖形 C2 

 

走法數 C2 p, q = 2p × 6q × 16 , n = p + 2q + 3 , n ≥ 3 , 0 ≤ p ≤ n − 3 

圖形 C3 

 

走法數 C3 p, q = 2p × 6q × 16 , n = p + 2q + 4 , n ≥ 5 , 1 ≤ p ≤ n − 4 

......

...... ......

......

......

...... ......

............

......
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四、探討 4 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數  n ≥ 4  

※以下只討論固定起點的情形。 

(一) 基本圖形： 

「T」字形 

 

在探討 4 × n 圖形的走法時，我們發現一個重要的圖形，

稱為「目」字形，如（圖 16）（起終點在目字形左側）。

假設目字形右側圖形之走法數為 X（起終點為 A , B），

則扣除該圖形後，目字形可視為 T 字形，因此（圖 16）

的走法數為 40X，故可知每增加 1 個「目」字形，圖形

走法數會變成原來的 40 倍。 

     

(二) 基本圖形及其延伸 

1.  n 為偶數 

(1) 2 個奇點都在邊長為 3 的邊上  

 定義其走法數為 D n 。 

圖形 D 

 

走法數 D n = 4 × 40t  , t =
n − 2

2
 , n ≥ 4 

 

(2) 2 個奇點相鄰且在邊長為 n − 1 的邊上，其中 1 個奇點與頂點相鄰 

 

 定義其走法數為 E n ，此時只需計算          的走法數，為 768。  

 

圖形 E 

 

走法數 E n = 8 × 768 × 40t = 6144 × 40t  , t =
n − 6

2
 , n ≥ 6 

 

 

 

......

......

......

......

B

A

X

（圖 16） 



9 
 

(3) 2 個奇點相鄰且在邊長為 n − 1 的邊上，2 個奇點皆不與頂點相鄰 

 此類圖形共有 
n−8

4
 + 1種，每一種的走法數皆相同，定義為 F n ，此時只需計算   

               

               的走法數，為 14720。 

 

圖形 F 

 

走法數 F n = 16 × 14720 × 40t = 235520 × 40t  , t =
n − 8

2
 , n ≥ 8 

 

2.  n 為奇數 

(1) 2 個奇點在同一直線上且與頂點相鄰 

  

定義其走法數為 G n ，此時只需計算         的走法數，為 312。 

 

圖形 G 

 

走法數 G n = 4 × 312 × 40t = 1248 × 40t  , t =
n − 5

2
, n ≥ 5 

 

(2) 2 個奇點在同一直線上且都不與頂點相鄰 

 此類圖形共有 
n−7

4
 + 1種，每一種的走法數皆相同，定義為 H n ，此時只需計算                  

              

               的走法數，為 2592。  

 

圖形 H 

 

走法數 H n = 16 × 2592 × 40t = 41472 × 40t  , t =
n − 7

2
, n ≥ 7 

......

......

......

......

......

......

......

...... ......

......
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(三)蛇形及其延伸 

  1. 2 個奇點不相鄰且在邊長為 n − 1 的邊上，2 個奇點皆與頂點相鄰 

n 為偶數 

 

n 為奇數 

 

定義此類圖形為 I，走法數為 I(n)，n ≥ 5。 

為了方便討論，我們將 I 5  獨立計算，求出走法數 

為 1312，I(5)如右圖。 

 

在討論走法前，我們先定義 X 圖形與 Y 圖形。 

X 圖形 

 

定義其走法數為 X(a, b)，其中 a 為上方凸起數，b 為下方凸起數，a, b ∈ N。 

Y 圖形 

  

定義其走法數為 Y c, d ，其中 c 為上方凸起數，d 為下方凸起數，

c, d ∈ N ∪  0 且c + d ≠ 0 。 

 

Y(1,1)為        ，走法數為 120；Y(1,0)為       ，走法數為 16。 

 

 

 

 

......

......

......

......

......

......



11 
 

以 X 3,3  和 Y 3,3  為例，將它們以下列方式拆解： 

 

X 3,3 ：             

 

→           +                         + 

                                                       

→2          +2 

 

→2          +2 ( 2        +4       ) 

→ X(3,3) = 2Y(3,3) + 4Y(2,3) + 8Y(2,2) 

 

Y 3,3 ：            

 

→          +                       + 

 

→2          +2 

 

→2 ( 2         +4        )+2 

→ Y(3,3) = 6Y(2,3) + 8Y(2,2) 

同理 

X n, n = 2Y n, n + 4Y n, n − 1 + 8Y n − 1, n − 1 …  1                         
X n, n − 1 = 2Y n, n − 1 + 4Y n − 1, n − 1 + 8Y n − 1, n − 2 …  2 

Y n, n = 6Y n, n − 1 + 8Y n − 1, n − 1 …  3                                              
Y n, n − 1 = 6Y n − 1, n − 1 + 8Y n − 1, n − 2 …  4                              

  

由 (1)、(3)、 4  可得： 

X n, n = 2Y n, n + 4Y n, n − 1 + 8Y n − 1, n − 1  

       = 16Y n, n − 1 + 24Y(n − 1, n − 1)  

 

 

 

 

 

 

 

走法數相同 

走法數相同 
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令 Q1 = 16 , R1 = 24 

由 (3)、 4  可得下列遞迴式： 

 X n, n = 16Y n, n − 1 + 24Y(n − 1, n − 1) 

               = Q1Y n, n − 1 + R1Y(n − 1, n − 1) 

               = Q2Y n − 1, n − 1 + R2Y(n − 1, n − 2) 

               = Q3Y n − 1, n − 2 + R3Y(n − 2, n − 2) 

                ⋮ 

               = Q2n−2Y 1,1 + R2n−2Y(1,0) 

               = 120Q2n−2 + 16R2n−2 

同理 X n, n − 1 = 120Q2n−3 + 16R2n−3 

其中 Qn+1 = 6Qn + Rn  , Rn+1 = 8Qn  

∴  
Qn

Rn
 =  

6 1
8 0

 
n−1

 
Q1

R1
 =  

6 1
8 0

 
n

 
3
−2

  , n ∈ N 

又由矩陣對角化得到： 
6 1
8 0

 
n

=  
Tn+1 Tn

8Tn+1 8Tn−1
  , n ∈ N  

其中 

T0 = 0                                                                         

Tn =   3 +  17 
k

(3 −  17)n−k−1 , n ∈ N   

n−1

k=0

  

∴ I n =  
4X  

n − 2

2
,
n − 4

2
  , n 為偶數

4X  
n − 3

2
,
n − 3

2
  , n 為奇數

  

             = 480Qn−5 + 64Rn−5 

             = 480(3Tn−4 − 2Tn−5) + 64(24Tn−5 − 16Tn−6) 

             = 1440Tn−4 + 576Tn−5 − 1024Tn−6 

故  
I 5 = 1312                                                                    
I n = 1440Tn−4 + 576Tn−5 − 1024Tn−6 , n ≥ 6

  

2.  2 個奇點不相鄰且在邊長為 n − 1 的邊上，僅 1 個奇點與頂點相鄰 

n 為偶數 

 

n 為奇數 

 

定義此類圖形為 J。在討論走法前，我們先將圖形拆為兩部分如（圖 17），一為蛇

形部分(如藍色框內)，另一則為「目」字形部分(如紅色框內)。 

......

............

......

......

......

......

......

......

......
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定義圖形走法數為 J(p, q)，其中 p 為蛇形部分長邊上的總點數，q 為目字形的個數，

 n = p + 2q，7 ≤ p ≤ n。 

以下討論蛇形部分。 

我們一樣先定義 Z 圖形與 W 圖形。 

Z 圖形 

 

定義其走法數為 Z a, b ，其中 a 為上方凸起數，b為下方凸起數，a, b ∈ N。 

 

W圖形 

 
  

定義其走法數為 W c, d ，其中 c 為上方凸起數，d 為下方凸起數， 

 c, d ∈ N ∪  0  且 c + d ≠ 0 。 

 

W 1,1 為          ，走法數為 304。雖然 W 0,1  的圖形並不存在，但依據 

 

W 2,1 = 6W 1,1 + 448 = 6W 1,1 + 8W 1,0 ，定義 W(1,0) = 56。 

以同 X 圖形和 Y 圖形的拆解方式，得： 

 

Z n, n = 2W n, n + 4W n, n − 1 + 8W n − 1, n − 1 …  1                         
Z n, n − 1 = 2W n, n − 1 + 4W n − 1, n − 1 + 8W n − 1, n − 2 …  2 

W n, n = 6W n, n − 1 + 8W n − 1, n − 1 …  3                                              
W n, n − 1 = 6W n − 1, n − 1 + 8W n − 1, n − 2 …  4                              

  

（圖 17） 
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由 (1)、(3)、 4  可得： 

Z n, n = 2W n, n + 4W n, n − 1 + 8W n − 1, n − 1  

              = 16W n, n − 1 + 24W(n − 1, n − 1)  

令 Q1 = 16 , R1 = 24 

由 (3)、 4  可得： 

Z n, n = Q2n−2W 1,1 + R2n−2W 1,0 = 304Q2n−2 + 56R2n−2 

同理 Z n, n − 1 = 304Q2n−3 + 56R2n−3 

其中 Qn+1 = 6Qn + Rn  , Rn+1 = 8Qn  

∴  
Qn

Rn
 =  

6 1
8 0

 
n−1

 
Q1

R1
 =  

6 1
8 0

 
n

 
3
−2

  , n ∈ N 

又由矩陣對角化得到： 
6 1
8 0

 
n

=  
Tn+1 Tn

8Tn+1 8Tn−1
  , n ∈ N  

其中 

T0 = 0                                                                         

Tn =   3 +  17 
k

(3 −  17)n−k−1 , n ∈ N

n−1

k=0

  

再將其與「目」字形結合可得： 

J p, q =  
8Z  

p − 4

2
,
p − 4

2
 × 40q  , n 為偶數

8Z  
p − 3

2
,
p − 5

2
 × 40q  , n 為奇數

  

             = (2432Qp−6 + 448Rp−6) × 40q  

             = (7296Tp−5 + 5888Tp−6 − 7168Tp−7) × 40q  

故 ∀ 7 ≤ p ≤ n , n = p + 2q , J p, q = (7296Tp−5 + 5888Tp−6 − 7168Tp−7) × 40q  

 

3.  2 個奇點不相鄰且在邊長為 n − 1的邊上，2 個奇點皆不與頂點相鄰 

n 為偶數 

 

 

 

 

n 為奇數 

 

 

 

定義此類圖形為 K。在討論走法前，我們先將圖形拆為兩部分如（圖 18），一為

蛇形部分(如藍色框內)，另一則為「目」字形部分(如紅色框內)。 

......

......

......

......

...... ......

......

......

......

......

......

......

......

......
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此類圖形共有    
q

2
 +1 

 
𝑛−9

2
 

q=0

種，每一種的走法數為 K p, q 種，其中 p 為蛇形部分 

長邊上的總點數，q 為目字形個數，n = p + 2q , 9 ≤ p ≤ n。 

以下討論蛇形部分。 

我們一樣先定義 S 圖形。  

S 圖形 

 

定義其走法數為 S a, b ，其中 a 為上方凸起數，b為下方凸起數，a, b ∈ N。 

將 S 圖形拆解後，得： 

 
 
 

 
 

S n, n = 2W n, n + 8W n − 1, n + 168W n − 1, n − 1 + 288W n − 2, n − 1 …  1                         
S n − 1, n = 2W n − 1, n + 8W n − 1, n − 1 + 168W n − 2, n − 1                                                        

+288W n − 2, n − 2 …  2                                                                                     
W n, n = 6W n, n − 1 + 8W n − 1, n − 1 …  3                                                                                              
W n, n − 1 = 6W n − 1, n − 1 + 8W n − 1, n − 2 …  4                                                                              

  

由 1 、 3 、 4 可得： 

S n, n = 2W n, n + 8W n − 1, n + 168W n − 1, n − 1 + 288W n − 2, n − 1  

              = 304W n − 1, n − 1 + 448W(n − 2, n − 1) 

令U1 = 304 , V1 = 448 

再由 3 、 4 可得： 

S n, n = U2n−3W 1,1 + V2n−3W 1,0 = 304U2n−3 + 56V2n−3 

同理 S n − 1, n = U2n−4W 1,1 + V2n−4W(0,1) = 304U2n−4 + 56V2n−4 

其中 U1 = 304 , V1 = 448 , Un+1 = 6Un + Vn  , Vn+1 = 8Un  

∴  
Un

Vn
 =  

6 1
8 0

 
n−1

 
U1

V1
 =  

6 1
8 0

 
n

 
56
−32

  , n ∈ N 

（圖 18） 
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∴ K p, q =  
16S  

p − 6

2
,
p − 4

2
 × 40q  , n 為偶數

16S  
p − 5

2
,
p − 5

2
 × 40q , n 為奇數

  

                  = (4864Up−8 + 7168Vp−8) × 40q  

                  = (272384Tp−7 + 3055616Tp−8 − 1835008Tp−9) × 40q  

故 ∀ 9 ≤ p ≤ n , n = p + 2q , 

 K p, q = (272384Tp−7 + 3055616Tp−8 − 1835008Tp−9) × 40q  

 

五、探討 5 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數  n ≥ 5  

※以下只討論固定起點的情形。 

(一) n 為偶數 

圖形 L1 圖形 L2 

2 個奇點在同一直線上 

 

2 個奇點不在同一直線上 

 

定義其走法數分別為 L1 n 、L2 n 。 

在討論走法前，我們先定義圖形 γ1、γ2、γ3 

圖形γ1 圖形γ2 圖形γ3 

 

  

 

若圖形中有 n 個                 (長條形)，則稱該圖形的走法數分別為γ1 n 、γ2 n 及 γ3 n 。 

 

 

其中γ1 1 圖形為                  ，走法數為 5952、γ2 1 圖形為                   ，走法數為 6784 

 

 

、γ3 1 圖形為                  ，走法數為 6144 

 

經由路徑分析，我們得到以下關係式： 

 

γ1 n = 176γ1 n − 1 + 112γ2 n − 1 + 128γ3(n − 1)… (1)

γ2 n = 160γ1 n − 1 + 144γ2 n − 1 + 160γ3(n − 1)… (2)

γ3 n = 128γ1 n − 1 + 112γ2 n − 1 + 176γ3 n − 1 …  3 

   

......

......

...... ......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

...... ......

......

......

......

......
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由 1 、 2 、 3 可得： 

 

γ1(n)
γ2(n)
γ3(n)

 =  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−1

 

γ1(1)
γ2(1)
γ3(1)

 =  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n

 
12
16
16
  

∴ L1(n) = 4  10γ1  
n − 4

2
 + 6γ2  

n − 4

2
 + 6γ3  

n − 4

2
   

               = 40γ1  
n − 4

2
 + 24γ2  

n − 4

2
 + 24γ3  

n − 4

2
  

               = det   40 24 24  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−4
2

 
12
16
16
   

同理 L2 n = det  24 24 40  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−4
2

 
12
16
16
   

∴

 
 
 
 

 
 
 

L1 n = det   40 24 24  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−4
2

 
12
16
16
  , n ≥ 6

L2 n = det   24 24 40  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−4
2

 
12
16
16
   , n ≥ 6

  

(二) n 為奇數  

1.  2 奇點與同一頂點相鄰 

圖形 M1 圖形 M2 

  

定義其走法數分別為 M1 n 、M2 n 。 

在討論走法前，我們先定義圖形 α1、α2、β1、β2 

圖形 α1 

 

 

 

 

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

...... ......

......

......

......
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圖形 α2 

            

圖形 β1 

                                 

圖形 β2 

                                 

定義其走法數分別為 α1 a, b 、α2 a, b 、 β1 a, b 、β2(a, b)，其中 a 為上方凸起數，b為

下方凸起數。 

將 α1、β1 圖形拆解得： 

 
 

 
α1 n, n = 16α1 n, n − 1 + 8β1 n, n − 1                                

α1 n, n − 1 = 16α1 n − 1, n − 1 + 8β1 n − 1, n − 1         

β1 n, n = 6α1 n, n − 1 + 4β1 n, n − 1                                   

 β1 n, n − 1 = 6α1 n − 1, n − 1 + 4β1 n − 1, n − 1           

   

      ⇒  
α1 n, n 

β1 n, n 
 =  

16 8
6 4

  
α1 n, n − 1 

β1 n, n − 1 
  

      ⇒  
α1 n, n 

β1 n, n 
 =  

16 8
6 4

 
2n−2

 
α1 1,1 

β1 1,1 
 =  

16 8
6 4

 
2n−2

 
768
304

 =  
16 8
6 4

 
2n

 
2
1
  

∴ M1 n = 4  6α1  
n − 3

2
,
n − 3

2
 + 4β1  

n − 3

2
,
n − 3

2
   

                = 24α1  
n − 3

2
,
n − 3

2
 + 16β1  

n − 3

2
,
n − 3

2
  

                = det   24 16  
16 8
6 4

 
n−3

 
2
1
   

同理  
α2 n, n 

β2 n, n 
 =  

16 8
6 4

 
2n−2

 
α2 1,1 

β2 1,1 
 =  

16 8
6 4

 
2n−2

 
304
120

 =  
16 8
6 4

 
2n

 
1
0
  

∴ M2 n = det   24 16  
16 8
6 4

 
n−3

 
1
0
   

∴  
M1 n = det   24 16  

16 8
6 4

 
n−3

 
2
1
  , n ≥ 5

M2 n = det   24 16  
16 8
6 4

 
n−3

 
1
0
  , n ≥ 5

  

......

......

......

...... ......

......

......

......

......
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2.  2 奇點不與同一頂點相鄰 

圖形 N1 圖形 N2 

 

 

定義其走法數分別為 N1 n 、N2 n 。 

同圖形 M1、M2 的方式推得： 

N1 n = 2  10α1  
n − 3

2
,
n − 5

2
 + 28β1  

n − 3

2
,
n − 5

2
   

             = 20α1  
n − 3

2
,
n − 5

2
 + 56β1  

n − 3

2
,
n − 5

2
  

又

 
 

  
α1 n, n − 1 

β1 n, n − 1 
 =  

16 8
6 4

 
2n−3

 
α1 1,1 

β1 1,1 
 =  

16 8
6 4

 
2n−3

 
768
304

 =  
16 8
6 4

 
2n−1

 
2
1
 

 
α2 n, n − 1 

β2 n, n − 1 
 =  

16 8
6 4

 
2n−3

 
α2 1,1 

β2 1,1 
 =  

16 8
6 4

 
2n−3

 
304
120

 =  
16 8
6 4

 
2n−1

 
1
0
 

  

∴  
N1 n = det   20 56  

16 8
6 4

 
n−4

 
2
1
  , n ≥ 5

N2 n = det   20 56  
16 8
6 4

 
n−4

 
1
0
  , n ≥ 5

  

3.  僅一奇點與頂點相鄰 

圖形 O1 圖形 O2 

  

圖形 P1 圖形 P2 

  

若左邊有 p 個長條形，右邊的蛇形部分上下共有 q 個凸起(不計入口字形)，稱圖形的 

走法數為 O1 p, q 、O2 p, q 、P1 p, q 、P2 p, q ，其中n = 2p + q + 4 , n ≥ 7。  

 

 

 

 

 

......

......

......

......
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...... ......

......
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在討論走法時，我們先定義圖形 λ1、λ2、π1、π2、φ1和 φ2。 

圖形 λ1 圖形 λ2 

  

圖形 π1 圖形 π2 

  

圖形 φ1 圖形 φ2 

 

 

 

 

 

若左邊有 p 個長條形，右邊上方有 
q+1

2
 個凸起，右邊下方有 

q−1

2
 個凸起，則定義圖形之

走法數為 λ1  p,
q+1

2
,

q−1

2
 、λ2  p,

q+1

2
,

q−1

2
 、π1  p,

q+1

2
,

q−1

2
 、π2  p,

q+1

2
,

q−1

2
 、 

φ1  p,
q+1

2
,

q−1

2
  和 φ2(p,

q+1

2
,

q−1

2
)。 

∴ O1 p, q = 4  10λ1  p,
q + 1

2
,
q − 1

2
 + 6π1  p,

q + 1

2
,
q − 1

2
 + 6φ1  p,

q + 1

2
,
q − 1

2
   

                    =  4  a1λ1  0,
q + 1

2
,
q − 1

2
 + b1π1  0,

q + 1

2
,
q − 1

2
 + c1φ1  0,

q + 1

2
,
q − 1

2
   

其中

 
 
 
 
 
  λ1  p,

q + 1

2
,
q − 1

2
 

π1  p,
q + 1

2
,
q − 1

2
 

φ1  p,
q + 1

2
,
q − 1

2
  
 
 
 
 
 

=  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
 
 
 
 
 λ1  0,

q + 1

2
,
q − 1

2
 

π1  0,
q + 1

2
,
q − 1

2
 

φ1  0,
q + 1

2
,
q − 1

2
  
 
 
 
 
 

 ,  

          a1 b1 c1 =  10 6 6  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 

再將此 3 種圖形作路徑分析，得： 

 

λ1 0, n, n − 1 = 2624α1(n − 1, n − 2) + 1600β1(n − 1, n − 2)

π1 0, n, n − 1 = 2800α1(n − 1, n − 2) + 1680β1(n − 1, n − 2)

φ1 0, n, n − 1 = 2272α1(n − 1, n − 2) + 1280β1(n − 1, n − 2)
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∴ O1(p, q) = 4   2624a1 + 2800b1 + 2272c1 α1  
q − 1

2
,
q − 3

2
 + (1600a1 + 1680b1

  

                         +1280c1)β1  
q − 1

2
,
q − 3

2
   

                    =  10496a1 + 11200b1 + 9088c1 α1  
q − 1

2
,
q − 3

2
 + (6400a1 + 6720b1 

                        +5120c1)β1  
q − 1

2
,
q − 3

2
  

又  
α1  

q − 1

2
,
q − 3

2
 

β1  
q − 1

2
,
q − 3

2
 

 =  
16 8
6 4

 
q−2

 
2
1
  

∴ O1 p, q = det   10 6 6  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
2
1
   

同理

 
 
 
 
 
  λ2  p,

q + 1

2
,
q − 1

2
 

π2  p,
q + 1

2
,
q − 1

2
 

φ2  p,
q + 1

2
,
q − 1

2
  
 
 
 
 
 

=  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
 
 
 
 
 λ2  0,

q + 1

2
,
q − 1

2
 

π2  0,
q + 1

2
,
q − 1

2
 

φ2  0,
q + 1

2
,
q − 1

2
  
 
 
 
 
 

 ,  

          

λ2 0, n, n − 1 = 2624α2 n − 1, n − 2 + 1600β2 n − 1, n − 2 

π2 0, n, n − 1 = 2800α2 n − 1, n − 2 + 1680β2 n − 1, n − 2 

φ2 0, n, n − 1 = 2272α2 n − 1, n − 2 + 1280β2 n − 1, n − 2 

  

又  
α2  

q − 1

2
,
q − 3

2
 

β2  
q − 1

2
,
q − 3

2
 

 =  
16 8
6 4

 
q−2

 
1
0
  

∴ O2 p, q = det   10 6 6  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
1
0
   

又 P1 p, q = 4  6λ1  p,
q + 1

2
,
q − 1

2
 + 6π1  p,

q + 1

2
,
q − 1

2
 + 10φ1  p,

q + 1

2
,
q − 1

2
   

 ∴ P1 p, q = det   6 6 10  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
2
1
   

同理 P2 p, q = det   6 6 10  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
1
0
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陸、 結論 

一、m × n 點方陣中的一筆畫圖形 

(一) m、n 至少有一為偶數 

一筆畫圖形之最長路徑 S = 2mn − 2 m + n + 5 

(二) m、n 皆為奇數 

一筆畫圖形之最長路徑 S = 2mn − 2 m + n + 4 
二、a × b × c 點方塊中的一筆畫圖形 

(一) a、b、c 中至少有一為 2 (c = 2) 

一筆畫圖形之最長路徑 S = 4ab − 7 

(二) a、b、c＞2 且a、b、c 中至少有一為 3 (c = 3) 

1. a、b 皆為偶數 

   一筆畫圖形之最長路徑 S = 7ab − 2 a + b − 6 

2. a、b 為一奇一偶 

   一筆畫圖形之最長路徑 S = 7ab − 2 a + b − 7 

3. a、b 皆為奇數 

   一筆畫圖形之最長路徑 S = 7ab − 2 a + b − 9 

(三) a、b、c＞3 

無論 a、b、c 是奇數或是偶數，一筆畫圖形之最長路徑 

S = 3abc − 2 ab + bc + ca + 4(a + b + c) − 21 
  三、3 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數 

(一) n 為偶數 

圖形 A 

 

走法數 A n = 6t  , t =
n

2
 , n ≥ 2 

(二) n 為奇數 

1.  2 個奇點都在邊長為 2 的邊上，共有 
n−3

4
 + 1種 

圖形 B 

 

走法數 B n = 6t  , t =
n − 1

2
 , n ≥ 3 

 

 

 

......

...... ......
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2.  僅 1 個奇點在邊長為 2 的邊上 

圖形 C1 

 

 

 

走法數 C1 n = 6t  , t =
n−1

2
 , n ≥ 3 

圖形 C2 

 

 

 

走法數 C2 p, q = 2p × 6q × 16 , n = p + 2q + 3 , n ≥ 3 , 0 ≤ p ≤ n − 3 

圖形 C3 

 

走法數 C3 p, q = 2p × 6q × 16 , n = p + 2q + 4 , n ≥ 5 , 1 ≤ p ≤ n − 4 

其中 q 為日字形的個數，p 為口字形的個數。 

 

四、4 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數 

(一)基本圖形及其延伸 

1. n 為偶數 

(1)  2 個奇點都在邊長為 3 的邊上 

圖形 D 

 

走法數 D n = 4 × 40t  , t =
n − 2

2
 , n ≥ 2 

(2) 2 個奇點相鄰且在邊長為 n − 1的邊上，其中 1 個奇點與頂點相鄰 

圖形 E 

 

走法數 E n = 6144 × 40t  , t =
n − 6

2
 , n ≥ 6 

 

 

 

......
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(3) 2 個奇點相鄰且皆不與頂點相鄰且在邊長為 n − 1的邊上，共有 
n−8

4
 + 1種 

圖形 F 

 

走法數 F n = 235520 × 40t  , t =
n − 8

2
 , n ≥ 8 

2. n 為奇數 

(1) 2 個奇點在同一直線上且與頂點相鄰 

圖形 G 

 

走法數 G n = 1248 × 40t  , t =
n − 5

2
, n ≥ 5 

(2) 2 個奇點在同一直線上且都不與頂點相鄰，共有 1
4

7








 n
種 

圖形 H 

 

走法數 H n = 41472 × 40t  , t =
n − 7

2
, n ≥ 7 

(二) 蛇形及其延伸 

1.  2 個奇點不相鄰且在邊長為 n − 1的邊上，2 個奇點皆與頂點相鄰 

n 為偶數 

 

n為奇數 

 

走法數  
I 5 = 1312                                                                    
I n = 1440Tn−4 + 576Tn−5 − 1024Tn−6 , n ≥ 6
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2.  2 個奇點不相鄰且在邊長為 n − 1的邊上，僅 1 個奇點與頂點相鄰 

n 為偶數 

 

n為奇數 

 

走法數 
J p, q =  7296Tp−5 + 5888Tp−6 − 7168Tp−7 × 40q , 7 ≤ p ≤ n , 

n = p + 2q 

3.  2 個奇點不相鄰且在邊長為 n − 1的邊上，2 個奇點皆不與頂點相鄰 

，共有    
q

2
 +1 

 
𝑛−9

2
 

q=0

種 

n 為偶數 

 

n為奇數 

 

走法數 
K p, q =  272384Tp−7 + 3055616Tp−8 − 1835008Tp−9 × 40q ,  

9 ≤ p ≤ n , n = p + 2q 

其中 

T0 = 0                                                                         

Tn =   3 +  17 
k

(3 −  17)n−k−1 , n ∈ N

n−1

k=0

  

p 為蛇形部分長邊上的總點數，q 為目字形的個數 
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五、5 × n 點方陣中，一筆畫連出最大線段長的走法數 

(一) n 為偶數：2 個奇點皆位於邊長為 5 的邊上 

1.  2 個奇點在同一直線上 

2.  2 個奇點不在同一直線上 

(二) n 為奇數 

1.  2 奇點皆與頂點相鄰 

圖形M1 

 

 

 

 

 

走法數 M1 n = det   24 16  
16 8
6 4

 
n−3

 
2
1
  , n ≥ 5 

圖形M2 

 

走法數 M2 n = det   24 16  
16 8
6 4

 
n−3

 
1
0
  , n ≥ 5 

圖形L1 

 

走法數 L1 n = det  40 24 24  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−4
2

 
12
16
16
  , n ≥ 6 

圖形L2 

 

走法數 L2 n = det  24 24 40  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

n−4
2

 
12
16
16
   , n ≥ 6 
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圖形N1 

 

 

 

 

走法數 N1 n = det   20 56  
16 8
6 4

 
n−4

 
2
1
  , n ≥ 5 

圖形N2  

走法數 N2 n = det   20 56  
16 8
6 4

 
n−4

 
1
0
  , n ≥ 5 

2.  僅一奇點與頂點相鄰 

圖形O1 

 

走法數 O1 p, q = det   10 6 6  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
2
1
   

圖形O2 

 

走法數 O2 p, q = det   10 6 6  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
1
0
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圖形P1 

 

走法數 P1 p, q = det   6 6 10  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
2
1
   

圖形P2 

 

走法數 P2 p, q = det   6 6 10  
176 112 128
160 144 160
128 112 176

 

p

 
10496 6400
11200 6720
9088 5120

  
16 8
6 4

 
q−2

 
1
0
   

其中 p 為長條形個數， q 為蛇形部分上下總凸起數(不計入口字形) 

柒、 未來展望 

  在探討 m × n 點方陣完成最長路徑的走法數時，使用路徑分析並求出遞迴關係的方法有

其局限性，圖形的拆解會隨著 m 值的增大而更趨困難複雜，期望未來能找到更簡單的方法，

求出在所有情形下 m × n 點方陣的走法數，並延伸至 a × b × c 點方塊中。 

  此外本次研究只探討點方陣和點方塊，希望未來能夠朝向其他類圖形發展。 

捌、 參考資料 

一、網路資源 

(一)七橋問題

http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%9F%AF%E5%B0%BC%E6%96%AF%E5%A0%A1

%E4%B8%83%E6%A1%A5%E9%97%AE%E9%A2%98 

(二)矩陣對角化 

http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%8F%AF%E5%AF%B9%E8%A7%92%E5%8C%96

%E7%9F%A9%E9%98%B5 
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http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%9F%AF%E5%B0%BC%E6%96%AF%E5%A0%A1%E4%B8%83%E6%A1%A5%E9%97%AE%E9%A2%98
http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%9F%AF%E5%B0%BC%E6%96%AF%E5%A0%A1%E4%B8%83%E6%A1%A5%E9%97%AE%E9%A2%98
http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%8F%AF%E5%AF%B9%E8%A7%92%E5%8C%96%E7%9F%A9%E9%98%B5
http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%8F%AF%E5%AF%B9%E8%A7%92%E5%8C%96%E7%9F%A9%E9%98%B5


【評語】040413  

這個作品討論方格上的一筆畫最長路徑以及最長路徑的所有

走法數，分門別類討論 2xn, 3xn, 4xn就因太過複雜而無以為繼。雖

然就以上特例的圖形去分析出一些計數公式，但是因為沒有引入太

多數學觀念，基本上就是暴力法。這樣的計數工作，在統計力學和

碎形都經常碰到，但是由於像本作品那樣計算精確數量確實不可行，

多半是尋求一個以 order作為函數的估計公式。本作品另有一個問

題點就是對於分類是否完整均未加以說明，而且寫法上只有圖形

(未詳細說明)然後就是最終公式，因此計數結果是否正確難以被驗

證。作者口述表達作品清晰完整，令人印象深刻，但是其他同學卻

沒有太多發表機會，這對於一件團體合作的作品是一個沒有說服力

之處。 

040413-評語 
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