
中華民國第 54屆中小學科學展覽會 

作品說明書 
 

 

高中組  數學科 
 

佳作 
 

040412-封面 

被禁錮的軌跡－探討簡諧動點之中心軌跡 
   

學校名稱：臺北市立第一女子高級中學 

作者： 指導老師： 

高二 葉芝琦 

高二 楊舒瑄 

高二 林亞璇 

 

陳建燁 

 

關鍵詞：軌跡、簡諧運動、橢圓 



 
 

1 

摘要 

本篇研究主要探討角速度相同的數個簡諧動點之質量中心的軌跡。我們先從兩分別在不

同線段上做簡諧運動的動點 𝑃′、𝑄′ 之中點 𝑀 出發，觀察並研究出其軌跡範圍，接著推導出

其軌跡方程式。同時進一步分析不同線段相交情形之間的關聯性。另外我們討論 𝑃′、𝑄′ 有權

重的情況，此時 𝑀 為 𝑃′𝑄′̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑚: 𝑛 內分點，發現結果與中點情況十分類似。 

接著，我們研究三個動點的情況，觀察三動點重心的軌跡圖形，進而推廣為 𝑘 個動點，

此外我們也做了初步的三維推廣。 

 

壹、 研究動機 

  有一次上數學課時，老師給我們看一個有趣的圖，圖上為兩分別在不同線段上以相同角

速度做簡諧運動的點，當起始角度相等時，其中點軌跡為一斜線段，而當起始角度不同時，

軌跡為一橢圓。我們覺得很有趣，並好奇在其他條件下，平面上各自作簡諧運動的點究竟可

以迸出什麼樣的火花？於是我們使用 geogebra繪圖，改變各種變因，沒想到意外地觀察到許

多有趣的現象。 

 

貳、 研究目的 

一、 求出兩點在兩線段作簡諧運動的中點軌跡移動範圍及方程式，並研究軌跡由橢圓退化

成圓或直線的條件  

二、 探討兩線段相交於中點、一端點重合、交於一點（非中點或端點）以及不相交四種情

形中點軌跡之間的關聯 

三、 討論在三線段上各自作簡諧運動的三點之重心軌跡圖形及圖形中心點 

四、 探討 𝑘 個動點時的軌跡圖形 

五、 加上質量不同的條件探討質量中心的軌跡 

 

參、 研究設備及器材 

  Geogebra、紙筆 
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肆、 研究過程或方法 

一、 質量相同    

數個質量相同的動點之質心座標，即為所有動點座標之平均。以下我們從兩個動點的情

況開始探討，並拓展到 𝑘 個動點情況。 

（一） 兩條線段（質點） 

我們用 Geogebra作圖觀察性質，發現當角速度不同時中點的軌跡非已知曲線，因此

我們把研究重點擺在角速度相同時的情況，對於角速度不同的情形，僅針對其軌跡範圍

做討論。 

1. 名詞定義： 

平面上有長度分別為 2𝑎、2𝑏 的兩線段 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，

母圓 𝐶1、𝐶2 為分別以兩線段為直徑的圓，其圓心為

 𝐸、𝐹。在母圓上有以固定角速度運動的動點 𝑃、𝑄。 

𝑃′ 為 𝑃1 在直徑上的投影點，當 𝑃 在 𝐶1 上作等速率

圓周運動時， 𝑃′ 恰在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 上作簡諧運動，

以同樣方式定義 𝑄1 及 𝑄
′。𝑃′𝑄′̅̅ ̅̅ ̅̅  之中點 𝑀 的軌跡是我

們主要研究的對象。 

設 𝐴𝐵 ⃡     與 𝐶𝐷 ⃡     的夾角為 𝛼（0° ≤ 𝛼 ≤ 180°）。另外令

 𝑔𝑡 為以 𝐸𝐴       為始邊、 𝐸𝑃       為終邊的有向角， 𝑘𝑡 + 𝜔 為

以 𝐹𝐶         為始邊、𝐹𝑄       為終邊的有向角，𝑃1、𝑄1 的起始角

度分別是 0°、𝜔，其中 𝑡 是經過的時間。 

以上為我們推導算式時會用到的定義。但為了不使

圖形過度複雜，我們另外定義 𝐶1 被 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  切割成的兩個

半圓中，較靠近 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的半圓為內半圓、遠離 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的半圓

為外半圓，並且

 𝑃 = {
 𝑃1，當 𝑃1 在外半圓上

 𝑃1 關於 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  的對稱點，當 𝑃1 在內半圓上
，這麼

一來 𝑃 是在半圓上等速率來回的點，而 𝑃′ 同時為 𝑃1 和

 𝑃 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上的投影點，以同樣方式定義 𝑄 。接下來我們

顯示的圖形將用 𝑃、𝑄 及外半圓取代 𝑃1、𝑄1 和整個圓 

，並且為了標示方便，我們將 𝑔𝑡 及 𝑘𝑡 + 𝜔 的終邊分別

標為 𝐸𝑃       及 𝐹𝑄       ，但在定義上兩者的終邊仍為 𝐸𝑃1         及 𝐹𝑄1         。  

此為完整的定義圖      

此為省略內半圓的圖 
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2. 軌跡範圍： 

(1) 角速度不同 

設兩圓 𝐶1、𝐶2 的角速度比為 𝑔: 𝑘，我們觀察到當 
 𝑔 

𝑘
 為有理數時，中點軌跡是一不規

則的封閉曲線，且被禁錮在一平行四邊形內。若 
 𝑔 

𝑘
 為有理數，則可找到兩正整數 𝑚, 𝑛 使

 𝑔: 𝑘 = 𝑚: 𝑛 且 𝑚, 𝑛 互質。當 𝑃1 繞了 𝑚 圈回到起始點時，𝑄1 亦繞了 𝑛 圈回到起始點，於

是 𝑀 也會回到軌跡起始點，可知此軌跡必具有週期性。 

以下四圖中 
 𝑔 

𝑘
 之值相異，經過多次觀察，我們發現無論 

 𝑔 

𝑘
 為多少，軌跡皆不會超出

平行四邊形。此平行四邊形是通過 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  中點 𝐻 與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  中點 𝐼、平行 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的四條直線所

圍成，以下我們用動態操作說明此性質。 

 

    

  

 

首先，將 𝑃 固定在 𝐴 上， 𝑄 沿著半圓弧運動，所

畫出的 𝑀 軌跡為一平行 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的線段 𝐽𝐻̅̅̅̅，其長度為

 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的一半，組成點為在所有不同的角速度比及 𝜔 情

況下，當 𝑃 在 𝐴 上時的 𝑀 點。 

接著改變 AB上的 𝑃 點位置，同樣固定 𝑃 點，並使

 𝑄 沿著半圓弧運動，畫出的線段依然平行 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  ，且往
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右平移，而長度皆與 𝐽𝐻̅̅̅̅一樣。當 𝑃 與 𝐵 重合時，移動 𝑄 所形成的線段 𝐼𝐾̅̅ ̅ 為所有平行線

段中最右端的。可知任一情況下 𝑀 點必會在 𝐽𝐻̅̅̅̅、𝐼𝐾̅̅ ̅ 兩條邊界之間（含兩條邊界）。 

而將 𝑄 固定，在 AB上移動 𝑃，同理可證 𝑀 點必在  𝐽𝐼 ̅̅ ̅̅、𝐻𝐾̅̅ ̅̅  中間（包含 𝐽𝐼 ̅̅ ̅̅、𝐻𝐾̅̅ ̅̅ ），

所以 𝑀 點必被禁錮在平行四邊形 𝐽𝐻𝐼𝐾 中，其中 𝐽𝐻̅̅̅̅ // 𝐼𝐾̅̅ ̅ // 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  ， 𝐽𝐼 ̅̅ ̅// 𝐻𝐾̅̅ ̅̅ // 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ， 𝐻 為

 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  中點，𝐼 為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  中點。 

 

(2) 角速度相同 

角速度相同時，中點軌跡亦在此平行四邊形內，如右

圖所示。 

其軌跡範圍不須另外證明，同樣利用前述證明即可。 

3. 軌跡方程式 

(1) 角速度相同 

角速度相同時，我們令 𝜃(𝑡) = 𝑔𝑡。 

I. 兩線段中點重合的情形 

此時 𝐸、𝐹 重合，為了不使圖形太過複雜，圖中不顯示 𝐹 點。 

𝜔 = 0° 𝜔 = 180° 

𝜔 = 45° 𝜔 = 90° 𝜔 = 135° 
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我們觀察到當角速度相同時，中點軌跡圖形為一橢圓或一直線，於是我們將圖形座

標化以證明。 

以重合之中點為原點，𝐴𝐵 ⃡     為 𝑥 軸，𝐴𝐵       為正向，可得： 

𝑃′(−𝑎 cos 𝜃 , 0) 

𝑄′(𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜔) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑏 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜔) 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 

M 的 𝑥 座標 =
1

2
[−𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 cos 𝛼 cos(𝜃 + 𝜔)] 

𝑦 座標 =
1

2
𝑏 sin 𝛼 cos(𝜃 + 𝜔) 

2𝑥 = −𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 cos 𝛼 cos(𝜃 + 𝜔) 

= −𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 cos 𝛼 (cos 𝜃 cos𝜔 − sin 𝜃 sin𝜔) 

= (−𝑎 + 𝑏 cos 𝛼 cos𝜔) cos 𝜃 − (𝑏 cos𝛼 sin𝜔) sin 𝜃 

 

2𝑦 = 𝑏 sin 𝛼 cos(𝜃 + 𝜔) 

= 𝑏 sin 𝛼 (cos 𝜃 cos𝜔 − sin 𝜃 sin𝜔) 

= (𝑏 sin 𝛼 cos𝜔) cos 𝜃 − (𝑏 sin 𝛼 sin𝜔) sin 𝜃 

 

為消除變數 𝜃，我們以克拉瑪公式計算 sin 𝜃 及 cos 𝜃，再使用恆等式 sin2 𝜃 +

cos2 𝜃 = 1 求出軌跡的方程式 

 

sin 𝜃 =
(−2𝑏 sin 𝛼 cos𝜔)𝑥 + (2𝑏 cos 𝛼 cos𝜔 − 2𝑎)𝑦

𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔
 

cos 𝜃 =
(−2𝑏 sin 𝛼 sin𝜔 sin 𝛼)𝑥 + (2𝑏 cos 𝛼 sin𝜔)y

𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔
 

 

(𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)2 = (4𝑏2 sin2 𝛼)𝑥2 + 8𝑏 sin 𝛼 (𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos𝛼)𝑥𝑦 

            + 4(𝑎2 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)𝑦2                ① 
 

𝛿 = 64[𝑏2 sin2 𝛼 (𝑏2 cos2 𝛼 + 𝑎2 cos2𝜔 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)

− 𝑏2 sin2 𝛼 (𝑎2 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos𝛼 cos𝜔)] 

= 64𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 (cos2𝜔 − 1) ≤ 0 

由引理 1（見附錄）可知，當 𝛿 < 0 時，此二次曲線為橢圓類，而當 𝛿 = 0 時，此

二次曲線為非橢圓類。 

注意軌跡非橢圓類的條件為 𝜔 = 0°或 180°： 

{
𝜔 = 0° 則軌跡為 𝑦 = −

𝑏 sin 𝛼

𝑎 − 𝑏 cos 𝛼
𝑥 的線段，其中 −

𝑎 − 𝑏 cos 𝛼

2
≤ 𝑥 ≤

𝑎 − 𝑏 cos 𝛼

2

  𝜔 = 180° 則軌跡為 𝑦 =
𝑏 sin 𝛼

𝑎 + 𝑏 cos𝛼
𝑥 的線段，其中 −

𝑎 + 𝑏 cos𝛼

2
≤ 𝑥 ≤

𝑎 + 𝑏 cos𝛼

2
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當 𝛼 = 90° 時，中點軌跡即為利薩如曲線（參見附錄）。 

以下以 𝛼 = 90° 為特殊化情況作討論，特殊性質包括： 

i. 由定理三（見附錄）可知，將座標軸旋轉 γ，使橢圓長短軸平行 𝑥. 𝑦 軸，則轉軸

角度 cot 2𝛾 =
4(𝑏2−𝑎2)

8𝑎𝑏 cos𝜔
，由此可知橢圓傾斜角度和起始角度差 𝜔 的關係 

例：𝑎 = 5 , 𝑏 = 2 , 𝛼 = 90° , 𝜔 = 60° 時 cot 2𝛾 = −
21

10
 

查表得 𝛾 = 77.25° + 𝑛 × 90°，如下圖 

 

 

 

 

 

ii. 𝑎 = 𝑏 時 

1) 橢圓皆傾斜 45° （如下圖左） 

說明：cot 2𝛾 =
𝑎2−𝑏2

2𝑎𝑏
= 0，可知 𝛾 = 45° 

2) 𝜔 = 90° 時軌跡為一圓（如下圖右） 

說明：𝜔 = 90° 代入軌跡方程式整理後得 𝑥2 + 𝑦2 = (
𝑎

2
)
2

 

可知軌跡為一圓心於原點且半徑為 
 𝑎 

2
 的圓 
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II. 兩線段有一端點重合的情形 

 

𝜔 = 0° 𝜔 = 180° 

𝜔 = 45° 𝜔 = 90° 𝜔 = 135° 

 

 

一端點重合（ 𝐴、𝐷重合）和兩線段中點重合的情形觀察到的圖形一樣為橢圓或

線段，我們用相同的方法證實。 

以重合之端點 𝐴、𝐷 為原點， 𝐴𝐵  ⃡     為 𝑥 軸，𝐴𝐵       為正向，可得: 

𝑃′(𝑎[1 − cos 𝜃] , 0) 

𝑄′(𝑏[1 + cos(𝜃 + 𝜔)] cos 𝛼 , 𝑏[1 + cos(𝜃 + 𝜔)] sin 𝛼) 

M 的參數式為 {
  𝑥 =

1

2
{𝑎[1 − cos 𝜃] + 𝑏 cos 𝛼 [1 + cos(𝜃 + 𝜔)]}

𝑦 =
1

2
𝑏 sin 𝛼 [1 + cos(𝜃 + 𝜔)]                               
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2𝑥 = 𝑎[1 − cos 𝜃] + 𝑏 cos 𝛼 [1 + cos(𝜃 + 𝜔)] 

= 𝑎 − 𝑎 cos 𝜃 + 𝑏 cos 𝛼 + 𝑏 cos 𝛼(cos 𝜃 cos𝜔 − sin 𝜃 sin𝜔) 

= 𝑎 + (−𝑎 + 𝑏 cos𝛼 cos𝜔) cos 𝜃 − (𝑏 cos 𝛼 sin𝜔) sin 𝜃 + 𝑏 cos 𝛼 

 

2𝑦 = 𝑏 sin 𝛼 [1 + cos(𝜃 + 𝜔)] 

= 𝑏 sin 𝛼 + 𝑏 sin 𝛼 (cos 𝜃 cos𝜔 − sin 𝜃 sin𝜔) 

= 𝑏 sin 𝛼 + (𝑏 sin 𝛼 cos𝜔) cos 𝜃 − (𝑏 sin 𝛼 sin𝜔) sin 𝜃 

 

sin 𝜃 =
𝑏 sin 𝛼 cos𝜔 (2𝑥 − 𝑎 − 𝑏 cos α) + (𝑎 − 𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)(2𝑦 − 𝑏 sin 𝛼)

𝑏2 sin 𝛼 sin𝜔 cos 𝛼 cos𝜔 + (𝑎 − 𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)(𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)
 

=
2𝑏 sin 𝛼 cos𝜔 𝑥 − 𝑎𝑏 sin 𝛼 cos𝜔 + 2𝑎𝑦 − 𝑎𝑏 sin 𝛼 − 2𝑏 cos 𝛼 cos𝜔 𝑦

𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔
 

=
(2𝑏 sin 𝛼 cos𝜔)𝑥 + [2(𝑎 − 𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)]𝑦 − 𝑎𝑏 sin 𝛼 (cos𝜔 + 1)

𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔
 

cos 𝜃 =
𝑏 cos𝛼 sin𝜔 (2𝑦 − 𝑏 sin 𝛼) − 𝑏 sin 𝛼 sin𝜔 (2𝑥 − 𝑎 − 𝑏 cos 𝛼)

𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔
 

=
(−2𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)𝑥 + (2𝑏 cos 𝛼 sin𝜔)𝑦 + 𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔

𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔
 

 

(𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)2 

= (4𝑏2 sin2 𝛼)𝑥2 + 8𝑏 sin 𝛼 (𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos𝛼)𝑥𝑦 

    +4(𝑎2 + 𝑏2 cos 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)𝑦2 − 4𝑎𝑏2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1)𝑥 

    −4𝑎𝑏 sin 𝛼 (𝑎 − 𝑏 cos 𝛼)(cos𝜔 + 1)𝑦 + 2𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1)        ② 

 

δ = 64𝑏2 sin2 𝛼 (𝑎2 cos2𝜔 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos𝛼 cos𝜔)

− 64𝑏2 sin2 𝛼 (𝑎2 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔) 

= 64𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 (cos2𝜔 − 1) ≤ 0 

 

同樣僅在 cos𝜔 = 1,   𝜔 = 0° or 180°（即起始角相等或相差180°）時軌跡為一線

段，其餘狀況軌跡皆為橢圓。  
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III. 兩線段中點重合與一端點重合之比較 

將兩線段中點重合以及一端點重合兩種情形的圖並列，我們發現軌跡圖形極為

相似，懷疑後者實為前者平移後的結果。下圖是 𝜔 同為 45° 時的對照。 

 

中點重合情況中 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  向右移動 𝑎 單位， 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  向右移動 𝑏 cos 𝛼 單位、向上 𝑏 sin 𝛼 單

位，即為一端點重合的情況。從中點重合情況至一端點重合情況， M 需右移 
𝑎+𝑏 cos𝛼

2
、

上移 
𝑏 sin𝛼

2
，我們用定理 2實際移動圖形，與前面求出的軌跡方程式比較。 

移動中點重合的圖形 (𝑥) 至一端點重合(𝑥′) 有此關係式 {
  𝑥 = 𝑥′ −

𝑎+𝑏 cos𝛼

2

𝑦 = 𝑦′ −
𝑏 sin𝛼

2
   

  

 

① 式為 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐹 = 0 ，移動過後的方程式為 𝐴′𝑥2 + 𝐵′𝑥𝑦 + 𝐶′𝑦2 +

𝐷′𝑥 + 𝐸′𝑦 + 𝐹′ = 0 ，則參照附錄定理 2，得 𝐴′ = 𝐴 , 𝐵′ = 𝐵 , 𝐶′ = 𝐶 

𝐷′ = 2𝐴 (−
𝑎 + 𝑏 cos 𝛼

2
) + 𝐵 (−

𝑏 sin 𝛼

2
) 

= −4𝑎𝑏2 sin2 𝛼 − 4𝑏3 sin2 𝛼 cos𝛼 − 4𝑎𝑏2 sin2 𝛼 cos𝜔 + 4𝑏3 sin2 𝛼 cos 𝛼 

= −4𝑎𝑏2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1) 

𝐸′ = 𝐵 (−
𝑎 + 𝑏 cos 𝛼

2
) + 2𝐶 (−

𝑏 sin 𝛼

2
) 

= −4𝑏 sin 𝛼 (𝑎 + 𝑏 cos 𝛼)(𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos 𝛼) 

−4𝑏 sin 𝛼 (𝑎2 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔) 

= −4𝑎𝑏 sin 𝛼 (𝑎 − 𝑏 cos 𝛼)(cos𝜔 + 1) 

𝐹′ = 𝐴(−
𝑎 + 𝑏 cos 𝛼

2
)
2

+ 𝐵 (−
𝑎 + 𝑏 cos 𝛼

2
) (−
𝑏 sin 𝛼

2
) + 𝐶 (−

𝑏 sin 𝛼

2
)
2

+ 𝐹 

= 𝑏2 sin2 𝛼 (𝑎 + 𝑏 cos 𝛼)2 + 2𝑏2 sin2 𝛼 (𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos𝛼)(𝑎 + 𝑏 cos 𝛼) 

+𝑏2 sin2 𝛼 (𝑎2 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔) − 𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 sin2𝜔 

= 2𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 (1 + cos𝜔) − 𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 sin2𝜔 
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代入以上數值，右移、上移後的軌跡方程式為 

(4𝑏2 sin2 𝛼)𝑥2 + 8𝑏 sin 𝛼 (𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos 𝛼)𝑥𝑦

+ 4(𝑎2 + 𝑏2 cos 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)𝑦2 − 4𝑎𝑏2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1)𝑥

− 4𝑎𝑏 sin 𝛼 (𝑎 − 𝑏 cos𝛼)(cos𝜔 + 1)𝑦 + 2𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1)

− (𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)2 = 0 

與 ② 式相等，可知表示一端點重合情形確實可透過平移化為中點重合情形。 

 

除了此兩種情況以外，我們可以證明任何線段的平移，都不會改變中點的軌跡圖形。 

設 t 時刻時，𝑃′(𝑥1, 𝑦1)，𝑄′(𝑥2, 𝑦2)，則中點 𝑀 座標為 ( 
𝑥1+𝑥2

2
,
𝑦1+𝑦2

2
 ) 

若將 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  平移 �⃑�(𝑎1, 𝑎2)，𝐶𝐷̅̅ ̅̅  平移 𝑏 ⃑ (𝑏1, 𝑏2)，則平移過後的 𝑃′(𝑥1 + 𝑎1, 𝑦1 +

𝑎2)，𝑄′(𝑥2 + 𝑏1, 𝑦2 + 𝑏2)，而 𝑀 座標為 ( 
𝑥1+𝑥2

2
+
𝑎1+𝑏1

2
,
𝑦1+𝑦2

2
+
𝑎2+𝑏2

2
 ) 

後來的 𝑀 點是將原本的 𝑀 點平移 ( 
𝑎1+𝑏1

2
,
𝑎2+𝑏2

2
 )，此向量不隨時間變化，因此可

知線段平移後的 𝑀 軌跡實為原本的 𝑀 軌跡平移後的結果。 

由此可知線段平移並不影響軌跡的圖形以及退化成線段的條件，而所有線段相交情

形的軌跡方程式，也可藉由平移從兩線段中點重合情況推出，不必一一座標化去求。 

 

(2) 角速度不同 

此時軌跡曲線為不規則封閉曲線，因此不推導軌跡方程式，僅就不同圖形討論，以下

顯示圖形及 𝐶1、𝐶2 的角速度比。 

1 : 2 1 : 3 3 : 2 

2 : 5 3 : 4 4 : 5 
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在平行四邊形內作兩直線 𝐿1、𝐿2，分別平行 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 且不經過軌跡本身的交叉點，

我們觀察後猜測兩直線與軌跡的交點數之比恰為 𝐶1、𝐶2 的角速度比。 

 

（二） 三條線段（質點） 

繼研究兩線段上動點的中點之後，我們想進一步研究三條線段上動點的重心。  

我們發現在角速度相同的情況下，三個動點的重心軌跡為一封閉圖形。線段平移並

不影響軌跡圖形，因此我們將平面上所有三條線段的排列方式分為兩種分別探討：平移

後三條線段可恰形成一個三角形的情況，以及無論如何平移皆無法形成三角形的情況。  

此外我們用向量觀點取代前面的全盤座標化以簡化過程，並且突顯結果之間的關聯

性。 

1. 第一部分：平移後可形成三角形 

我們先討論三條線段可以平移為封閉圖形的情況。此部分可視為第二部分的特殊化情

況。 

(1) 名詞定義： 

平面上有三點 𝐴、𝐵、𝐶，以 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為直徑，可得三個母圓 𝐶1、𝐶2、𝐶3，其

圓心分別為 𝐻、𝐼、𝐽 。仿前面同樣的方式定義 𝑃1、𝑄1、𝑅1，在半圓上等速率來回的動

點 𝑃、𝑄、𝑅，以及直徑上的三投影點 𝑃′、𝑄′、𝑅′，∆𝐻𝐼𝐽 重心為 𝐺，∆𝑃′𝑄′𝑅′ 重心為 𝐺′。

𝑃、𝑄、𝑅 分別以 𝐻、𝐼、𝐽 為原點， 𝐻𝐵       、𝐼𝐶     、𝐽𝐴      為始邊，𝐻𝑃1        、𝐼𝑄1       、𝐽𝑅1        為終邊的有向

角為 𝜃 + 𝑘、𝜃 + 𝜔、𝜃 ，其中 360° > 𝜔 ≥ 𝑘 ≥ 0° 且 𝑘 ≤ 180°，起始角度為 𝑘、𝜔、0° 。 

(2) 圖形觀察 

(3) 數學證明：  

𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ = 0 

𝐺𝑃′      ⃑ = 𝐺𝐻      ⃑ + 𝑡1𝐶𝐵     ⃑，𝐺𝑄′       ⃑ = 𝐺𝐼    ⃑ + 𝑡2𝐴𝐶     ⃑ ，𝐺𝑅′      ⃑＝𝐺𝐽    ⃑ + 𝑡3𝐵𝐴     ⃑  

𝑡1 =
𝐵𝐻̅̅ ̅̅ cos(𝜃 + 𝑘)

2𝐵𝐻̅̅ ̅̅
，𝑡2 =

𝐶𝐼̅̅̅ cos(𝜃 + 𝜔)

2𝐶𝐼̅̅̅
，𝑡3 =

𝐴𝐽̅̅ ̅ cos 𝜃

2𝐴𝐽̅̅ ̅
 

𝜔 = 𝑘 ≠ 0 𝜔 ≠ 𝑘 且 𝜔, 𝑘 ≠ 0 𝜔 = 𝑘 = 0 
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I. 三圓起始角度皆同 𝝎 = 𝒌 = 𝟎 

⟹ 𝑡1 = 𝑡2 = 𝑡3 =
1

2
cos 𝜃 

⟹ 3𝐺𝐺′       ⃑ = 𝐺𝑃′      ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ + 𝐺𝑅′      ⃑ = 𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ +
1

2
cos 𝜃 𝐶𝐵     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐴𝐶     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐵𝐴     ⃑  

= 0 

⟹當三個角相等時，∆𝑃′𝑄′𝑅′ 的 𝐺′ 不變且與 ∆𝐻𝐼𝐽 的 𝐺 重合 

 

II. 兩圓起始角度同，一圓不同 𝝎 = 𝒌 ≠ 𝟎 

⟹ 𝑡1 = 𝑡2 =
1

2
cos(𝜃 + 𝑘) 

⟹ 3𝐺𝐺′       ⃑ = 𝐺𝑃′      ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ + 𝐺𝑅′      ⃑  

= 𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ +
1

2
cos(𝜃 + 𝑘) 𝐶𝐵     ⃑ +

1

2
cos(𝜃 + 𝑘)𝐴𝐶     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐵𝐴     ⃑  

=
1

2
𝐴𝐵     ⃑ [cos(𝜃 + 𝑘) − cos 𝜃] 

⟹當兩個角相等時， 𝐺′ 的軌跡為一以 𝐺 為中點的線段 

 

III. 三圓起始角度皆相異 𝝎 ≠ 𝒌 且 𝝎, 𝒌 ≠ 𝟎 

座標化：以 Δ𝐻𝐼𝐽 的重心 𝐺 為原點， 𝐺𝐵     ⃑  為 𝑥 軸 

𝐶 點之有向角為 𝛼，𝐴點之有向角為 𝛽，其中 𝛼 < 𝛽 且 α , 𝛽 < 360° 

𝐺𝐴 = 2𝑎，𝐺𝐵 = 2𝑏，𝐺𝐶 = 2𝑐 

 

可得三頂點座標為

 𝐴(2𝑎 cos𝛽 , 2𝑎 sin 𝛽) , 𝐵(2𝑏, 0) , 

 𝐶(2𝑐 cos 𝛼 , 2𝑐 sin 𝛼) 

且 { 
𝑎 cos 𝛽 + 𝑏 + 𝑐 cos 𝛼 = 0
𝑎 sin 𝛽 + 𝑐 sin 𝛼 = 0

 

3𝐺𝐺′       ⃑ = 𝐺𝑃′      ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ + 𝐺𝑅′      ⃑  

= 𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ +
1

2
cos(𝜃 + 𝑘) 𝐶𝐵     ⃑  

+
1

2
cos(𝜃 + 𝜔)𝐴𝐶     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐵𝐴     ⃑  

=
cos 𝜃 − cos(𝜃 + 𝜔)

2
𝑂𝐴     ⃑ +

cos(𝜃 + 𝑘) − cos 𝜃

2
𝑂𝐵     ⃑ +

cos(𝜃 + 𝑘) − cos(𝜃 + 𝜔)

2
𝑂𝐶     ⃑   

𝐺′(𝑥, 𝑦) 

3𝑥 = 𝑎 cos 𝛽 [cos 𝜃 − cos(𝜃 + 𝜔)] + 𝑏[cos(𝜃 + 𝑘) − cos 𝜃] + 𝑐 cos 𝛼 [cos (𝜃 + 𝜔)

− cos (𝜃 + 𝑘) ] 

3𝑦 = 𝑎 sin 𝛽 [cos 𝜃 − cos(𝜃 + 𝜔)] + 𝑐 sin 𝛼 [cos (𝜃 + 𝜔) − cos (𝜃 + 𝑘)] 

展開後化簡得 
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3𝑥 = sin 𝜃 [𝑎 cos 𝛽 (2 sin𝜔 − sin 𝑘) − 𝑏 (2 sin 𝑘 − sin𝜔)] + cos 𝜃 [𝑎 cos 𝛽 (cos 𝑘 −

2 cos𝜔 + 1) + 𝑏 (2 cos 𝑘 − cos𝜔 − 1)]  

3𝑦 = sin 𝜃 [𝑎 sin 𝛽 (2 sin𝜔 − sin 𝑘)] + cos 𝜃 [𝑎 sin 𝛽 (cos 𝑘 − 2 cos𝜔 + 1)] 

 

令兩式中 sin 𝜃 係數分別為 𝑎1、𝑎2 ，cos 𝜃 係數為 𝑏1、𝑏2 ，(−3𝑥) = 𝑐1且 (−3𝑦) = 𝑐2，

若 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 ≠ 0，則由克拉瑪公式可求得 

sin 𝜃 =
𝑐1𝑏2 − 𝑐2𝑏1
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

， cos 𝜃 =
𝑎1𝑐2 − 𝑎2𝑐1
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

 

又 sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1 

⟹ (
𝑐1𝑏2 − 𝑐2𝑏1
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

)
2

+ (
𝑎1𝑐2 − 𝑎2𝑐1
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

)
2

= 1 

⟹ (
3𝑏2𝑥 − 3𝑏1𝑦

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1
)
2

+ (
−3𝑎2𝑥 + 3𝑎1𝑦

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏2
)
2

= 1 

 

令 𝐴 =
3𝑏2

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1
，𝐵 =

−3𝑏1
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

，𝐶 =
−3𝑎2

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏2
，𝐷 =

3𝑎1
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏2

 

 

則 (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦)2 + (𝐶𝑥 + 𝐷𝑦)2 = 1 

𝐴𝐷 − 𝐵𝐶 =
[(3𝑏2)(3𝑎1) − (−3𝑏1)(−3𝑎2)]

(𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)2
=

9

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1
≠ 0 

 

檢查 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = 0 的條件 

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = −3𝑎𝑏 sin 𝛽 [sin(𝜔 − 𝑘) + sin 𝑘 − sin𝜔] 

 

若 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = 0 

⟹ sin(𝜔 − 𝑘) + sin 𝑘 − sin𝜔 = 0 

⟹  2 sin
(𝜔 − 𝑘)

2
cos
(𝜔 − 𝑘)

2
− 2 sin

(𝜔 − 𝑘)

2
cos
(𝜔 + 𝑘)

2
= 0 

⟹  2 sin
(𝜔 − 𝑘)

2
[cos
(𝜔 − 𝑘)

2
− cos

(𝜔 + 𝑘)

2
] = 0 

⟹  4 sin
(𝜔 − 𝑘)

2
sin
𝜔

2
sin
𝑘

2
= 0 

當 (𝜔 − 𝑘)、𝜔、𝑘 皆不為 0° （即三角相異）時，中心軌跡必為橢圓。 

(4) 物理證明： 

I. 三圓起始角度皆同 

根據簡諧運動公式  𝑎    ⃑ = −𝜔2𝑅 cos(𝜃0 + 𝜔𝑡) 及牛頓第二定律 𝐹    ⃑ = 𝑚𝑎    ⃑，得

  𝐹    ⃑ = −𝑚𝜔2𝑅 cos(𝜃0 + 𝜔𝑡) ，數學上三點的重心相當於物理上三個質量相等的質點之

質心，兼之三圓的 𝜃0 及 𝜔 皆相等，可知三個質點所受力之比為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  且各自平行
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三邊長，三力恰可圍成一封閉三角形，合力為零，合力為零則質心不動。 

當 𝜃0 + 𝜔𝑡 = 0 時可輕易看出三點質心位於 𝐺 ，綜合兩個結論可知三動點重心恆與

G 重合。 

II. 兩圓起始角度同，一圓不同 

設 𝐶1 起始角度異於 𝐶2、𝐶3，則 𝑄′、𝑅′ 兩質點所受力之比依然為 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，此兩力

之合力平行 𝐵𝐶̅̅ ̅̅，𝑃′ 所受之力亦平行 𝐵𝐶̅̅ ̅̅，因此三力之合力平行 𝐵𝐶̅̅ ̅̅，質心沿著平行𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的

方向移動，軌跡為一平行 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  的直線。 

2. 第二部分：平移後無法形成三角形 

平面上三條線段 𝐿1、𝐿2、𝐿3 上有三個簡諧動點，為了討論方便，我們平移 𝐿2 與 𝐿3 使

兩線段分別有一端點與 𝐿1 一端點重合， 𝐿1、𝐿2 的交點異於 𝐿1、𝐿3 的交點，且 𝐿2 與 𝐿3 在

 𝐿1 的同一邊。 

(1) 名詞定義： 

以平面上三條線段 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  為直徑，可得三個母圓 𝐶1、𝐶2、𝐶3，其圓心分別

為 𝐻、𝐼、𝐽 。同樣方式定義 𝑃1、𝑄1、𝑅1，在半圓上等速率來回的動點 𝑃、𝑄、𝑅，以及

直徑上的三投影點 𝑃′、𝑄′、𝑅′，∆𝐻𝐼𝐽 重心為 𝐺 ， ∆𝑃′𝑄′𝑅′ 重心為 𝐺′。 𝜃 + 𝑘、𝜃 + 𝜔、𝜃  

分別是以𝐻𝐵        、𝐼𝐶     、𝐽𝐴      為始邊，𝐻𝑃1         、𝐼𝑄1       、𝐽𝑅1        為終邊的有向角，其中 360° > 𝜔 ≥ 𝑘 ≥

0° 且𝑘 ≤ 180°，起始角度為 𝑘、𝜔、0° 。  

(2) 圖形觀察 

 

 

 

 

 

 

(3) 數學證明：  

𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ = 0 

𝐺𝑃′      ⃑ = 𝐺𝐻      ⃑ +
cos(𝜃 + 𝑘)

2
𝐷𝐵      ⃑ ，𝐺𝑄′       ⃑ = 𝐺𝐼    ⃑ +

cos(𝜃 + 𝜔)

2
𝐴𝐶     ⃑ ，𝐺𝑅′      ⃑＝𝐺𝐽    ⃑ +

cos 𝜃

2
𝐵𝐴     ⃑  

I. 三圓起始角度皆同 𝜔 = 𝑘 = 0 

⟹ 3𝐺𝐺′       ⃑ = 𝐺𝑃′      ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ + 𝐺𝑅′      ⃑ = 𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ +
1

2
cos 𝜃 𝐷𝐵      ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐴𝐶     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐵𝐴     ⃑  

=
1

2
cos 𝜃 𝐷𝐶     ⃑  

𝜔 = 𝑘 = 0 𝜔 ≠ 𝑘 = 0 𝜔 ≠ 𝑘 且 𝜔, 𝑘 ≠ 0 
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⟹當三個角相等時， 𝐺′ 軌跡為一以 𝐺 為中點的線段 

注意當 𝐷𝐶     ⃑ = 0 時 𝐶、𝐷 重合，為三線段可圍成一三角形的情形。 

 

II. 兩圓起始角度同，一圓不同 𝜔 ≠ 𝑘 = 0 

⟹ 3𝐺𝐺′       ⃑ = 𝐺𝑃′      ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ + 𝐺𝑅′      ⃑  

= 𝐺𝐻      ⃑ + 𝐺𝐼    ⃑ + 𝐺𝐽    ⃑ +
1

2
cos 𝜃 𝐷𝐵      ⃑ +

1

2
cos(𝜃 + 𝜔)𝐴𝐶     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐵𝐴     ⃑  

=
1

2
[cos 𝜃 𝐷𝐴     ⃑ + cos(𝜃 + 𝜔)𝐴𝐶     ⃑ ] 

以 Δ𝐻𝐼𝐽 的重心 𝐺 為原點， 𝐺𝐷     ⃑  為 𝑥 軸座標化 

𝐶 點之有向角為 𝛼，𝐴 點之有向角為 𝛽，其中 𝛼 < 𝛽 且 α , 𝛽 < 360° 

𝐺𝐴 = 2𝑎，𝐺𝐶 = 2𝑐，𝐺𝐷 = 2𝑑 

 

則 𝐴(2𝑎 cos𝛽 , 2𝑎 sin 𝛽) , 𝐶(2𝑐 cos 𝛼 , 2𝑐 sin 𝛼) , 𝐷(2𝑑, 0)  

𝐺′(𝑥, 𝑦) 

3𝑥 = cos 𝜃 (𝑎 cos 𝛽 − 𝑑) + cos(𝜃 + 𝜔)(𝑐 cos 𝛼 − 𝑎 cos 𝛽) 

3𝑦 = cos 𝜃 (𝑎 sin 𝛽) + cos(𝜃 + 𝜔)(𝑐 sin 𝛼 − 𝑎 sin 𝛽) 

 

展開後化簡得 

3𝑥 = sin 𝜃 [sin𝜔 (𝑎 cos𝛽 − 𝑐 cos 𝛼)] + cos 𝜃 [𝑎 cos 𝛽 − 𝑑 + cos𝜔 (𝑐 cos 𝛼 − 𝑎 cos 𝛽)]  

3𝑦 = sin 𝜃 [sin𝜔 (𝑎 sin 𝛽 − 𝑐 sin 𝛼)] + cos 𝜃 [𝑎 sin 𝛽 + cos𝜔 (𝑐 sin 𝛼 − 𝑎 sin 𝛽)] 

 

仿前作法定義 𝑎1、𝑎2、 𝑏1、𝑏2 及 𝐴、 𝐵、𝐶、𝐷 ，則 𝐴𝐷 − 𝐵𝐶 依然為 
9

𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1
 

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = sin𝜔 [𝑎𝑐 sin(𝛼 − 𝛽) + 𝑑(𝑎 sin 𝛽 − 𝑐 sin 𝛼)] 

當 𝐶、𝐷 重合時（即可圍成一三角形的情形），𝛼 = 0 且 𝑐 = 𝑑 ，𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 恰等於零，

圖形實為一線段。 

 

III. 三圓起始角度皆相異 𝜔 ≠ 𝑘 且 𝜔, 𝑘 ≠ 0 

3𝐺𝐺′       ⃑ = 𝐺𝑃′      ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ + 𝐺𝑅′      ⃑  

=
1

2
cos(𝜃 + 𝑘)𝐷𝐵      ⃑ +

1

2
cos(𝜃 + 𝜔)𝐴𝐶     ⃑ +

1

2
cos 𝜃 𝐵𝐴     ⃑  

以 Δ𝐻𝐼𝐽 的重心 𝐺 為原點，𝐺𝐷     ⃑  為 𝑥 軸座標化 

𝐶 點之有向角為 𝛼，𝐴 點之有向角為 𝛽，𝐵 點之有向角為 𝛾 

𝐺𝐴 = 2𝑎，𝐺𝐵 = 2𝑏，𝐺𝐶 = 2𝑐，𝐺𝐷 = 2𝑑 

 

𝐴(2𝑎 cos𝛽 , 2𝑎 sin 𝛽) , 𝐵(2𝑏 cos 𝛾 , 2𝑏 sin 𝛾) , 𝐶(2𝑐 cos 𝛼 , 2𝑐 sin 𝛼) , 𝐷(2𝑑, 0)  

且 { 
2𝑎 cos𝛽 + 2𝑏 cos 𝛾 + 𝑐 cos 𝛼 + 𝑑 = 0
2𝑎 sin 𝛽 + 2𝑏 sin 𝛾 + 𝑐 sin 𝛼 = 0

                                                             ……   
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𝐺′(𝑥, 𝑦) 

3𝑥 = cos(𝜃 + 𝑘) (𝑏 cos 𝛾 − 𝑑) + cos(𝜃 + 𝜔)(𝑐 cos 𝛼 − 𝑎 cos 𝛽) + cos 𝜃 (𝑎 cos 𝛽

− 𝑏 cos 𝛾) 

3𝑦 = cos(𝜃 + 𝑘) (𝑏 sin 𝛾) + cos(𝜃 + 𝜔)(𝑐 sin 𝛼 − 𝑎 sin 𝛽) + cos 𝜃 (𝑎 sin 𝛽 − 𝑏 sin 𝛾) 

 

展開後化簡得 

3𝑥 =

sin 𝜃 [sin𝜔 (3𝑎 cos 𝛽 + 2𝑏 cos 𝛾 + 𝑑) − sin 𝑘 (𝑏 cos 𝛾 − 𝑑)] +

cos 𝜃 [cos𝜔 (−3𝑎 cos 𝛽 − 2𝑏 cos 𝛾 − 𝑑) + cos 𝑘 (𝑏 cos 𝛾 − 𝑑) + 𝑎 cos 𝛽 − 𝑏 cos 𝛾]  

3𝑦 = sin 𝜃 [sin𝜔 (3𝑎 sin 𝛽 + 2𝑏 sin 𝛾) − sin 𝑘 (𝑏 sin 𝛾)] 

+cos 𝜃 [cos𝜔 (−3𝑎 sin 𝛽 − 2𝑏 sin 𝛾) + cos 𝑘 (𝑏 sin 𝛾) + 𝑎 sin 𝛽 − 𝑏 sin 𝛾] 

同樣定義 𝑎1、𝑎2、 𝑏1、𝑏2 並檢查 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 是否為零 

𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 

= sin(𝜔 − 𝑘) [3𝑎𝑏 sin(𝛾 − 𝛽) + 3𝑑(𝑏 sin 𝛾 + 𝑎 sin 𝛽)] + sin𝜔 [−5𝑎𝑏 sin(𝛾 − 𝛽)

+ 𝑑(𝑎 sin 𝛽 − 𝑏 sin 𝛾) + sin 𝑘 [𝑎𝑏 sin(𝛾 − 𝛽) + 𝑑(𝑎 sin 𝛽 − 𝑏 sin 𝛾)] 

當 𝑘 = 0 且 𝐶、𝐷 重合時因為三線段可圍成一三角形，所以 
𝑑

sin(𝛾−𝛽)
=
𝑏

sin𝛽
，且由   可

知 𝑎 sin 𝛽 + 𝑏 sin 𝛾 = 0   

⇒ 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = sin𝜔 [−2𝑎𝑏 sin(𝛾 − 𝛽) + 4𝑎𝑑 sin 𝛽 + 2𝑏𝑑 sin 𝛾]

= 2𝑎 sin𝜔 [−𝑏 sin(𝛾 − 𝛽) + 𝑑 sin 𝛽] = 0 

此時圖形為一線段。 

 

（三） 向量觀點 

三個動點的研究中，將 𝑃′、𝑄′、𝑅′ 的座標轉換為向量

後可以看出線段位置不會改變圖形，真正影響圖形的是

cos 𝜃 �⃑� + cos(𝜃 + 𝜔) 𝑏 ⃑ + cos(𝜃 + 𝑘) 𝑐。 

事實上在兩個動點的研究中也有同樣的概念，若取 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  

中點為 𝐺 ，則 𝐺𝑀      ⃑ =
1

2
(𝐺𝑃′       ⃑ + 𝐺𝑄′       ⃑ ) =

1

2
[cos 𝜃 𝐸𝐴     ⃑ +

cos(𝜃 + 𝜔)𝐹𝐶     ⃑ ]，影響圖形的是這兩個帶有 cos 值的向量

 cos 𝜃 𝐸𝐴     ⃑  及 cos(𝜃 + 𝜔)𝐹𝐶     ⃑  。 

既然所有狀況都可以用向量觀點來看，於是我們有了一個想法，若以「最少能合成

為多少個帶有 cos 值且互相不平行的向量」來將所有情況分類，我們就能夠一次證明許

多情況，而不需要一個一個個別座標化來證明。 
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例如我們可立一個命題：若 𝑂𝑀      ⃑ = cos 𝜃 �⃑� + cos(𝜃 + 𝜔) 𝑏 ⃑  ，其中 𝜔 ≠ 0°, 180° 且 �⃑� ∦

𝑏 ⃑  ，則 𝑀 的軌跡為一個橢圓。 

此命題得證後，可直接套用在兩個動點的研究、三個動點第一部分三角相異以及三

個動點第二部分兩角相異的研究中，合併解決三者，而不用分別座標化求證。 

證明如下： 

設 �⃑� = (𝑎1, 𝑏1)，𝑏 ⃑ = (𝑎2, 𝑏2) 

𝑀 的參數式為 { 
𝑥 = 𝑎1 cos 𝜃 + 𝑎2 cos(𝜃 + 𝜔) = (𝑎1 + 𝑎2 cos𝜔) cos 𝜃 − 𝑎2 sin𝜔 sin 𝜃

𝑦 = 𝑏1 cos 𝜃 + 𝑏2 cos(𝜃 + 𝜔) = (𝑏1 + 𝑏2 cos𝜔) cos 𝜃 − 𝑏2 sin𝜔 sin 𝜃
 

sin 𝜃 =
(𝑏1 + 𝑏2 cos𝜔)𝑥 − (𝑎1 + 𝑎2 cos𝜔)𝑦

sin𝜔 (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)
 

cos 𝜃 =
sin𝜔 (𝑎2𝑦 − 𝑏2𝑥)

sin𝜔 (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)
 

(𝑏1
2 + 2𝑏1𝑏2 cos𝜔 + 𝑏2

2)𝑥2 − 2(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎1𝑏2 cos𝜔 + 𝑎2𝑏1 cos𝜔)𝑥𝑦

+ (𝑎1
2 + 2𝑎1𝑎2 cos𝜔 + 𝑎2

2)𝑦2 = sin2𝜔 (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)
2 

𝛿 = 4(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎1𝑏2 cos𝜔 + 𝑎2𝑏1 cos𝜔)
2

− 4(𝑏1
2 + 2𝑏1𝑏2 cos𝜔 + 𝑏2

2)(𝑎1
2 + 2𝑎1𝑎2 cos𝜔 + 𝑎2

2) 

= −4 sin2𝜔 (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)
2 

等號成立時 𝑎1𝑏2 = 𝑎2𝑏1，即 �⃑� ∥ 𝑏 ⃑  ，與題設矛盾。 

𝛿 < 0 ⟹圖形為一橢圓，證畢。 

 

（四） 𝑘 條線段（質點） 

若推廣至四個動點、五個動點…… 𝑘 個動點，決定軌跡圖形的依然是 𝐜𝐨𝐬(𝜽 +

𝝎𝟏) 𝒏𝟏    ⃑ + 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝟐) 𝒏𝟐    ⃑ +  + 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝒌) 𝒏𝒌    ⃑，此為簡諧運動合成的本質。 

設 𝒏𝟏    ⃑ = (𝑎1,𝑏1) , 𝒏𝟐    ⃑ = (𝑎2,𝑏2) , …… , 𝒏𝒌    ⃑ = (𝑎𝑘, 𝑏𝑘)，若 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = cos(𝜃 + 𝜔1) 𝑛1    ⃑ +

cos(𝜃 + 𝜔2) 𝑛2    ⃑ +  + cos(𝜃 + 𝜔𝑘) 𝑛𝑘    ⃑   

則 𝑀 的參數式為

{
 𝒌𝒙 = ∑ 𝒂𝒊 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝒊)

𝒌
𝒊=𝟏 = (∑ 𝒂𝒊 𝐜𝐨𝐬𝝎𝒊

𝒌
𝒊=𝟏 ) 𝐜𝐨𝐬 𝜽 − (∑ 𝒂𝒊 𝐬𝐢𝐧𝝎𝒊

𝒌
𝒊=𝟏 ) 𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝒌𝒚 = ∑ 𝒃𝒊 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝒊)
𝒌
𝒊=𝟏 = (∑ 𝒃𝒊 𝐜𝐨𝐬𝝎𝒊

𝒌
𝒊=𝟏 ) 𝐜𝐨𝐬𝜽 − (∑ 𝒃𝒊 𝐬𝐢𝐧𝝎𝒊

𝒌
𝒊=𝟏 ) 𝐬𝐢𝐧 𝜽
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令 𝑃 = ∑𝑎𝑖 sin𝜔𝑖  , 𝑄 = ∑𝑎𝑖 cos𝜔𝑖  , 𝑅 = ∑𝑏𝑖 sin𝜔𝑖  , 𝑆 = ∑𝑏𝑖 cos𝜔𝑖  

以克拉瑪公式解 sin 𝜃 及 cos 𝜃，得 

sin 𝜃 =
𝑘𝑅𝑥 − 𝑘𝑄𝑦

−𝑃𝑆 + 𝑄𝑅
， cos 𝜃 =

−𝑘𝑃𝑦 + 𝑘𝑅𝑥

−𝑃𝑆 + 𝑄𝑅
 

𝑀 的軌跡方程式即為 

(𝑄𝑅 − 𝑃𝑆) 2 = 𝑘2[(𝑅2 + 𝑆2)𝑥2 − 2(𝑃𝑅 + 𝑄𝑆)𝑥𝑦 + (𝑃2 +𝑄2)𝑦2] 

𝛿 = 4𝑘4(2𝑃𝑄𝑅𝑆 − 𝑃2𝑆2 − 𝑄2𝑅2) = −4𝑘4(𝑃𝑆 − 𝑄𝑅)2 

以下就 𝑃𝑆 − 𝑄𝑅 之值分兩類討論 

1. 𝑷𝑺 − 𝑸𝑹 ≠ 𝟎 

若 𝑃𝑆 − 𝑄𝑅 ≠ 0，則 𝛿 < 0，軌跡圖形為一橢圓。 

2. 𝑷𝑺 − 𝑸𝑹 = 𝟎 

若 𝑃𝑆 − 𝑄𝑅 = 0，即 𝑀 的參數式中△= 0，則 sin 𝜃及 cos 𝜃 為無解或無限多解。 

由於 sin 𝜃及 cos 𝜃 在每一瞬間都真實存在，因此不可能為無解，必為無限多解。 

可知參數式的兩式係數成比例，令 
∑ 𝒃𝒊 𝐜𝐨𝐬𝝎𝒊
𝒌
𝒊=𝟏

∑ 𝒂𝒊 𝐜𝐨𝐬𝝎𝒊
𝒌
𝒊=𝟏

=
∑ 𝒃𝒊 𝐬𝐢𝐧𝝎𝒊
𝒌
𝒊=𝟏

∑ 𝒂𝒊 𝐬𝐢𝐧𝝎𝒊
𝒌
𝒊=𝟏

=
𝑘𝑦

𝑘𝑥
= 𝑚， 

則 𝑦 = 𝑚𝑥 必成立，當 𝑚 ≠ 0 時軌跡圖形為一線段，𝑚 = 0 時軌跡圖形為一點。 

至此我們已證明出 𝑘 個質量相同的動點之重心軌跡只可能是橢圓、線段及一定點，並

且圖形種類可以從 𝑷𝑺 − 𝑸𝑹 及 𝑚 是否等於零看出。 

另外，𝑷𝑺 − 𝑸𝑹 可進一步化簡為 

 (∑𝑎𝑖 sin𝜔𝑖) (∑𝑏𝑖 cos𝜔𝑖) − (∑𝑎𝑖 cos𝜔𝑖) (∑𝑏𝑖 sin𝜔𝑖) = ∑ |
𝑎𝑖 𝑏𝑖
𝑎𝑗 𝑏𝑗

| sin(𝜔𝑖 − 𝜔𝑗)

1≤𝑖<𝑗≤𝑘
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（五） 三維之推廣 

二維推廣至 𝑘 個動點以後，我們轉往三維的推廣，但目前只證出了部分特殊情形。 

1. 兩條線段（質點） 

兩條線段有可能平行、相交於一點或歪斜，其中只有歪斜為兩者不共平面的情況。

歪斜情況的中點軌跡事實上與二維中的兩條線段情況相同，證明如下： 

考慮空間中有兩歪斜線 𝐿1、 𝐿2，分別位於兩互相平行的平面 𝐸1、𝐸2 上，設

𝐸3 為 𝐸1、𝐸2 之間且與兩者平行的平面，滿足 𝑑(𝐸1, 𝐸3) = 𝑑(𝐸2, 𝐸3)，可令 𝐸1 ∶ 𝑧 = 0 ，

𝐸2: 𝑧 = 𝑐，𝐸3: 𝑧 =
𝑐

2
。 

有兩點 𝑃′、𝑄′ 各自在 𝐿1、 𝐿2 上做簡諧運動，將 𝐿2 和 𝑄
′ 投影至 𝐸1 上，得 𝐿2′ 和 𝑄

′′，

𝐿1 和 𝐿2 ′ 同在 𝐸1 上，由前面的研究結果可知 𝑃′ 和 𝑄′
′
的中點軌跡為一個在 𝐸1 上的橢圓。 

𝑄′
′
 上移 𝑐 單位即為 𝑄′ ，所以 𝑃′ 和 𝑄′

′
的中點軌跡上移 

𝑐

2
 單位即為 𝑃′、𝑄′ 中點軌跡。

可知兩點中點軌跡依然會是一橢圓（當 𝜔 = 0° 或 180° 時為一線段），且此橢圓位於 𝐸3 

上。 

 

2. 三條線段（質點） 

我們僅討論三條線段互相垂直（即三條線段平移後分別在 𝑥 軸、𝑦 軸及 𝑧 軸上）的

情況。 

設 𝑃′、𝑄′、𝑅′ 分別在 𝑥 軸、𝑦 軸及 𝑧 軸上運動，線段長分別為 2𝑎、2𝑏、2𝑐。將原

點設在三圓心之重心 𝐺，可得 𝐺′ 的參數式為 

{  

3𝑥 = 𝑎 cos 𝜃                                                                       
3𝑦 = 𝑏 cos(𝜃 + 𝜔) = 𝑏 (cos 𝜃 cos𝜔 − sin 𝜃 sin𝜔)

3𝑧 = 𝑐 cos(𝜃 + 𝑘) = 𝑐 (cos 𝜃 cos 𝑘 − sin 𝜃 sin 𝑘)    
 

以下分兩種情形討論： 

(1)  sin𝜔 = sin 𝑘 = 0 

(𝜔, 𝑘) = (0°, 0°) , (0°, 180°) , (180°, 0°) , (180°, 180°) 

當 (𝜔, 𝑘) = (0°, 0°) 時，𝐺𝐺′      ⃑ = ( 
𝑎

3
,
𝑏

3
,
𝑐

3
 ) cos 𝜃，軌跡圖形為一線段。而其他三

種情況也同樣可以化成一個向量，軌跡為一線段。 

(2) sin𝜔和 sin 𝑘 皆不為零或其一為零。 

不失其一般性，我們假設 sin𝜔 ≠ 0。 
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若 𝐺′ 軌跡落於一固定平面 𝐸: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 𝐷上（ 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 不含變數 𝜃），則

 { 
 𝐴𝑎 + 𝐵𝑏 cos𝜔 + 𝐶𝑐 cos 𝑘 = 0
𝐵𝑏 sin𝜔 + 𝐶𝑐 sin 𝑘 = 0            

，解得 𝐴: 𝐵: 𝐶 = 𝑏𝑐 sin(𝑘 − 𝜔) : (−𝑎𝑐 sin 𝑘): 𝑎𝑏 sin𝜔 

，可知此平面存在。 

𝐸: 𝑏𝑐 sin(𝑘 − 𝜔) 𝑥 − 𝑎𝑐 sin 𝑘 𝑦 + 𝑎𝑏 sin𝜔 𝑧 = 0                                          ………    

另外，我們利用參數式可解出 

{ 
cos 𝜃 =

 𝑥 

𝑎
                          

sin 𝜃 =
(𝑏 cos𝜔)𝑥 − 𝑎𝑦

𝑎𝑏 sin𝜔

                                                                                                ………  

「同時滿足   和   式」和「滿足參數式」互為充要條件。 

 

並且從   式及恆等式可導出二元二次式： 

(𝑎𝑏 sin𝜔)2 = 𝑏2𝑥2 + 𝑎2𝑦2 − 2𝑎𝑏 cos𝜔 𝑥𝑦                ………   

至此我們證明「滿足   式」是「滿足   式」的充分條件。此二元二次式在空間

中為一無線延伸之橢圓柱，其中心軸平行 𝑧 軸。 

將   式視為 𝑦 的一元二次式，則判別式 𝐷 = (−2𝑎𝑏 cos𝜔 𝑥)2 − 4𝑎2(𝑏2𝑥2 −

𝑎2𝑏2 sin2𝜔) ≥ 0，解得 𝑥2 ≤ 𝑎2，即 −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎，因此我們可倒回去假設 𝑥 = 𝑎 cos 𝜃，

代入   求 𝑦。 

𝑎2𝑦2 − 2𝑎2𝑏 cos𝜔 cos 𝜃 y + 𝑎2𝑏2(cos2 𝜃 − sin2𝜔) = 0 

𝑦 =
2𝑎2𝑏 cos𝜔 cos 𝜃  √4𝑎4𝑏2 cos2𝜔 cos2 𝜃 − 4𝑎4𝑏2(cos2 𝜃 − sin2𝜔)

2𝑎2
 

= 𝑏 cos𝜔 cos 𝜃  𝑏 sin𝜔 sin 𝜃 = 𝑏 cos(𝜃  𝜔) 

(𝑥, 𝑦) = (𝑎 cos 𝜃 , 𝑏 cos(𝜃 + 𝜔)), (𝑎 cos 𝜃 , 𝑏 cos(𝜃 − 𝜔)) 

將 −𝜃 代入 𝜃 ，發現兩座標可互通，因此我們僅取前者。可知「滿足   式」實為

「滿足   式」的充要條件。 

綜合以上結果，我們得到「同時滿足   和   式」和「滿足參數式」互為充要條

件。同時滿足   和   式，軌跡圖形為空心橢圓柱的截面，由於 sin𝜔 ≠ 0，平面不可

能平行橢圓中心軸，因此截面為一橢圓。我們將橢圓柱斜截面仍為一橢圓的證明放在

附錄。 
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二、 質量不同 

除了研究質量相同情況，我們也試著推廣到質量不同情形。數個質量不同的動點之質心

座標，即為所有動點的加權平均座標。 

（一） 兩條線段（質點） 

 𝑀 為 𝑃′、𝑄′ 的內分點，與兩點的距離比恆為 𝑚: 𝑛。 

1. 軌跡範圍 

令 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  𝑚: 𝑛 的內分點為 𝐻， 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  𝑚: 𝑛 的內分點為 𝐼 。

軌跡的邊界為一平行四邊形，此平行四邊形是由通過 𝐻 

與 𝐼、平行 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的四條直線所圍成。 

 

前面質量相同情況中，求軌跡範圍的證明也可套用在

這裡，此略。  

 

2. 角速度相同時的軌跡方程式 

我們用一端點重合的狀況來推導  

𝑃′(𝑎 [1 − cos(𝑔𝑡)] , 0) 

𝑄′(𝑏 cos 𝛼 [1 + cos(𝜔 + 𝑘𝑡)] , 𝑏 sin 𝛼 [1

+ cos(𝜔 + 𝑘𝑡)]) 

 

M 的參數式為 

{
  (𝑚 + 𝑛)𝑥 = 𝑎𝑚 [1 − cos(𝑔𝑡)] + 𝑏𝑛 cos𝛼 [1 + cos(𝑘𝑡 + 𝜔)]

(𝑚 + 𝑛)𝑦 = 𝑏𝑛 sin 𝛼 [1 + cos(𝑘𝑡 + 𝜔)]
 

與中點情況的方程式比較： 𝑎 → 𝑎𝑚  , 𝑏 → 𝑏𝑛  , 2 → (𝑚 + 𝑛) 

(𝑎𝑏𝑚𝑛 sin 𝛼 sin𝜔)2 

= (𝑚 + 𝑛)2𝑏2𝑛2 sin2 𝛼 𝑥2 + 2(𝑚 + 𝑛)2𝑏𝑛 sin 𝛼 (𝑎𝑚 cos𝜔 − 𝑏𝑛 cos 𝛼)𝑥𝑦

+ (𝑚 + 𝑛)2(𝑎2𝑚2 + 𝑏2𝑛2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏𝑚𝑛 cos 𝛼 cos𝜔)𝑦2

− 2(𝑚 + 𝑛)𝑎𝑏2𝑚𝑛2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1)𝑥

+ 2(𝑚 + 𝑛)𝑎𝑏𝑚𝑛 sin 𝛼 (𝑎𝑚 − 𝑏𝑛 cos𝛼)(cos𝜔 + 1)𝑦

+ 2𝑎2𝑏2𝑚2𝑛2 sin2 𝛼 (cos𝜔 + 1) 

𝛿 = 4𝑏2𝑛2(𝑚 + 𝑛)4 sin2 𝛼 [(𝑎2𝑚2 cos2𝜔 + 𝑏2𝑛2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏𝑚𝑛 cos𝛼 cos𝜔)

− (𝑎2𝑚2 + 𝑏2𝑛2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏𝑚𝑛 cos𝛼 cos𝜔)] 

= 4𝑎2𝑏2𝑚2𝑛2(𝑚 + 𝑛)4 sin2 𝛼 (cos2𝜔 − 1) ≤ 0 

 

（二） 𝑘 條線段（質點） 

設 𝑘 個動點的質量之最簡整數比為 𝑚1 ∶  𝑚2 ∶    ∶  𝑚𝑘，我們可將第一個動點拆成
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 𝑚1 個質量相同的動點、第二個動點拆成 𝑚2 個質量相同的動點……以此類推。則原來 𝑘 個

動點的重心軌跡，會與後來質量相同的 ∑ 𝑚𝑖
𝑘
𝑖=1  個動點之重心軌跡相同。 

所有質量不同的情況皆可以藉此轉化為質量相同的情況，即可套用前面質量相同時 𝑘 

個動點的結論。  
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附錄 

引理１ 

形為 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 的二次曲線，若其判別式 δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0，則此二

次曲線為橢圓類 

 

定理 1 

形為 (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦)2 + (𝐶𝑥 + 𝐷𝑦)2 = 1 的二次曲線，其中 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷 不全為零。則 𝐴𝐷 − 𝐵𝐶 ≠

0 ↔ 此二次曲線為橢圓類 

證明： 

由引理 1 可知一二次曲線 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 圖形為橢圓的充分必要條件為

 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 

將 (𝐴𝑥 + 𝐵𝑦)2 + (𝐶𝑥 + 𝐷𝑦)2 = 1 展開化為上述形式，得 

(𝐴2 + 𝐶2)𝑥2 + 2(𝐴𝐵 + 𝐶𝐷)𝑥𝑦 + (𝐵2 +𝐷2)𝑦2 − 1 = 0 

𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 

⟺  4(𝐴2𝐵2 + 2𝐴𝐵𝐶𝐷 + 𝐶2𝐷2) − 4(𝐴2𝐵2 + 𝐴2𝐷2 + 𝐵2𝐶2 + 𝐶2𝐷2) < 0 

⟺ (𝐴𝐷 − 𝐵𝐶)2 > 0 

⟺  𝐴𝐷 − 𝐵𝐶 ≠ 0 

以上步驟皆可逆 

 

 

定理 2                                                                                                                                                                                                                                                                                    

形為 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 的二次曲線，將圖形左移 ℎ、下移 𝑘，新的二元二次

方程式為 𝑎′𝑥′2 + 𝑏′𝑥′𝑦′ + 𝑐′𝑦′
2
+ 𝑑′𝑥′ + 𝑒′𝑦′ + 𝑓′ = 0，則

{
 

 𝑎′ = 𝑎，𝑏′ = 𝑏，𝑐′ = 𝑐

𝑑′ = 2𝑎ℎ + 𝑏𝑘 + 𝑑
𝑒′ = 𝑏ℎ + 2𝑐𝑘 + 𝑒

 𝑓′ = 𝑎ℎ2 + 𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2 + 𝑑ℎ + 𝑒𝑘 + 𝑓

 

證明： 

{ 
𝑥 = 𝑥′ + ℎ
𝑦 = 𝑦′ + 𝑘

 

代入原方程式展開即得證  
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定理 3     

將座標軸逆時針旋轉θ°，使形為 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 的橢圓的長短軸其一與 X

軸平行，則 cot 2𝜃 =
𝑎−𝑐

𝑏
  

證明： 

原本的 (𝑥, 𝑦) 與轉軸後的 (𝑥′, 𝑦′) 有 {
𝑥 = 𝑥′ cos 𝜃 − 𝑦′ sin 𝜃

𝑦 = 𝑥′ sin 𝜃 + 𝑦′ cos 𝜃
 的關係式 

將其代入 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0，欲使 𝑥′𝑦′ 項為 0 

𝑥′𝑦′ = 𝑎(−2 sin 𝜃 cos 𝜃) + 𝑏(cos2 𝜃 − sin2 𝜃) + 𝑐(2 sin 𝜃 cos 𝜃) = 0 

⟹ cot 2𝜃 =
𝑎−𝑐

𝑏
        

                                       

利薩如曲線（Lissajous Curve） 

 

利薩如曲線為兩個互相垂直的正弦振動（即簡諧運動）合成的軌跡，其定義為 

{
𝑥(𝜃) = 𝑎 sin(𝜃)

  𝑦(𝜃) = 𝑏 sin(𝑛𝜃 + 𝜔)
 

其中 0 ≤ 𝜔 ≤
𝜋

2
， 𝑛 ≥ 1 （ 𝑛 與 

1

𝑛
 對稱，所以不需討論 𝑛 < 1 ），𝑛 為兩正弦振動的頻率比， 

 𝜔 為起始角度差。 

若 𝑛 為無理數，則曲線在長方形中稠密。若 𝑛 為有理數，則軌跡為封閉曲線。 

以下列出幾種特殊情況： 

若 𝑎 = 𝑏 且 𝑛 = 1，則曲線為橢圓 

(1) 若 𝜔 =
π

2
 ，則橢圓退化為圓 

(2) 若 𝜔 = 0° ，則橢圓退化為線段 
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空心橢圓柱的截面 

橢圓柱截面依然為一橢圓（若平面平行橢圓柱中心軸則例外） 

證明： 

若平面平行橢圓中心軸，易知兩者交於兩條直線。 

以下討論平面不平行橢圓中心軸的情況。平移並不會改變截面圖形，因此我們設橢圓柱

的中心位於 𝑂    座標系中的原點 𝑂，且中心軸平行   軸：
 2

𝑎2
+
 2

𝑏2
= 1。 

而平面位於 𝑜𝑥𝑦𝑧 座標系中：𝑧 = 0，兩座標系原點重合。 

設 𝑂      ⃑  和 𝑂      ⃑  對 𝑜𝑥𝑦𝑧 座標系的方向餘弦分別為 (𝑚1,𝑚2, 𝑚3) 和 (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) 

則 { 
 = 𝑚1𝑥 + 𝑚2𝑦 + 𝑚3𝑧
 = 𝑛1𝑥 + 𝑛2𝑦 + 𝑛3𝑧    

，代入橢圓柱方程式，並與  = 0 解聯立。 

(𝑚1𝑥 + 𝑚2𝑦)
2

𝑎2
+
(𝑛1𝑥 + 𝑛2𝑦)

2

𝑏2
= 1 

(
𝑚1
2

𝑎2
+
𝑛1
2

𝑏2
) 𝑥2 + (

2𝑚1𝑚2
𝑎2
+
2𝑛1𝑛2
𝑏2
) 𝑥𝑦 + (

𝑚2
2

𝑎2
+
𝑛2
2

𝑏2
)𝑦2 = 1 

𝛿 =
4

𝑎2𝑏2
(2𝑚1𝑚2𝑛1𝑛2 −𝑚1

2𝑛2
2 −𝑚2

2𝑛1
2) 

= −
4

𝑎2𝑏2
(𝑚1𝑛2 −𝑚2𝑛1)

2 ≤ 0 

𝑂    座標系中的 (1,0,0) 和 (0,1,0) 在 𝑥𝑦 平面上的投影點分別為 (𝑚1,𝑚2, 0) 和

 (𝑛1, 𝑛2, 0)。當 𝑚1𝑛2 = 𝑚2𝑛1 時，表示兩點與原點共線，即   軸和   軸在 𝑥𝑦 平面上的投影為

同一直線，   平面垂直 𝑥𝑦 平面，平行橢圓中心軸，與原假設不符。 

當 𝑚1𝑛2 ≠ 𝑚2𝑛1 時，𝛿 < 0，證畢。 
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伍、 研究結果 

一、質量相同 

（一） 兩條線段 

1. 軌跡範圍： 

中點軌跡的邊界為一平行四邊形，此平行四邊形是由通過 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  中點 H 與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  中點 I、

平行 𝐴𝐵 ̅̅ ̅̅ ̅與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  的四條直線所圍成。 

2. 軌跡圖形： 

(1)  角速度不同：軌跡為一不規則封閉曲線。 

(2)  角速度相同：𝜔 ≠ 0° 或 180° 時，軌跡為一橢圓。若 𝜔＝0° 或 180°，則軌跡為

一線段。 

3. 不同相交情形之比較： 

中點重合、一端點重合、交於一點（非中點或端點）、不相交四種情形，當 ω 相等

時軌跡圖形皆同，僅位置不同。 

4. 角速度相同時的軌跡方程式： 

中點重合情形之軌跡方程式為

 (𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)2 = (4𝑏2 sin2 𝛼)𝑥2 + 8𝑏 sin 𝛼 (𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos 𝛼)𝑥𝑦 + 4(𝑎2 +

𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)𝑦2。由第三點可知只要求出中點重合情形的軌跡方程式，

即可利用移軸公式求出其他三種。 

5. 角速度相同時的特殊情形：𝛼 = 90°（即利薩如曲線中 𝑛 = 1的情況） 

(1) 若 𝑎 = 𝑏，則 

I. 橢圓皆傾斜 45° 

II. 𝜔 = 90° 時軌跡為一圓 

（二） 三條線段 

1. 軌跡圖形： 

(1) 可圍成一三角形 

I. 三圓起始角度皆同：軌跡為一定點不動 

II. 兩圓起始角度同，一圓不同：軌跡為一線段 

III. 三圓起始角度皆相異：軌跡為一橢圓 

(2) 無法圍成三角形 
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I. 三圓起始角度皆同：軌跡為一線段 

II. 兩圓起始角度同，一圓不同：軌跡為一橢圓 

III. 三圓起始角度皆相異：軌跡為一橢圓 

（三） 𝑘 條線段 

1. 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝟏) 𝒏𝟏    ⃑ + 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝟐) 𝒏𝟐    ⃑ +  + 𝐜𝐨𝐬(𝜽 + 𝝎𝒌) 𝒏𝒌    ⃑  為簡諧運動合成的本質。 

2. 設 𝑛1    ⃑ = (𝑎1,𝑏1) , 𝑛2    ⃑ = (𝑎2,𝑏2) , …… , 𝑛𝑘    ⃑ = (𝑎𝑘, 𝑏𝑘)，若 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = cos(𝜃 + 𝜔1) 𝑛1    ⃑ +

cos(𝜃 + 𝜔2) 𝑛2    ⃑ +  + cos(𝜃 + 𝜔𝑘) 𝑛𝑘    ⃑   

(1) 若 ∑ |
𝑎𝑖 𝑏𝑖
𝑎𝑗 𝑏𝑗

| sin(𝜔𝑖 − 𝜔𝑗)1≤𝑖<𝑗≤𝑘 ≠ 0，則軌跡圖形為一橢圓。 

(2) 若 ∑ |
𝑎𝑖 𝑏𝑖
𝑎𝑗 𝑏𝑗

| sin(𝜔𝑖 − 𝜔𝑗)1≤𝑖<𝑗≤𝑘 = 0，則軌跡圖形為一線段或一定點。 

（四） 三維推廣 

1. 歪斜兩線段可以從二維的兩線段平移而來 

2. 互相垂直的三線段  

(1) 若起始角度皆為 0° 或 180° ，重心軌跡為一線段。 

(2) 若起始角度不全為 0° 和 180° ，重心軌跡為一橢圓柱的截面，即一橢圓。 

二、 質量不同 

質量不同的情況皆可以轉化為質量相同的情況，不需另外討論。 

陸、 討論 

一、利薩如曲線的參數式為 {
𝑥 = 𝑎′ sin(𝜃)

  𝑦 = 𝑏′ sin(𝑛𝜃 + 𝜔)
，當 𝑛 = 1 時，{

sin 𝜃 =
𝑥

𝑎′

 cos 𝜃 =
𝑎′𝑦−𝑏′ cos𝜔𝑥

𝑎′𝑏′ sin𝜔

 

同樣的可求出其軌跡方程式為 (𝑎′𝑏′ sin𝜔)2 = 𝑏′2𝑥2 − 2𝑎′𝑏′ cos𝜔 𝑥𝑦 + 𝑎′2𝑦2 

① 式中 𝛼 代入 90°，得 (𝑎𝑏 sin𝜔)2 = 4𝑏2𝑥2 + 8𝑎𝑏 cos𝜔 𝑥𝑦 + 4𝑎2𝑦2將兩式相互比較，發

現若 {
𝑎′ = −

𝑎

2

 𝑏′ =
𝑏

2
     

 則兩軌跡方程式完全相等。 

二、我們觀察到隨著 𝛼 的變動，軌跡範圍及圖形的變化像是經過了一個推移矩陣，以下我們
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將從垂直情況（即利薩茹曲線）推移至夾角為 𝛼，提供另一種證明。 

令中點重合且𝛼 = 90° 時 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝐴，𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 2𝐵 

比較利薩茹曲線中角速度相同（n = 1）的情況與我們研究中中點重合且 𝛼 = 900的情況 

由上述可知，當 {
𝑎′ = −

1

2
𝐴

𝑏′ =
1

2
𝐵
} 時兩式相等 

代入軌跡方程式，可求出中點重合且 𝛼 = 90° 之軌跡方程式為 

4𝐵2𝑥2 + 8𝐴𝐵 cos𝜔 𝑥𝑦 + 4𝐴2𝑦2 = (𝐴𝐵 sin𝜔)2                              ……⑦ 

將座標平面上每一點做推移，使 { 
𝑥′ = 𝑥 + cot 𝛼𝑦

𝑦′ = 𝑦                  
……  ⑧}，𝐶𝐷 推移後成為 𝐶′𝐷′ 

P′(−𝐴 cos 𝜃, 0) 推移後不變 

𝑄′(0, 𝐵 cos(𝜃 + 𝜔)) 推移後為 

𝑄′′(𝐵 cot 𝛼 cos(𝜃 + 𝜔), 𝐵 cos(𝜃 + 𝜔)) 

𝑀(−
𝐴

2
cos 𝜃,

𝐵

2
cos(𝜃 + 𝜔))推移後為 

𝑀′ (−
𝐴

2
cos 𝜃 +

𝐵

2
cot 𝛼 cos(𝜃 + 𝜔) ,

𝐵

2
cos(𝜃 + 𝜔)) 

由座標可知推移後 𝑀′仍為 𝑃′𝑄′′ 中點 

將 ⑧ 代入 ⑦ ，可求出推移後的中點軌跡方程式為 

4𝐵2𝑥′2 + 8𝐵(𝐴 cos𝜔 − 𝐵 cot 𝛼)𝑥′𝑦′ + 4(𝐴2 − 2𝐴𝐵 cos𝜔 cot 𝛼 + 𝐵2 cot2 𝛼)𝑦′2 =

(𝐴𝐵 sin𝜔)2                                                                                                                                                  ……⑨  

推移後 𝐶′𝐷′ = 2 
𝐵

sin𝛼
，為符合前面定義（𝑃′, 𝑄′分別在長度為 2𝑎, 2𝑏 的線段上） 

我們令 𝐴 = 𝑎，𝐵 = 𝑏 sin 𝛼，代入 ⑨ 得 

4𝑏2 sin2 𝛼 𝑥′2 + 8𝑏 sin 𝛼(𝑎 cos𝜔 − 𝑏 cos 𝛼)𝑥′𝑦′ + 4(𝑎2 − 2𝑎𝑏 cos𝜔 cos 𝛼 + 𝑏2 cos2 𝛼) 𝑦′2

= (𝑎𝑏 sin 𝛼 sin𝜔)2 

𝛿 = 64𝑏2 sin2 𝛼(𝑎2 cos2𝜔 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos 𝛼 cos𝜔)

− 64𝑏2 sin2 𝛼(𝑎2 + 𝑏2 cos2 𝛼 − 2𝑎𝑏 cos𝜔 cos 𝛼) 

= 64𝑎2𝑏2 sin2 𝛼 (𝜔 − 1) ≤ 0 

由此可知長度為 2𝑎, 2𝑏 且夾角為 𝛼 的 𝐴𝐵、𝐶𝐷 兩線段，其動點中點軌跡可由長度為

2𝑎, 2𝑏 sin 𝛼 且互相垂直的兩線段之動點中點軌跡推移而得出，且兩者由橢圓退化為線段

的條件一致。  
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柒、 結論與未來展望 

一、結論 

在這篇研究中，我們結合向量、解析幾何及物理的簡諧運動，但為了導出軌跡方程式，

我們大量使用展開、化簡的方法，算式太過繁複。事實上我們觀察到兩條線段及三條線段情

況中，圖形的中心（即橢圓形的中心或線段的中點）皆為一固定點，兩條線段中的圖形中心

為 𝐸、𝐹 中點，而三條線段中的圖形中心為 𝐷、𝐸、𝐹 之重心。若能將圖形中心改為座標原點

將可使算式簡化許多。 

二、未來展望 

在 𝑘 的動點的推廣中，雖然導出了代數式，但是找不出簡單的幾何解釋，因此判斷軌跡

圖形只有代入數值一法，不夠直觀，未來希望能找出其潛藏的意義。三維的推廣也希望能一

般化，甚至推廣到 𝑘 的動點。而在角速度不同的部分，目前未能導出曲線方程式，希望未來

能針對此種曲線做更進一步的研究，並與利薩如曲線互相比較。 
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【評語】040412  

對於 k個作簡諧運動的質點，作者找出決定其質心軌跡圖形的

關係式，得出角速度相同時的軌跡為一點、圓或橢圓。然而角速度

不同時，會產生像利薩如曲線(Lissajous Curve)的圖形，因為利薩

如曲線在物理上有應用，若朝此方向研究，或許可以得出一些較有

意義圖形或結果。建議參考第四屆丘成桐中學獎佳作作品「並蒂花

開」的研究思路。 

040412-評語 


	040412-封面
	040412-本文
	摘要
	壹、 研究動機
	貳、 研究目的
	參、 研究設備及器材
	肆、 研究過程或方法
	伍、 研究結果
	陸、 討論
	柒、 結論與未來展望
	捌、 參考資料及其他

	040412-評語

