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摘要 

    我們知道△ ABC決定了唯一的重心、垂心、外心、內心，而且這些心到三頂點(或三邊)

的距離 , ,x y z被唯一決定了。本篇主題為探討類似上述敘述的逆敘述，並用勘根定理將

△ ABC的三邊長以 , ,x y z去描述。 

    我們分別以 , ,a b c表示△ ABC中 , ,A B C   之對邊長，且以 , ,x y z表示特殊給定的長

度，其中 0x y z   。 

    經過研究，我們截取部分重要結果如下： 

給定 , ,x y z對應的量 △ ABC存在的條件 △ ABC是否唯一 

垂心到三頂點的距離 

0x y z    是 

0x y z    是 

0x y z    否(兩種) 

垂心到三邊的距離 

0x y z    是 

0x y z    否(兩種) 

0x y z    否(無限多種) 

三角平分線長 0x y z    是 

內心到三頂點的距離 0x y z    是 

內心到三邊的距離 0x y z    否(無限多種) 

外心到三頂點的距離 0x y z    否(無限多種) 

外心到三邊的距離 

0x y z    是 

0x y z    是 

0x y z    否(兩種) 

三頂點過外心到對邊的長度 
1 1 3 1 1 3 1 1 3

, ,
x y z x z y y z x
       是 

某旁心到三頂點的距離 0x y z    是 

三旁心到對應頂點的距離 
1 1 1

, ,
x y z

 

構成銳角三角形 是 

三旁心到對應邊的距離 0x y z  

 

是 
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壹、研究動機 

曾在第三冊第一章總複習的練習卷上，做過一道題目 : 已知三角形之三高分別為

2 , 3 , 5，是否可決定唯一的三角形？隨後，又在其他的練習卷上，遇到下列題目：設G為

△ ABC的重心，且 GA = 2 , GB = 3 , GC = 5  , 則 GB GC + GC GA =  ？老師說此題

條件有誤，因為題幹所敘述的三角形是不存在的。 

由這兩個楔子，致使我們小組的成員對這一類的問題產生了濃厚的興趣。 

究竟在何種條件下三角形才存在 ? 在何種條件下可決定唯一的三角形 ? 又此三角形該

如何描述它 ? 於是我們展開了下列的研究。 

 

貳、研究目的 

    從研究動機的兩則題目中我們發現：五心(重心、垂心、內心、外心、旁心)與所給的條件，

是決定三角形存在性與唯一性的關鍵。 

本研究的目的主要是以重心、垂心、內心、外心、旁心為分類，討論在各種給定的條件

下，三角形的存在性、唯一性，並試著去描述此三角形。以下是我們研究的問題： 

 

一、重心 

(一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三中線長？ 

(二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的重心到三頂點

之距離？ 

(三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的重心到三邊之

距離？ 

二、垂心 

(一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三高？ 

(二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三頂點

之距離？ 

(三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三邊之

距離？ 

三、內心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三角平分線 

   長？ 

(二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的內心到三頂點

之距離？ 

  (三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的內心到三邊之

距離？ 

四、外心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的外心到三頂點 

     之距離？ 

  (二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的外心到三邊之 
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     距離？ 

  (三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到銳角△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三頂點過 

     外心到對邊的長度？ 

五、旁心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC中某一個旁心到 

     三頂點之距離？  

  (二)設 , ,A B CJ J J 分別為 , ,A B C   對應的旁心。任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到 

     △ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三旁心到對應頂點之距離？ 

  (三)設 , ,A B CJ J J 分別為 , ,A B C   對應的旁心。任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到 

     △ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三旁心到對應邊之距離？ 

 

參、研究設備與器材 

筆、紙、電腦、Geogebra 

 

肆、研究過程與方法 

我們知道當給定一個三角形時，三角形的邊角關係、五心以及一些特徵(例：中線長、角

平分線長…等)會被唯一決定。 

    我們的研究目的即是探討在給定的條件下，是否能找到三角形滿足條件？如果能找到三

角形的話，可找到幾個？以及該如何明確的去描述此三角形。 

    五心在三角形的領域內，占了舉足輕重的地位。所以，我們將依序以重心、垂心、內心、

外心、旁心為分類，來討論三角形在各種條件下的存在性、唯一性，並試著去描述它。 

     

※ 在本篇文章中，我們分別以 , ,a b c表示△ ABC中 , ,A B C   之對邊長，且以 , ,x y z表示 

   特殊給定的長度，其中 0x y z    

 

一、重心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三中線長？ 

      

     存在性 

 已知過 , ,A B C之中線長為 , ,x y z， 

 令D為BC中點，G為△ ABC的重心， 

 在 AD上取一點E，使得DE DG ， 

 連接 ,CE BE，則四邊形BGCE為一平行四邊形。 
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 由重心性質可知△ GCE三邊長分別為
2 2 2

, ,
3 3 3

x y z  

 我們知道若
2 2 2

, ,
3 3 3

x y z可構成三角形三邊時，△ GCE會存在，且△ ABC會存在 

 即當 , ,x y z可構成三角形三邊時，△ ABC會存在 

      

   唯一性 

 若△ ABC存在， 

 由三角形中線定理可知： 

 
2

2 2 22
2

a
b c x

  
    

   

 
2 2 2

2

4 2 2

a b c
x    --------① 

 同理可得
2 2 2

2

2 4 2

a b c
y    --------②，且

2 2 2
2

2 2 4

a b c
z    --------③ 

     將 ②  ③
1

2
 ① 可得 

2
2 2 2 2 2 21 9 2 2

2 8 3 2

x
x y z a a y z         

     同理可得
2

2 22 2

3 2

y
b z x   ，

2
2 22 2

3 2

z
c x y    

 

     故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定 

 

 

當 , ,x y z可構成三角形三邊時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的三中線長。 

 

 

  (二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的重心到三頂點 

     之距離？ 

 

     存在性 

     已知△ ABC的重心到三頂點之距離分別為 , ,x y z  

     因為重心到頂點的距離為中線長的三分之二， 

     所以△ ABC的三中線長分別為
3 3 3

, ,
2 2 2

x y z  

     由一、(一)可知 : 若
3 3 3

, ,
2 2 2

x y z滿足任兩數之和大於第三數時，△ ABC會存在 

     即當 , ,x y z可構成三角形三邊時，△ ABC會存在。 
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     唯一性 

     若△ ABC存在，則
3 3 3

, ,
2 2 2

x y z恰為△ ABC的三中線長 

     由一、(一)可知此時△ ABC的三邊長為： 

     

2

2 2

2 2 2

3

2 2 3 3 2
2 2

3 2 2 2

x

a y z y z x

 
 

             
     

     同理 2 2 22 2b z x y   ， 2 2 22 2c x y z    

     故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定 

 

當 , ,x y z可構成三角形三邊時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的重心到三頂點之

距離。                                                                             

 

 

 

  (三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的重心到三邊之 

     距離？ 

     

     存在性 

     令 , ,DG x EG y FG z   ， 

 其中 , ,D E F為G在 , ,BC CA AB上的投影點 

 又△ AGB △ BGC △
1

3
CGA  △ ABC (面積) 

 令△ ABC面積
3

, 0
2

k k   

 因為 
1 1 1 1 3

2 2 2 3 2
cz ax by k        

 所以 , ,
k k k

a b c
x y z

    

     故當 , ,
k k k

x y z
可構成三角形三邊時，△ ABC會存在 

     即當
1 1 1

, ,
x y z

可構成三角形三邊時，△ ABC會存在 
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     唯一性 

 若△ ABC存在，設△ ABC的面積為
3

, 0
2

k k  ，則可得 , ,
k k k

a b c
x y z

    

 接著利用海龍公式 

 
2

1
( )( )( )( )

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )( )( )

4

k k k k k k k k k k k k
ABC

x y z x y z x y z x y z

k
x y z x y z x y z x y z

          

          

 

 23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )( )( )

2 4
k k

x y z x y z x y z x y z
             

 
6

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )( )( )

k

x y z x y z x y z x y z

 

        

 

 令
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z

           ，則
6

k


  

 又 , ,
k k k

a b c
x y z

   ，故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定。 

 此時△ ABC的三邊長為： 

 
6 1 6 1 6 1

, ,a b c
x y z  

      ，其中
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z

            

當
1 1 1

, ,
x y z

可構成三角形三邊時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的重心到三邊

之距離。 

 

二、垂心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三高？ 

 

 

     存在性 

     已知過 , ,A B C之高為 , ,x y z  

 若△ ABC存在，設△ ABC的面積為
1

, 0
2

k k   

 因為 
1 1 1 1

2 2 2 2
ax by cz k       

     所以 , ,
k k k

a b c
x y z
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     故當 , ,
k k k

x y z
可構成三角形三邊時，△ ABC會存在 

 即當
1 1 1

, ,
x y z

可構成三角形三邊時，△ ABC會存在 

 

     唯一性 

 若△ ABC存在 

     承上可知 , ,
k k k

a b c
x y z

    

 利用海龍公式 

 
2

1
( )( )( )( )

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )( )( )

4

k k k k k k k k k k k k
ABC

x y z x y z x y z x y z

k
x y z x y z x y z x y z

          

          

 

 21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )( )( )

2 4
k k

x y z x y z x y z x y z
             

 
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( )( )( )( )

k

x y z x y z x y z x y z

 

        

 

     令
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z

           ，則
2

k


  

 又 , ,
k k k

a b c
x y z

    

 故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定 

 此時△ ABC的三邊長分別為： 

     
2 1 2 1 2 1

, ,a b c
x y z  

      ， 

     其中
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z

            

 

當
1 1 1

, ,
x y z

可構成三角形三邊時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的三高。 
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  (二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三頂點 

     之距離？    

     已知 , ,AH x BH y CH z   ，其中H 為垂心  

 分成：1.△ ABC為銳角三角形( H 在三角形內) 

       2.△ ABC為鈍角三角形( H 在三角形外) 

       3.△ ABC為直角三角形( H 在三角形邊上)，來討論 

 

    1.如圖，當H 在三角形內(△ ABC為銳角三角形)  

      此時 0x y z    

 因為 sin cosAH B b A ， 

 所以 cos 2 cos
sin

b
AH A R A

B
   ， 

同理 2 cosBH R B ，且 2 cosCH R C ， 

其中 R為 ABC 外接圓半徑。 

又 2 cos cos
sin

a
AH R A A

A
   tan tana AH A x A     tana x A  --------① 

接著由餘弦定理可知 2 2 2 2 cosa y z yz CHB    2 2 2 cosy z yz A   ---------② 

      由①、②可知 2 2 2 2tan 2 cosx A y z yz A     

      2 2 2

2

1
( 1 ) 2 c o s
c o s

x y z y z A
A

     3 2 2 2 2 22 c o s ( ) c o s 0y z A x y z A x      

      令 cost A ， 3 2 2 2 2 2

1( ) 2 ( )f t yzt x y z t x      

      利用勘根定理 

t    1  0  1  

1( )f t  負 
正  (當 y z ) 

負   正 
0   (當 y z ) 

       

由勘根定理配合三次函數的圖形可知 1( ) 0f t  在 ( ,0) 有兩實根，在 (0,1)有一實根 

      因為 A 為銳角，故cos A為 1( ) 0f t  的正實根 

      同理， 3 2 2 2 2 2

2( ) 2 ( ) 0f t xzt x y z t y      ，其中cos B為
2( ) 0f t  的正實根 

            3 2 2 2 2 2

3( ) 2 ( ) 0f t xyt x y z t z      ，其中cosC為
3( ) 0f t  的正實根 
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      故△ ABC三邊長可表為： 

      
2

1
tan 1

cos
a x A x

A
   ，

2

1
tan 1

cos
b y B y

B
   ，

2

1
tan 1

cos
c z C z

C
    

   

      由解的情形可知，當 0x y z   時， 1 2 3( ) 0, ( ) 0, ( ) 0f t f t f t   必有介在 (0,1)之間的

正根，其根恰為cos , cos , cosA B C，故 , ,A B C   被唯一決定。也就是說，一定可

以找到△ ABC為銳角三角形且滿足給定的 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三頂點之距

離。 

 

     2.如圖，當H 在三角形外(△ ABC為鈍角三角形) ，此時 0x y z    

      由圖可知 C 為鈍角，且 

tan tan(90 ) cotx a HBA a A a A      tana x A    

      t a n t a n ( 9 0 ) c o ty b H A B b B b B       t a nb y B    

      tan tan(180 )c z AHB z C    tanc z C   

由餘弦定理可知 2 2 2 2 cosa z y yz A    

      

2 2 2

2 2 2

2

3 2 2 2 2 2

( t a n ) 2 c o s

1
( 1 ) 2 c o s
c o s

2 c o s ( ) c o s 0

x A z y y z A

x z y y z A
A

y z A x y z A x

   

    

     

 

令 cost A ， 3 2 2 2 2 2

1( ) 2 ( )g t yzt x y z t x      

利用勘根定理 

t  1  0 1   

1( )g t  負 正 
負  (當 y z ) 

正 
0   (當 y z ) 

     由勘根定理配合三次函數圖形可知： 

     (1)
1( ) 0g t  在 ( 1,0) 間有一實根。 

     (2)
1( ) 0g t  在 (0, ) 間有兩實根： 

①當 y z 時，
1( ) 0g t  在 (0,1),(1, ) 各有一實根 

②當 y z 時，
1(1) 0g  ，又 2 2 2 2

1 ( ) 6 2( )g t yzt x y z t     2 2
1 (1) 2 2 0g y x     

  故
1( ) 0g t  除了有一根為1之外，在 (1, ) 之間還有另一根。 

     因為 A 為銳角，故cos A為
1( ) 0g t  介在 (0,1)之間的實根 

     同理， 3 2 2 2 2 2

2( ) 2 ( ) 0g t xzt x y z t y      ，其中cos B為 2( ) 0g t  在 (0,1)間的正實根 

           3 2 2 2 2 2

3( ) 2 ( ) 0g t xyt x y z t z      ，其中cosC為 3( ) 0g t  的負實根 
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     由於 3g 與 1 2,g g 形式不同，我們利用勘根定理分析 

t    1  0  1 

3( )g t  負 
正  (當 x y ) 

負 正 
0   (當 x y ) 

     由勘根定理配合三次函數圖形可知： 

     (1)當 x y 時， 3( ) 0g t  在 ( , 1) , ( 1,0) , (0,1)   間各有一實根， 

     (2)當 x y 時， 3( 1) 0g   ，又 2 2 2 2

3 ( ) 6 2( )g t xyt x y z t     2 2
3 ( 1) 2 2 0g x z      

       故 3( ) 0g t  除了有一根為 1 之外，在 ( 1,0) , (0,1) 之間還有另一根。 

     所以，不論 x y 或 x y 時， 3( ) 0g t  在 ( 1,0) 都會有一負實根cosC。 

  

     由解的情形可知： 

     ①當 0x y z   時， 1( ) 0g t  在 (0,1)沒有實根，即不可能找到鈍角△ ABC滿足條件。 

     ②當 0x y z   時，可找到鈍角△ ABC滿足條件， 

       此時三邊長為： tan , tan , tana x A b y B c z C     
 

 

      先將 1. ( H 在三角形內)與 2. ( H 在三角形外)的結果整理如下： 

      ①當 0x y z   時，由上述分析知，只要 , ,x y z給定，解 1 2 3( ) 0 , ( ) 0 , ( ) 0f t f t f t    

        或 1 2 3( ) 0 , ( ) 0 , ( ) 0g t g t g t   必能求出cos ,cos ,cosA B C，故△ ABC必定存在。 

      ②當 0x y z   時，可決定兩種三角形(鈍角三角形和銳角三角形)，故不唯一。 

        (可參考後面 伍、討論、二裡的 example) 

      ③當 0x y z   時，鈍角三角形不存在，只能找到銳角三角形滿足條件，故唯一。 

 

     3.當H 在三角形邊上(△ ABC為直角三角形時)， 

此時 0x y z   時(即 , ,x y z中至少一數為0時) 

      (1)顯然當 0y z  時，△ ABC為直角三角形，此時 90C  ， 

        此時三邊長為 a y ,b x 2 2,c x y   

      (2)當 0y z  時，△ ABC不可能存在 

          

 

    由 1.、2.、3.之討論可進一步得到以下結論： 

    存在性 

    當 0x y z   或 0x y z   時，△ ABC存在 
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    唯一性 

    (1)當 0x y z   時，△ ABC唯一，此時 tan , tan , tana x A b y B c z C    

    (2)當 0x y z   時，△ ABC唯一，此時 2 2, ,a y b x c x y    ，是直角三角形 

    (3)當 0x y z   時，△ ABC有兩種，並不唯一： 

      ①若△ ABC為銳角三角形，則 tan , tan , tana x A b y B c z C    

      ②若△ ABC為鈍角三角形，則 tan , tan , tana x A b y B c z C     

        (銳角和鈍角三角形之cos ,cos ,cosA B C滿足的方程式並不相同) 

 

當 0x y z   或 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三頂點 

之距離 

     

 

  (三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三邊之 

     距離？ 

    

   分成：⒈△ ABC為銳角三角形( H 在三角形內)， 

   ⒉△ ABC為鈍角三角形( H 在三角形外)， 

   ⒊△ ABC為直角三角形( H 在三角形邊上)，來討論 

 

    ⒈如圖，當H 在三角形內(△ ABC為銳角三角形)，此時 0x y z    

    令      H, = , H, =  , d H, =d BC x d AC y AB z  

      由圖可知 =  , =  , =CHE A CHD B BHD C       

 

 

      因為 = = , = =
cos cos cos cos

x y y z
CH AH

B A C B
 

      所以 cos ycos cosx A B z C 
1 1 1

cos  : cosB : cosC=  :  : 
x y z

A  

      令cos  , cos  , cos
t t t

A B C
x y z

   ，其中 0x y z t     

      因為cos cos( )C A B   ，所以cos cos cos sin sinC A B A B    

2 21 ( ) 1 ( )
t t t t t

z x y x y
        

2
2 21 ( ) 1 ( )

t t t t

z xy x y
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2 3 4 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2
2 1

t t t t t t

z xyz x y x y x y
        

3 2

2 2 2

2 1 1 1
( ) 1 0t t

xyz x y z
       

令 3 2

2 2 2

2 1 1 1
( ) ( ) 1f t t t

xyz x y z
      

t  -   - z  0 z  

f(t)  負 非負實數 1  正 

 

      由勘根定理可知， ( ) 0f t  在 (0, )z 之間恰有一實根， 

      可依序解出cosA=  , cosB=  , cosC=
x y z

  
之值。 

      故當 0x y z   時，一定可以找到銳角 ABC 滿足 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三邊 

      之距離。 

 

      此時，三邊長可表為： 

      
c o s 1 s i n

t a n t a n t a n
c o s c o s c o s c o s c o s

y A A
a A H A A x A x

C B C B C
          

      同理
sin sin

,
cos cos cos cos

B C
b y c z

A C A B
     

    ⒉如圖，當H 在三角形外(△ ABC為鈍角三角形) ，此時 0x y z    

      令      H, = , H, =  , d H, =d BC x d AC y AB z  

      因為AHcosB = z , AHcosC = y，所以 = =AH
cosB cosC

z y
 

      又 BHcosC= cosC= cosB
cos(B+C) cos(B+C)

z y
x     

       

      所以 cos(B+C) = ycosB = zcosCx   

      
1 1 1

c o s ( B + C )  :  c o s C  :  c o s B =  :   :  
x y z

  

      令
t t t

cos(B+C)=  , cosB=  , cosC=  , t > 0
x y z

,且 x y z t    

      因為cos(B+C)=cosBcosC-sinBsinC，所以 2 2t t t t t
= - 1-( ) 1-( )

x y z y z
   

         

2
2

2 2 2t t t t
( - ) = 1 - ( ) 1 - ( )

y z x y z

 
  

 

4 3 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2

t 2 t t t t t
- + = 1 - - +

y z x y z x y z y z
  



13 

 

         3 2

2 2 2

2 1 1 1
t - + + t +1=0

xyz x y z

 
  

 
 

 

      由於平方可能增根的原因， t的範圍還需多滿足 

      2 21 ( ) 1 ( ) 0
t t t t t

y z x y z
       0

t t t

y z x
   

yz
t

x
  ，故

yz
t z

x
   

      令 3 2

2 2 2

2 1 1 1
f(t)= t -( + + )t +1

xyz x y z
， 

 

 

 

 

 

      (1)當 x y z  時，由勘根定理可知，當 ( ) 0f t  在 ( , z)
yz

x
之間恰有一實根  

        可依序解出cosA  , cosB  , cosC
x y z

  
    之值，故鈍角三角形存在。 

        此時，三邊長為： tan , ( sec )csc , ( sec )csca x B xtanC b x y C C c x z B B       

      (2)當 x y z  時，因為
2 2

1 1
( ) 2 0f z z

x z

 
    

 
， ( ) 0f t  在 ( ,0) 之間有一實根， 

        在 ,
yz

z
x

 
 

 
有兩實根，此時找不到正實根滿足cos 1C

z


  ，故鈍角△ ABC  

        不存在。 

 

     先將 1. ( H 在三角形內)與 2. ( H 在三角形外)的結果整理如下： 

     ①當 0x y z   時，由上述之分析可知，只要 , ,x y z給定，解 ( ) 0f t  必能求出對應的 

       c o s , c o s , c o sA B C，故△ ABC必定存在。 

     ②當 0x y z   時，可決定兩種三角形(鈍角三角形和銳角三角形)，故不唯一。 

       (可參考後面 伍、討論、三裡的 example) 

     ③當 0x y z   時，鈍角三角形不可能存在，只能找到銳角三角形滿足條件，故唯一。 

 

    ⒊當H 在三角形邊上(△ ABC為直角三角形時)， 

      此時 0x y z   時(即 , ,x y z中至少一數為0時)  

 

      (1)顯然當 0y z  時，△ ABC不存在                               
      (2)當 0x y z   時， 90A  ， 

        故△ ABC為直角三角形且三邊長不唯一。 

              (三邊長要滿足ax bc ) 

 

t    0 
yz

x
 z    

( )f t  負 1 
0   (當 x y z  ) 0   (當 x y z  ) 

正 
正  (當 x y z  ) 負  (當 x y z  ) 
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    由 1.、2.、3.之討論可進一步得到以下結論： 

    存在性 

    當 0x y z   或 0x y z   時，△ ABC存在 

 

    唯一性 

    (1)當 0x y z   時，△ ABC唯一，此時△ ABC為銳角三角形， 

      且三邊長為
sin sin sin

, ,
cos cos cos cos cos cos

A B C
a x b y c z

B C A C A B
       

    (2)當 0x y z   時，△ ABC有兩種，並不唯一： 

      ①若為銳角三角形，則
sin sin sin

, ,
cos cos cos cos cos cos

A B C
a x b y c z

B C A C A B
       

      ②若為鈍角三角形，則 tan , ( sec )csc , ( sec )csca x B xtanC b x y C C c x z B B       

    (3)當 0x y z   時，△ ABC有無限多解，且直角三角形三邊長要滿足ax bc 。 

 

當 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三邊之距離。 

 

三、內心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三條角平分線 

     長？ 

     令 , ,AD x BE y CF z    

     由角平分線長公式得知 

     2 2 2 2 2 2[ 1 ( ) ] , [ 1 ( ) ] , [ 1 ( ) ]
a b c

x b c y a c z a b
b c a c a b

     
  

 

     關於非線性方程組，我們無法利用克拉瑪的方法去解決 

     存在性與唯一性的問題，於是我們尋求另外的證明方式。 

 

     首先，我們先證明：愈短的邊，其所對應的角平分線愈長 

 

    【證明】： 

     若a b c  ，則bc ac 且
a b

b c a c


 
，故 2 2 2 2[1 ( ) ] [1 ( ) ]

a b
x bc ac y

b c a c
    

 
 

     同理 2 2y z ，故 x y z  。因此，愈短的邊，其所對應的角平分線愈長。 

 

     存在性 ： 

      由角平分線的性質可知： , ,
b c a c a b

AI x BI y CI z
a b c a b c a b c

  
  

     
 

      根據三、(一)的結果，我們知道當 , ,AI BI CI是任意正數時，△ ABC會存在 
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      即 0 , 0 , 0 0 , 0 , 0
b c a c a b

x y z x y z
a b c a b c a b c

  
      

     
 

      故當 , ,x y z是任意正數時，可以找到△ ABC滿足 , ,x y z是△ ABC的三條角平分線長 

     

     唯一性 ： 

      假設若有兩組不全等的△ 1 1 1ABC ，△ 2 2 2A B C 對應相同的角平分線長 , ,x y z  

      (對邊長分別假設為 1 1 1, ,a b c 與 2 2 2, ,a b c ) 

      顯然至少要有二組對邊長度不相同(可由公式得知)， 

      且由之前的證明可知 1 1 1a b c  ， 2 2 2a b c    

      依照各種可能的情形分類討論： 

     ⒈當 1 2 1 2,a a a b b   且 1 2c c 時， 

       ⑴當 1 2 1 2b b c c 且 時， 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
a a

x bc b c x
b c b c

    
 

      (矛盾) 

       ⑵當 1 2 1 2b b c c 且 時， 2 2 2 21 2
1 2

1 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
c c

z ab ab z
a b a b

    
 

        (矛盾) 

       ⑶當 1 2 1 2b b c c 且 時，因為 1 2,b b 與 1 2,c c 皆可互換，故方法同⑴          (矛盾) 

       ⑷當 1 2 1 2b b c c 且 時，因為 1 2,b b 與 1 2,c c 皆可互換，故方法同⑵          (矛盾) 

     ⒉當 1 2a a 時， 

       ⑴當 1 2b b b  且 1 2c c 時， 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
b b

y a c a c y
a c a c

    
 

  (矛盾) 

   ⑵當 1 2b b b  且 1 2c c 時，方法同⒉⑴                               (矛盾) 

   ⑶當 1 2b b 且 1 2c c c  時， 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
c c

z a b a b z
a b a b

    
 

  (矛盾) 

   ⑷當 1 2b b 且 1 2c c c  時，方法同⒉⑶                               (矛盾) 

       ⑸當 1 2 1 2b b c c 且 時， 

2 2 21 2
1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
a a

x bc b c
b c b c

   
 

 

2 2 21 2
1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
b b

y a c a c
a c a c
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2 2 21 2
1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
c c

z a b a b
a b a b

   
 

 

因為 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2, ,bc b c a c a c a b a b    

所以 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

, ,
a a b b c c

b c b c a c a c a b a b
  

     
 

1 2 2 2 1 1( ) ( )a b c a b c    -----① ， 1 2 2 2 1 1( ) ( )b a c b a c   -----② 

           1 2 2 2 1 1( ) ( )c a b c a b   -----③ 

①②③得 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1ab a c ba bc c a cb a b a c b a b c c a c b                 (矛盾) 

       ⑹當 1 2 1 2b b c c 且 時， 2 2 2 21 2
1 1 2 2

1 1 2 2

[1 ( ) ] [1 ( ) ]
c c

z a b a b z
a b a b

    
 

      (矛盾) 

       ⑺當 1 2 1 2b b c c 且 時，方法同⑸                                     (矛盾) 

       ⑻當 1 2 1 2b b c c 且 時，方法同⑹                                     (矛盾) 

    由上述討論可知，所有的情形均矛盾，故給定三角平分線長只能決定唯一的三角形 

    此時三角形的三邊長為方程組

2 2

2 2

2 2

[1 ( ) ]

[1 ( ) ]

[1 ( ) ]

a
x bc

b c

b
y ac

a c

c
z ab

a b


  




 



  

的唯一解 

 

 

當 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的三條角平分線長。 

 

 

  (二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的內心到三頂點 

     之距離？ 

 

     已知 AI x , BI y ,CI z ，其中 0x y z    

     令
1 1 1

, ,
2 2 2

A B C        ，可知 90       

     sin sin sinx y z r     (內切圓半徑) 

     sin 0 , sin 0 , sin 0
r r r

x y z
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     存在性 

     由圖可知 cos cosa y z   , cos cosb z x   , cos cosc x y    

     ( cos cos ) ( cos cos ) cos cosa b y z z x x y c              

     同理b c a  ，且c a b   

     可知任意給定內心到三頂點之距離 , ,x y z，其中 , , 0x y z  ，則三角形必定存在 

 

     唯一性 

     《方法一》 

 假設有另一個與△ ABC不全等的△ A B C  且滿足內心到三頂點的距離為 , ,x y z  

 因為此兩三角形不全等，所以至少有一組角度不相等 

 令 A A  ，則 >   

 再由 sin sin sinr x y z      與 sin sin sinr x y z         

 可得 , ,r r          

 則 90            (矛盾) 

 故不可能有兩組不全等的三角形使內心到三頂點的距離相等。 

     即當 , ,x y z滿足存在條件時，則此△ ABC是唯一的。 

 

     《方法二》 

     由 90     ，得 

   2 2sin sin(90 ) cos( ) cos cos sin sin 1 ( ) 1 ( )o r r r r

x y x y
                      

 2 21 ( ) 1 ( )
r r r r r

z x y x y
         2 21 ( ) 1 ( )

r r r r r

z x y x y
        

     2 2 2( ) 1 ( ) 1 ( )
r r r r r

z x y x y

  
        

   
 

4 3 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2
2 1

r r r r r r

x y xyz z x y x y
        

     
3 2 2 2

2 2 2
2 1 0

r r r r

xyz z x y
        3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ( ) 0x y z r x y y z z x r x y z      

     令 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )f r xyzr x y y z z x r x y z      

     利用勘根定理 

r    z  0 z  

( )f r  負 非負實數 負 正 

 

    由勘根定理及虛根成對定理可知 r在 (0, )z 間恰有一正實根 

    因為sin , sin , sin , 0
r r r

r
x y z

       

    所以
2 2

2 2 2 2

2 2
cos cos 1 1

r r
a y z y z y r z r

y z
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    同理可推得△ ABC的三邊長為

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

a y r z r

b z r x r

c x r y r

    



   


   

， 

    故當 0x y z   時，△ ABC會被唯一決定。 

 

當 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的內心到三頂點之距離。 

   

 

  (三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的內心到三邊 

     之距離？ 

 

     已知內心到三邊等距，令此距離為 r， 

     則可做一半徑為 r之圓。 

     在此圓上適當的取三點，並過此三點對圓作三切線， 

     使得兩兩不平行，設此三切線之兩兩交點分別為 , ,A B C， 

     則△ ABC即為所求。 

     又在圓上取三點作兩兩不平行之三切線的取法有無限多種， 

     故所得之三角形有無限多種。 

     存在性 ：在 0x y z   的條件下，才存在△ ABC  

     唯一性 ：無限多解 

 

四、外心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的外心到三頂點 

     之距離？ 

     

     已知外心到三頂點等距，令此距離為 R， 

     則可做一半徑為 R之圓。 

     在此圓上適當的取相異三點， 

     設此三點分別為 , ,A B C，則△ ABC即為所求。 

     又在圓上取相異三點的取法有無限多種， 

     故所得之三角形有無限多種。 

 

     存在性 ：在 0x y z   的條件下，△ ABC才存在 

     唯一性 ：無限多解 
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  (二)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的外心到三邊之 

     距離？ 

 

     由垂心性質知：三角形任一頂點到垂心的距離，等於外心到對邊的距離的 2倍 

     所以△ ABC的垂心到三頂點距離分別為2 , 2 , 2x y z  

     再由二、(二)之討論可知存在性與唯一性的條件。 

 

     存在性  

     由二、(二)之討論知：當2 2 2 0x y z   或2 2 2 0x y z   時，△ ABC存在。 

     即當 0x y z   或 0x y z   時，△ ABC會存在。 

 

 唯一性  

 由二、(二)之討論知：  

 (1)當2 2 2 0x y z   時，△ ABC唯一， 

   即當 0x y z   時，△ ABC唯一，此時 2 tan , 2 tan , 2 tana x A b y B c z C    

 (2)當2 2 2 0x y z   時，△ ABC唯一， 

   即當 0x y z   時，△ ABC唯一，此時 2 22 , 2 , 2a y b x c x y    是直角三角形 

     (3)當2 2 2 0x y z   時，△ ABC有兩種， 

       即當 0x y z   時，△ ABC有兩種，並不唯一： 

       ①若△ ABC為銳角三角形，則 2 tan , 2 tan , 2 tana x A b y B c z C    

       ②若△ ABC為鈍角三角形，則 2 tan , 2 tan , 2 tana x A b y B c z C     

       (銳角和鈍角三角形之cos ,cos ,cosA B C滿足的方程式並不相同)  

 

當 0x y z   或 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC的外心到三邊之 

距離。 

 

  (三)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到銳角△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三頂點過 

     外心到對邊的長度？ 

 

     設O為 ABC 外心， R為 ABC 外接圓半徑 

 設 ,OBC OCB OAC OCA        

   OAB OBA     

 利用面積的關係，可知 

 1
BOC AOB AOC

ABC ABC ABC

  
  

  
1

x R y R z R

x y z
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 整理可得 
2

1 1 1
R

x y z



 

 

 又 BOC COD BOD    

 21 1 1
sin ( )sin ( )sin

2 2 2
R BOC R x R COD R x R BOD         

 由於 180 2 , 2 , 2BOC COD BOD          

 所以 2 sin2 ( )(sin2 sin2 )R R x R      
sin 2

sin 2 sin 2
R

x R


   


_____① 

 同理可知
sin 2

sin 2 sin 2
R

y R


  


_____②，且

sin 2
sin 2 sin 2

R

z R


  


_____③ 

 由①②可得
sin 2 sin 2

sin 2 sin 2
R R

x R y R

 
   

 
 

sin 2 sin 2x y

x R y R

 
 

 
  

sin 2 :sin 2 :
x R y R

x y
 

 
   

     同理可推得sin 2 :sin 2 :sin 2 : :
x R y R z R

x y z
  

  
  

     作以1 ,1 ,1
R R R

a b c
x y z

        為三邊長的三角形 

 由正弦定理可知此三邊所對應的三內角分別為2 ,2 ,2    

 利用尺規作圖取 , ,   ，可作出△ A B C  ， 

 再利用相似形的概念，即可作出△ ABC。 

 

     存在性  

     當1 ,1 ,1
R R R

x y z
   可構成三角形時，△ ABC存在 

     即

1 1 1

1 1 1

1 1 1

R R R

x y z

R R R

y z x

R R R

x z y

   
       

   
    

        
  

    
        
   

 ， 其中
2

1 1 1
R

x y z



 

，經計算整理可得

1 1 3

1 1 3

1 1 3

x y z

x z y

y z x


 




 



 
  

 唯一性  

 ①在△BCO中， 2 cos
sin sin( ) cos 2

a a a a
R

A R


  
    


 

   
2

2
2

c o s 2 2 c o s 1 1
2

a

R
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 ②在△ A B C  中利用餘弦定理得 

2 2 2( ) ( ) ( )

cos2

2

y R z R x R

y z x
y R z R

y z



  
 


 

 

 

 由①、②可得 

2 2 2

2

2

( ) ( ) ( )

1
22

y R z R x R

ay z x
y R z R R

y z

  
 

 
 

 

，其中
2

1 1 1
R

x y z



 

 

 

2 2 2

2

2

( ) ( ) ( ) 2

2
2

y R z R x R y R z R

a y z x y z

y R z RR

y z

    
    

 
 

 

 

 

2

2

2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

y R z R x R y R z R x R

y z xa y z x

y R z R y R z RR

y z y z

      
    

   
   

   

 

 
2

2

2 1 2 1 1

2
2 1 1

R R

y za

R RR

y z

   
     

   
  
   

  

 
2

2

3 2 2

1 1

R R

a y z

R RR

y z

 

 
  
   

  

 

     

2
2

4 4
3

2

2 2
1 1

xz xy

xyzxy yz xz xy yz xz
a

xy yz xzxz xy

xy yz xz xy yz xz

 
    

   
        

     

 

     
  

2
2 3 2

( )
yz xz xy xyz

a xy yz xz
xy yz xz yz xz xy xy yz xz

  
      

      
 

     
   

3
2

yz xz xy
a xyz

xy yz xz yz xz xy xy yz xz

 
 

     
 

     同理
   

3
2

xz yz xy
b xyz

xy xz yz yz xz xy xy yz xz

 


     
， 

         
   

3
2

xy xz yz
c xyz

xy yz xz xy xz yz xy yz xz

 


     
 

     故當 , ,x y z滿足存在條件時，銳角△ ABC會被唯一決定 

 

當 , ,x y z滿足
1 1 3

x y z
  ，

1 1 3

x z y
  ，

1 1 3

y z x
  時，存在唯一的銳角△ ABC使得 , ,x y z恰為 

△ ABC的三頂點過外心到對邊的長度。 
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五、旁心 

  (一)任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC中某一個旁心到 

     三頂點之距離？ 

 

 已知 x y z  ， 

 因為旁心 J 是△ ABC一內角平分線與兩外角平分線的交點， 

 可知 ABJ 與 ACJ 必均為鈍角， 

 所以 ,AJ BJ AJ CJ  ， 

 故 AJ x 必為內角平分線所對應的長度， 

 且 0x y z    
 

 存在性 

 在 0x y z   的條件下，△ ABC才存在 

 

 唯一性 

 設 A 所對的旁切圓的半徑為 r，其中 0r   

 且
1 1 1

, ,
2 2 2

A B C        , 90o      

 sin sin( ) sin( )r x y z           cos( ) cos cos 0r x y z          

 cos( ) ,cos ,cos
r r r

x y z
        ，其中0 r z   

 因為cos( ) cos cos sin sin         2 21 ( ) 1 ( )
r r r r r

x y z y z
          

 整理後得到 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ( ) 0xyzr x y y z z x r x y z      

 令 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )f t xyzt x y y z z x t x y z      

 利用勘根定理 

r    0  z    

( )f r  負 正 負 正 

 

 由勘根定理可知 ( ) 0f t  在 (0, )z 之間恰有一實根 r  

     由圖形可知三邊長為： 

 2 2 2 2a y r z r     ， 2 2 2 2b x r z r    ， 2 2 2 2c x r y r     

     故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定 

  

當 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC中某一個旁心到三頂點之距離 
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  (二)設 , ,A B CJ J J 分別為 , ,A B C   對應的旁心。任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到 

   △ ABC，使得 , ,x y z恰為為△ ABC的三旁心到對應頂點的距離？ 

 

 如圖 , ,A B CAJ x BJ y CJ z    

 由垂心性質：三角形的內心是它旁心三角形的垂心 

 因為 , ,A B CAJ BJ CJ 為△ A B CJ J J 的三高 

 可由二、(一)的討論知： 

 當
1 1 1

, ,
x y z

滿足三角不等式時，△ A B CJ J J 會存在且唯一。 

 

 存在性 

     因為 90
2 2

B A C

B C A B C
J J J

    
      90B A CJ J J    

     同理 90 , 90B C A A B CJ J J J J J       

     再加上二、(一)中的討論中可知：當
1 1 1

, ,
x y z

構成銳角三角形時，△ ABC會存在。 

     唯一性 

     設 , ,A B B C C AJ J w J J u J J v   ，由二、(一)可知
2 1 2 1 2 1

, ,u v w
x y z  

      ， 

     其中
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z

            

     又 
2 2 2 2 2 2( cos ) ( cos )

cos
2 2( cos )( cos )

A A
A

A A

v w u w J v J a
J

vw w J v J

   
   

     故 2 2 2 2 2 2 2 2 2( cos ) ( cos ) cos ( ) cosA A A Aa v J w J J v w u u J       

      

2 2 2

2 2 2

2 1 2 1 2 1

2 1
cos

2 2 1 2 1
2

A

y z xv w u
a u J a u

vw x

y z

  



 

     
                     

  
   

  

 

                                    
2 2 2

1 1 1 1yz

x y z x

 
    

 
 

     同理
2 2 2

1 1 1 1
cos B

xz
b v J

y x z y

 
     

 
，

2 2 2

1 1 1 1
cos C

xy
c w J

z x y z

 
     

 
 

     故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定 

當
1 1 1

, ,
x y z

構成銳角三角形時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC中三旁心到對應

頂點的距離。 
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  (三)設 , ,A B CJ J J 分別為 , ,A B C   對應的旁心。任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到 

     △ ABC，使得 , ,x y z恰為△ ABC的三旁心到對應邊之距離？ 

 

     如圖 ( , ) , ( , ) , ( , )A B Cd J BC x d J CA y d J AB z    

     令 , ,A B CJ A p J B q J C r   ， 

     易知 : : :A B A BJ C J C J BC J BC x y     

     同理 : :C AJ B J B z x 且 : :B CJ A J A y z  

     B90AJ BC J BC  
1

9 0 ( 1 8 0 )
2

B A C B C A         

                          
1

( )
2

A B CBAC BCA J J J     

     又 A B ABJ C J J C  ，故 ~A A B CJ BC J J J   

     令 : 1:A AJ B J C k ，則 : : : : : :C A A BJ B J B J C J C z x kx ky  

     即 C1: : : ( ) : ( )A A A B Ak J B J C J J J J k x y x z      
x z

k
x y


 


 

     又 ~A A B CJ BC J J J  ，所以 : : : ( )A A Bx p J B J J x k x y    

     故 ( ) ( )( )p k x y x y x z     ，同理 ( )( )q x y y z   ， ( )( )r x z y z    

     其中 p q r  ( x y z  ) 

 

     存在性 

     由五、(二)的討論可知：當
1 1 1

, ,
p q r

構成銳角三角形時，△ ABC會存在 

     即當 , ,x y y z z x   構成銳角三角形時，△ ABC會存在 

     又任意給定 0x y z   ，均能使得 , ,x y y z z x   構成銳角三角形 

     故當 0x y z   時，△ ABC必存在。 

 

     唯一性 

     由五 , (二)的討論可知 :  

     令 , ,A B B C C AJ J w J J u J J v   ，則
2 1 2 1 2 1

, ,u v w
p q r  

        

     其中 ( )( )p x y x z   ， ( )( )q x y y z   ， ( )( )r x z y z    

     其中
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
( )( )( )

xy yz zx

p q r p q r p q r p q r x y y z z x


 
          

  
， 

      

     則
2 2 2

1 1 1 1 2 ( )

( )( )

qr x x y z
a

p q r p x y x z xy yz zx 

  
       

    
， 

     同理
( )y x z

b
xy yz zx




 
，

( )z x y
c

xy yz zx




 
 

     故當 , ,x y z滿足存在條件時，△ ABC會被唯一決定 

當 0x y z   時，存在唯一的△ ABC使得 , ,x y z恰為△ ABC中三旁心到對應邊的距離。 
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伍、討論 

    一、回憶一下肆、二、(二)的問題：任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 

        , ,x y z恰為△ ABC的垂心到三頂點之距離？ 

 

        在此問題中，有幾個特殊的情況： 

 

      1.當 0x y z   時，可利用二、(二)、1.中的所得的方程式：  

   3 2 2 2 2 22 cos ( )cos 0yz A x y z A x        

       將 x y z  代入，得 2 3 2 2 22 cos 3 cos 0x A x A x    

       3 22cos 3cos 1 0A A    2(cos 1) (2cos 1) 0A A   
1

cos , 1
2

A   (不合) 

       60oA  ，同理可得 60oB  , 60oC   

       故 tan60 3oa b c x x    ，即當 0x y z   時，△ ABC為正三角形。 

 

 

      2.當 0x y z   時， 

        

       

 

 

 

 

 

 

 

 

      可利用肆、二、(二)、1.中所得的方程式求出cos ,cos ,cosA B C， 

      故等腰銳角△ ABC必定存在(如上左圖) 

可利用參、二、(二)、2.中所得的方程式求出cos ,cos ,cosA B C， 

故等腰鈍角△ ABC必定存在(如上右圖) 
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    二、在肆、二、(二)的討論中，我們知道當 0x y z   時，△ ABC有兩種，並不唯一。 

        以下舉實例來驗證： 

 

實例若 4 , 3, 2 ( )x y z x y z     ，可找到兩個三角形使得 , ,x y z分別為垂心到三頂點 

的距離，且此兩個三角形其中一個是銳角三角形，另一個是鈍角三角形。 

  

說明：由肆、二、(二)、1.中⒈的推導，銳角△ ABC滿足 

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

2 (cos ) ( )(cos ) 0 , 0 cos 1

2 (cos ) ( )(cos ) 0 , 0 cos 1

2 (cos ) ( )(cos ) 0 , 0 cos 1

xy C x y z C z C

xz B x y z B y B

yz A x y z A x A

       


      


      

 

用 4 , 3, 2x y z   代入，再利用勘根定理去逼近到小數點第二位， 

可得cos 0.33 , cos 0.49 , cos 0.66C B A    

再利用電算器的反三角函數功能鍵，可得 70.64 , 60.66 , 48.7C B A          

故 180A B C      (會有一些小誤差是因為取近似值) 

 

又由肆、二、(二)、2.中的推導，對鈍角△ ABC滿足 

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2

2 (cos ) ( )(cos ) 0 , 1 cos 0

2 (cos ) ( )(cos ) 0 , 0 cos 1

2 (cos ) ( )(cos ) 0 , 0 cos 1

xy C x y z C z C

xz B x y z B y B

yz A x y z A x A

        


      


      

 

用 4 , 3, 2x y z   代入，再利用勘根定理去逼近到小數點第二位， 

可得cos 0.48 , cos 0.72 , cos 0.96C B A     

再利用電算器的反三角函數功能鍵，可得 119.8 , 43.9 , 16.3C B A          

故 180A B C      (會有一些小誤差是因為取近似值) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們的方程式確實說明了： 

當給定 , ,x y z ( )x y z  分別為垂心到三頂點的距離時，的確有兩個三角形會滿足所給條 

件，此兩個三角形其中一個是銳角三角形，另一個是鈍角三角形。 
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    三、回憶肆、二、(三)的問題：任意給定三長度 , ,x y z，是否能找到△ ABC，使得 , ,x y z   

       恰為△ ABC的垂心到三邊之距離？ 

         在肆、二、(三)的討論中，我們知道當 0x y z   時，△ ABC有兩種，並不唯一。 

         以下舉實例來驗證： 

 

實例若 10 , 2, 1( )x y z x y z     ，可找到兩個三角形使得 , ,x y z分別為垂心到三邊的 

距離，且此兩個三角形其中一個是銳角三角形，另一個是鈍角三角形。 

  

說明：由肆、二、(三)、1.中的推導， 

      銳角△ ABC滿足cos , cos , cos
10 2

t t
A B C t    

      用 10 , 2, 1x y z   代入 3 2

2 2 2

2 1 1 1
( ) 1 0t t

xyz x y z
      

      則 t即為 3 22 126
1 0

20 100
t t   的正根 

再利用勘根定理去逼近到小數點第二位，可得 0.86t  ， 

經過計算可得 26.94 , 24.41, 13.80a b c    

 

      又由肆、二、(三)、2.中的推導， 

      鈍角△ ABC滿足cos , cos , cos
10 2

s s
A B C s     

      用 10 , 2, 1x y z   代入 3 2

2 2 2

2 1 1 1
t + + t +1=0

xyz x y z

 
  
 

 

      則 s即為 3 22 126
1 0

20 100
t t   在

1
( ,1)
5

的根 

再利用勘根定理去逼近到小數點第二位，可得 0.93s  ， 

          經過計算可得 22.99 , 21.36 , 6.44a b c    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們的方程式確實說明了： 

當給定 , ,x y z ( )x y z  分別為垂心到三邊的距離時，的確有兩個三角形會滿足所給條 

件，此兩個三角形其中一個是銳角三角形，另一個是鈍角三角形。 
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陸、結論 

一、重心 

, ,x y z  

對應的量 

△ ABC  

存在的條件 

是否 

唯一 
△ ABC描述 (三邊長) 

三中線長 
, ,x y z滿足 

三角不等式 
是 

2 2 2(8 8 4 ) / 9a y z x   ， 2 2 2(8 8 4 ) / 9b x z y    

2 2 2(8 8 4 ) / 9c x y z    

重心到 

三頂點 

的距離 

, ,x y z滿足 

三角不等式 
是 

2 2 22 2a y z x   ， 2 2 22 2b z x y    

2 2 22 2c x y z    

重心到 

三邊 

的距離 

1 1 1
, ,

x y z
滿足 

三角不等式 

是 
6 1 6 1 6 1

, ,a b c
x y z  

        (註) 

 

二、垂心 

, ,x y z  

對應的量 

△ ABC  

存在的條件 

是否 

唯一 
△ ABC描述 (三邊長) 

三高 

1 1 1
, ,

x y z
滿足 

三角不等式 

是 
2 1 2 1 2 1

, ,a b c
x y z  

        (註) 

垂心到 

三頂點 

的距離 

0x y z    是 tan , tan , tana x A b y B c z C    

0x y z    是 2 2, ,a y b x c x y     (是直角三角形) 

0x y z    否 
銳角三角形時： tan , tan , tana x A b y B c z C    

鈍角三角形時： tan , tan , tana x A b y B c z C     

垂心到 

三邊 

的距離 

0x y z    是 
sin sin sin

, ,
cos cos cos cos cos cos

A B C
a x b y c z

B C A C A B
       

0x y z    否 

銳角△：
sin sin sin

, ,
cos cos cos cos cos cos

A B C
a x b y c z

B C A C A B
       

鈍角△： tan , ( sec )csca x B xtanC b x y C C     

        ( sec )cscc x z B B   

0x y z    否 △ ABC有無限多解，但三邊長要滿足ax bc  

(註) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z
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三、內心 

, ,x y z  

對應的量 

△ ABC  

存在的條件 

是否 

唯一 
△ ABC描述 (三邊長) 

三角平 

分線長 
0x y z    是 

, ,a b c為滿足 2 2[1 ( ) ]
a

x bc
b c

 


2 2, [1 ( ) ]
b

y ac
a c

 


 

           2 2[1 ( ) ]
c

z ab
a b

 


的唯一解 

內心到 

三頂點 

的距離 

0x y z    是 

2 2 2 2a y r z r    ， 2 2 2 2b z r x r     

2 2 2 2c x r y r    ，其中 r為內切圓半徑 

內心到 

三邊 

的距離 

0x y z    否 無限多解 

 

                               

四、外心 

, ,x y z  

對應的量 

△ ABC  

存在的條件 

是否 

唯一 
△ ABC描述 (三邊長) 

外心到 

三頂點 

的距離 

0x y z    否 無限多解 

外心到 

三邊 

的距離 

0x y z    是 2 tan , 2 tan , 2 tana x A b y B c z C    

0x y z    是 2 22 , 2 , 2a y b x c x y     (是直角三角形) 

0x y z    否 
銳角三角形時： 2 tan , 2 tan , 2 tana x A b y B c z C    

鈍角三角形時： 2 tan , 2 tan , 2 tana x A b y B c z C     

三頂點過

外心到對

邊的長度 

銳角△ ABC  

1 1 3

1 1 3

1 1 3

x y z

x z y

y z x


 




 



 


 
是 

   
3

2
yz xz xy

a xyz
xy yz xz yz xz xy xy yz xz

 


     
 

   
3

2
xz yz xy

b xyz
xy xz yz yz xz xy xy yz xz

 


     
 

   
3

2
xy xz yz

c xyz
xy yz xz xy xz yz xy yz xz
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五、旁心 

, ,x y z  

對應的量 

△ ABC  

存在的條件 

是否 

唯一 
△ ABC描述 (三邊長) 

某旁心到 

三頂點 

的距離 

0x y z    是 

2 2 2 2a y r z r    ， 2 2 2 2b x r z r     

2 2 2 2c x r y r    ， r為 A 所對旁切圓半徑 

三旁心到 

對應頂點 

的距離 

1 1 1
, ,

x y z
構成 

銳角三角形 

是 
2 2 2

1 1 1 1yz
a

x y z x

 
    

 
，

2 2 2

1 1 1 1xz
b

y x z y

 
    

 
 

2 2 2

1 1 1 1xy
c

z x y z

 
    

 
      (註) 

三旁心到 

對應邊 

的距離 

0x y z  

 

是 
( ) ( ) ( )

, ,
x y z y x z z x y

a b c
xy yz zx xy yz zx xy yz zx

  
  

     
 

(註)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( )( )( )( )
x y z x y z x y z x y z
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【評語】040409  

本件作品從一道高中試題出發，推廣研究一序列的問題：給定

三角形重心、垂心、外心或內心到三頂點或三邊的距離 x、y、z，

討論三角形存在的條件，以及存在時是否唯一。整體來說，這是一

篇做得還算完整的作品。對於唯一決定的三角形邊常接可以找出 x、

y、z的函數型態，對於三角形不唯一的情形也都有舉例說明。但是，

有很多地方的論證，只證明唯一性，並未證明存在性。以下舉出三

處作為參考。 

第 8-10頁中，證明給定垂心到三頂點的距離三角形唯一存在，

觀其證明，只證明三角形的三個角可以用 x、y、z決定，這是證明

唯一性，但是並未證明這三個角確實是三角形的三內角，也就是，

並未說明其和為 180度，所以實際上並未完整證明三角形的。 

第 11-14頁中，證明給定垂心到邊的距離三角形唯一存在，也

有同樣的問題。 

第 14頁中，證明給定三條角平分線長度十三角型存在，也有

同樣問題。首先，所列出來的公式為隱函數型態，其存在性並未保

證，其次，解出來的 a、b、c是否滿足三角不等式，也未證明。 
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