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摘要 

 

本文主要在探討以刮痕組合而成的鏡面全像圖之運作機制以及其背後的物理意義，並且

嘗試建立一理論數學模型以分析預測此立體影像。另外並探討實驗中的多種變因──入射光、

反射光與平面的各種夾角，距離，及半徑──之間的關係。待做完不少的實驗之後，我們發

現實驗結果竟與我們的理論模型相當的吻合，此外也說明了立體圖形成像之位置。除了以上

討論的理論與實驗之契合，本文亦指出了此理論之適用範圍及限制。 
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壹、 研究動機 

 

某一次的上課，專題老師說著要給我們看看一個有趣的東西，便在網路上找到了一個叫

做「Scratching hologram」的影片。影片中的人用圓規的尖銳端在塑膠片上畫出了弧形刮痕，

並以特定的形式、依著中間的小圖、畫了很多條刮痕。把完成的塑膠片放在太陽光底下並移

動腳步，我們可以看到刮痕上的光點形成了當初我們畫在中間的小圖，而且有種立體感覺。「居

然可以在平面中看見立體！」這讓我們對這種特殊的影像模式起了好奇心，並開始對它展開

了研究。 

 

 

 

貳、 研究目的 

 

一、探討鏡面全像圖的運作機制以及 3D 立體影像背後的物理意義 

二、建立數學模型以理論來分析此全像圖系統 

三、探討在改變不同變因時立體影像性質的變化 

四、討論推導理論與實驗的相關性與適用範圍 

五、3D 全像圖之製作與作品展示 
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參、 研究設備與器材 

 

 

  

黑色塑膠片 圓規 光源(手電筒) 

 

 
 

相機 大型量角器(腳踏車框) USB 顯微鏡 

 

 

 

分析軟體 Tracker 數學工具 Wolfram alpha 製圖工具 Excel 
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肆、 研究過程與方法 

 

一、 全像圖概論 

 

(一) 成像原理 

 

全像術(holography)又稱全像投影，是一種記錄物體反射(透射)光波中全部信息，包

括電磁波的振幅、相位等的照相技術，當心的入射光通過記錄膠片後可將該物體的

影像完全重建。而若是從不同的方位和角度觀察照片，可以看到被拍攝的物體各種

不同的角度，因此人們看到的像會產生立體的感覺。 

 

記錄 重建 

 
 

 

 

以干涉原理為基礎的全像圖的技術是由英國匈牙利裔

物理學家丹尼斯˙蓋伯(Gábor Dénes)於西元 1947 年所發明，

他在研究如何增強電子顯微鏡性能時偶然發現這項技術，之

後就一直應用於電子顯微的領域中。 

第一張光學全像圖是在 1962 年

由蘇聯科學家尤里˙丹尼蘇克(Yuri 

N. Denisyuk)拍攝的三角錐，同時，

美國密西根大學雷達實驗室的研究生艾米特˙利思(Emmett 

Leith)和尤里斯˙烏帕尼克斯(Juris Upatnieks)也發明了同樣

的技術。 
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(二) 全像術可以分成以下幾類： 

 

1. 透射全像圖：將雷射通過全像底片照射，然後從另一個方向來觀察重建的圖像，

現在已經廣泛的應用於信用卡安全防偽和產品包裝等領域。 

 

2. 反射全像圖：係將光源從和觀察者相同的方向照射底片，藉由反射來重建彩色

的圖像，同樣是利用干涉原理產生立體的像。 

 

3. 鏡面全像圖：以刻劃在二維表面上的圖像來產生三維圖像技術，以控制反射光

或折射光的方式來構造全像圖，值得一提的是有別於前面兩種全像術，鏡面全

像圖並沒有使用記錄圖像訊息的底片，我們所看到的像其實是幾何光學的結果，

與光的干涉無關。而此種全像圖也正是本研究中主要探討的一類全像術。 

 

透射全像圖 反射全像圖 

  

鏡面全像圖 
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二、 研究過程 

「鏡面全像圖」的名稱是由威廉˙比提(William Beatty)於 1990 年代推廣用圓規製造刮痕

與 3D 圖像時創造出的。本篇研究將使用比堤的方法，用圓規在黑色塑膠片上刮出圓形的

軌跡，做出"反射鏡面全像圖"，深入探討所看到之像的立體效果和其他性質。 

 

以下是我們先以立方體為主圖案刮出的全像圖，可看出立體效果 

 

 

 

 

 

 

     

在研讀過許多論文之後，可發現鏡面全像圖所程之像的確是以幾何光學來討論，且光路

途中所標明之反射點皆位於刮痕內，另外論文亦指出刮痕的截面與用來製造刮痕的工具

(刮針)形狀相同，而本次實驗中我們為了使討論方便，採用鈍端刮針，也就是尖端趨近曲

率半徑極小的圓形。 

 

為了確認刮痕截面是否與刮針截面之半圓一致，以及刮痕表面是否足夠光滑以達到反射

效果，我們使用 USB 顯微鏡拍攝刮痕作為先導實驗： 

 

【先導實驗】 

理論的範例截面模型 USB 顯微鏡擷取照片 

  

圓形刮針 平滑刮痕 

 
 

 

鈍端 
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(一) 接下來我們以二分之一圓周的截面為基礎進行討論，逐步引入反射定律和成像公式等

概念，推導出一系列的數學模型來解釋觀察者所看到的像在不同條件下的變化。 

 

(二) 為了往後分析方便，選定統一的「基底圖片」

為十字型，如右圖，並定義「近端」成像與「遠

端」成像。 

 

(三) 對於各變因所進行的實驗基本上皆採取相同

的模式： 

 

1. 繪製欲觀測之圖形，並用圓規在黑色塑膠

片上畫出圓形刻痕 

2. 選取手電筒為光源(平行光) 

3. 依實驗之各項條件架設好光源、塑膠片、

觀測者(相機) 

4. 維持適當亮度，照相或錄影 

5. 利用後續討論之幾何模型分析相片，比較

理論值與實際值 

 

(四) 控制角度的方法 

將手電筒固定在輪框上，再將軸承鎖入輪胎的中心，將鋼桿一端黏上相機，另一端固

定在軸承上。因為腳踏車共有 36 根幅條，每兩根之間的夾角就是 10 度，所以進行實

驗時只需將鋼桿和手電筒調整至目標角度固定後，即可拍照取得結果，如【圖一】。 

 

(五) 我們使用 Tracker 軟體來分析相片，如【圖二】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

光源 

近端 

原圖 

遠端 

觀測者 

顯示資料 

選取目標長

 

【圖二】 【圖一】 

鋼桿 

10° 

軸承 手電筒 
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三、 理論推導 

 

(一) 反射定律 

 

光在入射至不同物質時會產生反射與折射，

而反射時遵守反射定律，如【圖三】： 

1. 反射線、入射線和法線共平面 

2. 反射線和入射線分居法線兩側，且反射

角等於入射角。 

即便對於塑膠片所在之平面而言入射角不

一定等於反射角，但是光自刮痕反射射出必

遵守反射定律，所以反射點在刮痕裡的分布

會被入射角與反射角決定，如【圖四】 

(二) 成像公式 

1. 物距、像距和焦距之間的關係可表為 
1

𝑝
+

1

𝑞
=

1

𝑓
 

2. 本實驗以平行光作為光源，故可將物距 p視為無限大。而當曲面鏡近似於球面

鏡(如刮痕)時，𝐪 = 𝐟 =
𝒓

𝟐
 

 

(三) 光路圖 

 

1. 定義角度 

 

如右【圖五】 

反射光與水平面之夾角為θ 

入射光與水平面之夾角為φ 

光源-反射面-觀測者所在之平面為 x-z 平面 

  

【圖四】 

【圖三】 

【圖五】 

𝜃 𝜑 
x 

z 
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2. 向量分解 

 

因為光反射時遵守反射定律，故反射點係由入射光和反射光來決定，換言之，

由𝛉,𝛗決定。首先考慮遠端所成之像，不失一般性，假設θ > φ。 

將入射光與反射光沿反射點之切線與法線重新定義角度，如【圖六】【圖七】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上圖可知，入射光、反射光與反射面

切線的夾角均為
𝜽+𝝋

𝟐
，且新水平面與原水

平面夾角為
𝜽−𝝋

𝟐
。將反射光沿新坐標系作

向量分解，得到鉛直分量= 𝑙′⃑⃑ sin
𝜃+𝜑

2
，

水平分量= 𝑙′⃑⃑ cos
𝜃+𝜑

2
，如【圖八】 

 

3. 成像過程 

 

由成像公式可知，光垂直於反射面的分量照射於曲面鏡時會因為發散或匯聚的

效果而成像，且在反射範圍很小、並近似反射面為球面鏡時，像距可表為q =
𝑟

2
 

但其實所謂的曲率半徑 r 是會隨著反射點而改變的，如【圖九】 

 

 

 

 

 

 

【圖九】以三個不同反射點為例，綠色：凹面鏡，藍色：平面鏡，紫色：凸面

鏡。不同反射方向的確會有不同的曲率半徑。 

【圖六】 【圖七】 

【圖八】 
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為了求得真正的等效曲率半徑𝒓𝒆𝒒，我們以原始刮痕的半徑為基礎建構一個函數， 

使得函數值在反射點偏移角度
𝛉−𝛗

𝟐
= 𝟎

時趨近無限大，
𝛉−𝛗

𝟐
= ±𝟗𝟎°時為±𝟏。 

而從【圖十】中亦可得知，等效曲率

半徑𝑟𝑒𝑞和原本刮痕的半徑 r 形成一個

直角三角形，經過角度代換後，等效

曲率半徑： 𝒓𝒆𝒒 = 𝒓 𝐜𝐬𝐜
𝜽−𝝋

𝟐
 

符合先前對函數值所作之預測。 

 

 

4. 計算像高 

利用成像公式可得光之鉛直分量(或延伸

線)匯聚於
𝒓𝒆𝒒

𝟐
處，但真正的成像位置則位於

【圖十一】中紫色線條(真正光走的路線)

之延伸線匯聚之處。 

 

 

 

 

如【圖十二】，定義： 

像高為成像點到原水平面的距離 

橘色：像高 𝒉 

紫色：反射光延伸線 t 

黃色：鉛直分量長度 
𝑟𝑒𝑞

2
 

 

 

【圖十】 

【圖十一】 

【圖十二】 
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公式推導，如【圖十三】：  

ℎ = 𝑡 sin 𝜃  

將𝑡以𝑟𝑒𝑞表示 ℎ = 𝑟𝑒𝑞 csc
𝜃+𝜑

2
sin 𝜃  

將𝑟𝑒𝑞以𝑟表示 ℎ = 𝑟 csc
𝜃−𝜑

2
csc

𝜃+𝜑

2
sin 𝜃  

積化合差得  𝒉 = 𝒓
𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝐜𝐨𝐬𝝋−𝐜𝐨𝐬𝜽
  -【式一】 

 

5. 其他情況 

 

以上討論的情形為θ > φ、位於遠端的像，而其他狀況下的像高亦可用此公式來

表示： 

 

 遠端 近端 

𝛉 > 𝛗 

  

虛像，h<0 實像，h>0 

𝛉 < 𝛗 

  

實像，h>0 虛像，h<0 

 

以成像公式推導出來的像高 ℎ = 𝑟
sin𝜃

cos𝜑−cos𝜃
 在這四種情況中依然適用。 

  

𝑡 

【圖十三】 
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(四) 從照片求得像高實際值 

 

1. 定義放大率 

 

首先定義 R 為觀測者到反射點的距

離，而在實驗中我們令R ≫ r使得近

端和遠端的像之θ與φ近似一樣。 

而從【圖十四】中可看出，在同樣

條件下近端和遠端各有不同的放大

率，若定義放大率=k，則： 

虛像 k<1，實像 k>1。 

 

2. 由放大率求像高 

 

由於先前所述之成像皆為單一刮痕上的情形，而我們在實驗中真正觀察的是十

數個圓形刮痕所構成的十字形圖案，所以匯聚後產生橫向的縮放效果是正常的，

也因為如此我們才能用以下的三角形法求出像高的實驗值。 

 

(1) 虛像 

如【圖十五】 

我們看到的虛像位於塑膠片下方，

且規格應與原圖案相同(因為它是

反射點的集合)，但是其實我們看到

的"像”位在反射點與眼睛的連線上，

所以虛像會縮小。 

1 ∶ k = (ℎ + 𝑅 sin 𝜃) ∶ 𝑅 sin 𝜃  

放大率：𝒌 =
𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽

𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽+𝒉
 

 

(2) 實像 

如【圖十六】 

與虛像雷同，我們所看到放大的像

是因為實像所在的位置較靠近觀測

者，導致反射點範圍擴大，所以實

像會放大。 

k ∶ 1 = 𝑅 sin 𝜃 ∶ (𝑅 sin 𝜃 − ℎ)  

放大率：𝒌 =
𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽

𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽−𝒉
 

 

縮小虛像 

放大實像 

原圖 

【圖十四】 

【圖十五】 

【圖十六】 
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由於像高 h 的正負受其性質影響，故虛像的像高應代負值： 

放大率：𝒌 =
𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽

𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽−𝒉
           -【式二】    

像高：𝒉 = 𝑹𝐬𝐢𝐧𝜽 (
𝒌−𝟏

𝒌
) 

即可由照片中的放大率求得像高的實驗值。 

 

(五) 成像位置 

 

1. 定義角度 

 

在同一組θ與φ中，若在 x-y 平面

(平行塑膠片的平面)上做偏轉，則

定義在該平面上的旋轉角度為𝛂，

如【圖十七】。 

同時我們所看到像也會因為新增

了α而產生偏轉，在此我們定義像

的偏轉角度為𝛃。 

 

2. 反射路徑 

 

由於入射光為單一方向的平行光，所以

如果反射位置發生改變，就代表光線並

非"正面"射入刮痕，在這種情況下若要探

討光的路徑，我們可以將所有可能的反

射光之方向向量標示出來，如【圖十八】

(考慮光在 x-y 平面上的投影) 

 

反射光必遵守反射定率，特別地： 

 正面反射時：投影至 x-y 平面上的入

射角等於反射角。 

 恰好掠過時：等於沒有碰到反射面，

光線直進，x-y 平面上光徑不變。 

 

而其他所有可能反射光的方向向量之軌

跡則可構成一個圓，當然，本實驗中採

用的塑膠片非透明，故此"圓"的下半部反

射光無效。 

  

𝛼 

𝑦 

𝑥 

觀測者 

光源 

【圖十七】 

【圖十八】 
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3. 計算成像位置 

 

選定圓上的一個位置，由於現在所討論的入射光僅取其水平分量，故令其反射

光和水平面的夾角為θ′，偏轉角度為α，像的偏轉角度為β，如【圖十九】。 

 

觀察 x 軸和反射光的水平分量所形成的三角形

(見【圖二十】)，x 軸代表的是"恰好掠過"刮痕

時反射光之水平分量𝑹𝐜𝐨𝐬𝝋，而反射光在水平

面上的投影為𝑅 cos 𝜃 ′ = 𝑹𝐜𝐨𝐬 𝜽。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由正弦定理可求得β：
sin𝛽

𝑅 cos𝜃
=

sin(180°−𝛼−𝛽)

𝑅 cos𝜑
  

sin 𝛽 = sin(𝛼 + 𝛽)
cos𝜃

cos𝜑
=

sin(𝛼−𝜃+𝛽)+sin(𝛼+𝜃+𝛽)

2 cos𝜑
  

積化合差得： sin 𝛽 =
2 cos𝜃 cos𝜑 sin(𝛼+𝛽)

cos2𝜑+1
  

將結果代入數學工具求解得： 𝜷 = 𝐜𝐨𝐬−𝟏

(

 
 

±
𝐜𝐨𝐬𝜶(

𝐜𝐨𝐬𝜽

𝐜𝐨𝐬𝝋
)−𝟏

√(
𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝐜𝐨𝐬𝝋
)
𝟐
+𝟏−𝟐𝐜𝐨𝐬𝜶(

𝐜𝐨𝐬𝜽

𝐜𝐨𝐬𝝋
)

)

 
 

           

           偏轉角度𝛽可表為θ, φ, α的函數。 

 

4. 理論模型 

 

最終建構出 3D 圖形的兩個特徵：像高(𝒉)與像的位置(𝜷)可寫成下列四個變項

(𝐫, 𝛉,𝛗, 𝛂) 的函數：  

模型： ℎ = 𝑟
sin𝜃

cos𝜑−cos𝜃
 𝛽 = cos−1

(

 
 

±
cos𝛼(

cos𝜃

cos𝜑
)−1

√(
cos𝜃

cos𝜑
)
2
+1−2cos𝛼(

cos𝜃

cos𝜑
)

)

 
 

   -【式三】  

𝛼 

𝛽 

【圖二十】 

【圖十九】 

x 
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四、 操縱變因 

根據推導式，如【圖二十一】： 

(一) 刮痕半徑 r  

(二) 觀測者與平面角度 θ 

(三) 光源與平面角度 φ 

(四) 觀測者偏轉角度 α 

五、 應變變因 

(一) 像高 h 

(二) 像偏轉角度 β 

伍、 研究結果 

一、 實驗一：刮痕半徑 𝐫 

操縱變因：r = 1~5cm 

保持不變變因：θ = 60°, φ = 30°, α = 0° 

實驗結果： 

r (cm) 1 2 3 4 5 

結果 

 
    

近端像高 (cm) 2.32 4.93 6.76 9.58 11.69 

遠端像高 (cm) -2.34 -4.49 -7.12 -9.51 -11.85 

 

以上呈現像高之數據是將用 tracker 分析相片所得之放大率帶【式一】後求出的結果，將

像高 h 對刮痕半徑 r 作圖： 

 
從這兩張圖我們可以看出 h 和 r 之間存在線性關係，且在近端與遠端的結果有正相關與

副相關之別，而更多數據地解釋將在討論的部分呈現。 

y = 2.35x 
R² = 0.9968 

0

5

10

15

0 1 2 3 4 5

像
高

h
 (

cm
) 

刮痕半徑r (cm) 

h-r 圖 (近端) 

y = 2.3751x 
R² = 0.9986 

-15

-10

-5

0

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0

像
高

h
 (

cm
) 

刮痕半徑r (cm) 

h-r 圖 (遠端) 

【圖二十一】 
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二、 實驗二：反射光與水平面夾角 𝛉 

 

操縱變因：θ = 10°~90° 

保持不變變因：r = 3cm,φ = 30°, α = 0° 

 

實驗結果： 

θ (°) 10 20 30 

結果 

  
 

近端像高 (cm) -3.66 -11.86 -- 

遠端像高 (cm) 3.57 11.78 -- 

θ (°) 40 50 60 

結果 

  
 

近端像高 (cm) 17.82 10.46 6.99 

遠端像高 (cm) -18.01 -10.59 -6.96 

θ (°) 70 80 90 

結果 

   

近端像高 (cm) 5.72 4.83 3.12 

遠端像高 (cm) -5.65 -4.95 -3.04 
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上表顯示之像高為把實驗照中的放大率帶入【式一】後求出的值，將此像高 h 對θ做圖，

同時分為近端與遠端來討論，並和【式二】中模擬出來的值做比較，另外，為了確定

結果的趨勢，我們額外做了兩個數據點，分別為𝛉 = 𝟐𝟓°, 𝛉 = 𝟑𝟓°。 

 

 

 
 

由上圖可看出 h 在𝛉 = 𝛗時發散，且近端像高的值約等於遠端像高的相反數，而這些現

象均可由理論證明之，我們將在討論中詳述。 

  

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

像
高

h
 (

cm
) 

θ (°) 

𝜽-h 圖 (近端) 

-40
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0
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40

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

像
高

h
 (

cm
) 

θ (°) 

𝜽-h 圖 (遠端) 

近端 h 實驗值 

近端 h 理論值 

h 在 θ = 30°(= φ)時發散 

遠端 h 實驗值 

遠端 h 理論值 

h 在 θ = 30°(= φ)時發散 
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三、 實驗三：入射光與水平面夾角 𝛗 

 

操縱變因：φ = 10°~90° 

保持不變變因：r = 3cm, θ = 60°, α = 0° 

 

實驗結果： 

φ (°) 10 20 30 

結果 

   

近端像高 (cm) 5.24 5.96 7.19 

遠端像高 (cm) -5.37 -6.03 -7.02 

φ (°) 40 50 60 

結果 

   

近端像高 (cm) 10.05 16.25 -- 

遠端像高 (cm) -9.88 -16.04 -- 

φ (°) 70 80 90 

結果 

   

近端像高 (cm) -14.97 -9.12 -5.72 

遠端像高 (cm) 15.18 8.95 5.58 
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上表中的像高一樣是把照片中的放大率帶入【式一】求出的值，將此像高 h 對φ做圖，

並和【式二】模擬出來的值做比較，同樣的，為了確定結果是否符合理論，我們再次多

做了兩個數據點，分別為𝛗 = 𝟓𝟓°,𝛗 = 𝟔𝟓°。 

 

 

 
 

由上圖可看出 h 同樣在𝛉 = 𝛗時發散，且近端像高的值一樣等於負的遠端像高，而且圖

表顯示實驗值與理論值相當符合，關於此現象更多的資訊一樣將在討論中詳述。 
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遠端 h 理論值 

遠端 h 實驗值 

遠端 h 理論值 

h 在 φ = 60°(= θ)時發散 

h 在 φ = 60°(= θ)時發散 
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四、 實驗四：觀測者在 x-y 平面上的偏轉角度 𝛂 

 

(一) 情況一：θ > φ 

 

操縱變因：α = 0~180° 

保持不變變因：r = 3cm, θ = 60°, φ = 30° 

 

α (°) 0 30 60 90 

結果 

    

β (°) 近端 0.00 -28.62 -35.13 -31.18 

β (°) 遠端 180.00 151.30 145.08 148.51 

α (°) 120 150 180 

結果 

   

β (°) 近端 -22.46 -9.74 0.00 

β (°) 遠端 157.92 170.18 180.00 

 

將結果所得之近端、遠端像所位移之β與觀測者所偏轉之角度α作圖，並放上【式三】

所模擬出的結果與實驗值比較： 

 

-60

-30

0

30

60

90

120

150

180

0 30 60 90 120 150 180

β
 (
°)

 

α (°) 

β-α圖 

遠端 β 實驗值 

近端 β 實驗值 

遠端 β 理論值 

近端 β 理論值 
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(二) 情況二：θ < φ 

 

操縱變因：α = 0~180° 

保持不變變因：r = 3cm, θ = 30°, φ = 60° 

 

α (°) 0 30 60 90 

結果 

 
   

β (°) 近端 0.00 57.12 94.22 116.95 

β (°) 遠端 -180.00 -123.25 -85.71 -62.80 

α (°) 120 150 180 

結果 

   

β (°) 近端 140.26 160.38 180.00 

β (°) 遠端 -39.53 -19.85 0.00 

 

再一次將結果所得之近端、遠端像所位移之β與觀測者所偏轉之角度α作圖，放上帶

入不同θ, φ值的【式三】所模擬出的結果與實驗值比較： 

 

-180

-120

-60

0

60

120

180

0 30 60 90 120 150 180

β
 (
°)

 

α (°) 

β-α圖 

遠端 β 實驗值 

近端 β 實驗值 

遠端 β 理論值 

近端 β 理論值 
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在上述兩種不同的情況中可以看到一個十分有趣的現象，當𝛉 > 𝛗時，當觀測者偏轉半

圈到對面時，會發現像跟著偏轉到一個角度時便轉回去，也就是 β 存在極值，而若是𝛉 > 𝛗則

情況大不相同，立體成像會隨著觀測者一起移動而不會折返，雖然 β 和α不成線性關係，但是

當觀測者最後移動𝟏𝟖𝟎°時像也恰好跑到對面，同時我們把實驗值和理論模擬出來的結果比較

也相當符合，而為什麼不同的θ, φ會造成不同的效果，我們將再討論的部分給予解釋。 

 

五、 實驗五：平面圖與立體圖之轉換與比較 

 

在經過先前對於全像圖所成之像的探討後，由【式一】可知像高與刮痕半徑成正比，即便如

此，以上實驗所用的十字形圖像也僅限於「有像高的平面圖型」，為了使立體效果更加明顯，

我們嘗試在同一張全像圖中改變半徑造成深淺的差異，來增加 3D 效果，以下為實驗方法： 

 

 

 

 

 

  

刮痕半徑 12cm 

刮痕半徑 10cm 

刮痕半徑 14cm 

刮痕半徑 10cm 

刮痕半徑 10cm 

1. 如左圖，圖形為一正四面體之俯視圖。 

紅色三角形為正四面體底面，而黃點為

正四面體之最高頂點。 

2. 經公式轉換後，我們得到如下圖形。 

再以各點為圓心，分別依各點不同半徑

作弧形刮痕(半徑數值如下)，得下頁表

格照片。 

【圖片說明】 

紅色三角形為底面，刮痕半徑皆為 10cm；

而由頂點至底面的側邊的刮痕半徑，則以

等差遞減，故側邊各點分別以不同的半徑

作弧形刮痕，如下圖。 
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另外這樣的全像圖在人移動的時候，也就是α不為零，將更能看出深淺的差異，理由在於不同

半徑的刮痕在改變水平角度的時候所對應到的β會有所不同，其修正項如下： 

α′ = tan−1 (
sin 𝛼

cos 𝛼 −
∆𝑟
𝑅

) 

其中，∆𝑟為與標準刮痕的半徑差，R為觀測者到塑膠片的距離，也就是說對於不同半徑的刮

痕，其成像位置移動的方程式的參數α不一樣，才會造成像的轉動。 

另外，我們將座標、角度等初始條件帶入軟體中畫出 3D 模擬圖與真實情況比較，結果如下： 

α 0° 20° 40° 60° 

實

際

照

片 

    

理

論

圖 

    

 

為了重複確認電腦模擬的方式是否準確，我們算出 3D 圖像公式的反函數，並將光點圖形代回

求出原始的針尖位置，結果如下： 

全像圖結果 詳細資料 模擬圖 真實草稿 

 

R (cm) 30 

  

θ (°) 30 

φ (°) 90 

α (°) 0 

 

R (cm) 30 

θ (°) 30 

φ (°) 90 

α (°) 30 

換句話說，今後只要利用這個反函數，就可以先建構出我們想要看到的圖形，在換算成一開

始的圓規位置，這樣一來不只驗證了公式的正確性，更提供了更簡便的全像圖繪製方法。 
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陸、 討論 

 

一、 像的物理意義 

 

(一) 確定像的來源 

 

在理論推導的時候我們以成像公式和等效

面鏡來解釋這個全像圖系統，而為了確定

此種解釋方法的正確性，我們以平行的刮

痕來確認有無 3D 的效果。 

如右圖，可發現平行刮痕的確沒有立體圖

像的產生，故可確定像的來源的確是刮痕

匯聚與發散光線的效果。 

 

(二) 確定像的性質 

 

由於虛像位的成像點位於塑膠片的下方，且不方便驗證像的性質，所以我們轉而從

實像下手，確定到底光線是否會聚而產生實像。 

我們採用較為特殊的屏幕法，因為普通的屏幕一來會遮住光源，二來會因為塑膠片

非刮痕的部分反射其他方向的光而較難分辨是否為成像點，所以我們以相機朝反射

點逼近，發現”像”在鏡頭裡的分布不斷擴大且變亮，代表光線的確有匯聚，如下圖。 

 

 

 

   

另外從推導式也可以直接解釋為什麼在一圈刮痕之中會有兩個像，由於在分析時我

們將刮痕的圓心視為原點，所以所謂的”近端”與”遠端”其實代表了不同正負號的 r，

此時再帶回ℎ = 𝑟
sin𝜃

cos𝜑−cos𝜃
，即可發現在同一情況下 h 有 2 個解，分別為一正一負，

說明了兩個像的成因。 

二、 刮痕半徑對像高的影響 

根據推導式：ℎ = 𝑟
sin𝜃

cos𝜑−cos𝜃
∝ 𝑟 

像高應與半徑成正比，而實驗中 h 與 r 的關係約為：𝐡 = 𝟐. 𝟑𝟔𝐫 

而斜率理論值為
sin60°

cos30°−cos60°
= 𝟐. 𝟑𝟔𝟔，由此可知實驗與理論相符。 

  

 

無法成像 
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三、 𝛉,𝛗對像高的影響 

 

(一) 現象解釋 

由推導式ℎ = 𝑟
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑐𝑜𝑠𝜃
可知，當𝑟,

𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑐𝑜𝑠 𝜃
同號時，h>0 為實像；當𝑟,

𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑐𝑜𝑠𝜃
異

號時，h<0 為虛像。若單只討論近端或遠端其中一個區域，顯而易見地，實像和虛

像的分野便是從𝐜𝐨𝐬𝛗 < 𝐜𝐨𝐬 𝛉演變為𝐜𝐨𝐬𝛗 >𝐜𝐨𝐬 𝛉的時候，也就是𝛗的值"跨過"𝛉的

值的時候，實、虛像易位。 

而在臨界點𝛗 = 𝛉時，像高的左右極限分別趨近±∞，看到的圖形將會是所有的刮痕

一起發亮，無法定義像高。 

 

(二) 結果分析 

先前實驗二與實驗三中的圖表均直接拿像高對θ, φ作圖，此時若令
𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝐜𝐨𝐬𝝋−𝐜𝐨𝐬𝜽
= ∆ 

則推導式可寫為：ℎ = 𝑟
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑐𝑜𝑠𝜃
= 𝑟 ∙ ∆ ∝ ∆ 

此時將實驗二、實驗三中的數據重新整理，把像高 h 對 ∆ 作圖 

 

實驗中像高與 ∆ 的關係為 𝐡 = 𝟐. 𝟗𝟒∆，而斜率理論值為𝟑 (初始半徑為 3cm) 

由此可知實驗與理論相符。 
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四、 𝛂對𝛃的影響 

 

(一) 現象解釋 

 

在改變偏移角度的實驗中，我們可以發現從α = 0°轉到α = 180°的過程中，θ > φ和

θ < φ的情況相差甚遠，而此結果主要是受到像的性質所影響，因為事實上當觀測者

移動時，反射點也會跟著移動，連帶影響到成像，如下表： 

 

 移動前 移動後 結果 

𝛉 > 𝛗 

  

維持原狀→

像轉回原處 

𝛉 < 𝛗 

  

交換位置→ 

像轉到對面 

 

並且由理論推導可知，在偏轉α時像所對應的β角，如果成虛像則像的位移方向跟觀

測者相同(注意：非角位移方向!!)，若成實像則跟觀測者位移方向相反，所以結果的

兩張數據圖中β的初始方向才會一個往正向、一個往負向(因為像的性質不同)。 
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(二) 數據解釋 

雖然在實驗四應變變因從像高 h 變為像的偏轉角度𝛽，在數據圖中我們依然直接拿

觀測者偏轉角度𝛼對β作圖，如果我們令 𝛺 = cos−1

(

 
 

±
cos𝛼(

cos𝜃

cos𝜑
)−1

√(
cos𝜃

cos𝜑
)
2
+1−2cos𝛼(

cos𝜃

cos𝜑
)

)

 
 

 

則偏轉角度的推導式可寫為：β = 𝛺 

將實驗四的數據重新整理，將像的偏轉角度β 對𝛺作圖： 

 

 

β ≈ 𝛺，代表實驗值與理論值相符 

另外兩個像有相對的運動模式在公式裡也是有跡可循的，由推導式

β = cos−1

(

 
 

±
cos𝛼(

cos𝜃

cos𝜑
)−1

√(
cos𝜃

cos𝜑
)
2
+1−2cos𝛼(

cos𝜃

cos𝜑
)

)

 
 

 可看出β其實有𝟒個解，此時只要定義出𝛂的方

向，即可得β的𝟐個解，分別為𝛃與𝟏𝟖𝟎° + 𝛃，說明了兩個像偏移時的運動模式。 
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五、 理論模型應用上的限制 

 

(一) 刮痕：一整圈 → 一段弧 

 

在實驗中我們皆採用”一整圈”的刮痕，所以只要看的到像，必定會在近端及遠端產

生立體的像，且一定為一個實像、一個虛像，但是如果刮痕不是一個完整的圓，使

得反射點不在刮痕的範圍內，我們就無法看到像。 

以 
1

4
 圈刮痕範圍取代整圈的刮痕進行實驗： 

1

4
 圈 

    

 

由上可看出若刮痕範圍小於𝟏𝟖𝟎°，將只能看到一個像，像的性質(實像或虛像&像高)

亦由推導式ℎ = 𝑟
sin𝜃

cos𝜑−cos𝜃
決定，且觀測者在偏轉α之後，像的角位移若是超出刮痕

範圍，觀測者就無法看到像。 

 

(二) 觀看實像的限制 

 

先前所有實驗所加上的條件：𝐑 ≫ 𝐫，

其意義除了確保近端與遠端成像條件

相同外，同樣重要的是實像的成像點必

須在觀測者與反射點之間，如果等效曲

率半徑太大時，像距 q 就有可能超過觀

測者與反射點的距離，也就是成像在觀

測點之後，如【圖二十二】 

因此觀測者到反射點的距離 R 有其限

制： 

R sin 𝜃 ≥ ℎ = 𝑟
sin𝜃

cos𝜑−cos𝜃
  

𝑹𝒎𝒊𝒏 =
𝒓

𝐜𝐨𝐬𝝋−𝐜𝐨𝐬𝜽
  

而在所有實驗中所採用之 R=100cm 皆大於任何情況下的
𝑟

cos𝜑−cos𝜃
。 

  

像消失 

【圖二十二】 
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柒、 結論 

一、 像的物理意義： 

(一) 光在刮痕內反射，且必遵守反射定律。 

(二) 像的來源是刮痕匯聚與發散光線的效果。 

(三) 所成之像為一實像且在塑膠板上方，另一為虛像且在塑膠板下方；根據像高推導式

亦可得出一正一負之解，說明了為何有兩成像。 

 

二、 刮痕半徑對成像高度的影響： 

刮痕半徑與成像高度成正比，在 θ = 60°, φ = 30°時：h = 2.36r，且理論假設與實驗結

果都呈現此關係。 

 

三、 𝛉,𝛗對像高的影響： 

根據推導式：ℎ = 𝑟
𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜑−𝑐𝑜𝑠 𝜃
> 0 時為實像，ℎ = 𝑟

𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝜑−𝑐𝑜𝑠 𝜃
＜0 實為虛像；換言之， 

cosφ < cos θ演變為cosφ > cos θ時，實像與虛像易位；且實驗結果與理論值相符。 

 

四、 𝛂對𝛃的影響： 

β = cos−1

(

 
 
 

±
cos𝛼 (

cos 𝜃
cos𝜑

) − 1

√(
cos 𝜃
cos𝜑

)
2

+ 1 − 2 cos 𝛼 (
cos 𝜃
cos𝜑

)
)

 
 
 

 

(一) 且定義出α的方向，即可得β的兩解：β與180° + β，β之解說明兩個像的運動模式。 

(二) 一開始的虛像的移動方向與觀測者相同，實像則相反。 

(三) 𝛉 > 𝛗時像會折返，𝛉 < 𝛗時像會轉到對面，此現象與象的性質(實 or 虛)有關。 

五、 理論模型應用上的限制： 

(一) 若刮痕不是一個完整的圓，使得反射點不在刮痕的範圍內，我們就無法看到像。 

(二) 若等效曲率半徑太大時，像距 q 有可能超過觀測者與反射點的距離 R，因此造成觀

察者看不到成像；本實驗中 R=100cm皆 > 
𝑟

cos𝜑−cos𝜃
以確保q在限制範圍內。 

六、 平面圖與立體圖之轉換： 

(一)平面圖可經由函數公式轉換為立體圖；反之，立體圖可由反函數公式轉換為平面圖。 

(二)不同半徑的刮痕在改變水平角度所對應到的β修正項：α′ = tan−1 (
sin𝛼

cos𝛼−
∆𝑟

𝑅

)。 
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捌、 作品展示 
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【評語】040109  

本作品探討分析弧形刮痕全像圖之原理，分析方法有條理，對

於該成像原理有良好之理解，並也提出進一步應用的想法，值得肯

定鼓勵。 
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