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摘要 

 
本研究從第 46 屆全國科展「滾滾紅成」延伸，以立體圖形為研究方向，

試以「立體一筆畫」方式將兩個多面體互繞，將其中一個不動的多面體作為

基準多面體，另一個多面體則沿著基準多面體的邊繞行基準多面體的面，最

後繞回起始面，且繞行路徑不重複經過基準多面體的同一面，發現正多面體

在接觸面相同時可立體一筆畫互繞詳盡證明之。另外，探討其繞法種類，其

中正四繞正四面體為 6 種；正六繞正六面體為 32 種…等，接著求出環繞後的

不同旋轉點其對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、旋轉軌跡圖形及總旋轉

軌跡長，其正 m 面體繞正 n 面體旋轉角度公式為
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，並將研究結果應用至演唱會或

KTV 中的燈光設計及建築節能省電裝置。 

  
   

 



 2 

壹、研究動機： 
從第 46 屆全國中小學科展第三名作品「滾滾紅成」出發，其架構乃以平面一三

角形去沿著正方形邊旋轉為研究內容，我們試將其推廣至立體，然立體軌跡探討之困

難在於空間圖形無法如平面圖形一樣描繪。於是嘗試使用軟體探討多面體滾動之可行

性，並深入求出可滾動之多面體其旋轉時之各種性質，此外，我們試著讓不同多面體

來互繞，探討其旋轉步驟數、旋轉中心、旋轉半徑、旋轉角度並利用數學課本第四、

五冊幾何單元之相關知識進行研究探討。  

貳、研究目的： 

一、探討八十種均勻多面體其是否可以互繞，其可互繞之多面體種類及其特性。 

二、探討均勻多面體互繞時，是否可立體一筆畫？ 

三、探討正多面體立體一筆畫時，其繞法種類為何？  

四、探討正多面體立體一筆畫互繞時，以多面體中不同旋轉點其對應之旋轉中心變

化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應旋轉軌跡長。 

参、研究設備及器材：Cabri 3D 

肆、名詞釋義： 

1. 繞：是指以相同種面體，其中一個為基準多面體，再以另

一個多面體沿著面，讓基準多面體一面與另一多面體接

觸一次。(如右圖是正四面體繞正四面體) 

 

2. 立體一筆畫：以面繞面，由起始面開始繞完基準多面體全部的面，且不繞到重覆

的面，最後繞回起始面（其路徑不中斷）。 

【舉例】正四面體繞正四面體立體一筆畫 

我們將每個面標號(如右圖)以便討論 

由此順序(1→4→3→2→1)來繞，即為立體

一筆畫。 

  

       

3.旋轉軸：旋轉時，由旋轉前、後皆在同一位置的兩點之連線所構成的 

4.旋轉中心：從起始點作一線垂直旋轉軸，該線與旋轉軸交點為旋轉中心 

5.均勻多面體：在幾何學中，均勻多面體是一種具有正多邊形面且頂點可遞的多面

體，即等角傳遞它的頂點，可以等距映射任一頂點到任何其他頂點）

由此可知該多面體具有具有高度反射和旋轉對稱。 
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伍、研究過程與結果： 

事實上，立體的圖形遠比平面圖形困難許多，主要是立體圖形的軌跡在空間中

難以想像，因此我們嘗試使用電腦繪圖軟體 Cabri 3D 輔助研究。 

 
一、探討八十種均勻多面體其是否可以互繞，其可互繞之多面體種類和

特性。 

(一)探討八十種均勻多面體在其兩者皆同一種多面體時，是否可以互

繞，以及其可互繞之多面體種類和特性。 
首先針對所有已知多面體去嘗試，可以互繞的記為 O，不能的為 X，整理表格如

下： 
種類 正四面體 截頂四面體 八面體 八合四面體 四合四面體 扭棱立方體 小立方截半立方體 大立方截半立方體 

圖 

        

互繞 O O O X X O X X 

種類 
六合五面

體 

立方截頂截

半立方體 

大均勻斜方

截半立方體 
立方體 截半立方體 截頂八面體 小斜方六面體 

星狀截頂六面

體 

圖 

        

互繞 X X X O O O X X 

種類 
大截頂截

半立方體 

大斜方六面

體 
二十面體 十二面體 

三十二面體(截

半十二面體) 

截頂二十面

體 
截頂十二面體 

小二十合三十

二面體 

圖 

        

互繞 X X O O O O O X 

種類 
小斜方三

十二面體 

大截頂三十

二面體 

扭棱十二面

體 

小雙三斜三

十二面體 

小二十合扭棱

三十二面體 

小十二合三

十二面體 

小星狀十二面

體 
大十二面體 

圖 

        

互繞 O O O X X X X X 

種類 
十二合十

二面體 

截頂大十二

面體 

斜方十二合

十二面體 

小斜方十二

面體 

扭棱十二合十

二面體 

雙三斜十二

面體 

大雙三斜方十二

合三十二面體 

小雙三斜方十二

合三十二面體 

圖 

        

互繞 X X X X X X X X 

種類 
截頂立方

體 

小斜方截半

立方體 

大斜方截半

立方體 

三十二合十

二面體 

二十截頂十二

合十二面體 

扭棱三十二

合十二面體 

大三斜三十二

面體 

大二十合三十

二面體 

圖 
        

互繞 O O O X X X X X 

種類 
小二十合

四面體 

小十二合二

十面體 

小十二合六

面體 

大星狀十二

面體 
大二十面體 

大三十二面

體 

大截頂二十面

體 
斜方二十面體 

圖 

        

互繞 X X X X X X X X 

種類 
大扭棱三十

二面體 

小星狀截頂

十二面體 

截頂十二合

十二面體 

反扭棱十二

合十二面體 

大十二合三十

二面體 

小十二合十

一面體 

大十二合二十

面體 

大扭棱十二合

三十二面體 

圖 

        

互繞 X X X X X X X X 

種類 大十二合十 大星狀截頂 均勻大斜方 大截頂三十 大反扭棱三十 大十二合六 大二十合六面 小後扭棱二十
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一面體 十二面體 三十二面體 二面體 二面體 面體 體 合三十二面體 

圖 

        

互繞 X X X X X X X X 

種類 
大斜方十

二面體 

大後扭棱二十合

三十二面體 

大雙斜方三

十二面體 
五角柱 五反角柱 五星角柱 五星反角柱 

五星交叉反角

柱 

圖 

        

互繞 X X X O O X X X 

【研究結果】發現凹均勻多面體都不可互繞，而凸均勻多面體皆可互繞。 

【理由】因為凹多面體的凹面無法接觸，因此不可互繞；凸多面體的面可接觸，

因此可以互繞。 

 

 (二)探討八十種均勻多面體是兩種不同多面體時是否可以互繞，以

及其可互繞之多面體種類和特性。 

首先，觀察發現多面體間是否可互繞可能和多面體面的種類有關，因此進

一步整理，下表中組成邊形表示法 A(b)代表多面體中組成邊形乃 A 個 b 邊形： 

舉例：1.正四面體 4(3)代表其由四個正三角形組成。 

2.截頂二十面體 12(5)、20(6)代表由 12 個正 5 邊形和 20 個正六邊形

所組成。 

多面體種類 正四面體 正八面體 正六面體 正十二面體 正二十面體 截半立方體 
三十二面體

(截半十二面體) 

組成邊形 4(3) 8(3) 6(4) 12(5) 20(3) 8(3)、6(4) 
20(3)、

12(5) 

多面體種類 截頂四面體 截頂八面體 截頂立方體 
截頂 

十二面體 

截頂 

二十面體 

大截頂 

三十二面體 

小斜方 

截半立方體 

組成邊形 4(3)、4(6) 8(6)、6(4) 6(8)、8(3) 
20(3)、

12(10) 

12(5)、

20(6) 

30(4)、

20(6)、

12(10) 

8(3)、18(4) 

多面體種類 正五角柱 正五反角柱 
小斜方 

三十二面體 

扭棱 

十二面體 

(大) 斜方 

截半立方體 
扭棱立方體 

 
組成邊形 

5(4)、 

2(5) 

10(3)、 

2(5) 

20(3)、

30(4)、

12(5) 

80(3)、

12(5) 

12(4)、

8(6)、6(8) 
32(3)、6(4) 

【研究結果 1】發現正四面體、正八面體、正二十面體都只由正三角形所組成，

故若組成之正三角形大小一樣時，正四、八、二十面體可互繞，

如下圖所示： 

      
正四面體 

繞正八面體 

正四面體繞 

正二十面體 

正八面體 

繞正四面體 

正八面體 

繞正二十面體 

正二十面體 

繞正四面體 

正二十面體 

繞正八面體 

  【 研究結果 2】發現由二種或以上多邊形組成的均勻多面體，只要其是由同                    

種類多邊形組成，就可以互繞。 

  舉例： 扭棱十二面體、正五反角柱、三十二面體(截半十二面體)       
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 6 
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四、探討正多面體立體一筆畫互繞時，以多面體中不同旋轉點其對應之

旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應旋轉軌

跡長。 
首先，探討旋轉角度的求法 

【兩面角公式引理】：

 )
sin 2sin

)(sincos sin sin 2-sinsin
1(cos)

2
1(cos

22

222
1

2
1



 
  a

 

【證明】 若一立體角由接角  、、 三個多邊形的角度所組

成，作一兩邊平行稜 v的四邊形，即可算出 角所對之

兩面角度數 ，如下： 

 sin)90cos(

ABAB
x 


 ，

sin

CB
y  ，------ 




tan

AB-
)90- tan(ABx' 90  時，當  ； 

   0x' 90  時， ；



tan

AB
 x' 90  時，  。 

∵ cos2xy -yxb 222   





 sin sin

cos BCAB2
-

sin

BC

sin

AB
b∴

2

2

2

2

2 
  

 

 

 

 

 

 




22

2222

2

sin sin

cos sin sin BCAB2-sinBCsinAB
b∴


 ------ 

1BCAB 若令 ，
sin

1
x  ，

sin

1
y  。 





 sin sin

cos 2
-

sin

1

sin

1
b∴

22

2  =



22

22

sin sin

cos sin sin 2-sinsin 
 











 sinsin

)sin(

sinsin

cossinsincos

tan

1tan

122 






 xyc ------ 




22

222
222

sin sin

)(sincos sin sin 2-sinsin 
 cba  

∴推得兩面角公式為

 )
sin 2sin

)(sincos sin sin 2-sinsin
1(cos)

2
1(cos

22

222
1

2
1



 
  a
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 (一)探討相同正多面體立體一筆畫繞相同正多面體時，以多面體中不同旋

轉點其對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及

對應旋轉軌跡長。 
接下來，探討旋轉半徑的求法 

經研究後發現空間中旋轉軌跡與不同旋轉點對應之旋轉半徑有關，而不同

對應旋轉半徑與對應之不同旋轉中心及旋轉角度有關，經分析後得到可將旋轉

軸延長，做一平面通過此點且垂直旋轉軸，取平面和旋轉軸的交點，此點即為

旋轉中心，連接起始點，即為旋轉半徑。 

例如：下圖為正十二面體的旋轉半徑製作。 

 

 

 

根據【兩面角公式引理】，推得正多面體繞正多面體的兩面角公式： 

【正多面體繞正多面體的兩面角公式】   

)
sin 2sin

)(sincos sin sin 2-sinsin
1(cos)

2
1(cos

22

222
1

2
1







  a

 

 

【證明】因為正多面體的正立體角是由三個相同正多邊形的角度 所組成， 

如果根據上述兩面角公式中 =β=γ代入公式化簡後得

)
sin 2sin

)(sincos sin sin 2-sinsin
1(cos)

2
1(cos

22

222
1

2
1







  a

 

= )
sin 2

0cos 2-11
1(cos

2

1



 
 = )

sin 

cos-1
1(cos

2

1




  

∴推得正多面體兩面角公式為 

          )
 s i n

c o s -1
1(c o s)

2
1(c o s

2

1
2

1




   a

 

【舉例】正四面體中α=60 度，故兩面角角度= )
 60sin

60cos -1
1(cos

2

1




  53.70  

 
 

  

 

【正多面體繞正多面體的旋轉角度公式】 











  )1(cos2360 1

 sin

cos -1
2

 

【舉例】正四面體中兩面角角度 '5370 ，故正四面體旋轉角度 '14218  
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接下來依序從正六、四、八、十二、二十面體一一探討起。 

1.探討相同正六面體立體一筆畫繞相同正多面體時，以多面體中不同旋轉點

其對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應

旋轉軌跡長。 
 

下面所有圖形中藍點為起始和結束點，綠點為旋轉中心，而咖啡色的線段

為旋轉半徑。正六面體的旋轉半徑可以由以下步驟求得： 
旋轉 

點 
旋轉圖形 旋轉半徑求法步驟 

內

部

中

心 

 

不失一般性假設正六面體邊長為單位長 

2

1
'  BOBA  

222

' AOBOBA   
2

4

1

4

1
AO  

2

1

4

1

4

1
AO  

∴
2

2
AO  

亦即綠線和藍線皆為正六面體邊長之半 (即
2

1
)，而

222 旋轉半徑綠線藍線  ，可得旋轉半徑為
2

2
 

【發現】旋轉半徑為 邊長
2

2
 

邊

上

中

點  

即為正六面體邊長之半(即
2

1
) 

【發現】旋轉半徑為
2

1
邊長  

邊

上

中

點  

藍線為正六面體之邊長，綠線為正六面體邊長之半 (即

2

1
)， 222 旋轉半徑綠線藍線  ，可得旋轉半徑為

2

5
 

【發現】旋轉半徑為
2

5
邊長  

邊

上

中

點 
 

綠點也為邊上中點，故旋轉半徑為正六面體之邊長(1) 

【發現】旋轉半徑為邊長 

邊

上

中

點 
 

藍線與綠線皆為正六面體之邊長(1)， 

而 222 旋轉半徑綠線藍線  ，可得旋轉半徑為 2  

【發現】旋轉半徑為 邊長2   
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邊

上

中

點 
 

由面六轉回面三時點並未轉動，因此長度為 0 

【發現】旋轉半徑為 0 

 

面

上

中

心 
 

即為正六面體邊長之半(即
2

1
) 

【發現】旋轉半徑為
2

1
邊長  

面

上

中

心 
 

藍線為正六面體之邊長，綠線為正六面體邊長之半 (即

2

1
)， 222 旋轉半徑綠線藍線  ，可得旋轉半徑為

2

5
 

【發現】旋轉半徑為
2

5
邊長  

面

上

中

心  

綠 線 和 紫 線 皆 為 正 六 面 體 邊 長 之 半 ( 即
2

1
) ， 而

222 旋轉半徑綠線紫線  ，可得旋轉半徑為
2

2
 

【發現】旋轉半徑為 邊長
2

2
 

頂

點 

 

即為正六面體邊長(1) 

【發現】旋轉半徑為邊長 

頂

點 

 

即為正六面體的對角線長(即 2 ) 

【發現】旋轉半徑為 2 邊長  

 

頂

點 

 

由面六轉回面三時點並未轉動，因此長度為 0 

【發現】旋轉半徑為 0 

 

【研究結果】發現旋轉半徑的種類對應如下： 

1.旋轉點為「內部中心」時：旋轉半徑有 1 種為
2

2
 

2.旋轉點為「邊上中點」時：不同繞法旋轉半徑有 5 種，分別為

21
2

5

2

1
、、、 、0 

3.旋轉點為「面上中心」時：半徑有 3 種分別為
2

2

2

5

2

1
、、  

4.旋轉點為「頂點」時：半徑有 3 種分別為 1、 2 、0 
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接下來探討正六面體旋轉點不同時其旋轉的軌跡為何? 

(1)旋轉點為「正方體中心」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉軌

跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正方體中心」時其旋轉步驟如下： 

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】發現正六面體中α=90 度，故兩面角角度

= )
 90sin

90cos -1
1(cos

2

1




  90 ，故正六面體旋轉角度 180  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為
2

2
 ×6= 23  

【研究結果 5】因不會有點在旋轉軸上的因素，而不會出現旋轉而沒有軌跡的

狀況，因此不同繞法不會對總軌跡有影響。 

(2)旋轉點為「正方體邊上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋

轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正方體邊上中點」時其旋轉步驟如下： 

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度= 180  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為
2

533
  

【研究結果 5】因不會有點在旋轉軸上的因素，而不會出現旋轉而沒有軌跡的狀

況，因此不同繞法不會對總軌跡有影響。 

 

步驟 1 2 3 4 5 6 

 
步

驟

圖 
      

步驟 1 2 3 4 5 6 

 
步驟

圖 
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(3)旋轉點為「正方體面上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋

轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正方體面上中點」時其旋轉步驟如下： 

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

  
 

【研究結果 3】旋轉角度= 180  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為  52   

【研究結果 5】因不會有點在旋轉軸上的因素，而不會出現旋轉而沒有軌跡的狀

況，因此不同繞法不會對總軌跡有影響。 

 
(4)旋轉點為「正方體頂點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉軌

跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正方體頂點」時其旋轉步驟如下： 

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度= 180  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為  222   

           【研究結果 5】其總旋轉軌跡長會因不同繞法而有不同結果，故其圖片為示意

圖，這是其中一種轉動路徑:1→2→6→4→5→3→1 

 

步驟 1 2 3 4 5 6 

步

驟

圖 
      

步驟 1 2 3 4 5 6 

 
步

驟

圖 
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 2.探討正四面體立體一筆畫繞相同正多面體時，以多面體中不同旋轉點其

對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應旋

轉軌跡長。 

經研究後發現空間中旋轉軌跡與不同旋轉點對應之旋轉半徑有關，而不

同對應旋轉半徑與對應之不同旋轉中心及旋轉角度有關，經分析後得到正六

面體的旋轉半徑可以由以下方法求得： 

下面所有圖形中藍點為起始和結束點，綠點為旋轉中心，而咖啡色的線

段為旋轉半徑。 
旋轉 

點 
旋轉圖形 旋轉半徑求法步驟 

內

部

中

心 

 

設灰線+綠線=r， 222 r紫線藍線  

2

22

6

3

2

3
r





























，

3

6
r

2

2

2

3

3

3

6




























 xx  

設綠線為 x ，

2

2

2

3

3

3

6




























 xx ，

12

6
x  

22

2

6

3

12

6



























旋轉半徑 ，可得旋轉半徑長為

4

2
 

【發現】旋轉半徑為 邊長
4
2  

邊

上

中

點  

紅色線段為正三角形的中垂線，紅線與咖啡線互為平

行。因此綠線:綠線+紫線=旋轉半徑:紅線 

2

3
:1:

2

1
旋轉半徑 ，可得旋轉半徑為

4

3
 

【發現】旋轉半徑為
4

3
邊長  

頂

點 
 

由面三轉回面一時點並未轉動，因此長度為 0 

【發現】旋轉半徑為 0 

頂

點 

 

即為正四面體上正三角形的高(
2

3
) 

【發現】旋轉半徑為
2

3
邊長  

邊

上

中

點 

 

另一圖之紫線為正四面體，由圖得旋

轉半徑為正四面體邊長的
2

1
倍，可得

旋轉半徑為
2

2
 

【發現】旋轉半徑為
2

2
邊長   
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面

上

中

心 
 

因為藍點和綠點在同一平面上，因此綠線:紫線=2:1，綠

線=
3

2
，紫線=

3

1
， 222 旋轉半徑綠線藍線   

2

22

2

2

3

6
旋轉半徑























，可得旋轉半徑為

3

2
 

【發現】旋轉半徑為
3

2
邊長  

面

上

中

心 

 

因藍點為面上重心，其到點距離為到邊的 2 倍，而重心

是三中線的交點，正三角形的中線也是其高，長度為

2

3
，可得旋轉半徑長為

6

3

3

1

2

3
  

【發現】旋轉半徑為
6

3
邊長  

 

接下來探討正四面體旋轉點不同時其旋轉的軌跡為何? 

(1)旋轉點為「正四面體中心」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉

軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正四面體中心」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 
  

  

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '14218  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為 
36

211
 

【研究結果 5】因不會有點在旋轉軸上的因素，而不會出現旋轉而沒有軌跡的

狀況，因此不同繞法不會對總軌跡有影響。 

 
(2)旋轉點為「正四面體邊上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、

旋轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正四面體邊上中點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 
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【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '14218  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑， 

可得其總軌跡長為















2

2

4

3
0

4

3

9

11
 =

 


18

3211 
 

【研究結果 5】旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉軌跡長 

              其總旋轉軌跡長會因不同繞法而有不同結果，故其圖片為示意圖 

              這是其中一種轉動路徑:1→2→3→4→1 

(3)旋轉點為「正四面體面上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、

旋轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正四面體面上中點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 
    

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   

【研究結果 3】旋轉角度 '14218  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為
 


27

32211 
 

【研究結果 5】因不會有點在旋轉軸上的因素，而不會出現旋轉而沒有軌跡的

狀況，因此不同繞法不會對總軌跡有影響。 

 
(4)旋轉點為「正四面體頂點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉

軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正四面體頂點」時其旋轉步驟如下： 

 
 
 
 

 
 

步驟 1 2 3 4 

 
步

驟

圖  
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【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '14218  

【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長為 
9

311
 

【研究結果 5】其總旋轉軌跡長會因不同繞法而有不同結果，故其圖片為示意

圖 

 

3.探討正八面體立體一筆畫繞相同正多面體時，以多面體中不同旋轉點其對

應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應旋轉

軌跡長。 

接下來探討正八面體旋轉點不同時其旋轉的軌跡為何? 

(1)旋轉點為「正八面體中心」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉

軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正八面體中心」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 

    
步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    

 
【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   

【研究結果 3】旋轉角度為 '4141'281092360)
3

1
(cos2360 1 








   
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【研究結果 4】對應上面所求之旋轉半徑，可得其總軌跡長如正四面體及正六

面體之求法雷同，但因內容更龐大複雜，請詳見手稿說明。 

【研究結果 5】因不會有點在旋轉軸上的因素，而不會出現旋轉而沒有軌跡的

狀況，因此不同繞法不會對總軌跡有影響。 

以下其他研究及正十二面體和正二十面體之研究結果 4，5 皆可以此類推，因

版面有限不再重複。 

 
(2)旋轉點為「正八面體邊上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、

旋轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正八面體邊上中點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 

    

步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    
【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '4141  

(3)旋轉點為「正八面體面上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、

旋轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正八面體面上中點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 
    

步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 
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【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '4141  

 
(4)旋轉點為「正八面體頂點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋轉

軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正八面體頂點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 

    
步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    
 
【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

  
 

【研究結果 3】旋轉角度 '4141  
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4.探討正十二面體立體一筆畫繞相同正多面體時，以多面體中不同旋轉點其

對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應旋

轉軌跡長。 

接下來探討正十二面體旋轉點不同時其旋轉的軌跡為何? 

(1)旋轉點為「正十二面體中心」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋

轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正十二面體中心」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 

    
步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    
步驟 9 10 11 12 

步 

驟 

圖 

    

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   

【研究結果 3】旋轉角度為 '6126'571162360)
5

5
(cos2360 1 








   

(2)旋轉點為「正十二面體邊上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、

旋轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正十二面體邊上中點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 
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步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    
步驟 9 10 11 12 

步 

驟 

圖 
    

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '6126  

(3)旋轉點為「正十二面體面上中點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、

旋轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正十二面體面上中點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 

    
步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    
步驟 9 10 11 12 

步 

驟 

圖 
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【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

 
  

【研究結果 3】旋轉角度 '6126  

(4)旋轉點為「正十二面體頂點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋

轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正十二面體頂點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 

    
步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 

    
步

驟 
9 10 11 12 

步 

驟 

圖 

 
 

  
【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   
【研究結果 3】旋轉角度 '6126  
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5.探討正二十面體立體一筆畫繞相同正多面體時，以多面體中不同旋轉點其

對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對應旋

轉軌跡長。 

接下來探討正二十面體旋轉點不同時其旋轉的軌跡為何? 

(1)旋轉點為「正二十面體頂點」時，探討旋轉步驟及其旋轉中心、旋轉半徑、旋

轉軌跡長 

【研究結果 1】發現旋轉點為「正二十面體頂點」時其旋轉步驟如下： 

步驟 1 2 3 4 

步 

驟 

圖 
    

步驟 5 6 7 8 

步 

驟 

圖 
    

步驟 9 10 11 12 

步 

驟 

圖 
    

步驟 13 14 15 16 

步 

驟 

圖 
    

步驟 17 18 19 20 

步 

驟 

圖  
   

【研究結果 2】總軌跡圖如下： 

正視圖 俯視圖 斜視圖 

   

【研究結果 3】旋轉角度為 '2283'191382360)
3

5
(cos2360 1 








   

其他總軌跡圖形及相關研究結果因版面有限請詳見手稿。 
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(二)探討正多面體立體一筆畫繞不同正多面體時，以多面體中不同旋轉點

其對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡形狀及對

應旋轉軌跡長。 
首先，我們先找出其旋轉角度公式 

假設正 m 面體繞正 n 面體，正 m 面體所對應之立體角度數為，正 n

面體所對應之立體角度數為β，再根據【兩面角公式引理】可推得旋轉角

度公式： 

【正多面體繞不同正多面體的旋轉角度公式】


























  )1(cos)1(cos360 11

 sin

cos -1

 sin

cos -1
22

 

故推得旋轉角度為 

正四繞正八面體： 




















  )

 3

1
(cos)

 60sin

60cos -1
1(cos360 1

2

1 '39179  

 正八繞正四面體： 




















  )

 3

1
(cos)

 60sin

60cos -1
1(cos360 1

2

1 '39179  

正四繞正二十面體： 




















  )

5

5
(cos)

 60sin

60cos -1
1(cos360 1

2

1  

 正二十繞正四面體：
























  )(cos)

60

60
1(cos360 11

5

5

 sin

cos -1
2

'48150  

正八繞正二十面體： 
















  )

5

5
(cos)

 3

1
(cos360 11 '13112  

  正八繞正二十面體： 
















  )

5

5
(cos)

 3

1
(cos360 11 '13112  

接下來，因版面有限，僅列出正四面體繞正八面體各種旋轉半徑及頂點

總軌跡圖，其餘結果詳見手稿： 
旋轉

點 
內部中心 面上中心 面上中心 頂點 頂點 邊上中點 邊上中點 邊上中點 

 

軌跡

圖 
        

旋轉 

半徑 邊長  邊長  邊長  邊長  0 0 邊長  邊長  

正四面體繞正八面體頂點總軌跡圖如下： 

    
  

正四面體 

繞正八面體 

正四面體繞 

正二十面體 

正八面體 

繞正四面體 

正八面體 

繞正二十面體 

正二十面體 

繞正四面體 

正二十面體 

繞正八面體 
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陸、討論： 
一、探討為何多面體可互繞或不可互繞的原因。 

(一) 探討為何凹多面體都不可互繞，而凸多面體皆可互繞 
【理由】這是因為兩個凹面體的凹面無法接觸，若凹面體的凸面和凹面接觸，將

無法繼續繞下去。 

(二) 探討為何 5 種正多面體當其面為相同正多邊形組成時可以互繞 
【理由】因為每種正多面體的面皆為正多邊形，其角度皆相同，故都可以互繞。 

      

二、證明相同正多面體繞正多面體時為何可「立體一筆畫」。 
到底如何確定立體一筆畫的正確性?我們試從平面的一筆畫去思考，一般而言將

平面圖中所有的點分成奇點及偶點。 

【引理】平面可一筆畫之條件：1.若一個圖中所有頂點皆為偶點，則可一筆畫。 

 2.若一個圖中存在超過兩個奇點，則無法一筆畫。 

(一)證明相同正多面體繞正多面體時可「立體一筆畫」。 
【證明】將每個面中心點(代表那一個面)與相鄰面的中心點連接，再將多面體展開， 

發現依據我們對立體一筆畫的定義，所有相交點皆為偶頂點，故可立體一筆

畫。 

 
【舉例】以正四面體面上中心為例，首先先將點與其他可能連接的三個點連接起來，

再將此面體展開。根據我們對立體一筆畫的定義，起始點一開始會先繞出而

最後會繞回而其餘的點則是會先被繞進然後繞出，因此每個點必定只為被兩

線相交的點被兩線相交的點。故只要像圖以藍點為起始點，黃線為所繞的方

向，製造出使所有點為被兩線相交的點，發現所有被兩線相交的點皆為偶點，

故可立體一筆畫。 

圖為正四面體所有繞法奇偶點的示意圖，由下頁圖中可看出所有

相交的點皆為偶點。 

   
圖 圖 圖 

(二)證明不同正多面體繞正多面體之繞法種類數與平面多邊形種類數求法

的相關性。 

我們可將正多面體的面看作平面多邊形的邊，而正多面體面數即為

平面多邊形的邊數，發現不同正多面體互繞和平面多邊形互繞一樣，存

在倍數關係。 

      
圖 圖 圖 圖 圖 圖 
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三、探討旋轉半徑種類之快速求法。 

柒、結論： 
一、針對研究一探討八十種均勻多面體其是否可以互繞，其可互繞之多面體種

類及其特性，發現： 
(一)80 種多面體中所有凹多面體都不可互繞，而凸多面體皆可互繞。 

(二)均勻多面體，只要其是由同種類多邊形組成，就可以互繞。 

二、針對研究二探討均勻多面體互繞時，是否可立體一筆畫，發現：若組成相

同之多邊形種類數成相同整數倍時可立體一筆畫互繞。 

三、針對研究三探討正多面體立體一筆畫時，其繞法種類為何，發現： 
(一)相同正多面體繞正多面體時，繞法種類正四面體為 6 種；正六面體為 32 種；

正八面體為 12 種；正十二面體為 640 種；正二十面體為 30 種。 

(二)不同正多面體繞正多面體時，繞法種類正四繞正八面體 12 種；正四繞正二

十面體 42 種；正八繞正四面體 6 種；正八繞正二十面體 42 種；正二十繞正

四面體 6 種；正二十繞正八面體 6 種。 

   三、針對研究四探討正多面體立體一筆畫繞相同及不同正多面體時，以多面體

中不同旋轉點其對應之旋轉中心變化、對應旋轉半徑、及對應的旋轉軌跡

形狀及對應旋轉軌跡長，發現正多面體立體一筆畫繞相同正多面體時： 

(一) 正 m 繞正 n 面體旋轉角度公式為 
























  )1(cos)1(cos360 11

 sin

cos -1

 sin

cos -1
22

 

旋轉之正多面體旋轉角度之近似值分別為 

4 繞 4 6 繞 6 8 繞 8 12繞12 20繞20 4 繞 8 8 繞 4 4 繞 20 20 繞 4 8 繞 20 20 繞 8 

'14218  180o '4141  '6126  '2283  '39179  48150  '13112  

(二)以多面體中不同旋轉點其對應旋轉中心的做法為：起始點和旋轉軸做垂直線，

或是結束點和旋轉軸做垂直線，所得的交點。 

(三)旋轉軌跡長：對應的旋轉軌跡長公式為：
360

2
旋轉角度

旋轉半徑長   。 

(四)對應旋轉半徑的做法為作通過該多面體之旋轉中心與起始點且垂直旋轉軸的
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切面，接著再將切面上起始點的位置與旋轉中心作連線，該線段即為旋轉半徑。 

而旋轉半徑種類對應如下： 

正多面體 旋轉點種類 
對應旋轉

半徑種類 
正多面體 

旋轉點種

類 

對應旋轉

半徑種類 

正六面體繞 

正六面體 

內部中心 1 

正四面體繞 

正八面體 

內部中心 1 

邊上中點 5 邊上中點 3 

面上中心 3 面上中心 2 

頂點 3 頂點 2 

正四面體繞 

正四面體 

內部中心 1 

正四面體繞 

正二十面體 

內部中心 1 

邊上中點 3 邊上中點 3 

面上中心 2 面上中心 2 

頂點 2 頂點 2 

正八面體繞 

正八面體 

內部中心 1 

正八面體繞 

正四面體 

內部中心 1 

邊上中點 5 邊上中點 5 

面上中心 3 面上中心 3 

頂點 3 頂點 3 

正十二面體

繞 

正十二面體 

內部中心 1 

正八面體繞 

正二十面體 

內部中心 1 

邊上中點 9 邊上中點 5 

面上中心 5 面上中心 3 

頂點 7 頂點 3 

正二十面體

繞 

正二十面體 

內部中心 1 
正二十面體

繞 

正四面體 

內部中心 1 

邊上中點 9 邊上中點 9 

面上中心 7 面上中心 7 

頂點 5 頂點 5 

 

正二十面體

繞 

正八面體 

內部中心 1 

邊上中點 9 

面上中心 7 

頂點 5 

捌、應用： 
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時旋轉角度也會變小，做為繞與被繞的基體，以接近球體的類球狀多面體為架

構最佳，不但可以節省能源，還可更精確的隨太陽光角度的變化進行調整。 

   

玖、參考資料： 

 



【評語】030419  

本研究透過兩面角公式求得正多面體繞正多面體旋轉角度與

旋轉軌跡長，並巧妙運用 Cabri 3D清楚展示多面體繞多面體的軌

跡圖形，生動有趣。團隊於報告過程中亦展現出良好的科學態度，

值得鼓勵。 
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