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摘要 

     密碼鎖由K個旋鈕組成，旋鈕上有N 種不同號碼，若旋鈕中僅有1個錯誤仍能打開此鎖，

問最少嘗試多少組號碼能保證打開鎖？此問題等同於在N 元K維超立方中找一組點集，點集中

的點各自向其K維度畫出延伸線，若𝑁𝐾所有點都至少被1條延伸線所涵蓋，求重複涵蓋的次數

總和要最少。 

50屆全國中小學科展中討論過𝑁𝑁+1的情形，我們繼續分析𝑁𝐾，K=1 + 𝑁 + 𝑁2 + ⋯ 𝑁𝐸−1

個旋鈕的情況，發現任意正整數𝑁、E，我們能構造出最小控制集，且所有延伸線間涵蓋的點

都不重複，稱為完美控制，而保證打開鎖的最小次數是 DN ，D=K-E。 
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壹、 研究動機 

開始時，老師說尚未有研究的主題時可先參考別人的作品， 50屆全國科展中「拉丁超立

方體的完美控制情形」，直覺上超立方很有趣，它以IMO競賽題目3個旋鈕8個號碼去研究，

感想是”怎麼變化的好難懂”，老師說當初學長做校內發表，老師們也是這樣的評語，但學長的

數學能力和我們沒什麼不同；數學需要用直覺去看，再用邏輯去驗證，多次的研讀後想法變

成”好難，怎想到的”，卻深感數學很神奇，用了合適的工具可把複雜的東西分解成簡單的

部份，於是展開了在4維度畫格子的日子，「怎麼這麼難都畫不出預期的解來」，老師說「這

可能是正確的直覺，很可能就是沒有解才畫不出來」，這話讓我們快瘋了，但由於實做中的

練習才能理解如何處理高維度的問題。有一次我們發現，學長的延伸樹是𝑛2的，而出現完美

控制，而在科展「超立方體Qn之最小控制」中也有完美控制，概念相同但處理的內容和方法

就不相干；我們疑惑著為何延伸樹只能用𝑛2?難道只有𝑛𝑛+1這種結構能有完美控制?這引起我

們很大的興趣，最後我們決定把這個國際奧林匹克競賽的題目從3個旋鈕8個號碼延伸下去 ，

看能不能對於更多旋鈕的情況有所發展。 

貳、 研究目的 

一、 分析 4 個旋鈕上各有 N 個號碼的數學模型( 4N 問題)，求保證開鎖的最小次數或上下限。 

二、 K個旋鈕各有2個號碼時(
K2 問題) ，K= 1-2E

，E為正整數，找到非Nim遊戲中必勝點法

外的完美控制集。 

三、 K個旋鈕上各有3個號碼時( K3 問題)，K=1+3+ 23 +…
1-E3 ，E為正整數找到保證能打開鎖

的最少號碼組合，並證明其是完美控制的情況。( 43 、 133 、 403 、 1213 …) 

四、 K個旋鈕上各有 4 個號碼時( K4 問題)，K=1+4+ 24 +…
1-E4 ，E為正整數找到保證能打開的

最少號碼組合，並證明其是完美控制的情況。( 54 、 214 、 854 、 3414 …) 

五、 研究NK中完美控制的條件，當K=
𝑁𝐸−1

𝑁−1
= 1 + 𝑁 + 𝑁2 + ⋯ + 𝑁𝐸−1時有完美控制出現，最

小控制集數是
E-KN 並提出完美控制情況下的最小控制集的選取方法。 

參、 研究設備及器材 

     紙、筆、Excel、網際網路  
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肆、 研究過程與方法 

一、 前言 

(一)文獻探討 

1.    1988年國際奧林匹克數學競賽中東德提供1個預選題如下：1個密碼鎖由3個旋

鈕組成，每個旋鈕有8個位置(號碼)，由於構造上的缺點只要旋鈕中有 2 個正確便能

打開這個鎖。問最少要嘗試多少組合才能保證打開這個鎖？ 

2.     在 43屆的全國科展中曾被推廣為 3個旋鈕其上有 n 個位置的 nnn  密碼鎖問

題，討論出保證能開鎖的最少號碼組合次數的公式如下： 
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 在這篇文章中使用了1個固定選取控制點的立體圖形，名為3叉體，認定3叉體的選    

 擇方式是最有效的選取控制點的方法，應是利用幾何圖形直覺，並無特別證明這是  

 最有效的選取方法，且在n=8,10以外的數時，雖說明可以斜對角的選取法但沒明確 

 的控制點選取公式。 

3.     其後在 48 屆全國科展中有篇文章「超立方Qn的最小控制」：在 K2 超立方中取

1個點集，點集中的點及其有邊相連(只有1維座標不同)的點都聯集起來，若聯集的

結果是整個超立方，便稱這個點集是1個控制集，點數最小的控制集其點數稱為控

制數γ。文章討論出 1-2K E 時用 imN  (拈)遊戲選的任 2 控制點不會控制同1個點，

此時控制數是 E-K2 [參考資料二  P8]是完美控制，K是其它數時沒有公式只確定上限。 

        這文章在E>3時，並無明確選取控制點的公式，只依賴 imN  (拈)遊戲中的必勝          

點存在，以必勝點為控制點並無錯誤，但選取的方法文章中無法明確指出選         

取法，只表列E=3時的一組成功的控制集，而E=4時的215問題便無明確表列或公式

來指出控制集內容，只證明 imN  (拈)遊戲中的必勝點可為控制點選取較為遺憾。 

4.     在50屆全國中小學科展中「密碼鎖-拉丁超立方體的完美控制情形」找到了 n +1

個旋鈕上有 n 個位罝的最小控制集的的解公式 1n-n  [ 參考 資 料三   P2]，明確列出

n=2,3,4,5時的控制集並找出控制點的選取公式，但該文章中的n是質數的，其後在

2011臺灣國際科展中推展到n≠6正整數，我們發覺在非質數的證明之中找到2個拉

丁超立方，但各平面上均呈正交拉丁方陣的理由並沒正確說明，且事實上並非任意

的2正交拉丁方陣均能建構出各平面呈正交拉丁方陣的結果，所以我們覺得可以把

幾篇文章再結合使用新的方法證明及推廣。 
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(二)名詞與符號定義 

於本文中我們會重複使用到幾個概念，為了表達上的方便我們首先定義下列名詞： 

1. 延伸樹：     1個點及超立方中與此點僅有1維座標相異之點的聯集。 

2. 控制集： 1點集若其內各點之延伸樹的聯集等於整個超立方，稱此點集是個控制

集，其內的點稱為控制點。定義γ(NK)為K個旋鈕每個上有N個位置時的最

小控制集內的控制點數。 

3. 完美控制： 

4.  αin
d (s): 

1組控制集其控制點之延伸樹間沒有交集的情況。 

n＞2，由2個n階正交拉丁方陣以合成函數所建立的n階d維度拉丁超立方

例 α3n
3 (s) = α3n

3 (x1, x2, x3)= Ln ( Sn (x1, x2), x3)， α3n
4 (s) = Ln ( α3n

3 (x1, x2, x3), x4)  

 (三)研究流程圖 

 

二、推測4維問題中不存在型如3維時的最小控制集點數公式，故推論上下限 

(一)推測公式 

    2 元3 維和3 元 4 維都可挑出延伸樹不重疊的控制集，而 2 元3 維的最小控制集點數γ(23)= 2  

    ，3 元4維的最小控制集點數γ(34)=是 9 ， 觀察 22 112  ， 1-222  也符合 1nn 型態，

819  符合 33 219  ，而 239  符合 1nn ，故猜測若 4 維有類似3 維時型態的簡單公式應

猜測 1N  維以外完美控制家族的存在 

4 維超立方模型分析 

N 元 1N  維超立方的完美控制 
分割高維度超立方成 2 維平面 

完美控制的條件 

以類拉丁超立方法驗證Qn中的完美控制 

建構 N=4，E任意正整數，拉丁超立方的完美控制  

 

建構𝐾=
𝑁𝐸−1

𝑁−1
，建構𝐍 ＞ 𝟐非𝟔，𝐄任意正整數，𝑵𝑲拉丁超立方的完美控制家族 

找到4維密碼鎖問題的上、下限 

超立方體 Qn(2n)之最小控制 

3個旋鈕密碼鎖保證打開之最少組

合數 

3階正交拉丁方陣當基底，建構3個10維拉丁超立方體選取控制點解決313問題  

  

選取控制點 

 

Olk  

建構 N=3，E任意正整數，拉丁超立方的完美控制  

 

 

拉丁方陣法建構d個超立方體選取控制點  

   

控制點  

   

 
N=6，E 任意正整數，建構

拉丁超立方的完美控制  

控制  
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該如右:  

) .2(                                    n       

) .1.....(  
n,

n,
   

)
n-

()
n

(

)
n

()
n

(

n

33

33

式二或

式二
是奇數時

是偶數時

........

2

1

2

1
22

1














 

在n3的主題中，解的一般式為一.1式，其控制點的延伸樹涵蓋的點數量比例為
n

2
或接近

n

2
的

整數；nn+1的主題中延伸樹蓋的點數為γ(nn+1) = nn−1，涵蓋比例為
1

n2，所以34中涵蓋比例

為
1

9
，而24中γ(Q4) = 4，涵蓋比例為

1

4
，我們猜測在44中若是涵蓋比例為

1

8
或

1

4
，那γ(44)=32

或16。 

(二)討論 4個旋鈕有 4個位置: 44  

依(二.1式)，則 4n 時最小控制集點數是 16)
2

4
()

2

4
( 33  ，符合上述2段的論點，但 4

元 4 維中每個控制點其延伸樹可以涵蓋 13143  個點，16 個控制點則涵蓋 441613 ＜ ，

沒蓋滿 44 ，故最小控制集點數不可能是16 ，可知(二.1式)不合。  

依(二.2式)，則 4n 時最小控制集點數為 34 ，由(一.1式)知道1個 4 元3 維的立方體只

需要8 個控制點， 44)4(444  ， 4 元 4 維超立方體等於是由 4 個 4 元 3 維的立方體

所組成，所需的最小控制集點數不會超過 3284  ，事實上我們找到的最小解是28個控

制點，故(二.2式)也是不正確的。 

4 元 4 維中的1點其延伸樹共涵蓋13 個點，若每個延伸樹彼此不重疊則它們的聯集必

為是13的倍數，但 44 不是13 的倍數，所以不可能出現完美控制的情形，目前我們只能找

出28個控制點的情況。並不符合上述的任何一個情況。 

44中目前所找到最小控制點數28的情況如下: 
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(三)討論 4個旋鈕有 5個位置: 45  

45 總共有 625 個點，任一控制集點其延伸樹可涵蓋 17 個點，依此用 625÷17 會得到 36.764…，

因此 45 至少要選 37 個點才能蓋滿。 

45 以一種切法可分為 25 個面，以 37 個點來說，至少有 13 個面是只有 1 個點的，另外 12

個面是有 2 個點的。 

任一個面選了 1 個點以後，會剩下 16 個點沒蓋到，因此他最少需要 8 個有兩個點的面去

涵蓋到剩下的 16 個點，因此，要蓋滿 45 的控制集

點數下限為 45。 

 

 

 

 

公式 

推測 4 維中沒有最小控制集點數公式 

在 4 維中，我們已經確定： 
42 的最小控制集點數是 4 
43 的最小控制集點數確定是 9 
44 的最小控制集點數可能是 28 
45 的最小控制集點數是 45~65 

其中又以 43 最為肯定，因為 9 是 43 的完美控制 

因此我們可以利用 9 這個確定的數和其他已知的數去分析 4 維中是否存在最小控制集點

數公式 

4n  42  是否成立 43  是否成立 44  是否成立 45  是否成立 總結 

1)1( 3 n  2 否 9 是 28 是 65 是，但太多 不成立 
1nn  2 否 9 是 64 否 125 否 不成立 

2n  2 是 9 是 16 否 25 否 不成立 

從上述幾項公式來看，可以大致確定4維並沒有簡單公式解 4 維情況下我們沒找到合理的

公式，不過由 NNN 34  ，把 N 元 4 維超立方看做 N 個 3N 立方體再加上(一.1式)，可以

推論 4 維密碼鎖的最小控制集點數的1個明顯上限公式： 

    γ( 4N )= γ( 3N )× N … … … … … … ..(二.3式) 

    在參考文獻中得知， n 元 4 維的超立方中， n =1和3時才能挑出延伸樹不重疊的控制

集。 4 維問題中的最小控制集數的下限： 

    ) .4(..........   
34

4

式二最小控制集點數



n

n
 

 

1 2 2 2 2 

2 1 2 2 2 

2 2 1 2 2 

2 2 2 1 2 

2 2 2 2 1 
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三、完美控制的條件K=(NE-1)/(N-1) 

完美控制的定義中控制集的延伸樹彼此間無交集，也就是說相異控制點p、q其延伸樹

不相交；若p、q點有3個維度以上數字相異，xi(p)≠xi(q)、xj(p)≠xj(q)、xr(p)≠xr(q)，且v點

為p點的延伸樹所覆蓋，則不失為一般性假設xi(p)=xi(v)且xj(p)=xj(v)，可得到xi(v)≠xi(q)且xj(v)

≠xj(q)，說明了q點的延伸樹不會覆蓋v點，故任意2控制點若超過2個維度以上數字相異，

延伸樹方不重疊。 

n元k維度超立方中要有完美控制，每1控制點其延伸樹能涵蓋的點數必需能整除nk，

滿足
nk

k(n−1)+1
為正整數，若是k(n-1)+1=ne，可得到k=

ne−1

n−1
, e = 1,2,3. . ;在50屆科展「拉丁超立

方體的完美控制情形」[參考資料三]中完整討論過e=2的情況，使用2個拉丁超立方構造了2控

制點超過2維度相異，得到了完美控制，詳細檢查中發現非質數時構造的結果並不完全正確，

並非由正交拉丁方陣建構的拉丁超立方都是在平面上呈正交拉丁方陣，故正交拉丁方陣法

並不是一定成功，且n=2時是不存在正交拉丁方陣的， 此外e> 2的情況也沒有進一步的作

法，但若是取e≥3， k=1 + n + n2+. . ne−1，我們預測會發生新的完美控制的情況，控制集

內的點數γ(nk)= nk−e。 

(一) 討論 E=3時的完美控制 

1. n=1，13有明顯完美控制，是明顯的我們不多討論。 

2. n=2，27有完美控制，γ(Q7)=16。[參考資料二  P7]。 

3. n=3，3
13
我們找出完美控制，其控制集內點數γ(3

13
)= 3

10
。 

4. n=4，421是完美控制，214不是完美控制[參考資料三  P10]，γ(421)= 418。 

5.  nn2+n+1，是完美控制，γ(nn2+n+1)= nn2+n−2。 

(二) 討論 E＞3時的完美控制 

Jerzy Wojdyło在March 31, 2007於Southeast Missouri State University的一篇報

告「Latin Squares, Cubes and Hypercubes」中有提出，For every K > 2 and every N 

> 2, there exist a set of K orthogonal Latin K-hypercubes of order N. [參考資料四  P39]，

所以在N > 2我們可以找到足夠的 N 階拉丁超立方體，若能找到E個K-E維 N 階拉丁超立方

體，且任意平面上至少有2個拉丁超立方呈現正交拉丁方陣便能選取出K維度N階超立方中

的完美控制點集，來證明「完美控制」的存在且其最小控制集點數γ( E-KK N)N  ，延伸樹

涵蓋點數 K)-N( 1 +1= EN ，建構出 E>3 時完美控制的拉丁超立方體家族。 

當N=2且E正整數時便是48屆全國科展中所提的γ( KQ )=2K-E，都是完美控制的情況。 

 



 8 

四、𝐍 = 𝟐，𝐄 > 𝟐以非Nim(拈)遊戲之必勝法挑選出完美控制點集 

Nim(拈)遊戲必勝點集做為控制集S={0 , 123 , 145 , 167 , 246 , 257 , 347 ,356 , 1247 , 

1256 , 1346 , 1357 , 2345 , 2367 , 4567 , 1234567}，若以2進位圖形表示如下: 
0000000 

0 0000001 0000100 0000101 0010000 0010001 0010100 0010101 1000000 1000001 1000100 1000101 1010000 1010001 1010100 
1010101 

1357 

0000010 0000011 0000110 
0000111 

123 0010010 0010011 0010110 0010111 1000010 1000011 1000110 1000111 
1010010 

257 1010011 1010110 1010111 

0001000 0001001 0001100 0001101 0011000 
0011001 

145 0011100 0011101 1001000 1001001 
1001100 

347 1001101 1011000 1011001 1011100 1011101 

0001010 0001011 0001110 0001111 0011010 0011011 
0011110 

2345 0011111 1001010 
1001011 

1247 1001110 1001111 1011010 1011011 1011110 1011111 

0100000 0100001 0100100 0100101 0110000 0110001 
0110100 

356 0110101 1100000 
1100001 

167 1100100 1100101 1110000 1110001 1110100 1110101 

0100010 0000011 0100110 0100111 0110010 
0110011 

1256 0110110 0110111 1100010 1100011 
1100110 

2367 1100111 1110010 1110011 1110110 1110111 

0101000 0001001 0101100 
0101101 

1346 0111000 0111001 0111100 0111101 1101000 1101001 1101100 1101101 
1111000 

4567 1111001 1111100 1111101 

0101010 

246 0001011 0101110 0101111 0111010 0111011 0111110 0111111 1101010 1101011 1101110 1101111 1111010 1111011 1111110 
1111111 

1234567 

換成 2 進位來觀察後可發現所選之點滿足下列關係: 

x5=2x1+x2+x3+x4 mod2 , x6=x1+2x2+x3+x4 mod2 , x7=x1+x2+2x3+x4 mod2  把這些控制點畫出如下，x5、

x6、x7 的結構方式類似拉丁超立方(4 維度中只有 3 維度保持拉丁超立方特質)，卻是完美控制。 

另定義 x1=2x7+x6+x5+x4 mod2，x2=2x6+x5+x4+ x7 mod2，x3=2x5+x4+ x7+ x6 mod2 也形成另一組成功

的 16 個控制點如表中黃色數字之點，且也是完美控制；不難看出有許多控制點非 Nim 遊戲

中的必勝點(例如 125=0012+0102+1012=1102) 。 
0000000 

0 0000001 0000100 0000101 0010000 0010001 0010100 0010101 1000000 1000001 1000100 1000101 1010000 1010001 1010100 
1010101 

1357 

0000010 0000011 0000110 0000111 0010010 
0010011 

125 0010110 0010111 1000010 1000011 
1000110 

237 1000111 
1010010 

 1010011 1010110 1010111 

0001000 0001001 0001100 0001101 0011000 
0011001 

 
0011100 

345 0011101 1001000 
1001001 

147 
1001100 

 1001101 1011000 1011001 1011100 1011101 

0001010 0001011 0001110 
0001111 

1234 0011010 0011011 
0011110 

 0011111 1001010 
1001011 

 1001110 1001111 
1011010 

2457 1011011 1011110 1011111 

0100000 0100001 0100100 
0100101 

136 0110000 0110001 
0110100 

 0110101 1100000 
1100001 

 1100100 1100101 
1110000 

567 1110001 1110100 1110101 

0100010 0100011 0100110 0100111 0110010 
0110011 

 
0110110 

2356 0110111 1100010 
1100011 

1267 
1100110 

 1100111 1110010 1110011 1110110 1110111 

0101000 0101001 0101100 
0101101 

 0111000 
0111001 

1456 0111100 0111101 1101000 1101001 
1101100 

3467 1101101 
1111000 

 1111001 1111100 1111101 

0101010 

246 0101011 0101110 0101111 0111010 0111011 0111110 0111111 1101010 1101011 1101110 1101111 1111010 1111011 1111110 
1111111 

1234567 

 

把其延伸樹畫出如下，可看出 16 個控制點蓋滿 27 格，延伸樹間沒有重疊: 
0000000 

0 0000001 0000100 0000101 0010000 0010001 0010100 0010101 1000000 1000001 1000100 1000101 1010000 1010001 1010100 
1010101 

1357 

0000010 0000011 0000110 
0000111 

 
0010010 

0010011 

125 0010110 0010111 1000010 1000011 
1000110 

237 1000111 1010010 1010011 1010110 1010111 

0001000 0001001 0001100 0001101 0011000 
0011001 

 

0011100 

345 0011101 1001000 
1001001 

147 1001100 1001101 1011000 1011001 1011100 1011101 

0001010 0001011 0001110 
0001111 

1234 
0011010 0011011 

0011110 

 
0011111 1001010 

1001011 

 
1001110 1001111 

1011010 

2457 
1011011 1011110 1011111 

0100000 0100001 0100100 
0100101 

136 0110000 0110001 
0110100 

 
0110101 1100000 1100001 1100100 1100101 

1110000 

567 1110001 1110100 1110101 

0100010 0100011 0100110 0100111 0110010 
0110011 

 

0110110 

2356 0110111 1100010 
1100011 

1267 
1100110 

 
1100111 1110010 1110011 1110110 1110111 

0101000 0101001 0101100 
0101101 

 
0111000 

0111001 

1456 0111100 0111101 1101000 1101001 
1101100 

3467 1101101 
1111000 

 
1111001 1111100 1111101 

0101010 

246 0101011 0101110 0101111 0111010 0111011 0111110 0111111 1101010 1101011 1101110 1101111 1111010 1111011 1111110 
1111111 

1234567 

以上可知，最小控制集不會只有一組，且不一定要以必勝點方法選取。 
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(一) Q7 :  N=2 且 E=3 

27需要16個控制點由前述圖形中呈現27=23×24，等同於把超立方切割成16個23立方塊，每

個2
3
立方塊中選取1個控制點，所以需要3個位置函數指出每個方塊中控制點所在的3維座

標，以x1~x4來定義3函數y1~y3，做為控制點的7維座標，且要確定任2個控制點必需要有超

過2維度座標不同，所以1個xi至少要影響2個yj。NN+1中使用2個N-1維拉丁超立方做為選

取控制點方法，在E=3時需要3個超立方但N=2中無法以拉丁超立方完成。 

I. 以類正交拉丁方陣選取控制點 

令 ai、bi、ci ∈ {0,1},i=1,2,3,4，則數對(ai,bi,ci)有23=8種組合，扣除H={(0,0,0)、(0,0,1)、

 (0,1,0)、(1,0,0)}則恰好剩下{(1,1,1)、(0,1,1) 、(1,1,0)、(1,0,1)}4組，做為3個位置函數之變數

x1~x4前的係數；H中的數對做為y1~y3的xi係數時，會使得xi只影響0或1個yj，剩下的係

數組(ai, aj) ≠ (bi, bj)或(ai, aj) ≠ (ci, cj)或(bi, bj) ≠ (ci, cj)。令S2={0 ≤ s ≤ 23 − 1, s是整數}，這裏xi(s)

是十進位數s換算成2進位後的第i位數字，1≤i≤n，建立3個做為選取控制點的位置函

數： 

      y1(x1(s), x2(s), x3(s), x4(s)) 2
4 =a1x1(s)+a2x2(s) + a3x3(s)+a4x4(s) mod 2 

      y2(x1(s), x2(s), x3(s), x4(s)) 2
4 =b1x1(s)+b2x2(s) + b3x3(s)+b4x4(s) mod 2 

 y3(x1(s), x2(s), x3(s), x4(s))2
4 =c1x1(s)+c2x2(s) + c3x3(s)+c4x4(s) mod 2 

我們把 yjn
d (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s))簡寫成 yjn

d (s)。3個位置函數 yjn
d (s)為x1至x4的函數，

但部份係數為0故不是拉丁超立方。 

令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), x4(s), y12
4 (s), y22

4 (s), y32
4 (s))即為所求。 

4組係數的互換位置能定義出24組位置函數，故用此法可挑出24組在27中的控制集。 

II. 證明任2點選定控制點𝐂(𝒑)、𝐂(𝒒)不在同一個平面上，即為完美控制： 

i. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前4維度中只有1個維度不同: 

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)則 y1(𝑝)2
4 − y1(𝑞)2

4 =ai(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 2， y2(𝑝)2

4 −

y2(𝑞)2
4 =bi(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 2、 y3

(𝑝)
2

4 − y3
(𝑞)

2

4 =ci(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 2， 

由於(ai、bi、ci)∉ H，也就是至少2個值不為0，不失為一般性說ai ≠ 0, bi ≠ 0，則 

y1(𝑝)2
4 ≠ y1(𝑞)2

4 ， y2(𝑝)2
4 ≠ y2(𝑞)2

4 ，也就C(𝑝)、C(𝑞)最少有3維度不同，不會在同一平

面上，其延伸樹不重複疊蓋相同點。 

ii. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前4維度中只有2個維度不同:  

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)且xj(𝑝) ≠ xj(𝑞)，因(ai,bi,ci)、(aj, bj, cj) ∉ H，不失一般性假設(ai, aj) ≠ (bi, bj)， 

假設 y1(𝑝)2
4 − y1(𝑞)2

4 =ai(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + aj(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 2=0 

且 y2(𝑝)         2
4 − y2(𝑞)2

4 =bi(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + bj(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 2=0, 因(ai, aj) ≠ (bi, bj)，得聯立方程

式xi(𝑝)-xi(𝑞) = 0且xj(𝑝)-xj(𝑞) = 0，與前題矛盾，得知 y1(𝑝)2
4 ≠ y1(𝑞)2

4 或 y2(𝑝)  2
4 ≠ y2(𝑞)2

4 ，也

就C(𝑝)、C(𝑞)最少有3維度不同，不在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

iii. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前4維度中有3個維度以上不同則2控制點不在同一平面上，

不需證明。故得知可得到Q7中的完美控制。 
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(二) Qk :  n=2 且 k=2e-1 ，e是大於3的正整數: 

I. 選取控制點: 

令ari
 ∈ {0,1},i=1,2,3,..d-e,r=1,2,3…e，則數對(a1i

,a2i
,a3i

… aei
)有2e種情況，為了使任意i、

j存在r、t，使得(ari
, arj

) ≠ (ati
, atj

)我們扣除He={(0,0,0, … 0)、(1,0,0,0 … 0)、 (0,1,0,0 … 0)、

(0,0,1,0. .0)、(0,0,0,0. .1)}有e+1種情況。 

令S2
e={0 ≤ s ≤ 2e − 1, s是整數}，xi(s)是十進位數s換算成2進位後的第i位數字，1≤i≤n，

建立e個2階2e − 1 − e維超立方體，(a1i
,a2i

,a3i
… aei

)有2e種情況，扣除He，尚有2e-e-1組，

取(a1i
,a2i

,a3i
… aei

) ≠(a1j
,a2j

,a3j
… aej

)，令 

yr2
d (s)=ar1

x1(s)+ar2
x2(s) + ar3

x3(s)+… ard
xd(s) mod 2, r=1,2,3…e，d=2e − 1 − e 

令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s), y12
d (s), y22

d (s), y32
d (s) … ye2

d (s))即為所求。 

II. 證明任2點選定控制點𝐂(𝒑)、𝐂(𝒒)不在同一個平面上，即為完美控制： 

(a1i
,a2i

,a3i
… aei

)有2e種情況，扣除He尚有2e-e-1組，使得對任意i、j存在r、t，(ari
, arj

) ≠

(ati
, atj

)。 

i. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d = 2e − e − 1維度中只有1個維度不同: 

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)則 yr(𝑝)2
d − yr(𝑞)2

d =ari
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 2 ≠0， yt(𝑝)2

d −

yt(𝑞)2
d =ati

(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 2 ≠0，也就C(𝑝)、C(𝑞)最少有3維度不同，不會在同一平面上，

其延伸樹不重疊。 

ii. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d = 2e − e − 1維度中只有2個維度不同: 若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)且

xj(𝑝) ≠ xj(𝑞)存在r、t，使得ari
: arj

≠ ati
: atj

且若ari
=0則arj

、ati
≠0，假設 yr(𝑝)2

d −

yr(𝑞)2
d =ari

(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + arj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 2 =0且 yt(𝑝)2
d − yt(𝑞)2

d =ati
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) +

atj
(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 2 =0  

得到(xi(𝑝)-xi(𝑞) = 0且(xj(𝑝)-xj(𝑞))=0矛盾，故 yr(𝑝)2
d ≠ yr(𝑞)2

d 或 yt(𝑝)2
d ≠ yt(𝑞)2

d ，故最少有3

個維度不相同不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

iii. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中有3個維度以上不同: 那2控制點不在同一平面上，

不需證明。 

五、𝐍 = 𝟑，𝐍𝟏+𝐍+𝐍𝟐+..𝐍𝐄−𝟏
，有完美控制的存在: 

(一) 取𝐄 = 𝟑，𝟑𝟏𝟑，找出13個旋鈕其上有3個位置(號碼)中的完美控制點集，       

γ(313)=310並證明其是完美控制 

  313=33×310，在維度13的超立方體中挑選出γ(313)= 310個控制點，每個控制點蓋住33

個點，且延伸樹彼此不重疊的情況。N=3時，係數可以用0,1,2，係數組變多了可以更容

易建立位置函數。 
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1. 選取310個控制點: 

令S3
10={0 ≤ s ≤ 310 − 1, s是整數}，xi(s)是十進位數s換算成n進位後的第i位數字，

1≤i≤10，令ari
 ∈ {0,1,2},i=1,2,3,..10,r=1,2,3，則數對(a1i

,a2i
,a3i

)有33種情況，為了使任意

i≠ j存在r、t，使得(ari
, arj

) ≠ (ati
, atj

)且(ari
, arj

) ≠ 2(ati
, atj

)扣除只影0或1個位置及造成xi

及xj平行的係數H3={(0,0,0)、(1,0,0)、 (0,1,0)、(0,0,1)、(2,0,0)、(0,2,0)、(0,0,2)、(2,2,0)、 (0,2,2)、

(2,0,2)、(2,2,2)}，滿足要求者尚有16組。令 

y13
10 (s)=a11

x1(s)+a12
x2(s) + a13

x3(s)+… a110
x10(s) mod 3,  

y23
10 (s)=a21

x1(s)+a22
x2(s) + a23

x3(s)+… a210
x10(s) mod 3,  

y33
10 (s)=a31

x1(s)+a32
x2(s) + a33

x3(s)+… a310
x10(s) mod 3   

        令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … x10(s), y13
10 (s), y2(s)3

10 , y33
10 (s))即為所求。用此法           

        建造的完美控制的最小控制集有P10
16種。 

2. 證明任2點選定控制點𝐂(𝒑)、𝐂(𝒒)不在同一個平面上，即為完美控制： 

I. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前10維度中只有1個維度不同: 

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)，因a1i
、a2i

、a3i
最多同時1個為0，故存在ari

(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 3 ≠0，

ati
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 3 ≠0，也就 yr(𝑝)3

10 ≠ yr(𝑞)3
10 且 yt(𝑝)3

10 ≠ yt(𝑞)3
10 ，C(𝑝)、C(𝑞)最少

有3維度不同，不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

II. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前10維度中只有2個維度不同:  

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)且xj(𝑝) ≠ xj(𝑞)存在r、t，使得(ari
, arj

) ≠ (ati
, atj

)且(ari
, arj

) ≠

2(ati
, atj

)。 

假設 yr(𝑝)3
10 − yr(𝑞)3

10 =ari
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) + arj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 3 =0且 yt(𝑝)3
10 −

yt(𝑞)3
10 =ati

(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + atj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 3 =0  

得到xi(𝑝)-xi(𝑞) = 0且xj(𝑝)-xj(𝑞)=0矛盾，故 yr(𝑝)3
10 ≠ yr(𝑞)3

10 或 yt(𝑝)3
10 ≠ yt(𝑞)3

10 ，故2控制

點最少有3個維度不相同不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

III. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前10維度中有3個維度以上不同: 那2控制點不在同一平           

   面上，不需證明。故得知可得到313中的完美控制。 

(二)𝐍 = 𝟑，𝐄為正整數，𝐊 = 𝟏 + 𝐍 + 𝐍𝟐 + ⋯ 𝐍𝐄−𝟏，𝟑𝟏+𝟑+𝟑𝟐+..𝟑𝐄−𝟏
有完美控制 

1. 選取𝟑𝟏+𝟑+𝟑𝟐+..𝟑𝐄−𝟏−𝐄個控制點 

令S3
d={0 ≤ s ≤ 3d − 1, s是整數}, d = 1 + 3 + 32 + ⋯ 3e−1 − e，xi(s)是十進位數s換算

成n進位後的第i位數字，1≤i≤n，令ari
 ∈ {0,1,2},i=1,2,3,..d,r=1,2,3,..e，則數對

(a1i
,a2i

,a3i
. . aei

)有3e種組合，為了對任意i≠ j存在r、t，使得(ari
, arj

) ≠ (ati
, atj

)且
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(ari
, arj

) ≠ 2(ati
, atj

)我們扣除

H3
e={

(0,0,0, . .0)、(1,0,0, . .0)、 (0,1,0, . .0)、. . (0,0, . .1)、(2,0,0, . .0)、 (0,2,0, . .0)、(0,0, . .2)、

(2,2,0,0, . .0)、 (0,2,2,0, . .0)、(2,0,2,0, . .0)、 … (2,2,2, … 2)
}，滿足要求者

尚有3e-(1+e+2e − 1)= 3e−2e − e組。令(3e−2e − e) − d=3e − (1 + 3 + 32 +

⋯ 3e−1) −2e=1 + 3 + 32 + ⋯ 3e−1−2e + 1=1 + 3 + 32 + ⋯ 3e−1−(2e − 1)=( 1 + 3 +

32 + ⋯ 3e−1)−( 1 + 2 + 22 + ⋯ 2e−1 ) > 0。取(a1i
,a2i

,a3i
. . aei

) ≠(a1j
,a2j

,a3j
. . aej

) 

       yr3
d (s)=ar1

x1(s)+ar2
x2(s) + ar3

x3(s)+… ard
xd(s) mod 3, r=1,2,3….e  

令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s), y13
d (s), y2(s)3

d , y33
d (s), … . ye3

d (s))即為所求。 

2. 證明任2點選定控制點𝐂(𝒑)、𝐂(𝒒)不在同一個平面上，即為完美控制： 

I. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中只有1個維度不同: 

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)，因a1i
、     a2i

、a3i
、. . aei

最少同時2個 ≠ 0，故存在

ari
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 3 ≠0，    ati

(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 3 ≠0，也就 yr(𝑝)3

d ≠ yr(𝑞)3
d 且 yt(𝑝)3

d ≠

yt(𝑞)3
d ，C(𝑝)、C(𝑞)最少有3    

維度不同，不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

II. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中只有2個維度不同:  

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)且xj(𝑝) ≠ xj(𝑞)存在r、t，使得(ari
, arj

) ≠ (ati
, atj

)且(ari
, arj

) ≠ 2(ati
, atj

)。 

假設 yr(𝑝)3
d − yr(𝑞)3

d =ari
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) + arj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 3 =0且 yt(𝑝)3
d −

yt(𝑞)3
d =ati

(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + atj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 3 =0  

得到xi(𝑝)-xi(𝑞) = 0且xj(𝑝)-xj(𝑞)=0矛盾，故 yr(𝑝)3
d ≠ yr(𝑞)3

d 或 yt(𝑝)3
d ≠ yt(𝑞)3

d ，故2控制點最

少有3個維度不相同不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

III.若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中有3個維度以上不同: 那2控制點不在同一平面上，

不需證明。 

故得知可得到3k中的完美控制。 

考慮若是取n階拉丁方陣 wn  (x,y)=x+y
mod ｎ

，則x1(s) + x2(s) + x3(s) … xd(s)
mod ｎ

= 

 wn ( wn ( wn (x1(s), x2(s)), x3(s)) , … xd(s))，是1個n階d維拉丁超立方，其係數皆不為0

且和n互質，而上述的函數 yr(s)3
d 在某些維度上係數出現0，故不呈拉丁超立方的型態。 

我們建造了完美控制的控制集，所使用的控制點並非都是拉丁超立方，由以上例子得

知完美控制並非都得符合拉丁超立方。 
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六、𝐍 = 𝟒，𝐍𝟏+𝐍+𝐍𝟐+..𝐍𝐄−𝟏
，有完美控制的存在:以拉丁超立方選取控制集 

五十屆全國中小學科學展覽「拉丁超立方體的完美控制情況」提出以2個在各平面上相

互正交的n-1維拉丁超立方來選取控制集， 

nxnxxxsx

nxxxxsx

nn

nn

mod)1(...32)(

mod...)(

13211

1321









但限於解聯立方程，所以要求n是質數，要用此法定出3個以上位置函數且在立方上正

交會更困難，尤其在N不是質數時和E>3需建立超立方的正交。利用「Latin Squares, 

Cubes and Hypercubes 」[參考資料四  P32]中W3
n+1 = S(V3

n(x1, x2,…, xn), xn+1),…Wn
n+1 = S(Vn

n(x1, 

x2,…, xn), xn+1)的概念，可以建立N+1個N+1維拉丁超立方體。利用其中一部分的觀念，首

先找出2個正交的n階拉丁方陣為擴展的基底: Ln (x,y)、 Sn (x,y): 

         

 0 1 2 3  0 1 2 3  00 11 22 33  

 1 0 3 2  3 2 1 0  13 02 31 20  

L4 (x,y)= 2 3 0 1 S4 (x,y)= 1 0 3 2 L4 ⊕ S4 = 21 30 03 12  

 3 2 1 0  2 3 0 1  32 23 10 01  
                  

                                                                         

不難檢查出 Ln (x,y)、 Sn (x,y)其結合(superimposed)後可組成一個n階正交拉丁方陣。 

再建造3個n階拉丁立方體，令 

    α1n
3 (x1, x2, x3)= Ln ( Ln (x1, x2), x3)， α2n

3 (x1, x2, x3)= Sn ( Ln (x1, x2), x3)，

α3         n
3 (x1, x2, x3)= Ln ( Sn (x1, x2), x3) 

把3個拉丁立方體結合(superimposed)則 α14
3 ♁ α34

3 ♁ α24
3 (x1, x2, x3) = 

 000 111 222 333  131 020 313 202  212 303 030 121  323 232 101 010  

 113 002 331 220  022 133 200 311  301 210 123 032  230 321 012 103  
第 1 層 

221 330 003 112 第 2 層 310 201 132 023 第 3 層 033 122 211 300 第 4 層 102 013 320 231  

 332 223 110 001  203 312 021 130  120 031 302 213  011 100 233 322  

不難驗證形成1組正交拉丁立方 

 0 21 42 63  29 8 55 34  38 51 12 25  59 46 17 4  

 23 2 61 40 第 2 層 10 31 32 53 第 3 層 49 36 27 14 第 4 層 44 57 6 19  
第 1 層 

41 60 3 22  52 33 30 11  15 26 37 48  18 7 56 45  

 62 43 20 1  35 54 9 28  24 13 50 39  5 16 47 58  

繼續建造4個n階拉丁4維超立方: 

  α1n
4 (x1, x2, x3, x4)= Ln ( α1n

3 (x1, x2, x3), x4)，                α2n
4 (x1, x2, x3, x4)= Ln ( α2n

3 (x1, x2, x3), x4)，     

   α3(x1, x2, x3, x4)n
4

= Ln ( α3n
3 (x1, x2, x3), x4)，       α4(x1, x2, x3, x4)n

4 = Sn ( α3n
3 (x1, x2, x3), x4) 

繼續下去可以建立d個n階d維的拉丁超立方且形成正交，我們把
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αjn
       d (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s))簡寫成 αjn

d (s), 是1個n階d維拉丁超立方。觀察 α24
       3 ♁

α34
3 (x1, x2, x3) = 

 00 11 22 33  31 20 13 02  12 03 30 21  23 32 01 10  

 13 02 31 20  22 33 00 11  01 10 23 32  30 21 12 03  
第 1 層 

31 30 03 12 第 2 層 10 01 32 23 第 3 層 33 22 11 00 第 4 層 02 13 20 31  

 32 23 10 01  03 12 21 30  20 31 02 13  11 00 33 22  

在3個方向的平面上都各自形成正交拉丁方陣。421=418×43，我們需要在418個立方塊中各

自選定1個控制點，選出的方式可以利用上述 α24
3 ♁ α34

3 的特殊關係，在各平面上呈正

交拉丁方陣。 

 

(一) 取𝐄 = 𝟑，𝟒𝟐𝟏，找出21個旋鈕其上有4個位置(號碼)中的完美控制點集，    

γ(421)=418並證明其是完美控制 

   𝐧𝐧𝟐+𝐧+𝟏，𝐧 = 𝟒，𝟒𝟐𝟏，預測也會有完美控制，在[參考資料三  P10]中指出因為21元4維共

需2401個點，而每個點會出現在6個平面上，故總共出現14406次。總共只有2646個平面，

14406÷2646 > 1，故不會是完美控制。 

421=43×418，所以要在維度21的4階超立方體中挑選出γ(421)= 418個控制點，每個控制點蓋

住43個點，而延伸樹彼此不重疊的情況。 

1. 選取418個控制點: 

令S4
18={0 ≤ s ≤ 418 − 1, s是整數}，xi(s)是十進位數s換算成4進位後的第i位數字，1≤i≤10，

由於4不是質數，在設定拉丁超立方ar1
x1(s)+ar2

x2(s) + ar3
x3(s)+… ard

xd(s) mod 4時係數只

能用0,1在解聯立方程時才能成功。令ari
 ∈ {0,1},i=1,2,3,..,r=1,2,3，則數對(a1i

,a2i
)有23種

情況故可用的組合只有{(1,0,0)、 (0,1,0)、(0,0,1)、(1,1,0)、(1,0,1)、(0,1,1)、(1,1,1)}7個不足做為18

個變數xi前的係數。回想N=2時的技巧，3個位置函數 yr(s)可以解決4個xi(s)的情況，那

重複相同程序可以解決更多個變數。令 (a1i
,a2i

,a3i
. . a5i

)≠(0,0,0. .0)，ari
 ∈

{0,1},i=1,2,3..18，r=1,2,3,..5，令 yr(s)=ar1
x1(s)+ar2

x2(s) + ar3
x3(s)+… ar18

x18(s) mod 4,  建

立了5個函數 yr(s)， 且保持著當某一個i，xi(p)≠xi(q)時，有1個以上 yr(p)≠ yr(q)， 

再令(b1i
,b2i

,b3i
)≠(0,0,0)，bti

 ∈ {0,1},i=1,2,3..5，t=1,2,3 

  zt(s)=bt1
y

1
(s)+bt2

y
2
(s) + bt3

y
3
(s)+… bt5

y5(s) mod 4保持著當某一個i， yr(p)≠ yr(q)時，

有1個以上 zt(p)≠ zt(q)， 再令(c1i
,c2i

)≠(0,0)，cvi
 ∈ {0,1},i=1,2,3，v=1,2 

        wv(s)=cv1
z1(s)+cv2

z2(s) + cv3
z3(s) mod 4  令 
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         ω34
18 (s) = ω34

18 (x1(s), x2(s), x3(s), … x18(s)) = α14
18 (s)=x1(s) + x2(s) + x3(s), … + x18(s) mod 4 

         ωi4
18 (s) = ωi4

18 (x1(s), x2(s), x3(s), … x18(s)) = αi+14
3 ( wv(s), wv(s), 0),i=1,2 

令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … x10(s), ω14
18 (s), ω24

18 (s), ω34
18 (s))即為所求。 ωi4

18 (s)為4

階18維度的拉丁超立方體。 

2. 證明任2點選定控制點𝐂(𝒑)、𝐂(𝒒)不在同一個平面上，即為完美控制： 

I. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前10維度中有3個維度以上不同: 那2控制點不在同一平面上，

不需證明。 

II. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前18維度中只有2個維度不同:  

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)且xj(𝑝) ≠ xj(𝑞)且存在r、t，使得(ari
, arj

) ≠ (ati
, atj

)且(ari
, arj

) ≠ (0, 0)、

(ati
, atj

)  ≠ (0, 0)，假設 

      yr(𝑝) − yr(𝑞)=ari
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) + arj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 4 =0且 

      yt(𝑝) − yt(𝑞)=ati
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) + atj

(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 4 =0  

得到xi(𝑝)-xi(𝑞) = 0且xj(𝑝)-xj(𝑞)=0矛盾，故 yr(𝑝) ≠ yr(𝑞)或 yt(𝑝) ≠ yt(𝑞) 

i. 若 yr(𝑝) ≠ yr(𝑞)且 yt(𝑝) ≠ yt(𝑞)，存在g,h使得(bgr
, bgt

) ≠ (bhr
, bht

)且(bgr
, bgt

) ≠

(0, 0)，(bhr
, bht

) ≠ (0, 0)，假設 

      zg(𝑝) − zg(𝑞)=bgr
(y

r
(𝑝)-yr(𝑞)) + bgt

(yt(𝑝)-yt(𝑞)) mod 4 =0且 

      zh(𝑝) − zh(𝑞)=bhr
(y

r
(𝑝)-yr(𝑞)) + bht

(yt(𝑝)-yt(𝑞)) mod 4 =0得到 

yr(𝑝) − yr(𝑞) = 0且 yt(𝑝)1 yt(𝑞) = 0 矛盾，故 zg(𝑝) ≠ zg(𝑞)或 zh(𝑝) ≠ zh(𝑞) 

ii. 若 yr(𝑝) ≠ yr(𝑞)但 yt(𝑝) = yt(𝑞)，存在g使得 bgr
(y

r
(𝑝) − y

r
(𝑞)) mod 4 ≠ 0，得到

zg(𝑝) ≠ zg(𝑞) 

也就是 zg(𝑝) ≠ zg(𝑞)或 zh(𝑝) ≠ zh(𝑞)。同樣程序可最後得到存在v、u使得 wv(𝑝) ≠

wv(𝑞)                        或 wu(𝑝) ≠ wu(𝑞)； 

因 α2與 α34
3

4
3  為拉丁立方且在各平面上為正交拉丁方陣故 α24

3 ( wv(s), wu(s), 0) ≠

α24
3 ( wv(s), wu(s), 0)或 α34

3 ( wv(s), wu(s), 0) ≠ α34
3 ( wv(s), wu(s), 0)。 

也就是C(𝑝)、C(𝑞)有3個維度以上不同。 

III. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前18維度中只有1個維度不同: 

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)， ωi4
18 (𝑝) − ωi4

18 (𝑞) = xi(𝑝) − xi(𝑞) ≠ 0， 

又因(a1i
, a2i

, a3i
. . a5i

) ≠ (0,0,0. .0)，故存在ari
(x

i
(𝑝)-xi(𝑞)) mod 4 ≠0，也就 yr(𝑝) ≠

yr(𝑞)，同理存在btr
(y

r
(𝑝) − y

r
(𝑞)) mod 4 ≠ 0，推得 zt(𝑝) ≠ zt(𝑞)，再繼續

cvt
(z

t
(𝑝) − zt(𝑞)) mod 4 ≠ 0，推得 wv(𝑝) ≠ wv(𝑞)又 α2與 α34

3
4
3  為拉丁立方且在各平
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面上為正交拉丁方陣故 α24
3 ( wv(s), wv(s), 0) ≠ α24

3 ( wv(s), wv(s), 0)或

α34
3 ( wv(s), wv(s), 0) ≠ α34

3 ( wv(s), wv(s), 0)。 

C(𝑝)、C(𝑞)最少有3維度不同，不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

故2控制點最少有3個維度不相同不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

故得知可得到421中的完美控制。 

(二) 𝐍 = 𝟒，𝐄為正整數，𝐊 = 𝟏 + 𝐍 + 𝐍𝟐 + ⋯ 𝐍𝐄−𝟏，𝟒𝟏+𝟒+𝟒𝟐+..𝟒𝐄−𝟏
有完美控制，

以拉丁超立方法來選取控制點 

在上節中選取控制點時利用了 α2與 α34
3

4
3 為拉丁立方且在各平面上為正交拉丁方陣的

特性，但並不是任意的2個拉丁立方皆有此特性，尋找能形成此類的正交拉丁方陣便成為

一般化再擴展的阻礙，我們再度修正選取控制點的方法。由於 α1、4
3 α2與 α34

3
4
3 拉丁立方是

由2個正交的4階拉丁方陣來建構，開始時我們以為E=3應以正交拉丁立方來解決的看法反

而不容易解決，所以解決的方式應該退回到2個正交拉丁方陣，以前面的位置函數做為正

交拉丁方陣的變數來選取控制點，用以構造拉丁超立方法的完美控制。 

1. 選取𝟒𝟏+𝟒+𝟒𝟐+..𝟒𝐄−𝟏−𝐄個控制點 ，d= 𝟏 + 𝐧 + 𝐧𝟐 + ⋯ 𝐧𝐞−𝟏 − 𝐞, S4
d={0 ≤ s ≤ 4d −

1, s是整數} 

設定係數ari

m ∈ {0,1}做為第m層r個函數的i個變數之係數，且其個數的對應關係如下表 

m= 1 2 3 4 5 6 7 8 

r(m)= 1,2 1,2,3 1≤ r ≤ 4 1≤ r ≤ 6 1≤ r ≤ 9 1≤ r ≤ 13 1≤ r ≤ 19 1≤ r ≤ 28 

i(m)= 1,2,3 1,2,3,4 i ≤ 6 i ≤ C1
r +

r

2
=9 C1

r +
r

2
=13.5 C1

r +
r

2
=19 C1

r +
r

2
=28.5 C1

r +
r

2
=42 

令y1
1(s)=a11

1 y1
2(s)+a12

1 y2
2(s)+a13

1 y3
2(s) ，y2

1(s)=a21

1 y1
2(s)+a22

1 y2
2(s)+a23

1 y3
2(s) 

yr
m(s)=∑ ari

myi
m+1(s)i(m)

i=1  ,r=1,2,3.. r(m) ， a1i

m, a2i

m, a3i

m, a4i

m. . ari

m 中對任意i, 要求 

1 ≤ ∑ ari

mr(m)
r=1 ≤ 2為1且∑ ari

mi(m)
i=1 ≤ 2，當i ≠ j ,(a1i

m, a2i

m, a3i

m, a4i

m. . ari

m)≠(a1j

m, a2j

m, a3j

m, a4j

m. . arj

m)。

例如第2層中3個函數其第i個變數前的係數可取(a1i

2 , a2i

2 , a3i

2 ) ∈ {(0,0,1)、(0,1,0)、(1,0,0)、

(1,1,0)}、(a1i

3 , a2i

3 , a3i

3 , a4i

3 ) ∈ {(1,0,0,0)、(0,1,0,0)、(0,0,1,0)、(0,0,0,1)、(1,1,0,0)、(0,0,1,1)} 

當i(m) ≤ d = 𝟏 + 𝟒 + 𝟒𝟐+. . 𝟒𝐄−𝟏 − 𝐄 < i(m + 1)，令yi
m+1(s) = xi(s) ,i=1,2,3..d 

yi
m+1(s) = 0, i = d + 1, d + 2, . . i(m + 1) − 1 ， β1n

d (s)= Ln (y1
1(s), y2

1(s))， β2n
d (s)= Sn (y1

1(s), y2
1(s))，

βin
d (s)= αin

d (s)，i=3,4,5…e， Ln (x, y)與 Sn (x, y)是任意的正交n階拉丁方陣，n≠6。 
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最後令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s), β1n
d (s), β2n

d (s), β3n
d (s), . . βen

d (s))， βin
d (s)皆為d

維n階拉丁超方立，且 β1n
d (s)與 β2n

d (s)結合後以各平面檢查形成正交拉丁方陣。 

2. 我們要說明任二個控制點C(𝑝)、C(𝑞)不屬於同一個3維度的立方塊或2維度的平面內。 

在n階拉丁方陣中若選定點 )
1

,
1

( yxp 而與其不同行及列共有 (n-1)2個點 )
2

,
2

( yxq ， q 點所

在位置的值有n-1個與 p 相同，有(n-1)2-(n-1)與 p 相異，而 L♁ S33 正交時，若

Ln (x1,y1)= Ln (x2,y2)則 Sn (x1,y1)≠ Sn (x2,y2)，示例如下圖: 

 0 1 2  0 1 2  01 12 20  

L3 (x,y)= 2 0 1 S3  (x,y)= 1 2 0 L3 ⊕ S3 = 22 00 11  

 1 2 0  2 0 1  10 21 02  

故 β1n
d (s)= Ln (y1

1(s), y2
1(s))， β2n

d (s)= Sn (y1
1(s), y2

1(s))，故y1
1(𝑝) ≠ y1

1(𝑞)或y2
1(𝑝) ≠ y2

1(𝑞)時

β1n
d (𝑝) ≠ β1n

d (𝑞)或 β2n
d (𝑝) ≠ β2n

d (𝑞)。 

I. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中有3個維度以上不同: 那2控制點不在同一平面上，不

需證明，d = 𝟏 + 𝟒 + 𝟒𝟐+. . 𝟒𝐄−𝟏 − 𝐄。 

II. 若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中只有2個維度不同:  

當i(m) ≤ d = 𝟏 + 𝟒 + 𝟒𝟐+. . 𝟒𝐄−𝟏 − 𝐄 < i(m + 1)，令yi
m+1(s) = xi(s) ,i=1,2,3..d 

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)且xj(𝑝) ≠ xj(𝑞)且存在v、t，使得(avi

m, ati

m), (avj

m, atj

m)  ∈ {(0,1)、(1,0)、(1,1)}，

假設yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞)=avi

m(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + avj

m(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 4 =0  且 

 yt
m(𝑝) − yt

m(𝑞)=ati

m(x
i
(𝑝)-xi(𝑞)) + atj

m(xj(𝑝)-xj(𝑞)) mod 4 =0  

 得到xi(𝑝)-xi(𝑞) = 0且xj(𝑝)-xj(𝑞)=0矛盾，故yv
m(𝑝) ≠ yv

m(𝑞)或yt
m(𝑝) ≠ yt

m(𝑞)，得到最少       

 存在某1個r 使得yr
m(𝑝) ≠ yr

m(𝑞)。 

i.  若存在3個或3個以上的數r,v,t，使得yv
m(𝑝) ≠ yv

m(𝑞)且yt
m(𝑝) ≠ yt

m(𝑞)且yr
m(𝑝) ≠ yr

m(𝑞)，    

     因∑ ari

m−1i(m−1)
i=1 ≤ 2存在g,h使得(agv

m−1, ahv

m−1), (agr
m−1, ahr

m−1)  ∈ {(0,1)、(1,0)、(1,1)}，且 

 yg
m−1(𝑝) − yg

m−1(𝑞)=agv

m−1(yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞)) + agr

m−1(yr
m(𝑝) − yr

m(𝑞)) mod 4 ， 

 yh
m−1(𝑝) − yh

m−1(𝑞)=ahv

m−1(yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞)) + ahr

m−1(yr
m(𝑝) − yr

m(𝑞)) mod 4  假設 

agv

m−1(y
v
(𝑝)-yv(𝑞)) + agr

m−1(yr(𝑝)-yr(𝑞)) mod 4 = 0且ahv

m−1(y
v
(𝑝)-yv(𝑞)) +

ahr

m−1(yr(𝑝)-yr(𝑞)) mod 4 = 0 

yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞) = 0且yr
m(𝑝) − yr

m(𝑞) = 0 矛盾，故yg
m−1(𝑝) ≠ yg

m−1(𝑞)或yh
m−1(𝑝) ≠ yh

m−1(𝑞)得

到最少存在某1個r 使得yr
m−1(𝑝) ≠ yr

m−1(𝑞)。 
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ii. 若存在2個數r,v，使得yv
m(𝑝) ≠ yv

m(𝑞)且yr
m(𝑝) ≠ yr

m(𝑞)，存在g,h使得

(agv

m−1, ahv

m−1), (agr

m−1, ahr

m−1)  ∈ {(0,1)、(1,0)、(1,1)}，且 

yg
m−1(𝑝) − yg

m−1(𝑞)=agv

m−1(yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞)) + agr

m−1(yr
m(𝑝) − yr

m(𝑞)) mod 4 ， 

yh
m−1(𝑝) − yh

m−1(𝑞)=ahv

m−1(yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞)) + ahr

m−1(yr
m(𝑝) − yr

m(𝑞)) mod 4  假設 

agv

m−1(y
v
(𝑝)-yv(𝑞)) + agr

m−1(yr(𝑝)-yr(𝑞)) mod 4 = 0且ahv

m−1(y
v
(𝑝)-yv(𝑞)) +

ahr

m−1(yr(𝑝)-yr(𝑞)) mod 4 = 0 

yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞) = 0且yr
m(𝑝) − yr

m(𝑞) = 0 矛盾，故yg
m−1(𝑝) ≠ yg

m−1(𝑞)或yh
m−1(𝑝) ≠ yh

m−1(𝑞)得

到最少存在某1個r 使得yr
m−1(𝑝) ≠ yr

m−1(𝑞)。 

iii. 若僅存在1個數v，使得yv
m(𝑝) ≠ yv

m(𝑞)，則存在g使得agv

m−1 = 1且 

yg
m−1(𝑝) − yg

m−1(𝑞)=agv

m−1(yv
m(𝑝) − yv

m(𝑞)) mod 4 ≠ 0， 

得到最少存在某1個g 使得yg
m−1(𝑝) ≠ yg

m−1(𝑞)。 

繼續此程序最得可得y1
1(𝑝) ≠ y1

1(𝑞)或y2
1(𝑝) ≠ y2

1(𝑞)。 

以上皆可說明y1
1(𝑝) ≠ y1

1(𝑞)或y2
1(𝑝) ≠ y2

1(𝑞)則 β14
d (𝑝) ≠ β14

d (𝑞)或 β24
d (𝑝) ≠ β24

d (𝑞)也就是

C(𝑝)與C(𝑞)有3個維度以上不同。 

III.若是控制點C(𝑝)、C(𝑞)在前d維度中只有1個維度不同:  

若xi(𝑝) ≠ xi(𝑞)，則存在g使得agv
m = 1且 

yg
m(𝑝) − yg

m(𝑞)=agv

m (yv
m+1(𝑝) − yv

m+1(𝑞)) mod 4 ≠ 0，故yg
m(𝑝) ≠ yg

m(𝑞)。 

繼續此程序最得可得y1
1(𝑝) ≠ y1

1(𝑞)或y2
1(𝑝) ≠ y2

1(𝑞)故 β14
d (𝑝) ≠ β14

d (𝑞)或 β24
d (𝑝) ≠

β24
d (𝑞)， 

又 βi4
d (s)= αi4

d (s)，i=3,4,5…e，皆是4階d維拉丁超立方，在只有1維度不同時 βi4
d (𝑝) ≠ βi4

d (𝑝)，

i=3,4,5…e，所以C(𝑝)、C(𝑞)最少有3維度不同，不會在同一平面上，其延伸樹不同疊。 

我們發現此節所使用的拉丁超立方的選取方法，也適用於前面N=3的情況中，只要存在2

個N階的正交拉丁方陣，便可使用本節的方法。 

七、當N是大於2的非6正整數，E是大於2正整數，K=
𝑁𝐸−1

𝑁−1
= 1 + 𝑁 + 𝑁2 + ⋯ + 𝑁𝐸−1，       
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      構造N 元K維的完美控制情形，γ(NK)= NK-E 

因n＞2且為非6的正整數時，皆存在2個結合後正交的拉丁方陣，故前節所使用的方法可

以找出e個k-e維度拉丁超立方，且 β1n
d 與 β2n

d 在各平面上呈正交拉丁方陣，所選取的方法

和n=4時相同，證明也相同，所以維度k=
𝑛𝑒−1

𝑛−1
，n＞2且為非6的正整數時皆有完美控制的

存在。 

 

八、𝐍 = 𝟔，𝐄 ≥ 𝟑為正整數，𝐊 = 𝟏 + 𝐍 + 𝐍𝟐 + ⋯ 𝐍𝐄−𝟏，𝟔𝟏+𝟔+𝟔𝟐+..𝟔𝐄−𝟏
有完美    

         控制，以6階拉丁立方建造完美控制𝛄(6K)= 6K-E 

(一) 取𝐄 = 𝟑，𝟔𝟒𝟑，找出43個旋鈕其上有6個位置(號碼)中的完美控制點

集， 𝛄(643)=640並證明其是完美控制 

令d = 40, S6
d={0 ≤ s ≤ 640 − 1, s是整數}，因n=6時找不到正交拉丁方陣，但依前

節所用方法定義出的第1層位置函數 y1
1(𝑝) ≠ y1

1(𝑞)或y2
1(𝑝) ≠ y2

1(𝑞) ，令 β36
40 (s) =

α36
40 (s)最後令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s), y1

1(s), y2
1(s), β36

40 (s)) 即為所

求之控制點集。 

(二) 取𝐄＞𝟑，𝐊 = 𝟏 + 𝐍 + 𝐍𝟐 + ⋯ 𝐍𝐄−𝟏，𝟔𝟏+𝟔+𝟔𝟐+..𝟔𝐄−𝟏
有完美控制，以6

階拉丁立方建造完美控制𝛄(6K)= 6K-E 

令d = k − e, S6
d={0 ≤ s ≤ 6d − 1, s是整數}，因n=6時找不到正交拉丁方陣，但存在3個

6階拉丁立方形成正交拉丁立方A(x,y,z)、B(x,y,z)、C(x,y,z) [參考資料四P35、36]。

 

最後令控制點C(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), … xd(s), β16
d (s), β26

d (s), β36
d (s), . . βen

d (s)) 

證明: 因 βi6
d (s)皆是6階d維的拉丁超立方，且 β16

d (s) 、 β26
d (s) 、 β36

d (s)還在任意3維度的立

方塊上為正交拉丁立方，故前d維度中有1維度相異的2個控制點其 βi6
d (𝑝) ≠

βi6
d (𝑞) ,i∈ {1,2,3}至少有1個成立，加上 βi6

d (𝑝) ≠ βi6
d (𝑞) ,i＞3 ，彼此總共會有3個維

度以上不同；前d維度中有2維度相異的2個控制點其 βi6
d (𝑝) ≠ βi6

d (𝑞) ,i＞3 ,彼此總共

會有3個維度以上不同。2控制點不共平面，則其延伸樹不會重疊是完美控制。  
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伍、 研究結果 

一、 N ＞2非6,E＞2是正整數時，存在2個彼此正交的拉丁方陣為基底，可構造出延伸樹不

重疊的控制集，稱為「完美控制」，這時最小控制集點數是 E...NNN1 1-E2

N  ，以解決旋

鈕數 1-E2 ...NNN1K  且旋鈕上有 N 個號碼的密碼鎖問題。 

二、 N =2以類正交拉丁超立方來處理，仍有完美控制的存在。 

三、 N =6,E＞2是正整數時，不存在2個彼此正交的拉丁方陣，改由3個正交的拉丁立方為基

底建造拉丁超立方，可構造「完美控制」的控制集，這時最小控制集點數是 E...6661 1-E2

6  。 

四、 超立方中完美控制的條件之一為  
KN

N K

1)1( 
是正整數；當K=

𝑁𝐸−1

𝑁−1
= 1 + 𝑁 + 𝑁2 +

⋯ + 𝑁𝐸−1, 𝐸＞2、 N 是正整數，能構造出K-E維度N階超立方以選取控制點集，證明「完

美控制」的存在且其最小控制集點數γ( E-KK N)N  ，延伸樹涵蓋點數 K)-N( 1 +1= EN ，

藉此可以建構出完美控制的正交拉丁超立方體家族。 

五、 當E=2時，D=N+1便是50屆全國科展中所提的完美控制情況，γ( 1-N1N N)N  ，我們的

方法雖只寫出E≥ 3的過程，但同時適用於E=2且可以解決其中N不是質數的問題。 

六、 當N=2便是48屆全國科展中所提
1-2EQ 的最小控制集問題，都是完美控制的情況。 

七、 非完美控制中的情況不易找到簡易通式解，在幾篇科展作品中可以發現，44問題中我們

目前找的最小解是28。 

八、 完美控制不需皆使用拉丁超立方也能選取，也不是任意的正交拉丁方陣皆成功選取完

美控制的控制點，但拉丁超立方的方式可以設計來選取完美控制的控制集。 

九、 prodcutCartesian  可以把 KN 超立方分割成較小維度的集合以適合分析，而完美控制中

挑選控制點的方法也可把 KN 也以分割成彼此獨立的 E-KN 個集合。 
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陸、 討論 

一、E=3時每個n3立方中應只有一個控制點，證明時，前K-E維度中只有2維相異時，只說明

了2個控制點不在任意n2平面上，不能說明2點不在任意n3立方塊上，似乎有憾或許可以

學習50屆全國科展中「拉丁超立方體的完美控制情形」利用 prodcutCartesian 切割法，

使用鴿籠原理再證明看看。 

二、k個維度中取3個維度決定一個n3立方塊，其取法有C3
k=

k×(k−1)×(k−2)

6
，當k夠大時例如13，

C3
13=268，而取2個維度決定一個n2平面，其取法C2

13=78，這表示同一個點同時屬於268

個不同立方塊中卻只同時屬於78個平面中，或許就是上述中證明平面反而較易的對映原

因。 

三、N=2時不存在正交的拉丁方陣，所以構造時要以類同於拉丁方陣的方式，依換行換列就

更改數值的概念，所以用加法來構造出類拉丁超立方的方式。 

四、N=6時不存在正交的拉丁方陣，所以構造時要以正交拉丁立方的方式。 

五、完美控制應仍有其它類型，我們仍未全部完成。 

 

柒、 參考資料及其它 

一、 陳冠儒、翁翠微、伍蕙萱、陳冠霖/ 密碼鎖/ 第四十三屆全國中小學科學展覽 

二、 李佳晉、藍唯倫、徐書強、鄭博升/ 超立方體Qn之最小控制/ 第四十八屆全國中小學

科學展覽 

三、 尤怡方、李敏辰、余珍華、陳佑瑄/ 密碼鎖-拉丁超立方體的完美控制情形/第五十屆全

國中小學科學展覽 

四、 Jerzy Wojdyo/ Latin Squares, Cubes and Hypercubes/ Southeast Missouri  State 

University March 31, 200 



【評語】030409  

作者在已知的全國科展(國際科展)得獎的作品之基礎上繼續延

伸做了推廣。對於一類集合求出其最小控制集，作品有數學的深度。

然建議可由初始的實際例子做詳細觀察與分析，以更能理解問題及

使用技巧之脈絡及關鍵所在，以期許能更清晰呈現作品。 
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