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摘    要 

『火柴遊戲』(The game of Match)，一個中國最古老的二人遊戲，有人稱之為『筷子遊戲』

(The game of Chopstick)、『拈子遊戲』或『尼姆遊戲』(The game of Nim)，在遊戲中，對戰的兩

人可不斷的改變規則，並設法去找尋所謂的致勝技巧。但是其中最吸引人的就是『先取的人

可以拿任意根火柴，但不可以一次取完，而後取的人所拿的數量不可超過上一人所取的二倍，

同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』及『每次取的數目是 1〜5 根，先取的人不可以一次取

完，而後取的人所拿的數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一根火柴的人就獲

勝』。好奇的我們於是決定悠遊於火柴棒的遊戲中……。 

壹、研究動機 

    去年青澀的我們在剛接觸火柴遊戲時，所選取的規則是『先取的人可以拿任意根火柴，

但不可以一次取完，而後取的人所拿的數量不可超過上一人所取的二倍，同樣是取走最後一

根火柴的人就獲勝』，最後發現原本的火柴數量為『斐波南契數』時，無論先拿的人如何先取

都會輸，例如：3，5，8，13，21，…這些數，而這個結果深深的撼動著我們。後來我們再次

動手去操作另一規則的遊戲，也就是『每次取的數目是 1〜5 根，先取的人不可以一次取完，

而後取的人所拿的數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』，發

現有好多的神秘感充斥著我們那期待的內心深處，於是一頭栽了進去，想把『拈』的美告訴

喜歡數學的人…。 

貳、研究目的 

    為了繼續探討的方便，因此我們將原來取火柴數的遊戲，改成取石子的方式(因為它又叫

做拈石子遊戲)，而所有的規則皆相同，因此我們將一起來討論及實驗幾個主要的方向： 

 一、當規則為『先取的人可以拿任意顆石子，但不可以一次取完，而後取的人所拿的數量 

     不可超過上一人所取的二倍，同樣是取走最後一顆石子的人就獲勝』，石子總數為 3， 

     5，8，13，21，…甚至衍生出來的其餘斐波南契數，是否先取的人都會不利？ 

   二、當規則如上述，若石子總數不為斐波南契數時，先取的人似乎有利，但當中是否有 

       什麼方法呢？ 

   三、當規則為『每次取的數目是 1〜5 顆，先取的人不可以一次取完，而後取的人所拿的 

       數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一顆石子的人就獲勝』，找出後取有 

       利的總數情形？ 

   四、當規則如上述，取數範圍為 1〜5 顆，找出先取有利的總數情形？及其玩法？ 

   五、當規則如上述，取數範圍為 1〜m 顆，找出後取有利數取法的相關規則及方法？ 
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叁、研究過程(一) 

所有的遊戲對戰，基本的前提為兩位比賽者都為高手，亦即熟悉所有對自己最有利的取

法。此部份的遊戲規則為『先取的人可以拿任意顆石子，但不可以一次取完，而後取的人所

拿的數量不可超過上一人所取的二倍，同樣是取走最後一顆石子的人就獲勝』，進行下面的討

論，我們將石子總數為 3 到 34 的對戰結果整理成表格(一)：  

石子的總數(n) A 先取有利的情形 A 先取不利的情形 石子的總數(n) A 先取有利的情形 A 先取不利的情形 

3  先取不利 19 先取 1 或 6 有利  

4 先取 1 有利  20 先取 2 有利  

5  先取不利 21  先取不利 

6 先取 1 有利  22 先取 1 有利  

7 先取 2 有利  23 先取 2 有利  

8  先取不利 24 先取 3 有利  

9 先取 1 有利  25 先取 1 或 4 有利  

10 先取 2 有利  26 先取 5 有利  

11 先取 3 有利  27 先取 1 或 6 有利  

12 先取 1 有利  28 先取 2 或 7 有利  

13  先取不利 29 先取 8 有利  

14 先取 1 有利  30 先取 1 或 9 有利  

15 先取 2 有利  31 先取 2 或 10 有利  

16 先取 3 有利  32 先取 3 有利  

17 先取 1 或 4 有利  33 先取 1 有利  

18 先取 5 有利  34  先取不利 

(表格一) 

在這個遊戲對戰中，我們發現若石子總數為 3，5，8，13，21，34 時，對先取的人來講是 

不利的，此刻，我們幾個人已深深的被這個數列吸引了，而它也激起我們二點的好奇心： 

(1)是否當石子總數為 34 以後的斐波南契數 55，89，144，…等，依然是先取的人會處於較不 

  利的情形？ 

(2)當石子總數不為斐波南契數列的數時，由前面的對抗結果來看，先取的人也會處於有利位 

  置，但是前提是先取的人必須有他的方法，才能讓自己先取有利？ 

一、討論Ⅰ：每一個正整數 n 均可表成斐波南契數列中的某些數的和，且滿足下列條件： 

       1 2 3k k k krn a a a a        其中  221  kk ， 232  kk ，….， 21  rr kk  

(即如果由大到小排列，則相鄰兩數的足碼必差 2 以上，也就是上一個的足碼必比下一 

個的足碼 2) 
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  如果令    0a , 1a , 2a , 3a , 4a , 5a , 6a  , 7a  , 8a  , 9a  , ………… 

  來表示斐波南契數列    1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 , 21 , 34 , 55 ,… 

  則由前面對戰的結果可知： 

       例如：12 可以寫成 12=8+3+1 

                        = 5a + 3a + 1a   (其中 5a =8， 3a =3， 1a =1) 

        可發現 5a 的足碼 5 比第二個數 3a 的足碼 3 大 2 以上，而 3a 的足碼 3 又比最小的 

        數 1a 的足碼 1 大 2 以上。 

現在我們用數列的觀點來探討對某正整數 n，是如何取出這些斐波南契數： 

取法： 

(1) 當 n 為斐波南契數(即某一個 ka )，則令 n= ka  即可 

(2) 當 n 不為斐波南契數時，此時取小於 n 之最大斐波南契數 1ka ， 

則 n- 1ka 會比 n 小且比 1 1ka  小，(亦即 1kn a n   且 1 1 1k kn a a   ) 

因為       1 1 1k ka n a      其中 1 1 1 1 1k k ka a a    

所以       1 1 1 1k k ka n a a       

即         1 1 10 k kn a a     

例如：n=19 時，則 1ka =13( 1k =6)，13 為比 19 小的最大斐波南契數， 

               而 19-13=6 比 5a =8 小。 

取出 1ka 後，繼續處理 1kn a ： 

【1】 若 1kn a 為斐波南契數，(即某個 2ka ) 

則令 1 2k kn a a  ，即 1 2k kn a a    此時 221  kk  (因 1 1 1k kn a a   ) 

【2】 若 1kn a 不為斐波南契數，則取小於 1kn a 之最大斐波南契數 2ka ， 

此時 1 2k kn a a   比 1kn a 小，而且比 2 1ka   小。 

      若 1 2k kn a a  為斐波南契數，則又可得到 

                1 2 3k k kn a a a      

     即   1 2 3k k kn a a a     此時 221  kk ， 232  kk  

     若 1 2k kn a a  不為斐波南契數，則繼續【2】之過程，必可 

     得到一斐波南契數 kra ，使得 

           1 2 1.....k k krk rn a a a a      

     即  1 2 1.....k k krk rn a a a a     ，其中 221  kk ， 232  kk ，…， 21  rr kk  

二、討論Ⅱ：每一個斐波南契數均可表成比其小之斐波南契數最細的組合(即由大到小排列， 

            除了最後兩數足碼差 1，其餘相鄰兩數足碼都差 2)，也就是 

            若 2 1ka  、 2ka 為某一個斐波南契數，則 
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            2 1 2 2 2 4 2 1.....k k ka a a a a a              0k  

            2 2 1 2 3 3 1 0.....k k ka a a a a a              0k   

    我們知道 34=21+13，但是到底 21 或 13 這兩堆中的結構與情形是什麼？於是我們決定將

它繼續分解，並由堆數少的去細分，再進行討論。 

例如： 8a =34=21+13=21+8+5(= 7 5 4a a a  ) 

              =21+8+3+2(= 7 5 3 2a a a a   ) 

                  =21+8+3+1+1(= 7 5 3 1 0a a a a a    ) 

證明： 

【1】 k=2  則 5 4 3 4 2 1a a a a a a      成立 

      若 k=s 成立，即 2 1 2 2 2 4 2 1.....s s sa a a a a a        

      當 k=s+1 時，    2( 1) 1 2 3s sa a    

                             2 2 2 1s sa a    

                             2 2 2 2 2 4 2 1.....s s sa a a a a a          成立 

【2】 k=2  則 4 3 2 3 1 0a a a a a a      成立 

      若 k=s 成立，即 2 2 1 2 3 3 1 0.....s s sa a a a a a        

      當 k=s+1 時，    2( 1) 2 2s sa a   

                            2 1 2s sa a   

                            2 1 2 1 2 3 3 1 0.....s s sa a a a a a           成立 

 

三、討論Ⅲ：若石子總數是由前面兩個斐波南契數所組合而成的另一個斐波南契數，對先 

            取的人也是處於不利。 

    我們知道 55 是前面兩個斐波南契數 34、21 所組成，即 55=34+21。從這個組合似乎可發

現當 A 先取 21 顆這堆，因為 21 的 2 倍大於 34，所以 A 不可能取完 21 顆這堆，如此，後取

者 B 定可讓自己取完 21 顆這堆的最後一顆，並留下 34 顆讓 A 先取(而 A 無法全部取完)必輸。 

但是後取者 B 是否真的可取到 21 顆這堆的最後一顆，並留下 34 顆讓 A 先取，我們試著將 

21 顆繼續分堆： 

(1) 9a =55=34+21=34+13+8= 8 6 5a a a       

(2) 9a =55=34+21=34+13+5+3= 8 6 4 3a a a a    

(3) 9a =55=34+21=34+13+5+2+1= 8 6 4 2 1a a a a a     

由上述三種的分解情形，B 皆可取到 13 顆這堆中最後一顆，並留下 34 顆讓 A 先取(而 A

無法全部取完)必輸。綜合以上的討論，雖然 55=34+21，但我們可將 21 繼續分解，進而將 55

寫成更細的斐波南契數組合。 如  9a =55=34+13+5+2+1= 8 6 4 2 1a a a a a     
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如此由 A 取 1a 顆開始，無論後來如何取，B 必留下 8a 顆讓 A 先取(而 A 無法全部取完)必輸。 

    現在我們可用歸納原理來說明 55 後的斐波南契數也都是先取的人不利。 

推導：我們先假設當石子總數為比 n 小的斐波南契數均成立，因為 n 為斐波南契數， 

    ∴ kn a  (某一個斐波南契數)      而 1 2k k ka a a     ( 1 2k ka a  ) 

我們只要將 1ka  留給先取的人即可(∵ 1ka  比 ka 小且為斐波南契數，對先取的人不利)， 

由前面的討論過程中可以得到： 

1.當 k 為偶數，則 1 2k k ka a a    

                   1 3 3 1 0.....k ka a a a a        

  而 A 先取 0a 顆，則 B 全取 1a 顆，之後 B 必可讓自己取到 3a 、 5a 、……、 3ka  每堆  

  中的最後一顆，並留下 1ka  顆讓 A 先取，則 A 必輸。 

2.當 k 為奇數，則 1 2k k ka a a    

                   1 3 4 2 1.....k ka a a a a        

  而 A 先取 1a 顆，則 B 全取 2a 顆，之後 B 必可讓自己取到 4a 、 6a 、……、 3ka  每堆  

  中的最後一顆，並留下 1ka  顆讓 A 先取，則 A 必輸。 

    換句話說，因為先取的人無法取完 2ka  顆，(否則後取者將全取 1ka  顆，注意： 1 22k ka a  ) 

，因此，先取的人必須取少於 2ka  顆石子，則取完 2ka  這堆最後一顆的一定為後取者，這是

因為 2ka  也是斐波南契數，而根據前面所做的判斷，可以得到此 2ka  堆的石子定由後取者拿

到最後一顆，因此可以留下 1ka  顆石子讓先取的人再選，又由已知推理得到先取的人不利。

所以，以此類推可歸納出   89=55+34，144=89+55，………，以下的斐波南契數都為先取的

人不利。 

四、討論Ⅳ：由拈石子對戰及討論Ⅲ的探討中，我們發現當對戰開始時的石子總數若為斐  

            波南契數列中某數時，則對先取的人不利。 

    而在前面的對戰裏，我們發現先取的人第一次取的數量會影響他是否會贏得這場比賽。

在這裡，我們將非斐波南契數對先取的人有利之情形整理成表格(二)：(n 不為斐波南契數) 

石子的總數(n) A 先取有利的情形 n 的分解情形 石子的總數(n) A 先取有利的情形 n 的分解情形 

4 先取 1 有利 4=3+1 20 先取 2 有利 20=13+5+2 

6 先取 1 有利 6=5+1 22 先取 1 有利 22=21+1 

7 先取 2 有利 7=5+2 23 先取 2 有利 23=21+2 

9 先取 1 有利 9=5+3+1 24 先取 3 有利 24=21+3 

10 先取 2 有利 10=8+2 25 先取 1 或 4 有利 25=21+3+1 
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11 先取 3 有利 11=8+3 26 先取 5 有利 26=21+5 

12 先取 1 有利 12=8+3+1 27 先取 1 或 6 有利 27=21+5+1 

14 先取 1 有利 14=13+1 28 先取 2 或 7 有利 28=21+5+2 

15 先取 2 有利 15=13+2 29 先取 8 有利 29=21+8 

16 先取 3 有利 16=13+3 30 先取 1 或 9 有利 30=21+8+1 

17 先取 1 或 4 有利 17=13+3+1 31 先取 2 或 10 有利 31=21+8+2 

18 先取 5 有利 18=13+5 32 先取 3 有利 32=21+8+3 

19 先取 1 或 6 有利 19=13+5+1 33 先取 1 有利 33=21+8+3+1 

(表格二) 

例如：n=32 時，因 32=21+8+3 

      若先取的人取 3 顆，則後取者無法取完 8 顆(因為 8 >2×3)，如此，必由先取的人取完 8   

      顆中最後一顆，並留下 21 顆讓後取者來取(而後取者無法全部取完)，則對後取者不利。 

(一)由以上的例子及討論Ⅰ，我們可以得到對某個不為斐波南契數 n 而言， 

     可寫成  1 2 3k k k krn a a a a       

            其中 221  kk ， 232  kk ，…， 21  rr kk  

若欲對先取的人有利，則他第一次就取 kra 顆，而後取者無法全部取完 ( 1)k ra  顆，但不論後 

   取者如何來取，先取的人定能取得 2ka 顆中的最後一顆，並留下 1ka 顆給後取者來取，則對 

   後取者不利(因為 1ka 為斐波南契數)。 

(二)若在表示斐波南契數的組合時，執意將最後的一位斐波南契數再利用費氏數列特性寫成連 

   續次小兩數相加，使得組合表示的最後兩數足碼恰差 1，則先取的人取最小的數會造成不 

   利的情形。 

   例如：  1.若 29=21+8(= 7 5a a )，先取的人只要第一把取 8 顆，則有利。 

              2.若 29=21+8=21+5+3(= 7 4 3a a a  ) 

             當先取的人取 3 顆，則後取者必取完 5 顆(因 532  )，留下 21 顆給先取 

             者取，則對先取的人不利。 

換句話說，當  1 2 3k k k krn a a a a       

               其中 221  kk ， 232  kk ，…， 11  rr kk    

若先取的人第一次先取 kra 顆，則後取者可全取 ( 1)k ra  顆(因 ( 1)2 kr k ra a  )，留下 ( 2)k ra  顆讓 

  先取的人取(而先取者無法全部取完)，必由後取者取到 ( 2)k ra  顆中最後一顆，則根據前面討  

  論，比賽對先取的人不利。 
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五、討論Ⅴ： 

     在討論中，我們看到若石子總數 n 不是斐波南契數，則先取的人第一次取的數量若為

該數分解而成的斐波南契數組合(相鄰兩數足碼差 2 以上)中最小的數，則定有利。但是在(表

格二)裏卻發現有些總數 n，先取的人不一定非要取組合中最小的數，似乎也有其它方法。 

為此將總數 3 到 34 中有這種特殊情形的數整理成表格(三)： 

石子的總數(n) A 先取有利的情形 n 的分解情形 分解數之間的關係 

17 
先取 1 有利 

先取 3+1 有利 

  17=13+3+1 

    = 6 3 1a a a   
3 1 62( )a a a   

19 
先取 1 有利 

先取 5+1 有利 

  19=13+5+1 

    = 6 4 1a a a   
4 1 62( )a a a   

25 
先取 1 有利 

先取 3+1 有利 

  25=21+3+1 

    = 7 3 1a a a   
3 1 72( )a a a   

27 
先取 1 有利 

先取 5+1 有利 

  27=21+5+1 

    = 7 4 1a a a   
4 1 72( )a a a   

30 
先取 1 有利 

先取 8+1 有利 

  30=21+8+1 

    = 7 5 1a a a   
5 1 72( )a a a   

31 
先取 2 有利 

先取 8+2 有利 

  31=21+8+2 

    = 7 5 2a a a   
5 2 72( )a a a   

(表格三) 

我們得到的結果為： 

    對每個不為斐波南契數的正整數 n 來講，因 

          1 2 3k k k krn a a a a         其中 221  kk ， 232  kk ，…， 21  rr kk  

      (一)若先取的人第一次先取 kra 顆，則將會贏得比賽。 

      (二)當 ( 1)2( .... )kj kr k ja a a        其中1 j r   

           則先取的人第一次先取 ( 1) ....kj k j kra a a   顆，也會贏得比賽。 

將所有的推導驗證敘述如下： 

(1)推導： )(2 22   nnn aaa    4n   

       因為 nnn aaa   12 12  nn aa 222  nn aa )(2 2 nn aa  

(2)推導： )(2 23   nnn aaa     3n   

       因為 123   nnn aaa nn aa  12 123  nn aa 222  nn aa )(2 2 nn aa  

(3)推導： )(23 innn aaa      3n  ， 2n i   

       因為 )(222232 11123 inninnnnnnnnn aaaaaaaaaaa    
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(4)推導： )(2 2  nnjn aaa    3n  ， 3j  

       因為 21   jnjnjn aaa 322   jnjn aa 43 23   jnjn aa  

                21 2223   nnnn aaaa )(2 2 nn aa  

(5)推導： )(2 32   nnn aaa     4n   

       因為 nnn aaa   12 12  nn aa 322   nnn aaa 332   nnn aaa  

                322  nn aa )(2 3 nn aa  

(6)推導： )(22 innn aaa       4n  ， 3n i   

       因為 nnn aaa   12 12  nn aa 322   nnn aaa ininn aaa   2  

                inn aa  22 )(2 inn aa   

(7)推導： )(2 3  nnjn aaa     4n  ， 2j   

       因為 5423221 22   jnjnjnjnjnjnjnjn aaaaaaaa  

                )(2222 33552   nnnnjnjnjn aaaaaaa  

(8)試證： ).....(2 223 rnnnn aaaa       2n r ， 1r  

   證明： 

         r=1   )(2 23   nnn aaa  成立 

         r=2   123   nnn aaa 11 232   nnnn aaaa )(23 32   nnn aaa  

                   )(2222223 424232   nnnnnnnnn aaaaaaaaa  

         r=s   123   nnn aaa  

                   nn aa  12  

                   123  nn aa  

                   32 223   nnn aaa  

                   ················ 

                   12)1(242 22....223   snsnnnn aaaaa  

                   snsnnnn aaaaa 2)1(242 22....222    

                   )....(2 2)1(242 snsnnnn aaaaa    

同樣 r=s+1 123   nnn aaa  

               ················ 

                   122)1(242 222....223   snsnsnnnn aaaaaa  

                   222)1(242 222....222   snsnsnnnn aaaaaa  

                   )....(2 )1(22)1(242   snsnsnnnn aaaaaa  
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(9)試證： ).....(2 332 rnnnn aaaa       3n r ， 1r  

    證明： 

         r=1   )(2 32   nnn aaa  成立 

         r=2   nnn aaa   12 321 22   nnnnn aaaaa 4322   nnn aaa  

                   663653 2222   nnnnnnnn aaaaaaaa  

                   )(2 63   nnn aaa  

         r=s   nnn aaa   12  

                   4322   nnn aaa  

                   65322   nnnn aaaa  

                   763 222   nnnn aaaa  

                   ················ 

                   1)1(3)1(363 2....222   snsnnnn aaaaa  

                   23)1(363 2....222   snsnnnn aaaaa  

                   snsnsnnnn aaaaaa 313)1(363 2....222    

                   snsnsnnnn aaaaaa 33)1(363 2....222    

                   )....(2 3)1(363 snsnnnn aaaaa    

同樣 r=s+1 nnn aaa   12  

               ················ 

                   13363 2....222   snsnnnn aaaaa  

                   3323363 2....222   snsnsnnnn aaaaaa  

                   3333363 2....222   snsnsnnnn aaaaaa  

                   )....(2 )1(3363   snsnnnn aaaaa  

由上述(1)至(9)點的探討，我們可得到兩個結果： 

即是   

 

   

在斐波南契數的特性下，更可以將其推廣至： 

    1 2 1 312( ..... )k k kr kk ra a a a a       

          其中  1 2 2k k  ， 2 3 2k k  ，…， 1 2r rk k    

    1 2 1 212( ..... )k k kr kk ra a a a a       

               其中  1 2 3k k  ， 2 3 3k k  ，…， 1 3r rk k    

   2 2 32( ..... )n n n r na a a a         2n r ， 1r   

   3 3 22( ..... )n n n r na a a a         3n r ， 1r   
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而接下來再利用(10)、(11)兩個例題幫助我們更確定此推廣的真實性。 

(10)說明：當 121  kk ， 132  kk ，….， 11  rr kk  

             則  1 2 1 312( ..... )k k kr kk ra a a a a       結果不一定成立 

         因為若取 8910 a 、 217 a 、 136 a 、 85 a 、 33 a  

         可得到 

            103567 8990)381321(2)(2 aaaaa   

(11)說明：當 221  kk ， 232  kk ，….， 21  rr kk  

             則  1 2 1 212( ..... )k k kr kk ra a a a a       結果不一定成立 

         因為若取 8910 a 、 348 a 、 85 a 、 33 a 、 11 a  

         可得到 

            101358 8992)13834(2)(2 aaaaa   

綜合前面(1)至(11)點的整理，最後我們可以有兩個最重要的論點： 

     也就是 

    

     

 

 

 

如此一來，對某個不為斐波南契數 n 而言： 

  【1】若  1 2 1.....k k krk rn a a a a      

            其中 221  kk ， 332  kk ， 243  kk ，….， 21  rr kk  

       因為 243 )....(2 kkrkk aaaa   

       則先取者第一次可取 )....(2 43 krkk aaa  根，而後取者無法取完 2ka 根， 

       必由先取者取完 2ka 根這堆的最後一根，並留下 1ka 根讓後取者取，對後取 

       者不利。 

  【2】若  1 2 1.....k k krk rn a a a a      

            其中 221  kk ， 232  kk ， 343  kk ，….， 31  rr kk  

       因為 243 )....(2 kkrkk aaaa   

       則先取者第一次可取 )....(2 43 krkk aaa  根，而後取者無法取完 2ka 根， 

       必由先取者取完 2ka 根這堆的最後一根，並留下 1ka 根讓後取者取，對後取 

       者不利。 

 1 2 112( ..... )k k kr k jk ra a a a a       

      其中  1 2 2k k  ， 2 3 2k k  ，…， 1 2r rk k   ， 3j   

 1 2 112( ..... )k k kr k jk ra a a a a       

           其中  1 2 3k k  ， 2 3 3k k  ，…， 1 3r rk k   ， 2j   
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肆、研究過程(二) 

    此部份的遊戲對戰規則為『每次取的數目是 1〜5 根，先取的人不可以一次取完，而後取

的人所拿的數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』，進行下面

的討論，我們將石子總數為 1 到 46 的對戰結果整理成表格(四)： 

石子的總數(n) A 先取有利的情形 A 先取不利的情形 石子的總數(n) A 先取有利的情形 A 先取不利的情形 

1 先取 1 有利  24 先取 4 有利  

2 先取 1 或 2 有利  25 先取 5 有利  

3 先取 3 有利  26  先取不利 

4 先取 4 有利  27 先取 1 有利  

5 先取 5 有利  28 先取 1 或 2 或 4 有利  

6 先取 3 有利  29 先取 3 有利  

7  先取不利 30 先取 4 或 5 有利  

8 先取 1 或 4 有利  31 先取 5 有利  

9 先取 2 或 3 有利  32 先取 3 有利  

10 先取 3 或 5 有利  33  先取不利 

11 先取 4 有利  34 先取 1 有利  

12 先取 5 有利  35 先取 1 或 2 或 3 有利  

13  先取不利 36 先取 3 或 5 有利  

14 先取 1 有利  37 先取 4 有利  

15 先取 1 或 2 或 4 有利  38 先取 5 有利  

16 先取 3 有利  39  先取不利 

17 先取 4 或 5 有利  40 先取 1 有利  

18 先取 5 有利  41 先取 1 或 2 或 4 有利  

19 先取 3 有利  42 先取 3 有利  

20  先取不利 43 先取 4 或 5 有利  

21 先取 1 有利  44 先取 5 有利  

22 先取 1 或 2 或 3 有利  45 先取 3 有利  

23 先取 3 或 5 有利  46  先取不利 

(表格四) 

在這個遊戲對戰中，我們發現若石子總數為 7，13，20，26，33，39，46 時，對先取的人

來講是不利的，也就是在兩人都對此比賽規則及玩法有相當的熟悉度時，當總數為上述這些

數時，先取的人會處於不利的情形。 

一、觀察Ⅰ： 

     為了找到對先取不利這些數的致勝規則，我們繼續做了下列的觀察： 

  (一)當 n=7 時，後取者雖然有利，但卻不一定能搶到 7 的最後一顆石子。 

      例如：對戰數為 134 或 135 兩種情形，後取者雖然勝利，但卻沒有搶到 7 的 
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            最後一顆石子，這對後面所衍生的後取有利數討論會產生影響。 

            但遊戲若繼續進行，後取者想要贏，卻發現他必能搶到 13 的最後一顆石子。  

      例如：對戰數為 1345 或 1354 兩種情形。 

  (二)當 n=13 時，後取者雖然有利，但卻不一定能搶到 13 的最後一顆石子。 

      例如：對戰數為 15134 或 15135 或 24134 或 24135 等 

            情形，後取者雖然勝利，但卻沒有搶到 13 的最後一顆石子，這對後面所衍生的 

            後取有利數討論會產生影響。 

            但遊戲若繼續進行，在兩人皆為高手情形下，後取者想要贏，卻發現他搶不到 

            13 時，必能搶到 6 或 7 的最後一顆石子。  

      例如：對戰數為 15134 或 24134；3434 或 4334  

 

二、觀察Ⅱ：由觀察Ⅰ的探討，我們做了以下的推論： 

(一)當後取有利數 n=7 所衍生出來的相關有利數時，若後取者搶不到 7，則必能搶到 13  

   的最後一顆石子。 

(二)當後取有利數 n=13 所衍生出來的相關有利數時，若後取者搶不到 6，則必能搶到 13  

   的最後一顆石子。 

  為了方便討論後面的後取有利數，我們利用 ka 來表示第 k 個後取有利數。 

  我們已經知道 1 7a  及 2 13 7 6a    的對戰分析情形，所以試著討論 3 20a  ， 4 26a  ， 

   3 20 7 6 7a     時， 

     若先取者取 2、3、4、5 顆；則後取者取 5、4、3、2 顆。定能搶到 7 這堆的最後一顆， 

       留下 2a 顆，則先取者不利。 

     若先取者取 1 顆；則後取者會取 3 顆，此時先取者無法取 3 顆，所以會進行破壞， 

       例如：134 或 135，使後取者無法搶到 7 這堆的最後一顆，但由前面觀察結 

       果知道後取者必能搶到 13(6+7)這堆的最後一顆，留下 1a 顆，則先取者不利。 

   4 26 7 6 7 6a      時， 

     若先取者取 1、2、4、5 顆；則後取者取 5、4、2、1 顆。定能搶到 6 這堆的最後一顆， 

       留下 3a 顆，則先取者不利。 

     若先取者取 3 顆；則後取者無法取 3 顆，此時直接取 5 顆，進行破壞產生有利自己的 

       情形，例如：35…，使先取者無法搶到 6 這堆的最後一顆，但由前面觀察結果知 

       道後取者必能搶到 13(7+6)這堆的最後一顆，留下 2a 顆，則先取者不利。  
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三、討論Ⅰ：若石子總數是遊戲對戰而得的雙等差數列數值時，均為先取者不利。 

    由遊戲對戰結果我們得到當 N=7、13、20、26、33、39、46…等數值時，先取者會處於不 

    利的情形。所以我們推得： 

              

 

         不論石子總數為 2 1ka  或是 2 2ka  均為先取者不利。 

證明： 

【1】k=1 時  則 3 7 6 7a     成立 (由觀察Ⅱ得知先取者不利) 

       k=1 時  則 4 7 6 7 6a      成立 (由觀察Ⅱ得知先取者不利) 

  【2】若 k=s 成立，即 2 1 7 6 7 6 ...... 7 6 7 13 7sa s            為先取者不利 

       若 k=s 成立，即 2 2 7 6 7 6 ...... 7 6 7 6 13( 1)sa s             為先取者不利 

  【3】當 k=s+1 時， 2( 1) 1 2 3s sa a    

                             2 2 7sa    

                             2 1 6 7sa     

           若後取者可搶到 7 這堆的最後一顆，並留下 2 2sa  顆給先取者，則先取者必輸。 

           若後取者無法搶到 7 這堆的最後一顆，就一定可搶到 13(6+7)這堆的最後一顆，  

             並留下 2 1sa  顆給先取者，則先取者必輸。   

       當 k=s+1 時， 2( 1) 2 2 4s sa a    

                             2 3 6sa    

                             2 2 7 6sa     

           若後取者可搶到 6 這堆的最後一顆，並留下 2 3sa  顆給先取者，則先取者必輸。 

           若後取者無法搶到 6 這堆的最後一顆，就一定可搶到 13(7+6)這堆的最後一顆，  

             並留下 2 2sa  顆給先取者，則先取者必輸。 

    所以，以此類推可歸納出 7，13，20，26，33，39，46，52，59…此雙等差數值所產生的

數都為先取的人不利。 

四、討論Ⅱ：由拈石子對戰及討論Ⅰ的探討中，我們發現當對戰開始時的石子總數若為 7， 

            13，20，26，33，39，46，52，59…此雙等差數列所產生的某數時，則對先取 

            的人不利。若開始的石子總數不為這些數時(如 19)，則先取的人可贏，但是他 

            必須懂得其中的技巧。 

    而在前面的對戰裏，我們發現先取的人第一次取的數量會影響他是否會贏得這場比賽。

在這裡，我們將對先取的人有利之情形整理成表格(五)：(此時 n 不為前述雙等差產生的數) 
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石子的總數(n) A 先取有利的情形 n 的分解情形 

1 先取 1 有利 1 

2 先取 1 或 2 有利 2 

3 先取 3 有利 3 

4 先取 4 有利 4 

5 先取 5 有利 5 

6 先取 3 有利 6 

8 先取 1 或 4 有利 18 7 1 1a     

9 先取 2 或 3 有利 19 7 2 2a     

10 先取 3 或 5 有利 110 7 3 3a     

11 先取 4 有利 111 7 4 4a     

12 先取 5 有利 112 7 5 5a     

14 先取 1 有利 214 13 1 1a     

15 先取 1 或 2 或 4 有利 215 13 2 2a     

16 先取 3 有利 216 13 3 3a     

17 先取 4 或 5 有利 217 13 4 4a     

18 先取 5 有利 218 13 5 5a     

19 先取 3 有利 219 13 6 6a     

21 先取 1 有利 321 20 1 1a     

22 先取 1 或 2 或 3 有利 322 20 2 2a     

23 先取 3 或 5 有利 323 20 3 3a     

24 先取 4 有利 324 20 4 4a     

25 先取 5 有利 325 20 5 5a     

27 先取 1 有利 427 26 1 1a     

28 先取 1 或 2 或 4 有利 428 26 2 2a     

29 先取 3 有利 429 26 3 3a     

30 先取 4 或 5 有利 430 26 4 4a     

31 先取 5 有利 431 26 5 5a     

32 先取 3 有利 432 26 6 6a     

34 先取 1 有利 534 33 1 1a     

35 先取 1 或 2 或 3 有利 535 33 2 2a     

36 先取 3 或 5 有利 536 33 3 3a     

37 先取 4 有利 537 33 4 4a     

38 先取 5 有利 538 33 5 5a     

40 先取 1 有利 640 39 1 1a     

41 先取 1 或 2 或 4 有利 641 39 2 2a     
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42 先取 3 有利 642 39 3 3a     

43 先取 4 或 5 有利 643 39 4 4a     

44 先取 5 有利 644 39 5 5a     

45 先取 3 有利 645 39 6 6a     

(表格五) 

由上表中我們發現若 n 不是後取有利的數，則先取者第一次取的數量若為該數扣除最靠近它

的後取有利數剩餘的數，則定有利。 

 例如：n=12 時，因 112 7 5 5a     

      若先取的人取 5 顆，留下 7 顆讓後取者來取(7 為雙等差數列的數)，則對後取者不利。 

 例如：n=29 時，因 429 26 3 3a     

      若先取的人取 3 顆，留下 26 顆讓後取者來取(26 為雙等差數列的數)，則對後取者不利。 

    所以我們得到： 

    (1)當 n=1、2、3、4、5 時，先取者第一把分別取 1、2、3、4、5 顆，定有利。 

  當 n=6 時，先取者第一把取 3 顆(使後取者無法取 3 顆)，定有利。 

    (2)當 n= 2 1ka t  時( 0k ； 1,2,3,4,5t  )，先取者第一把取 t顆，定有利。 

    (3)當 n= 2 2ka t  時( 0k ； 1,2,3,4,5t  )，先取者第一把取 t顆，定有利。 

      當 n= 2 2ka t  時( 0k ； 6t  )，先取者第一把取 3 顆，接下來 

       若後取者分別取 1、2 顆，則先取者再取 2、1 顆，留下 2 2ka  顆給後取者，則對後取 

者不利。 

       若後取者分別取 4、5 顆(破壞 6)，則先取者此刻取 5、4 顆，留下 2 1ka  顆給後取者， 

則對後取者不利。 

        ( 2 2 2 16 6 6k ka a      對戰為 345剩 2 1ka  或 354剩 2 1ka  )  

伍、進一步分析 

    此部份的遊戲對戰規則，我們想將取數為 1〜5 顆改成 1〜m 顆，其餘玩法皆相同，看是

否能針對取數的改變中，找到固定的對戰有利模式。為了讓自己能夠更瞭解遊戲的每一個環

節，因此我們從取數 1〜2 顆時，反覆練習到取數為 1〜40 顆，並將先取不利的石子總數整理

成表格(六)： 

取數為 

1〜m 
先取不利的石子總數(n) 

1〜2 3，6，9，12，15，18，21，……     第 1 先取不利數 1 3a  ，公差=3 
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1〜3 4，8，12，16，20，24，28，……    第 1 先取不利數 1 4a  ，公差=4 

1〜4 5，10，15，20，25，30，35，……   第 1 先取不利數 1 5a  ，公差=5 

1〜5 7，13，20，26，33，39，46，……   第 1 先取不利數 1 7a  ，公差=6，7 

1〜6 7，14，21，28，35，42，49，……   第 1 先取不利數 1 7a  ，公差=7 

1〜7 9，17，25，34，42，50，59，……   第 1 先取不利數 1 9a  ，公差=8，8，9 

1〜8 9，18，27，36，45，54，63，……   第 1 先取不利數 1 9a  ，公差=9 

1〜9 11，22，32，43，54，64，75，……  第 1 先取不利數 1 11a  ，公差=11，10，11 

1〜10 11，22，33，44，55，66，77，……  第 1 先取不利數 1 11a  ，公差=11 

1〜11 12，24，36，48，60，72，84，……  第 1 先取不利數 1 12a  ，公差=12 

1〜12 13，26，39，52，65，78，91，……  第 1 先取不利數 1 13a  ，公差=13 

1〜13 15，29，43，58，72，86，101，….   第 1 先取不利數 1 15a  ，公差=14，14，15 

1〜14 15，30，45，60，75，90，105，….   第 1 先取不利數 1 15a  ，公差=15 

1〜15 16，32，48，64，80，96，112，…… 第 1 先取不利數 1 16a  ，公差=16 

1〜16 17，34，51，68，85，102，……     第 1 先取不利數 1 17a  ，公差=17 

1〜17 19，38，56，75，94，112，……     第 1 先取不利數 1 19a  ，公差=19，18，19 

1〜18 19，38，57，76，95，114，……     第 1 先取不利數 1 19a  ，公差=19 

1〜19 20，40，60，80，100，……         第 1 先取不利數 1 20a  ，公差=20 

1〜20 21，42，63，84，105，……         第 1 先取不利數 1 21a  ，公差=21 

1〜21 23，45，68，90，113，135，……    第 1 先取不利數 1 23a  ，公差=22，23 

1〜22 23，46，69，92，115，……         第 1 先取不利數 1 23a  ，公差=23 

1〜23 25，50，74，99，124，148，……    第 1 先取不利數 1 25a  ，公差=25，24，25 

1〜24 25，50，75，100，125，……        第 1 先取不利數 1 25a  ，公差=25 

1〜25 27，53，80，106，133，……        第 1 先取不利數 1 27a  ，公差=26，27 

1〜26 27，54，81，108，135，……        第 1 先取不利數 1 27a  ，公差=27 

1〜27 28，56，84，112，140，……        第 1 先取不利數 1 28a  ，公差=28 

1〜28 29，58，87，116，145，……        第 1 先取不利數 1 29a  ，公差=29 

1〜29 31，61，92，122，153，……        第 1 先取不利數 1 31a  ，公差=30，31 

1〜30 31，62，93，124，……             第 1 先取不利數 1 31a  ，公差=31 

1〜31 33，65，97，130，152，……        第 1 先取不利數 1 33a  ，公差=32，32，33 

1〜32 33，66，99，132，……             第 1 先取不利數 1 33a  ，公差=33 
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1〜33 35，70，105，139，174，……       第 1 先取不利數 1 35a  ，公差=35，35，34 

1〜34 35，70，105，140，……            第 1 先取不利數 1 35a  ，公差=35 

1〜35 36，72，108，144，……            第 1 先取不利數 1 36a  ，公差=36 

1〜36 37，74，111，148，……            第 1 先取不利數 1 37a  ，公差=37 

1〜37 39，77，116，154，……            第 1 先取不利數 1 39a  ，公差=38，39 

1〜38 39，78，117，156，……            第 1 先取不利數 1 39a  ，公差=39 

1〜39 41，81，121，162，202，……       第 1 先取不利數 1 41a  ，公差=40，40，41 

1〜40 41，82，123，164，……            第 1 先取不利數 1 41a  ，公差=41 

                                    (表格六) 

    從上面的對戰結果，為了找尋取數為 1〜m 時，是否可以將第 1 個先取不利的數值及其

有關的公差同時預測出來，我們做了以下的分析： 

一、分析Ⅰ： 

   由表格六我們可以得到： 

       當取數範圍為 1〜m 顆時，則第 1 個先取不利的石子總數 1 1a m  或 1 2a m   

分析： 

  (一)若 m 為偶數時，可觀察到 1 1a m  。 

     若先取者不論如何拿取，後取者均能利用配對方法使總數先達到 1m  顆。 

     例如：取數為 1〜6 時，後取者可利用 

                            16(配成 7)、25(配成 7)、…、61(配成 7) 

           取數為 1〜18 時，後取者可利用 

                            118(配成 19)、217(配成 19)、…、181(配成 19) 

   (二)若 m 為 3、11、15、19、27、35 時，可觀察到 1 1a m  。 

     若先取者第 1 把不取
1

2
m 

顆，後取者均能利用配對方法使總數先達到 1m  顆。 

     例如：取數為 1〜11 時，後取者可利用 

                            111(配成 12)、210(配成 12)、…、111(配成 12) 

           取數為 1〜19 時，後取者可利用 

                            119(配成 20)、218(配成 20)、…、191(配成 20) 

     若先取者第 1 把取
1

2
m 

顆，總數 1m  顆變成
1

2
m 

顆，由對戰過程依舊是後取者 
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       有利。 

     例如：取數為 1〜11 時，總數為 12 顆時 

                            得到 6(剩 6)3(剩 3)(先取者無法取 3，所以不利) 

           取數為 1〜19 時，總數為 20 顆時 

                               得到 10(剩 10)5(剩 5)(先取者無法取 5，所以不利)   

   (三)若 m 為 5、7、9、13、17、21、23、25、29、31、33、37、39 時，可觀察到 1 2a m  。 

     若先取者第 1 把不取 1 顆，後取者均能利用配對方法使總數先達到 2m  顆。 

     例如：取數為 1〜7 時，後取者可利用 

                            27(配成 9)、36(配成 9)、…、72(配成 9) 

           取數為 1〜17 時，後取者可利用 

                            217(配成 19)、316(配成 19)、…、172(配成 19) 

     若先取者第 1 把取 1 顆，總數 2m  顆變成 1m  顆，由對戰過程依舊後取者有利。 

     例如：取數為 1〜7 時，總數為 9 顆時 

                            得到 1(剩 8)4(剩 4)(先取者無法取 4，所以不利) 

           取數為 1〜17 時，總數為 19 顆時 

                            得到 1(剩 18)9(剩 9)(先取者無法取 9，所以不利) 

 

二、分析Ⅱ： 

   由表格六我們可以得到： 

       當取數範圍為 1〜m 顆時，則第 1k  個先取不利的石子總數 1 ( 1)k ka a m    或

1 ( 2)k ka a m     

分析： 

(一)若 m 為偶數時，可觀察到 1 ( 1)k ka a m    。 

     後取者搶到 ka 的最後一顆時，先取者不論如何拿取，後取者均能再次利用配對方 

法使總數再累積 1m  顆。 

   例如：取數為 1〜6 時，後取者可利用 

          (後取者搶到 7)16(累積到 14)、(後取者搶到 7)25(累積到 14)、… 

         取數為 1〜18 時，後取者可利用 

             (後取者搶到 19)118(累積到 38)、(後取者搶到 19)217(累積到 38)、… 
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  (二)若 m 為 3、11、15、19、27、35 時，可觀察到 1 ( 1)k ka a m    。 

    後取者搶到 ka 的最後一顆時，若先取者第 1 把不取
1

2
m 

顆，後取者均能利用配對 

      方法使總數再累積 1m  顆。 

   例如：取數為 1〜11 時，後取者可利用 

          (後取者搶到 12)111(累積到 24)、(後取者搶到 12)210(累積到 24)、… 

         取數為 1〜19 時，後取者可利用 

          (後取者搶到 20)119(累積到 40)、(後取者搶到 20)218(累積到 40)、… 

    後取者搶到 ka 的最後一顆時，若先取者第 1 把取
1

2
m 

顆，總數 1m  顆變成
1

2
m 

 

      顆，由對戰過程可發現在先取者選擇破壞後，後取者可使總數再累積 2( 1)m  顆。 

   例如：取數為 1〜11 時，後取者可利用 

          (後取者搶到 12)63(剩 3)(先取者無法取 3 搶到 24，必選擇破壞)  

                                  411 (累積到 36)、… 

         取數為 1〜19 時，後取者可利用 

          (後取者搶到 20)105(剩 5)(先取者無法取 5 搶到 40，必選擇破壞)  

                                   619 (累積到 60)、… 

 (三)若 m 為 5、21、25、29、37 時，可觀察到 1 ( 1)k ka a m    或 1 ( 2)k ka a m    。 

     後取者搶到 ka 的最後一顆時，若先取者第 1 把不取
1

2
m 

顆，後取者均能利用配對 

       方法使總數累積 1m  顆。繼續遊戲，此時若先取者不取 1 顆，後取者均能利用配 

       對方法使總數再繼續累積 2m  顆；若先取者取 1 顆，則後取者取
1

2
m 

顆，迫使 

       先取者破壞局勢，後取者依舊可使總數再次繼續累積 ( 2) ( 1)m m   顆。 

   例如：取數為 1〜5 時，後取者可利用 

           (後取者搶到 7)15(累積到 13) 25(累積到 20)、… 

           (後取者搶到 7)15(累積到 13) 13(先取者無法取 3 搶到 20，必選擇 

                                               破壞) 45 (累積到 26)、… 

         取數為 1〜21 時，後取者可利用 

           (後取者搶到 23)121(累積到 45) 221(累積到 68)、… 

           (後取者搶到 23)121(累積到 45) 111(先取者無法取 11 搶到 68，必 

                                         選擇破壞) 1221 (累積到 90)、… 
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     後取者搶到 ka 的最後一顆時，若先取者第 1 把取
1

2
m 

顆，後取者均能利用配對 

       或破壞的方法使總數再累積 ( 1) ( 2)m m   顆，或因先取者繼續破壞，後取者依  

       舊可使總數再次繼續累積 ( 1) ( 2) ( 1) ......m m m      顆，使自己達到有利的數 

       字。 

   例如：取數為 1〜5 時，後取者可利用 

           (後取者搶到 7)3(後取者無法取 3 搶到 13，必選擇破壞) 

                        5(先取者無法取 5 搶到 20，也無法破壞，由後取者搶到 20) 

         取數為 1〜21 時，後取者可利用 

           (後取者搶到 23)11(後取者無法取 11 搶到 45，必選擇破壞) 

                         17(先取者無法取 17 搶到 68，必選擇破壞)  

                         8 (後取者無法取 8 創造有利搶到 90，必選擇破壞) 

                         9 (原來要達 113 顆尚缺 54 顆，可知後取者取 9 有利) 

                             (必由後取者累積到 113)、… 

 (四)若 m 為 7、9、13、17、23、31、33、39 時，可觀察到 1 ( 2)k ka a m    或 1 ( 1)k ka a m     

     後取者搶到 ka 的最後一顆時，若先取者第 1 把取 1 顆，後取者均能利用折半取法 

       迫使先取者必須進行破壞，此時後取者再用配對取法使總數累積 ( 2) ( 1)m m    

       顆。繼續遊戲時，此時若先取者不取 1 顆，後取者均能利用配對方法使總數再繼 

       續累積 2m  顆；若先取者取 1 顆，則後取者取
1

2
m 

顆，迫使先取者破壞局勢， 

       後取者依舊可使總數再次繼續累積 ( 2) ( 1) ( 2) ......m m m      顆。使自己達  

       到有利的數字。 

   例如：取數為 1〜9 時，後取者可利用 

           (後取者搶到 11)15(先取者無法取 5 搶到 22，必選擇破壞) 

                        6 或 7 或 8 或 99 或 8 或 7 或 6 (後取者皆可用配對搶到 32)  

                        211(累積到 43) 

           (後取者搶到 11)15(先取者無法取 5 搶到 22，必選擇破壞) 

                        6 或 7 或 8 或 99 或 8 或 7 或 6 (後取者皆可用配對搶到 32)  

                        15(先取者無法取 5 搶到 43，必選擇破壞) 

                        8(後取者無法取 8 創造有利搶到 54，必選擇破壞) 

                        9(先取者無法取 9 創造有利搶到 64，必選擇破壞) 

                        10(後取者無法取 10 創造有利搶到 75，必選擇破壞) 
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                        5(原來要達 86 顆尚缺 21 顆，可知後取者取 5 有利) 

                        (必由後取者累積到 86)、… 

     後取者搶到 ka 的最後一顆時，若先取者第 1 把不取 1 顆，後取者均能利用配對方 

       法使總數累積 2m  顆。繼續遊戲時，此時若先取者利用破壞局勢，後取者依舊 

       可使總數再次繼續累積 ( 1) 2( 2) ......m m    顆。使自己達到有利的數字。 

    例如：取數為 1〜9 時，後取者可利用 

            (後取者搶到 11)29(累積到 22)  

                          5(後取者無法取 5 搶到 32，必選擇破壞) 

                          8(先取者無法取 8 創造有利搶到 43，必選擇破壞) 

                          (原來要達 54 顆尚缺 19 顆，但先取者只取 8 有利) 

                          (必由後取者累積到 54)、… 

從上面的分析Ⅰ、分析Ⅱ我們看到了當取數範圍為 1〜m 時，其第 1 個先取不利的總數及後

面所衍生的公差似乎都跟 m 有關係，但這僅限於最大的取數範圍為 1〜40 的情形，若將其 m

值一直放大，規則會不會有其它的類型，好多好多的感動圍繞著我們幾個人的心，而這些未

知的未來也是我們會繼續努力的！！ 

陸、結論 

一、當對戰規則為『先取的人可以拿任意根火柴，但不可以一次取完，而後取的人所拿的數

量不可超過上一人所取的二倍，同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』，經由研究過程(一)

的討論Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ的證明推演結果，我們可以知道： 

(一)對每個正整數 n 而言，若 n 為斐波南契數，則令 n= ka ( ka 為某斐波南契數) 

       若 n 不為斐波南契數，則 n 可寫成某些斐波南契數的組合，即 

            1 2 3k k k krn a a a a        

          其中 221  kk ， 232  kk ，….， 21  rr kk  

    (二)若石子總數為斐波南契數列中的數時，則可以得到的結果為先取的人會不利。 

    (三)對每個不為斐波南契數的正整數 n 來講，因 

              1 2 3k k k krn a a a a        

          其中 1 2 2k k  ， 2 3 2k k  ，….， 1 2r rk k    

       1.若先取的人第一次先取 kra 顆，則將會贏得比賽。 

       2.當 ( 1)2( .... )kj kr k ja a a        其中1 j r   

           則先取的人第一次先取 ( 1) ....kj k j kra a a   顆，也會贏得比賽。 
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二、當對戰規則為『每次取的數目是 1〜5 根，先取的人不可以一次取完，而後取的人所拿的

數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』，經由研究過程(二)

的觀察Ⅰ、Ⅱ及討論Ⅰ的結果，我們可以知道： 

(一)1.當後取有利數 n=7 所衍生出來的相關有利數時，若後取者搶不到 7，則必能搶到 13 

     的最後一顆石子。 

   2.當後取有利數 n=13 所衍生出來的相關有利數時，若後取者搶不到 6，則必能搶到

13 的最後一顆石子。 

    (二)若石子總數是遊戲對戰而得的雙等差數列數值 7，13，20，26，33，39，46，…時， 

        均為先取者不利(後取者有利)。 

三、當對戰規則為『每次取的數目是 1〜5 根，先取的人不可以一次取完，而後取的人所拿的

數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』，經由研究過程(二)

的討論Ⅱ結果，我們可以知道： 

(一)1.當 n=1、2、3、4、5 時，先取者第一把分別取 1、2、3、4、5 顆，定有利。 

   2.當 n=6 時，先取者第一把取 3 顆(使後取者無法取 3 顆)，定有利。 

    (二)當 n= 2 1ka t  時( 0k ； 1,2,3,4,5t  )，先取者第一把取 t顆，定有利。 

    (三)1.當 n= 2 2ka t  時( 0k ； 1,2,3,4,5t  )，先取者第一把取 t顆，定有利。 

       2.當 n= 2 2ka t  時( 0k ； 6t  )，先取者第一把取 3 顆，接下來 

         若後取者分別取 1、2 顆，則先取者再取 2、1 顆，留下 2 2ka  顆給後取者，則對後 

           取者不利。 

         若後取者分別取 4、5 顆(破壞 6)，則先取者此刻取 5、4 顆，留下 2 1ka  顆給後取 

           者，則對後取者不利。 

四、當對戰規則為『每次取的數目是 1〜m 根，先取的人不可以一次取完，而後取的人所拿

的數量不可與上一人所取的相同，同樣是取走最後一根火柴的人就獲勝』，經由進一步分

析的分析Ⅰ、Ⅱ結果，我們可以知道： 

(一)當取數範圍為 1〜m 顆時，則第 1 個先取不利的石子總數為 1 1a m  或 1 2a m  。 

(二)當取數範圍為 1〜m 顆時，則第 1k  個先取不利的石子總數為 

    1 ( 1)k ka a m    或 1 ( 2)k ka a m     

   也就是其衍生出的數列有可能是： 

   1.單等差數列， 1 ( 1)k ka a m    ，…… 

          如取數 m=2、4、6、……、40 (偶數)或取數 m=3、11、15、19、27、35。     

   2.雙等差數列， 2 1 ( 1)a a m   ， 3 2 ( 2)a a m   ，…… 

              如取數 m=5、21、25、29、37。 
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   3.三等差數列， 2 1 ( 1)a a m   ， 3 2 ( 1)a a m   ， 4 3 ( 2)a a m   ，…… 

                    如取數 m=7、13、31、39。 

              或者是 2 1 ( 2)a a m   ， 3 2 ( 1)a a m   ， 4 3 ( 2)a a m   ，…… 

                    如取數 m=9、17、23。 

              或者是 2 1 ( 2)a a m   ， 3 2 ( 2)a a m   ， 4 3 ( 1)a a m   ，…… 

                    如取數 m=33。 

    結論四的最大取數範圍為 1〜40 的情形，若將其 m 值一直放大，規則會不會有其它的類 

型，而這些未知的未來也是我們會繼續努力的！！ 

柒、拈的感動 

    這次我們挑了兩個規則來參加科展活動，不一樣的規則也給我們兩個不一樣的感動： 

一、『規則一』所吸引我們的地方為： 

     原先我們所挑這個規則的原因純粹只是因為它為『拈石子』遊戲中較為出名的，然而在

我們大量實驗下，卻發現此規則竟與斐波南契數緊緊相依著，還記得在國二那年…老師與我

們提到斐波南契數，當時我只覺得它是個非常浪漫的數列，並沒有仔細的研究它，也藉由這

次的科展，讓我更加認識了斐波南契數，所以在這兩個規則中，更讓我覺得生動活潑的是斐

波南契數。 

二、『規則二』所吸引我們的地方… 

    與前者較大的不同是此部分的遊戲規則會因為一點點小小的變化就產生很不一樣的結

果，也就是說當取數改變時，先取不利的數與其所衍生的公差也會隨之改變，而這個地方也

深深的吸引著我。在這兒我們發現它的規則居然與國二所學的等差數列有所關聯，科展前等

差數列對我來說只是個課本上的名詞，也藉由這次的科展讓我更了解原來數學不只是數學，

能將最為熟悉的運用在此，是再好不過了。 

捌、自我的改變 

    原本就不大接觸研究類的我們，能有這個機會接觸到科展已感到非常榮幸，然而練習狀

況一直不太好的我們，甚至會有自暴自棄的想法，但當看到老師依然很有耐心的繼續鼓勵著，

此時的我們更因此而互相勉勵著…怎麼能夠因為一點挫折就放棄自己呢? 

   「不經一番寒澈苦，焉得梅花撲鼻香」…在縣頒獎的那一剎那，心中的那股感動，早已不

是能用言語來形容了，也藉由這次的數學科展，讓我們的口說能力、台風、以及膽量都大大

的提升了不少，也更能體會到那種執著與屹立不搖的態度，然而我們所學習到的事物與課堂

中所學的截然不同，我想…要是在那時放棄了，現在的我們也沒辦法與『拈石子』有更進一
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步的認識，是的，如果沒有先前辛苦的耕耘，又怎會知道豐收時的甜美呢！未來…或許我們

不一定會再碰觸到科學研究，但是這段時間的汗水與淚水將化作回憶與我們同在，再遇到困

難時，會想起這段努力的過程，讓我渾身充滿幹勁，繼續奮鬥努力堅持下去。 
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拾、附錄 

 
總數 N 取數 1〜6；先取有利 總數 N 取數 1〜7；先取有利 總數 N 取數 1〜8；先取有利 

1 先取 1有利 1 先取 1有利 1 先取 1有利 

2 先取 1 或 2有利 2 先取 1 或 2有利 2 先取 1 或 2有利 

3 先取 3有利 3 先取 3有利 3 先取 3有利 

4 先取 4有利 4 先取 4有利 4 先取 4有利 

5 先取 5有利 5 先取 5有利 5 先取 5有利 

6 先取 3 或 6有利 6 先取 3 或 6有利 6 先取 3 或 6有利 

7 先取不利 7 先取 7有利 7 先取 7有利 

8 先取 1 或 4有利 8 先取 4有利 8 先取 4 或 8有利 

9 先取 2有利 9 先取不利 9 先取不利 

10 先取 3 或 5有利 10 先取 1 或 5有利 10 先取 1 或 5有利 

11 先取 4有利 11 先取 2有利 11 先取 2有利 

12 先取 5 或 6有利 12 先取 3 或 4有利 12 先取 3有利 

13 先取 6有利 13 先取 2 或 4有利 13 先取 2 或 4有利 

14 先取不利 14 先取 5 或 7有利 14 先取 5 或 7有利 

15 先取 1 或 4有利 15 先取 6有利 15 先取 3 或 6有利 

16 先取 2有利 16 先取 7有利 16 先取 7有利 

17 先取 3有利 17 先取不利 17 先取 8有利 

18 先取 2 或 4有利 18 先取 1有利 18 先取不利 

19 先取 5 或 6有利 19 先取 1 或 2有利 19 先取 1有利 

20 先取 3 或 6有利 20 先取 3有利 20 先取 1 或 2有利 

21 先取不利 21 先取 4 或 6有利 21 先取 3有利 

22 先取 1有利 22 先取 5有利 22 先取 4有利 

23 先取 1 或 2有利 23 先取 3 或 6或 7 有利 23 先取 5 或 7有利 

24 先取 3有利 24 先取 7有利 24 先取 3 或 6有利 

25 先取 4有利 25 先取不利 25 先取 7 或 8有利 

26 先取 5有利 26 先取 1有利 26 先取 4 或 8有利 

27 先取 3 或 6有利 27 先取 1 或 2或 5 有利 27 先取不利 

28 先取不利 28 先取 3有利 28 先取 1有利 

29 先取 1 或 4有利 29 先取 4有利 29 先取 1 或 2有利 

30 先取 2有利 30 先取 5有利 30 先取 3有利 

31 先取 3 或 5有利 31 先取 3 或 6或 7 有利 31 先取 4有利 

32 先取 2 或 4有利 32 先取 7有利 32 先取 5有利 

33 先取 5有利 33 先取 4有利 33 先取 3 或 6有利 

34 先取 6有利 34 先取不利 34 先取 7有利 

35 先取不利 35 先取 1 或 5有利 35 先取 4 或 8有利 

36 先取 1有利 36 先取 2有利 36 先取不利 

37 先取 1 或 2有利 37 先取 3 或 4有利 37 先取 1 或 5有利 

38 先取 3 或 5有利 38 先取 2 或 4有利 38 先取 2有利 

39 先取 4有利 39 先取 5 或 7有利 39 先取 3有利 

40 先取 5 或 6有利 40 先取 6有利 40 先取 2 或 4有利 

41 先取 6有利 41 先取 7有利 41 先取 5 或 7有利 

42 先取不利 42 先取不利 42 先取 3 或 6有利 

43 先取 1 或 4有利 43 先取 1有利 43 先取 7有利 

44 先取 2有利 44 先取 1 或 2有利 44 先取 8有利 

45 先取 3有利 45 先取 3有利 45 先取不利 

46 先取 2 或 4有利 46 先取 4 或 6有利 46 先取 1有利 

47 先取 5 或 6有利 47 先取 5有利 47 先取 1 或 2有利 

48 先取 3 或 6有利 48 先取 3 或 6或 7 有利 48 先取 3有利 

49 先取不利 49 先取 7有利 49 先取 4有利 

50 先取 1有利 50 先取不利 50 先取 5 或 7有利 

51 先取 1 或 2有利 51 先取 1有利 51 先取 3 或 6有利 

52 先取 3有利 52 先取 1 或 2或 5 有利 52 先取 7 或 8有利 
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53 先取 4有利 53 先取 3有利 53 先取 4 或 8有利 

54 先取 5有利 54 先取 4有利 54 先取不利 

55 先取 3 或 6有利 55 先取 5有利 總數 N 取數 1〜11；先取有利 

56 先取不利 56 先取 3 或 6或 7 有利 1 先取 1有利 

總數 N 取數 1〜9；先取有利 57 先取 7有利 2 先取 1 或 2有利 

1 先取 1有利 58 先取 4有利 3 先取 3有利 

2 先取 1 或 2有利 59 先取不利 4 先取 4有利 

3 先取 3有利 總數 N 取數 1〜10；先取有利 5 先取 5有利 

4 先取 4有利 1 先取 1有利 6 先取 3 或 6有利 

5 先取 5有利 2 先取 1 或 2有利 7 先取 7有利 

6 先取 3 或 6有利 3 先取 3有利 8 先取 4 或 8有利 

7 先取 7有利 4 先取 4有利 9 先取 9有利 

8 先取 4 或 8有利 5 先取 5有利 10 先取 5 或 10 有利 

9 先取 9有利 6 先取 3 或 6有利 11 先取 11有利 

10 先取 5有利 7 先取 7有利 12 先取不利 

11 先取不利 8 先取 4 或 8有利 13 先取 1有利 

12 先取 1有利 9 先取 9有利 14 先取 1 或 2或 7 有利 

13 先取 1 或 2有利 10 先取 5 或 10 有利 15 先取 3有利 

14 先取 3 或 7有利 11 先取不利 16 先取 4有利 

15 先取 4 或 5有利 12 先取 1有利 17 先取 5有利 

16 先取 5有利 13 先取 1 或 2有利 18 先取 6 或 9有利 

17 先取 6有利 14 先取 3 或 7有利 19 先取 7有利 

18 先取 7 或 9有利 15 先取 4有利 20 先取 4 或 8有利 

19 先取 8有利 16 先取 5有利 21 先取 9有利 

20 先取 9有利 17 先取 6有利 22 先取 5 或 10 或 11有利 

21 先取 5有利 18 先取 7 或 9有利 23 先取 11有利 

22 先取不利 19 先取 4 或 8有利 24 先取不利 

23 先取 1 或 6有利 20 先取 9有利 25 先取 1有利 

24 先取 2有利 21 先取 5 或 10 有利 26 先取 1 或 2有利 

25 先取 3有利 22 先取不利 27 先取 3有利 

26 先取 2 或 4或 5 有利 23 先取 1 或 6有利 28 先取 4有利 

27 先取 5 或 8有利 24 先取 2有利 29 先取 5有利 

28 先取 3 或 6有利 25 先取 3有利 30 先取 3 或 6或 9 有利 

29 先取 7 或 9有利 26 先取 2 或 4有利 31 先取 7有利 

30 先取 8有利 27 先取 5有利 32 先取 4 或 8有利 

31 先取 9有利 28 先取 3 或 6有利 33 先取 9有利 

32 先取不利 29 先取 7有利 34 先取 5 或 10 或 11有利 

33 先取 1有利 30 先取 8有利 35 先取 11有利 

34 先取 1 或 2有利 31 先取 9有利 36 先取不利 

35 先取 3有利 32 先取 5 或 10 有利 37 先取 1有利 

36 先取 4有利 33 先取不利 38 先取 1 或 2有利 

37 先取 5有利 34 先取 1有利 39 先取 3有利 

38 先取 3 或 6或 8 有利 35 先取 1 或 2有利 40 先取 4有利 

39 先取 7有利 36 先取 3 或 7有利 41 先取 5有利 

40 先取 4 或 8或 9 有利 37 先取 4有利 42 先取 3 或 6或 9 有利 

41 先取 9有利 38 先取 5 或 8有利 43 先取 7有利 

42 先取 5有利 39 先取 6有利 44 先取 4 或 8有利 

43 先取不利 40 先取 7 或 9有利 45 先取 9有利 

44 先取 1有利 41 先取 4 或 8有利 46 先取 5 或 10 或 11有利 

45 先取 1 或 2有利 42 先取 9有利 47 先取 11有利 

46 先取 3 或 7有利 43 先取 10有利 48 先取不利 

47 先取 4 或 5有利 44 先取不利 總數 N 取數 1〜14；先取有利 

48 先取 5有利 總數 N 取數 1〜13；先取有利 1 先取 1有利 

49 先取 6有利 1 先取 1有利 2 先取 1 或 2有利 

50 先取 7 或 9有利 2 先取 1 或 2有利 3 先取 3有利 

51 先取 8有利 3 先取 3有利 4 先取 4有利 
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52 先取 9有利 4 先取 4有利 5 先取 5有利 

53 先取 5有利 5 先取 5有利 6 先取 3 或 6有利 

54 先取不利 6 先取 3 或 6有利 7 先取 7有利 

總數 N 取數 1〜12；先取有利 7 先取 7有利 8 先取 4 或 8有利 

1 先取 1有利 8 先取 4 或 8有利 9 先取 9有利 

2 先取 1 或 2有利 9 先取 9有利 10 先取 5 或 10 有利 

3 先取 3有利 10 先取 5 或 10 有利 11 先取 11有利 

4 先取 4有利 11 先取 11有利 12 先取 12有利 

5 先取 5有利 12 先取 12有利 13 先取 13有利 

6 先取 3 或 6有利 13 先取 13有利 14 先取 7 或 14 有利 

7 先取 7有利 14 先取 7有利 15 先取不利 

8 先取 4 或 8有利 15 先取不利 16 先取 1有利 

9 先取 9有利 16 先取 1有利 17 先取 1 或 2有利 

10 先取 5 或 10 有利 17 先取 1 或 2有利 18 先取 3 或 9有利 

11 先取 11有利 18 先取 3 或 9有利 19 先取 4有利 

12 先取 12有利 19 先取 4有利 20 先取 5有利 

13 先取不利 20 先取 5有利 21 先取 6有利 

14 先取 1 或 7有利 21 先取 6 或 7有利 22 先取 7 或 11 有利 

15 先取 2有利 22 先取 7 或 11 有利 23 先取 4 或 8有利 

16 先取 3有利 23 先取 4 或 8有利 24 先取 9 或 12 有利 

17 先取 2 或 4有利 24 先取 9 或 12 有利 25 先取 5 或 10 有利 

18 先取 5 或 9有利 25 先取 5 或 10 有利 26 先取 11或 13有利 

19 先取 3 或 6有利 26 先取 11或 13有利 27 先取 6 或 12 有利 

20 先取 7有利 27 先取 12有利 28 先取 13有利 

21 先取 8有利 28 先取 13有利 29 先取 14有利 

22 先取 9 或 11 有利 29 先取不利 30 先取不利 

23 先取 10有利 30 先取 1有利 31 先取 1有利 

24 先取 11或 12有利 31 先取 1 或 2有利 32 先取 1 或 2有利 

25 先取 12有利 32 先取 3有利 33 先取 3有利 

26 先取不利 33 先取 4有利 34 先取 4有利 

27 先取 1 或 7有利 34 先取 5有利 35 先取 5有利 

28 先取 1 或 2有利 35 先取 3 或 6有利 36 先取 3 或 6有利 

29 先取 3有利 36 先取 7有利 37 先取 7有利 

30 先取 4有利 37 先取 4 或 8有利 38 先取 4 或 8有利 

31 先取 5有利 38 先取 9有利 39 先取 9有利 

32 先取 3 或 6有利 39 先取 10或 12有利 40 先取 5 或 10 有利 

33 先取 7 或 10 有利 40 先取 11有利 41 先取 11或 13有利 

34 先取 4 或 8有利 41 先取 12或 13有利 42 先取 12有利 

35 先取 9有利 42 先取 13有利 43 先取 13或 14有利 

36 先取 5 或 10 有利 43 先取不利 44 先取 7 或 14 有利 

37 先取 11或 12有利 44 先取 1有利 45 先取不利 

38 先取 12有利 45 先取 1 或 2有利 46 先取 1有利 

39 先取不利 46 先取 3有利 47 先取 1 或 2有利 

40 先取 1有利 47 先取 4 或 9有利 48 先取 3 或 9有利 

41 先取 1 或 2有利 48 先取 5有利 49 先取 4有利 

42 先取 3有利 49 先取 3 或 6有利 50 先取 5有利 

43 先取 4有利 50 先取 7有利 51 先取 6有利 

44 先取 5 或 9有利 51 先取 8 或 11 有利 52 先取 7有利 

45 先取 3 或 6有利 52 先取 9有利 53 先取 4 或 8有利 

46 先取 7有利 53 先取 5 或 10 有利 54 先取 9 或 12 有利 

47 先取 4 或 8有利 54 先取 11有利 55 先取 5 或 10 有利 

48 先取 9有利 55 先取 12或 13有利 56 先取 11有利 

49 先取 10有利 56 先取 13有利 57 先取 6 或 12 有利 

50 先取 11或 12有利 57 先取 7有利 58 先取 13有利 

51 先取 12有利 58 先取不利 59 先取 7 或 14 有利 

52 先取不利 總數 N 取數 1〜16；先取有利 60 先取不利 
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總數 N 取數 1〜15；先取有利 1 先取 1有利 總數 N 取數 1〜17；先取有利 

1 先取 1有利 2 先取 1 或 2有利 1 先取 1有利 

2 先取 1 或 2有利 3 先取 3有利 2 先取 1 或 2有利 

3 先取 3有利 4 先取 4有利 3 先取 3有利 

4 先取 4有利 5 先取 5有利 4 先取 4有利 

5 先取 5有利 6 先取 3 或 6有利 5 先取 5有利 

6 先取 3 或 6有利 7 先取 7有利 6 先取 3 或 6有利 

7 先取 7有利 8 先取 4 或 8有利 7 先取 7有利 

8 先取 4 或 8有利 9 先取 9有利 8 先取 4 或 8有利 

9 先取 9有利 10 先取 5 或 10 有利 9 先取 9有利 

10 先取 5 或 10 有利 11 先取 11有利 10 先取 5 或 10 有利 

11 先取 11有利 12 先取 12有利 11 先取 11有利 

12 先取 12有利 13 先取 13有利 12 先取 12有利 

13 先取 13有利 14 先取 7 或 14 有利 13 先取 13有利 

14 先取 7 或 14 有利 15 先取 15有利 14 先取 7 或 14 有利 

15 先取 15有利 16 先取 16有利 15 先取 15有利 

16 先取不利 17 先取不利 16 先取 16有利 

17 先取 1有利 18 先取 1 或 9有利 17 先取 17有利 

18 先取 1 或 2或 9 有利 19 先取 2有利 18 先取 9有利 

19 先取 3有利 20 先取 3有利 19 先取不利 

20 先取 4有利 21 先取 4有利 20 先取 1有利 

21 先取 5有利 22 先取 5 或 11 有利 21 先取 1 或 2有利 

22 先取 3 或 6或 11有利 23 先取 3 或 6有利 22 先取 3 或 11 有利 

23 先取 7有利 24 先取 7 或 12 有利 23 先取 4有利 

24 先取 4 或 8或 12有利 25 先取 4 或 8有利 24 先取 5有利 

25 先取 9有利 26 先取 9 或 13 有利 25 先取 6有利 

26 先取 5 或 10 或 13有利 27 先取 10有利 26 先取 7 或 13 有利 

27 先取 11有利 28 先取 11有利 27 先取 4 或 8有利 

28 先取 12有利 29 先取 12有利 28 先取 9有利 

29 先取 13有利 30 先取 13或 15有利 29 先取 5 或 10 有利 

30 先取 7 或 14 或 15有利 31 先取 14有利 30 先取 11或 15有利 

31 先取 15有利 32 先取 15或 16有利 31 先取 6 或 12 有利 

32 先取不利 33 先取 16有利 32 先取 13或 16有利 

33 先取 1有利 34 先取不利 33 先取 14有利 

34 先取 1 或 2或 9 有利 35 先取 1有利 34 先取 15或 17有利 

35 先取 3有利 36 先取 1 或 2有利 35 先取 16有利 

36 先取 4有利 37 先取 3 或 10 有利 36 先取 17有利 

37 先取 5有利 38 先取 4有利 37 先取 9有利 

38 先取 3 或 6或 11有利 39 先取 5 或 11 有利 38 先取不利 

39 先取 7有利 40 先取 6有利 39 先取 1有利 

40 先取 4 或 8或 12有利 41 先取 7 或 12 有利 40 先取 1 或 2有利 

41 先取 9有利 42 先取 4 或 8有利 41 先取 3有利 

42 先取 5 或 10 或 13有利 43 先取 9有利 42 先取 4有利 

43 先取 11有利 44 先取 10有利 43 先取 5有利 

44 先取 12有利 45 先取 11或 14有利 44 先取 3 或 6有利 

45 先取 13有利 46 先取 6 或 12 有利 45 先取 7有利 

46 先取 7 或 14 或 15有利 47 先取 13有利 46 先取 4 或 8或 9 有利 

47 先取 15有利 48 先取 14有利 47 先取 9 或 14 有利 

48 先取不利 49 先取 15有利 48 先取 5 或 10 有利 

49 先取 1有利 50 先取 16有利 49 先取 11有利 

50 先取 1 或 2或 9 有利 51 先取不利 50 先取 12有利 

51 先取 3有利 52 先取 1 或 9有利 51 先取 13有利 

52 先取 4有利 53 先取 2有利 52 先取 7 或 14 有利 

53 先取 5有利 54 先取 3有利 53 先取 15有利 

54 先取 3 或 6或 11有利 55 先取 2 或 4有利 54 先取 16有利 

55 先取 7有利 56 先取 5有利 55 先取 17有利 
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56 先取 4 或 8或 12有利 57 先取 3 或 6有利 56 先取不利 

57 先取 9有利 58 先取 7有利 57 先取 1有利 

58 先取 5 或 10 或 13有利 59 先取 8有利 58 先取 1 或 2有利 

59 先取 11有利 60 先取 9 或 13 有利 59 先取 3有利 

60 先取 12有利 61 先取 5 或 10 有利 60 先取 4 或 11 有利 

61 先取 13有利 62 先取 11或 14有利 61 先取 5有利 

62 先取 7 或 14 或 15有利 63 先取 12有利 62 先取 3 或 6或 12有利 

63 先取 15有利 64 先取 13或 15有利 63 先取 7有利 

64 先取不利 65 先取 7 或 14 有利 64 先取 8 或 13 有利 

總數 N 取數 1〜20；先取有利 66 先取 15或 16有利 65 先取 9有利 

1 先取 1有利 67 先取 8 或 16 有利 66 先取 5 或 10 有利 

2 先取 1 或 2有利 68 先取不利 67 先取 11有利 

3 先取 3有利 總數 N 取數 1〜19；先取有利 68 先取 12或 15有利 

4 先取 4有利 1 先取 1有利 69 先取 13有利 

5 先取 5有利 2 先取 1 或 2有利 70 先取 7 或 14 或 16有利 

6 先取 3 或 6有利 3 先取 3有利 71 先取 15有利 

7 先取 7有利 4 先取 4有利 72 先取 16或 17有利 

8 先取 4 或 8有利 5 先取 5有利 73 先取 17有利 

9 先取 9有利 6 先取 3 或 6有利 74 先取 9有利 

10 先取 5 或 10 有利 7 先取 7有利 75 先取不利 

11 先取 11有利 8 先取 4 或 8有利 總數 N 取數 1〜18；先取有利 

12 先取 12有利 9 先取 9有利 1 先取 1有利 

13 先取 13有利 10 先取 5 或 10 有利 2 先取 1 或 2有利 

14 先取 7 或 14 有利 11 先取 11有利 3 先取 3有利 

15 先取 15有利 12 先取 12有利 4 先取 4有利 

16 先取 16有利 13 先取 13有利 5 先取 5有利 

17 先取 17有利 14 先取 7 或 14 有利 6 先取 3 或 6有利 

18 先取 9 或 18 有利 15 先取 15有利 7 先取 7有利 

19 先取 19有利 16 先取 16有利 8 先取 4 或 8有利 

20 先取 20有利 17 先取 17有利 9 先取 9有利 

21 先取不利 18 先取 18有利 10 先取 5 或 10 有利 

22 先取 1 或 11 有利 19 先取 19有利 11 先取 11有利 

23 先取 2有利 20 先取不利 12 先取 12有利 

24 先取 3 或 12 有利 21 先取 1有利 13 先取 13有利 

25 先取 4有利 22 先取 1 或 2或 11有利 14 先取 7 或 14 有利 

26 先取 5 或 13 有利 23 先取 3有利 15 先取 15有利 

27 先取 6有利 24 先取 4 或 12 有利 16 先取 16有利 

28 先取 7有利 25 先取 5有利 17 先取 17有利 

29 先取 4 或 8有利 26 先取 3 或 6或 13有利 18 先取 9 或 18 有利 

30 先取 9 或 15 有利 27 先取 7有利 19 先取不利 

31 先取 10有利 28 先取 8有利 20 先取 1有利 

32 先取 11或 16有利 29 先取 9有利 21 先取 1 或 2有利 

33 先取 12有利 30 先取 5 或 10 或 15有利 22 先取 3 或 11 有利 

34 先取 13或 17有利 31 先取 11有利 23 先取 4有利 

35 先取 7 或 14 有利 32 先取 12或 16有利 24 先取 5 或 12 有利 

36 先取 15有利 33 先取 13有利 25 先取 6有利 

37 先取 16有利 34 先取 14或 17有利 26 先取 7 或 13 有利 

38 先取 17或 19有利 35 先取 15有利 27 先取 4 或 8有利 

39 先取 18有利 36 先取 8 或 16 或 18有利 28 先取 9有利 

40 先取 19或 20有利 37 先取 17有利 29 先取 10有利 

41 先取 10或 20有利 38 先取 9 或 18 或 19有利 30 先取 11或 15有利 

42 先取不利 39 先取 19有利 31 先取 6 或 12 有利 

43 先取 1有利 40 先取不利 32 先取 13或 16有利 

44 先取 1 或 2有利 41 先取 1有利 33 先取 14有利 

45 先取 3 或 12 有利 42 先取 1 或 2或 11有利 34 先取 15有利 

46 先取 4有利 43 先取 3有利 35 先取 16有利 
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47 先取 5有利 44 先取 4有利 36 先取 17有利 

48 先取 6有利 45 先取 5有利 37 先取 9 或 18 有利 

49 先取 7有利 46 先取 3 或 6或 13有利 38 先取不利 

50 先取 4 或 8有利 47 先取 7有利 39 先取 1 或 10 有利 

51 先取 9 或 15 有利 48 先取 4 或 8有利 40 先取 2有利 

52 先取 5 或 10 有利 49 先取 9有利 41 先取 3有利 

53 先取 11或 16有利 50 先取 5 或 10 或 15有利 42 先取 2 或 4有利 

54 先取 6 或 12 有利 51 先取 11有利 43 先取 5有利 

55 先取 13有利 52 先取 12有利 44 先取 3 或 6有利 

56 先取 7 或 14 有利 53 先取 13有利 45 先取 7有利 

57 先取 15或 18有利 54 先取 7 或 14 或 17有利 46 先取 8有利 

58 先取 16有利 55 先取 15有利 47 先取 9 或 14 有利 

59 先取 17有利 56 先取 16有利 48 先取 5 或 10 有利 

60 先取 18有利 57 先取 17有利 49 先取 11或 15有利 

61 先取 19有利 58 先取 9 或 18 或 19有利 50 先取 12有利 

62 先取 20有利 59 先取 19有利 51 先取 13或 16有利 

63 先取不利 60 先取不利 52 先取 7 或 14 有利 

64 先取 1有利 61 先取 1有利 53 先取 15或 17有利 

65 先取 1 或 2有利 62 先取 1 或 2或 11有利 54 先取 8 或 16 有利 

66 先取 3有利 63 先取 3有利 55 先取 17有利 

67 先取 4有利 64 先取 4 或 12 有利 56 先取 18有利 

68 先取 5 或 13 有利 65 先取 5有利 57 先取不利 

69 先取 3 或 6有利 66 先取 3 或 6或 13有利 58 先取 1有利 

70 先取 7有利 67 先取 7有利 59 先取 1 或 2有利 

71 先取 4 或 8有利 68 先取 8有利 60 先取 3有利 

72 先取 9有利 69 先取 9有利 61 先取 4有利 

73 先取 10有利 70 先取 5 或 10 或 15有利 62 先取 5 或 12 有利 

74 先取 11或 16有利 71 先取 11有利 63 先取 3 或 6有利 

75 先取 12有利 72 先取 12或 16有利 64 先取 7有利 

76 先取 13或 17有利 73 先取 13有利 65 先取 4 或 8有利 

77 先取 7 或 14 有利 74 先取 7 或 14 或 17有利 66 先取 9有利 

78 先取 15或 18有利 75 先取 15有利 67 先取 10有利 

79 先取 16有利 76 先取 16有利 68 先取 11有利 

80 先取 17或 19有利 77 先取 17有利 69 先取 12有利 

81 先取 9 或 18 有利 78 先取 9 或 18 或 19有利 70 先取 13有利 

82 先取 19或 20有利 79 先取 19有利 71 先取 7 或 14 有利 

83 先取 10或 20有利 80 先取不利 72 先取 15或 17有利 

84 先取不利   73 先取 16有利 

    74 先取 17或 18有利 

    75 先取 9 或 18 有利 

    76 先取不利 

 

 



【評語】030408  

Nim的問題其實是一個很古老的問題。關於這個問題有許多種

變化的版本，也有許多有趣的結果。作者們所討論的第一種遊戲規

則的致勝點與取勝的法則其實是已有結果的，沒能在資料蒐集時注

意到這一點，以致於花費了一番功夫在已有的結果上打轉，有點可

惜。第二種遊戲規則致勝點的變化，就如作者們所述，其實有幾種

不同的規則，如能根據數字的特性做出分類，清楚說明哪一類的數

字的致勝點會是甚麼，會是很不錯的結果。 
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