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三角形等角、等截、角比例共軛點之推廣研究 

摘要 

本文透過齊次坐標研究三角形的等角、等截、角比例共軛點變換，其中角比例共軛點是

全新主題，接著研究自創的𝑄𝑛共軛變換。首先，我們證明三種共軛點「存在性」，並提出統整

性定理「無窮遠點的𝑄𝑛共軛軌跡為二次曲線𝑆」與「𝑆曲線上過三頂點切線交點的三線坐標」，

透過前述定理證明無窮遠點關於∆ABC的角比例共軛點軌跡是內切於其旁心三角形的橢圓，這

是本文獨創發現。第二，我們一般化推廣「無窮遠點」關於∆ABC的「𝑄𝑛共軛點」為二次曲線

及找出其判別式（橢圓、拋物線、雙曲線的判別式），並類推到「直線」關於∆ABC的𝑄𝑛共軛

點軌跡為二次曲線及其判別條件。最後，本文討論更一般化情形無窮遠點及直線的 Cremona

變換。 

壹、研究動機 

《數學傳播》曾刊登〈角比例共軛點〉一文，該文首次提出「角比例共軛點」，結論十分

美麗且具有對稱之美（陳建燁，2011），引起我們極高興趣。然而，該文討論角比例共軛點僅

限於三角形內部討論，所以我們想將共軛點存在性作探討與推廣，並研究共軛點的重心坐標、

三線坐標、三極坐標系統。最後目標將等角、等截、角比例共軛變換整合，透過合成函數推

廣新的𝑄𝑛共軛點、並且一般化證明「無窮遠點」與「直線」的𝑄𝑛共軛軌跡及其判別式。 

貳、名詞定義 

一、坐標系統： 

1.重心坐標（Barycentric Coordinates）：在∆ABC所在平面上取一點 P，將三角形有向面積比

(∆PBC:∆PCA:∆PAB) = (𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)定義為 P 點的重心坐標。 

2.三線坐標（Trilinear Coordinates）：在∆ABC所在平面上取一點 P，自點 P分別作直線BC ⃡   、𝐴𝐶 ⃡    、

AB ⃡    的垂足DA、DB、DC，則定義 P 點的三線坐標為有向線段比(PDA
         : PDB

         : PDC
        )。 

3.三極坐標（Tripolar Coordinates）：在∆ABC所在平面上取一點 P，連接PA̅̅̅̅ 、PB̅̅̅̅ 、PC̅̅̅̅ ，則定

義 P 點的三極坐標為線段距離比(PA̅̅̅̅ : PB̅̅̅̅ : PC̅̅̅̅ )。 

 

DB

DC
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二、共軛點： 

1.等角共軛點：在∆ABC所在平面上取一點 P，將𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐶𝑃̅̅̅̅ 分別延長至𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 或其延

長線上，其交點分別為點PA、PB、PC。在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 或其延長線上作點QA、QB、QC，使

得有向角∠𝐶𝐴𝑄𝐴 = ∠𝑃𝐴𝐴𝐵、有向角∠𝐴𝐵𝑄𝐵 = ∠𝑃𝐵𝐵𝐶、有向角∠𝐴𝐶𝑄𝐶 = ∠𝑃𝐶𝐶𝐵。若直線𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、

𝐵𝑄𝐵
 ⃡       、𝐶𝑄𝐶

 ⃡      三線共點於 Q，則定義點 Q 為點 P 對∆ABC的「等角共軛點」，反之亦然。 

2.等角自共軛點：若點 P 的等角共軛點 Q 點與其重合，則定義其為等角自共軛點。 

  
3.等截共軛點：在∆ABC所在平面上取一點 P，將𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐶𝑃̅̅̅̅ 分別延長至𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 或其延

長線上，其交點分別為點PA、PB、PC。在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 或其延長線上作點QA、QB、QC，使

得向量𝑄𝐴𝐶         = 𝐵𝑃𝐴
        、向量𝑄𝐵𝐴         = 𝐶𝑃𝐵

        、向量QCA         = BPC
       。若直線𝐴𝑄𝐴

 ⃡      、𝐵𝑄𝐵
 ⃡       、𝐶𝑄𝐶

 ⃡      三線共點於

Q，則定義點 Q 為點 P 對∆ABC的「等截共軛點」，反之亦然。 

4.等截自共軛點：若點 P 的等截共軛點 Q 點與其重合，則定義其為等截自共軛點。 

 
 

5.角比例表現點：在∆ABC平面上，點 P、Q 為BC̅̅̅̅ 邊上或其延長線上的兩點，若有向比值
sin ∠𝐵𝐴𝑄

sin ∠𝑄𝐴𝐶
=

𝑃𝐶      

𝐵𝑃      
，若且唯若有向比值

sin ∠𝐵𝐴𝑃

sin ∠𝑃𝐴𝐶
=

𝑄𝐶      

𝐵𝑄       
。P 點稱為 Q 直線𝐵𝐶 ⃡    上的角比例表現點且 Q 也是 P 在

直線𝐵𝐶 ⃡    上的角比例表現點。 
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6.角比例共軛點：在∆ABC所在平面上取一點 P，將𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐵𝑃̅̅ ̅̅ 、𝐶𝑃̅̅̅̅ 分別延長至𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 或其

延長線上，其交點分別為點PA、PB、PC。在𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 或其延長線上作點QA、QB、QC，

使得有向比值
sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶

sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴
=

𝐵𝑄𝐴          

𝑄𝐴𝐶          
、有向比值

sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴

sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵
=

𝐶𝑄𝐵          

𝑄𝐵𝐴          
、有向比值

sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵

sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶
=

𝐴𝑄𝐶          

𝑄𝐶𝐵          
。若直線𝐴𝑄𝐴

 ⃡      、

𝐵𝑄𝐵
 ⃡       、𝐶𝑄𝐶

 ⃡      三線共點於 Q，則定義點 Q 為點 P 對∆ABC的「角比例共軛點」，反之亦然。 

7.角比例自共軛點：若點 P 的角比例共軛點 Q 點與其重合，則定義其為角比例自共軛點。 

  

8. 𝑄𝑛共軛點：在∆ABC所在平面上任取一點 P 之重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，則平面上存在一點𝑄𝑛

之重心坐標為(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
)，定義點𝑄𝑛為點 P 對∆ABC的「𝑄𝑛共軛點」，反之亦然。其中本文

約定𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = b、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑐。 

參、文獻探討 

在三角形共軛點研究中主題，關於「等角共軛點」（Isogonal Conjugates），前人已有豐碩

的研究成果如下（李耀文，2006；Vandeghen, 1965）。 

一、等角共軛存在性： 

定理 1 在∆ABC所在平面上，點PA、PB、PC分別為直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上的一點，且𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、

𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點於 P。若直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上分別有點QA、QB、QC，分別滿足有向角

∠𝐶𝐴𝑄𝐴 = ∠𝑃𝐴𝐴𝐵、∠𝐴𝐵𝑄𝐵 = ∠𝑃𝐵𝐵𝐶、∠𝐴𝐶𝑄𝐶 = ∠𝑃𝐶𝐶𝐵，則𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、𝐵𝑄𝐵

 ⃡       、𝐶𝑄𝐶
 ⃡      三線共

點或平行。 
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二、等角自共軛點： 

定理 2 若點 P 為∆ABC的等角自共軛點，則必為∆ABC之內心或旁心。 

三、無窮遠點等角共軛軌跡： 

定理 3 若在∆ABC所在平面上，P 點位於∆ABC外接圓上且異於三頂點，Q 點為 P 點關於∆ABC

的等角共軛點，若且唯若 Q 點為無窮遠點。 

四、頂點或邊上等角共軛性質： 

定理 4 點 P 與點 Q 互為∆ABC的等角共軛點，若 P 點為三角形邊或延長線上的一點，若且唯

若 Q 點為其對角頂點。 

 

接下來，開始本文的研究工作，以齊次坐標證明等截共軛點、角比例共軛點等相關定理，

並且獨創推廣𝑄𝑛共軛點，再一般化「無窮遠點」與「直線」的𝑄𝑛共軛點軌跡及其判別式。 

肆、研究目的 

一、P 點位任意三角形平面上，以 P 點重心坐標推導出三線坐標與三極坐標 

二、等角共軛性質研究： 

2-1 等角共軛點存在性 

2-2 P 點與 Q 點互為「等角」共軛點，其重心坐標、三線坐標、三極坐標 

2-3 等角自共軛點性質 

三、等截共軛性質研究： 

3-1 等截共軛點存在性 

3-2 P 點與 Q 點互為「等截」共軛點，其重心坐標、三線坐標、三極坐標 

3-3 等截自共軛點性質 

四、角比例共軛性質研究： 

4-1 角比例共軛點存在性 

4-2 P 點與 Q 點互為「角比例」共軛點，其重心坐標、三線坐標、三極坐標 

4-3 角比例自共軛點性質 

五、透過二次變換自創新𝑄𝑛共軛點，其重心坐標為(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
) 

5-1 以等角、等截、角比例共軛推廣出𝑄𝑛共軛 

5-2 推廣證明無窮遠點的𝑄𝑛共軛點軌跡為二次曲線及其判別式 

5-3 推廣證明直線的𝑄𝑛共軛點軌跡為二次曲線及其判別式 

伍、研究工具 

紙筆、電腦、The Geometer's Sketchpad 5.0、GeoGebra 5.0 
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陸、研究結果 

引理 1 在∆ABC中，點PA、PB、PC分別為𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊上或延長線上的一點，若𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、

𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點或平行，則有向比的乘積

𝐴𝑃𝐶         

𝑃𝐶𝐵         
×

𝐵𝑃𝐴          

𝑃𝐴𝐶         
×

𝐶𝑃𝐵          

𝑃𝐵𝐴          
= 1 

 

引理 2 在∆ABC的三邊BC̅̅̅̅、AC̅̅̅̅、AB̅̅ ̅̅ 或其延長線上各有一點PA、PB、PC，若
𝐴𝑃𝐶         

𝑃𝐶𝐵         
×

𝐵𝑃𝐴          

𝑃𝐴𝐶         
×

𝐶𝑃𝐵          

𝑃𝐵𝐴          
= 1，

則𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點或平行 

 

引理 3 在∆ABC中，D 為BC̅̅̅̅ 邊上或延長線上的一點，則
𝐵𝐷       

𝐷𝐶      
=

𝑐×𝑠𝑖𝑛 ∠𝐵𝐴𝐷

𝑏×𝑠𝑖𝑛 ∠𝐷𝐴𝐶
 

證明.  引理 1、2、3 的證明如參考資料[5] 

 

引理 4 在∆ABC中，點PA、PB、PC分別為𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 邊上或延長線上的一點，若𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、

𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點或平行，若且唯若有向比的乘積

sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶

sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵
×

sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴

sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶
×

sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵

sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴
= 1 

證明. 

（充分性⇒） 

依據引理 1（Ceva 定理）有
𝐴𝑃𝐶         

𝑃𝐶𝐵         
×

𝐵𝑃𝐴          

𝑃𝐴𝐶         
×

𝐶𝑃𝐵          

𝑃𝐵𝐴          
= 1

 

又 依據引理 3，有 
𝐴𝑃𝐶         

𝑃𝐶𝐵         
×

𝐵𝑃𝐴          

𝑃𝐴𝐶         
×

𝐶𝑃𝐵          

𝑃𝐵𝐴          
=

𝑏×sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶

𝑎×sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵
×

𝑐×sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴

𝑏×sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶
×

𝑎×sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵

𝑐×sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴
 

故，從前兩式得 
sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶

sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵
×

sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴

sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶
×

sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵

sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴
= 1 

（必要性⇐） 

依據引理 3，易得
sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶

sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵
×

sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴

sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶
×

sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵

sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴
=

𝐴𝑃𝐶         

𝑃𝐶𝐵         
×

𝐵𝑃𝐴          

𝑃𝐴𝐶         
×

𝐶𝑃𝐵          

𝑃𝐵𝐴          
= 1 

又 依據引理 2（Ceva 逆定理），得𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點或平行

 

  

■
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一、坐標系統研究：重心坐標、三線坐標、三極坐標 

定理 5 若 P 點關於∆ABC的重心坐標為(∆PBC:∆PCA:∆PAB) = (𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，則 P 點的三線坐標

(PDA
         : PDB

         : PDC
        ) = (

𝜇1

𝑎
:

𝜇2

𝑏
:

𝜇3

𝑐
) 

證明. 

如圖，有向面積∆PBC:∆PCA:∆PAB = 𝜇1: 𝜇2: 𝜇3 =
𝑎𝑃𝐷𝐴          

2
:

𝑏𝑃𝐷𝐵          

2
:

𝑐𝑃𝐷𝐶          

2
 

得 𝑃𝐷𝐴
         : 𝑃𝐷𝐵

         : 𝑃𝐷𝐶
         = (

𝜇1

𝑎
:

𝜇2

𝑏
:

𝜇3

𝑐
)
  

 
 

■ 

 

定理 6 若 P 點關於∆ABC的重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，則 P 點的三極坐標為(𝑃𝐴̅̅ ̅̅ : 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ : 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ) =

(
√(𝑏𝜇3)2 + (𝑐𝜇2)2 + (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝜇2𝜇3: √(𝑐𝜇1)2 + (𝑎𝜇3)2 + (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝜇1𝜇3:

√(𝑎𝜇2)2 + (𝑏𝜇1)2 + (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝜇1𝜇2

)

 

證明. 

1.如圖，過 P 點分別作𝑃𝐷 ⃡    //𝐴𝐵 ⃡    交𝐴𝐶 ⃡    於 D、𝑃𝐸 ⃡    //𝐴𝐶 ⃡    交𝐴𝐵 ⃡    於 E 

可得 
𝐴𝐷       

𝐴𝐶      
=

𝑃𝐶𝑃         

𝑃𝐶𝐶         
=

∆PAB

∆ABC
=

𝜇3

𝜇1+𝜇2+𝜇3
 

再得 𝐴𝐷      =
𝜇3

𝜇1+𝜇2+𝜇3
× 𝑏，同理𝐴𝐸      =

𝜇2

𝜇1+𝜇2+𝜇3
× 𝑐 

2.依據餘弦定理有 𝑐𝑜𝑠∠𝐵𝐴𝐶 =
𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
 

Case1：P 點在Ⅴ區、Ⅰ區和Ⅱ區時， 

𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝑃 = −𝑐𝑜𝑠∠𝐵𝐴𝐶 = −
𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
 

 

 

DB

DC

DA

P

A

CB

DB

DC

DA

P

A

CB
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Case2：P 點在Ⅲ區和Ⅳ區）時，
  

𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝑃 = 𝑐𝑜𝑠∠𝐵𝐴𝐶 =
𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
 

考慮 P 點在不同位置的一般化 

(1) P 點在Ⅰ區、Ⅱ區、Ⅴ區時，𝜇2, 𝜇3為同號數 

(2) P 點在Ⅲ區和Ⅳ區時，𝜇2, 𝜇3為異號數
 故可得 

𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝑃 =
−𝜇2𝜇3

|𝜇2𝜇3|
× 𝑐𝑜𝑠∠𝐵𝐴𝐶 =

−𝜇2𝜇3

|𝜇2𝜇3|
×

𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
 

再依據餘弦定理有 

  𝐴𝑃̅̅ ̅̅ = √|𝐴𝐷      |
2

+ |𝐷𝑃      |
2

− 2|𝐴𝐷      | × |𝐷𝑃      |𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝑃 =

√|𝐴𝐷      |
2

+ |𝐴𝐸      |
2

− 2|𝐴𝐷      | × |𝐴𝐸      |𝑐𝑜𝑠∠𝐴𝐷𝑃 

= √(
𝜇3

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3

× 𝑏)
2

+ (
𝜇2

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3

× 𝑐)
2

− 2𝑏𝑐 |
𝜇3

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3

| × |
𝜇2

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3

| ×
−𝜇2𝜇3

|𝜇2𝜇3|
×

𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
 

= |
1

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3
| √(𝑏𝜇3)2 + (𝑐𝜇2)2 + (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝜇2𝜇3 

同理 

𝐵𝑃̅̅ ̅̅ = |
1

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3
| √(𝑐𝜇1)2 + (𝑎𝜇3)2 + (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝜇1𝜇3 

𝐶𝑃̅̅̅̅ = |
1

𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3
| √(𝑎𝜇2)2 + (𝑏𝜇1)2 + (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝜇1𝜇2 

 

故，P 點的三極坐標為 

(
√(𝑏𝜇3)2 + (𝑐𝜇2)2 + (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝜇2𝜇3: √(𝑐𝜇1)2 + (𝑎𝜇3)2 + (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝜇1𝜇3:

√(𝑎𝜇2)2 + (𝑏𝜇1)2 + (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝜇1𝜇2

) 

  

E

D

PB

PC

PA

P

A

B C

E
D

PA

PB

PC

A

B C

P
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■ 

二、等角共軛與自共軛性質研究 

等角共軛點存在性 

如文獻探討之定理 1，依據引理 4 即可證明。 

■ 

等角共軛點的重心坐標、三線坐標、三極坐標 

 

定理 7 若 P 點關於∆ABC的重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，且 Q 點為 P 點的等角共軛點，則 

(1)Q 點的重心坐標為(
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
) 

(2)Q 點的三線坐標為(
𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
) 

(3)Q 點的三極坐標為 

(

 
 

𝑏𝑐

|𝜇2𝜇3|
√(𝑏𝜇3)2 + (𝑐𝜇2)2 + (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝜇2𝜇3:

𝑎𝑐

|𝜇1𝜇3|
√(𝑐𝜇1)2 + (𝑎𝜇3)2 + (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝜇1𝜇3:

:
𝑎𝑏

|𝜇1𝜇2|
√(𝑎𝜇2)2 + (𝑏𝜇1)2 + (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝜇1𝜇2

)

 
 

 

證明. 

1.重心坐標證明 

令 Q 點對∆ABC的重心坐標為(∆QBC:∆QCA:∆QAB) = (𝛿1: 𝛿2: 𝛿3)
  

根據引理 3，有 

𝛿1: 𝛿2 = 𝐵𝑄𝐶
         : 𝑄𝐶𝐴         = (𝑎 × sin∠𝐵𝐶𝑄𝐶): (𝑏 × sin∠𝑄𝐶𝐶𝐴) = (𝑎 × sin∠𝑃𝐶𝐶𝐴): (𝑏 × sin∠𝐵𝐶𝑃𝐶) 

同乘 
𝑎𝑏

2
𝑃𝐶̅̅̅̅  得 

𝛿1: 𝛿2 = (𝑎 × sin∠𝑃𝐶𝐶𝐴): (𝑏 × sin∠𝐵𝐶𝑃𝐶) =
𝑎2(𝑏𝑃𝐶̅̅̅̅ 𝑠𝑖𝑛∠𝑃𝐶𝐶𝐴)

2
:
𝑏2(𝑎𝑃𝐶̅̅̅̅ 𝑠𝑖𝑛∠𝐵𝐶𝑃𝐶)

2
 

= 𝑎2∆PCA : 𝑏2∆PBC = 𝑎2𝜇2: 𝑏2𝜇1 =
𝑎2

𝜇1
:
𝑏2

𝜇2
 

PC

PA

E

D

PB

A

B C

P

Ⅴ
ⅣⅢ

Ⅱ

Ⅰ

B

A

C
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同理，𝛿2: 𝛿3 =
𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3 

故，Q點重心坐標為(
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
)
 

  
2.三線坐標證明 

依據定理 5，Q 點的三線坐標為(

𝑎2

𝜇1

𝑎
:

𝑏2

𝜇2

𝑏
:

𝑐2

𝜇3

𝑐
) = (

𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
) 

3.三極坐標證明 

依據定理 6，Q 點的三極坐標為 

(

 
 

𝑏𝑐

|𝜇2𝜇3|
√(𝑏𝜇3)2 + (𝑐𝜇2)2 + (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝜇2𝜇3:

𝑎𝑐

|𝜇1𝜇3|
√(𝑐𝜇1)2 + (𝑎𝜇3)2 + (𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝜇1𝜇3:

:
𝑎𝑏

|𝜇1𝜇2|
√(𝑎𝜇2)2 + (𝑏𝜇1)2 + (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝜇1𝜇2

)

 
 

 

■ 

等角自共軛點存在性 

如文獻探討之定理 2，令(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3) = (
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
)，分組討論即可證明。 

■ 

無窮遠點的等角共軛軌跡 

如文獻探討之定理 3，又共軛點必成對相配，僅需證明充分性即可。在∆ABC的外接圓上除頂 

點外取一點P，依據等角共軛定義、圓周角即可證明等角共軛成像於無窮遠處。 

■ 

等角共軛點 P 點落在三角形邊或其延長線上 

如文獻探討之定理 4，依據依據等角共軛定義即可證明。 

■ 

(1)三角形的外接圓上除三個頂點外，其餘點關於三角形的等角共軛皆為無窮遠點。 

(2)三角形每個頂點可有無限多個等角共軛點，即其對邊所在直線上的所有點。 

(3)三角形每邊或其延長線上的所有點，皆以對角頂點為它們的等角共軛點。 

(4)除了以上提及的點外，平面上每一點都有唯一的等角共軛點與其對偶相配。 

(5)等角自共軛點有四個（內心與旁心）。 

QC

Q

QB

QA

PC

PB

PA

P

A

CB PB

PC

PA

Q

QC

QB

QA

A

CB

P
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三、等截共軛與自共軛性質研究 

電腦模擬無窮遠點的共軛軌跡 

相較等角、等截共軛點，文獻上沒有關於無窮遠點

的「角比例共軛點」研究。所以我們好奇依據定義對 P

點作共軛，何時會造成三條共軛線平行？由於共軛點必

成對相配。不失一般性，如圖我們先給定三條平行線

（𝐶𝐾 ⃡    //𝐴𝐿 ⃡   //𝐵𝐽 ⃡   ），再以共軛定義求出另外三條共軛線之交

點 P，並以 GSP 進行模擬 P 點軌跡。結果發現等截共軛

與角比例共軛的該軌跡為橢圓（後續將證明）。 

(1)等角共軛點軌跡為「圓」(紅) 

(2)等截共軛點軌跡為「橢圓」(綠) 

(3)角比例共軛點軌跡為「橢圓」(黑) 

我們好奇（1）軌跡是否為橢圓？（2）若為橢圓，

其與和∆ABC的關係為何？如何找出橢圓的中心？（3）

等角、等截、角比例三者關係為何？ 

 

 

等截共軛點存在性 

 

定理 8 在∆ABC所在平面上，點PA、PB、PC分別為直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上的一點，且𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、

𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點於 P。若直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上分別有點QA、QB、QC，分別滿足向量𝐵𝑃𝐴

        =

𝑄𝐴𝐶         、𝐵𝑃𝐶
        = 𝑄𝐶𝐴         、𝐶𝑃𝐵

        = 𝑄𝐵𝐴         ，則直線𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、𝐵𝑄𝐵

 ⃡       、𝐶𝑄𝐶
 ⃡      三線共點或平行 

證明. 

根據引理 1（Ceva 定理）且向量𝐵𝑃𝐴
        = 𝑄𝐴𝐶         、𝐵𝑃𝐶

        = 𝑄𝐶𝐴         、𝐶𝑃𝐵
        = 𝑄𝐵𝐴          

得 
𝐵𝑄𝐶          

𝑄𝐶𝐴          
×

𝐴𝑄𝐵          

𝑄𝐵𝐶          
×

𝐶𝑄𝐴          

𝑄𝐴𝐵          
=

𝐴𝑃𝐶         

𝑃𝐶𝐵         
×

𝐵𝑃𝐴          

𝑃𝐴𝐶         
×

𝐶𝑃𝐵         

𝑃𝐵𝐴          
= 1 

又根據引理 2（Ceva 逆定理） 

故，𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、𝐵𝑄𝐵

 ⃡       、𝐶𝑄𝐶
 ⃡      三線共點或平行 

  
■ 

L

P角比例

P等截

P等角

J

A

CB

K

Q

QC

QA

QB

PB

PC

PA

P

A

CB
PB

PAQA

P

QB

A

C

K
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等截共軛點的重心坐標、三線坐標、三極坐標 

 

定理 9 若 P 點關於∆ABC的重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，且 Q 點為 P 點的等截共軛點，則 

(1) Q點的重心坐標為(
1

𝜇1
:

1

𝜇2
:

1

𝜇3
) 

(2) Q點的三線坐標為(
1

𝑎𝜇1
:

1

𝑏𝜇2
:

1

𝑐𝜇3
) 

(3) Q點的三極坐標為 

(√(
𝑏

𝜇3
)

2

+ (
𝑐

𝜇2
)

2

+
𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

𝜇2𝜇3
: √(

𝑎

𝜇3
)

2

+ (
𝑐

𝜇1
)

2

+
𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2

𝜇1𝜇3
: √(

𝑎

𝜇2
)

2

+ (
𝑏

𝜇1
)

2

+
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2

𝜇1𝜇2
) 

證明. 

1.重心坐標證明 

令 Q 點對∆ABC的重心坐標為(∆QBC:∆QCA:∆QAB) = (𝛿1: 𝛿2: 𝛿3) 

𝛿1: 𝛿2 = 𝐵𝑄𝐶
         : 𝑄𝐶𝐴         = 𝐴𝑃𝐶

        : 𝑃𝐶𝐵        = 𝜇2: 𝜇1 =
1

𝜇1
:

1

𝜇2
 

同理，𝛿2: 𝛿3 =
1

𝜇2
:

1

𝜇3 

故，Q點重心坐標為(
1

𝜇1
:

1

𝜇2
:

1

𝜇3
)
 

  

 

2.三線坐標證明 

依據定理 5，Q 點的三線坐標為(

1

𝜇1

𝑎
:

1

𝜇2

𝑏
:

1

𝜇3

𝑐
) = (

1

𝑎𝜇1
:

1

𝑏𝜇2
:

1

𝑐𝜇3
) 

3.三極坐標證明 

依據定理 6，Q 點的三極坐標為 

(√(
𝑏

𝜇3
)

2

+ (
𝑐

𝜇2
)

2

+
𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

𝜇2𝜇3
: √(

𝑎

𝜇3
)

2

+ (
𝑐

𝜇1
)

2

+
𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2

𝜇1𝜇3
: √(

𝑎

𝜇2
)

2

+ (
𝑏

𝜇1
)

2

+
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2

𝜇1𝜇2
) 

■ 

 

Q

QC

QA

QB

PB

PC

PA

P

A

CB
QQB

QA

PA

QC

PC

PB

A

CB

P
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等截自共軛點存在性 

 

定理 10 若點 P 為∆ABC的等截自共軛點，則必為∆ABC之重心或 Exmedian 點，其中點 P 的重

心坐標分別為(1: 1: 1)、(−1: 1: 1)、(1: −1: 1)、(1: 1: −1)，其三線坐標分別為(
1

𝑎
:

1

𝑏
:

1

𝑐
)、

(
−1

𝑎
:

1

𝑏
:

1

𝑐
)、(

1

𝑎
:

−1

𝑏
:

1

𝑐
)、(

1

𝑎
:

1

𝑏
:

−1

𝑐
)，其三極坐標分別

(√2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2: √2𝑎2 + 2𝑐2 − 𝑏2: √2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2)、(√2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2: 𝑏: 𝑐)、

(𝑎: √2𝑎2 + 2𝑐2 − 𝑏2: c)、(𝑎: 𝑏: √2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2)。 

證明. 

1.若 P 點與其等截共軛 Q 點重合時，依據定理 9 可得 

(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3) = (
1

𝜇1
:

1

𝜇2
:

1

𝜇3
) ⇒ 𝜇1

2: 𝜇2
2: 𝜇3

2 ⇒ |𝜇1| = |𝜇2| = |𝜇3| 

不失一般性，令𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 𝑘∆ABC>0，且
 

 (1) 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 > 0；(2) 𝜇1 > 0, 𝜇2 = 𝜇3 < 0；(3) 𝜇1 < 0, 𝜇2 = 𝜇3 > 0
 

前述三種狀況，皆有𝜇2 = 𝜇3，得𝐴𝑃 ⃡    通過𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 之中點 

(1)Case1：𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 > 0 

考慮 P 點在∆ABC內部，易知 P 點為∆ABC之重心（左圖） 

(2)Case2：𝜇1 > 0, 𝜇2 = 𝜇3 < 0 

考慮 P 點在∆ABC外部且位於𝐵𝐴 ⃡    與𝐶𝐴 ⃡    所夾平面，則|𝜇1| > |𝜇2| = |𝜇3|，與等截自共

軛定義不合（中圖） 

(3)Case3：𝜇1 < 0, 𝜇2 = 𝜇3 > 0 

考慮 P 點在∆ABC外部且𝐵𝐶 ⃡    下方，若|𝜇1| = |𝜇2| = |𝜇3|時，不難得𝐴𝑃𝐴
        = 𝑃𝐴𝑃        ，P

點稱為 Exmedian 點，其重心坐標為(−1: 1: 1)（右圖） 

由 case1、case2、case3 得 

若 P 點為∆ABC的等截自共軛點（P 點與其等截共軛 Q 點重合時），則必為∆ABC之重心或

Exmedian 點，其中 P 點的重心坐標為(1: 1: 1)或(−1: 1: 1)，同理(1: −1: 1)或(1: 1: −1)亦符

合所求。 

 

左圖 中圖 右圖 

 

 

P

PC PB

PA

A

CB

PCPB

PA

A

CB

P

P

PA

A

CB
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2.故 P 點為∆ABC的等截自共軛點時，其重心坐標為(1: 1: 1)、(−1: 1: 1)、(1: −1: 1)、(1: 1: −1) 

  依據定理 6，P 點的三線坐標分別為(
1

𝑎
:

1

𝑏
:

1

𝑐
)、(

−1

𝑎
:

1

𝑏
:

1

𝑐
)、(

1

𝑎
:

−1

𝑏
:

1

𝑐
)、(

1

𝑎
:

1

𝑏
:

−1

𝑐
) 

依據定理 3，P點的三極坐標分別為(√2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2: √2𝑎2 + 2𝑐2 − 𝑏2: √2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2)、

(√2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2: 𝑏: 𝑐)、(𝑎: √2𝑎2 + 2𝑐2 − 𝑏2: c)、(𝑎: 𝑏: √2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2) 

■ 

我們先利用 GSP 軟體畫出無窮遠點的等角、等截、角比例等共軛軌跡後，分別過∆ABC三

頂點做軌跡曲線的切線，下文提出獨創的定理 11（定理 20 已證明𝑄𝑛共軛點存在性）。 

 

引理 5 若𝑆為無窮遠點 P 關於∆𝐴𝐵𝐶的𝑄𝑛共軛點軌跡，則𝑆為過三頂點的二次曲線 

證明. 

令無窮遠點 P 的重心坐標(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，其中𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3＝0 

依據𝑄𝑛共軛定義，𝑄𝑛的重心坐標(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
)、三線坐標為(

𝑎𝑛−1

𝜇1
:

𝑏𝑛−1

𝜇2
:

𝑐𝑛−1

𝜇3
) 

考慮 

𝑎𝑛−1 × (
𝑏𝑛−1

𝜇2
×

𝑐𝑛−1

𝜇3
) + 𝑏𝑛−1 × (

𝑐𝑛−1

𝜇3
×

𝑎𝑛−1

𝜇1
) + 𝑐𝑛−1 × (

𝑎𝑛−1

𝜇1
×

𝑏𝑛−1

𝜇2
)

= 𝑎𝑛−1𝑏𝑛−1𝑐𝑛−1 ×
𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3

𝜇1𝜇2𝜇3
= 0 

又因三線坐標為齊次坐標，故上述方程為過三頂點的二次曲線。 

■ 

 

定理 11 二次曲線𝑆為無窮遠點 P 關於∆𝐴𝐵𝐶的𝑄𝑛次共軛軌跡，若過𝐴、𝐵、𝐶點作二次曲線𝑆的

切線𝐸𝐹 ⃡    、𝐷𝐹 ⃡    、𝐷𝐸 ⃡    ，兩兩相交於三點，若且唯若它們關於∆𝐴𝐵𝐶的重心坐標分別為

𝐷(−𝑎𝑛: 𝑏𝑛: 𝑐𝑛)、𝐸(𝑎𝑛: −𝑏𝑛: 𝑐𝑛)、𝐹(𝑎𝑛, 𝑏𝑛, −𝑐𝑛) 

證明. 

1.不失一般性，設無窮遠點 P 的重心坐標(1: −𝑡: (𝑡 − 1)) 

依據𝑄𝑛共軛定義，曲線𝑆上任意點的重心坐標可表示為函數 

𝑓(t) = (
𝑎𝑛

1
:

𝑏𝑛

−𝑡
:

𝑐𝑛

𝑡−1
)=((−𝑡2 + 𝑡)𝑎𝑛: (𝑡 − 1)𝑏𝑛: −𝑡𝑐𝑛)，其中𝑓(0)為𝐵點 

2.考慮平面上𝐷、𝐹點的重心坐標分別為(−𝑎𝑛: 𝑏𝑛: 𝑐𝑛)、(𝑎𝑛: 𝑏𝑛: −𝑐𝑛) 

易知𝐷𝐹 ⃡    上的點（不含𝐸點）的重心坐標可以表示為兩者的線性組合 

𝑔(𝑘) = (−𝑎𝑛: 𝑏𝑛: 𝑐𝑛) + 𝑘(𝑎𝑛: 𝑏𝑛: −𝑐𝑛)，其中𝑔(1)為𝐵點（𝐷𝐸 ⃡    過𝐵點） 

3. 𝑓′(𝑡) = ((−2𝑡 + 1)𝑎𝑛: 𝑏𝑛: −𝑐𝑛) 

當𝑡 = 0 時，得𝑓(𝑡)在𝐵點的變化率為(𝑎𝑛, 𝑏𝑛, −𝑐𝑛) 

又g′(𝑘) = (𝑎𝑛, 𝑏𝑛, −𝑐𝑛) 

當𝑘 = 1 時，得𝑔(𝑘)在𝐵點的變化率為(𝑎𝑛, 𝑏𝑛, −𝑐𝑛) 

  因此可得 𝐷𝐹 ⃡    切曲線𝑆於𝐵點 

同理，𝐷𝐸 ⃡    切曲線𝑆於𝐶點、𝐸𝐹 ⃡    切曲線𝑆於A點 
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■ 

無窮遠點的等截共軛軌跡 

 

定理 12 若在∆ABC所在平面上，P 點為無窮遠點，Q 點為 P 點關於∆ABC的等截共軛點，若且

唯若 Q 點所成集合為∆ABC外接 Steiner 橢圓。 

證明. 

由於共軛點必成對相配，僅需證明充分性即可 

如圖，𝐸𝐹 ⃡    、𝐷𝐹 ⃡    、𝐷𝐸 ⃡    為二次曲線的切線 

依據定理 9 與定理 11 可得𝐷、𝐸、𝐹三點重心坐標𝐷(−𝑎0: 𝑏0: 𝑐0)、𝐸(𝑎0: −𝑏0: 𝑐0)、𝐹(𝑎0, 𝑏0, −𝑐0) 

再依據定理 10，𝐷、𝐸、𝐹為∆ABC的 Exmedian 點 

所以∆ABC為∆DEF的中心三角形 

故，Q 點所成集合為∆ABC外接 Steiner 橢圓 

■ 

等截共軛點 P 點落在三角形邊或其延長線上 

 

定理 13 若 P 點與 Q 點互為∆ABC的等截共軛點，若 P 點為三角形邊或延長線上的一點，若且

唯若 Q 點為其對角頂點 

證明. 

以等截共軛點定義即可得證。 

■ 

(1)以三角形重心為中心的外接橢圓上除三個頂點外，其餘點關於三角形的等截共軛皆為無窮

遠點。 

(2)三角形每個頂點可有無限多個等截共軛點，即其對邊所在直線上的所有點。 

(3)三角形每邊或其延長線上的所有點，皆以對角頂點為它們的等截共軛點。 

(4)除了以上提及的點外，平面上每一點都有唯一的等截共軛點與其對偶相配。 

(5)等截自共軛點有四個（重心及 Exmedian 點）。 

  

CB

AF E

D
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四、角比例共軛與自共軛性質研究 

定理 14 在∆ABC所在平面上，P 點、Q 點為𝐵𝐶 ⃡    的點，若有向比值
sin ∠𝐵𝐴𝑄

sin ∠𝑄𝐴𝐶
=

𝑃𝐶      

𝐵𝑃      
，若且唯若有向

比值
sin ∠𝐵𝐴𝑃

sin ∠𝑃𝐴𝐶
=

𝑄𝐶      

𝐵𝑄       
（P、Q 互為𝐵𝐶 ⃡    上的角比例表現點） 

證明. 

（充分性⇒） 

1.依據引理 3，有
sin ∠𝐵𝐴𝑄

sin ∠𝑄𝐴𝐶
=

𝑏𝐵𝑄       

𝑐𝑄𝐶      
、

sin ∠𝐵𝐴𝑃

sin ∠𝑃𝐴𝐶
=

𝑏𝐵𝑃      

𝑐𝑃𝐶      
 

2.依據假設有
sin ∠𝐵𝐴𝑄

sin ∠𝑄𝐴𝐶
=

𝑃𝐶      

𝐵𝑃      
⇒

𝑏𝐵𝑄       

𝑐𝑄𝐶      
=

𝑃𝐶      

𝐵𝑃      
⇒

𝐵𝑄       

𝑄𝐶      
=

𝑐𝑃𝐶      

𝑏𝐵𝑃      
=

sin ∠𝑃𝐴𝐶

sin ∠𝐵𝐴𝑃
 

得 
sin ∠𝐵𝐴𝑃

sin ∠𝑃𝐴𝐶
=

𝑄𝐶      

𝐵𝑄       
 

（必要性⇐） 

同理，若
sin ∠𝐵𝐴𝑃

sin ∠𝑃𝐴𝐶
=

𝑄𝐶      

𝐵𝑄       
，則有

sin ∠𝐵𝐴𝑄

sin ∠𝑄𝐴𝐶
=

𝑃𝐶      

𝐵𝑃      
 

 

 

 

■ 

角比例共軛點存在性 

 

定理 15 在∆ABC所在平面上，點PA、PB、PC分別為直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上的一點，且𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、

𝐶𝑃𝐶
 ⃡      三線共點於 P。若點QA、QB、QC分別為點PA、PB、PC在直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上的

角比例表現點，則𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、𝐵𝑄𝐵

 ⃡       、𝐶𝑄𝐶
 ⃡      三線共點或平行 

證明. 

1.因𝐴𝑃𝐴
 ⃡      、𝐵𝑃𝐵

 ⃡      、𝐶𝑃𝐶
 ⃡      線共點，根據引理 4 有 

sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴

sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶
×

sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵

sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴
×

sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶

sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵
= 1 

2.又QA、QB、QC分別為PA、PB、PC在直線𝐵𝐶 ⃡    、𝐴𝐶 ⃡    、𝐴𝐵 ⃡    上的角比例表現點，依據定理 14 有 

sin ∠𝐵𝐴𝑃𝐴

sin ∠𝑃𝐴𝐴𝐶
×

sin ∠𝐶𝐵𝑃𝐵

sin ∠𝑃𝐵𝐵𝐴
×

sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶

sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵
=

𝑄𝐴𝐶         

𝐵𝑄𝐴
         

×
𝑄𝐵𝐴         

𝐶𝑄𝐵
         

×
𝑄𝐶𝐵         

𝐴𝑄𝐶
         

 

綜合前兩式可得 
𝑄𝐴𝐶          

𝐵𝑄𝐴          
×

𝑄𝐵𝐴          

𝐶𝑄𝐵          
×

𝑄𝐶𝐵          

𝐴𝑄𝐶          
= 1 

依據引理 2（Ceva 逆定理），得𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、𝐵𝑄𝐵

 ⃡       、𝐶𝑄𝐶
 ⃡      三線共點或平行 

QP

A

B C

Q

A

B CP
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■ 

角比例共軛點的重心坐標、三線坐標、三極坐標 

 

定理 16 若 P 點關於∆ABC的重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，且 Q 點為 P 點的角比例共軛點，則 

(1) Q點的重心坐標為(
𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
) 

(2) Q點的三線坐標為(
1

𝜇1
:

1

𝜇2
:

1

𝜇3
) 

(3) Q點的三極坐標為 

(√(
𝑏𝑐

𝜇3

)
2

+ (
𝑏𝑐

𝜇2

)
2

+
(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝑏𝑐

𝜇2𝜇3

: √(
𝑎𝑐

𝜇3

)
2

+ (
𝑎𝑐

𝜇1

)
2

+
(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝑎𝑐

𝜇1𝜇3

: √(
𝑎𝑏

𝜇2

)
2

+ (
𝑎𝑏

𝜇1

)
2

+
(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝑎𝑏

𝜇1𝜇2

) 

證明. 

1.重心坐標證明 

令 Q 點對∆ABC的重心坐標為(∆QBC:∆QCA:∆QAB) = (𝛿1: 𝛿2: 𝛿3) 

依據定理 14 有 

𝛿1: 𝛿2 = 𝐵𝑄𝐶
         : 𝑄𝐶𝐴         = sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶 : sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵

 
又因 𝑃𝐷𝐵

         : 𝑃𝐷𝐴
         = 𝑃𝐶̅̅̅̅ × sin ∠𝐴𝐶𝑃𝐶: 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ × sin ∠𝑃𝐶𝐶𝐵 

得 𝛿1: 𝛿2 = 𝑃𝐷𝐵
         : 𝑃𝐷𝐴

         =
𝜇2

𝑏
:

𝜇1

𝑎
=

𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2 

同理，可得𝛿2: 𝛿3 =
𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
 

故，Q點的重心坐標(
𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
) 

QB

Q

QC

QA

PC P

PB

PA

A

B C PB

PAQA

P

QB

A

CB
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2.三線坐標證明 

依據定理 5，Q 點的三線坐標為(

𝑎

𝜇1

𝑎
:

𝑏

𝜇2

𝑏
:

𝑐

𝜇3

𝑐
) = (

1

𝜇1
:

1

𝜇2
:

1

𝜇3
) 

3.三極坐標證明 

依據定理 6，Q 點的三極坐標為 

(√(
𝑏𝑐

𝜇3

)
2

+ (
𝑏𝑐

𝜇2

)
2

+
(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)𝑏𝑐

𝜇2𝜇3

: √(
𝑎𝑐

𝜇3

)
2

+ (
𝑎𝑐

𝜇1

)
2

+
(𝑐2 + 𝑎2 − 𝑏2)𝑎𝑐

𝜇1𝜇3

: √(
𝑎𝑏

𝜇2

)
2

+ (
𝑎𝑏

𝜇1

)
2

+
(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)𝑎𝑏

𝜇1𝜇2

) 

■ 

角比例自共軛點存在性 

 

定理 17 若 P 點關於∆ABC的角比例自共軛點，則 P 點的重心坐標分別為(√𝑎: √𝑏: √𝑐)、

(−√𝑎: √𝑏: √𝑐)、(√𝑎: −√𝑏: √𝑐)、(√𝑎: √𝑏: −√𝑐)，其三線坐標分別為(
1

√𝑎
:

1

√𝑏
:

1

√𝑐
)、

(
−1

√𝑎
:

1

√𝑏
:

1

√𝑐
)、(

1

√𝑎
:

−1

√𝑏
:

1

√𝑐
)、(

1

√𝑎
:

1

√𝑏
:

−1

√𝑐
)，其三極坐標分別為 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) + √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) + √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) + √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) + √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) − √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) − √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) − √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) + √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) − √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) − √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) − √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) + √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))。 

證明. 

1.若 P 點與其角比例共軛點 Q 重合時，依據定理 16 可得 

(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3) = (
𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
) ⇒ 𝜇1

2: 𝜇2
2: 𝜇3

2 = 𝑎: 𝑏: 𝑐 = |𝜇1|: |𝜇2|: |𝜇3| = √𝑎: √𝑏: √𝑐 

不失一般性，令𝜇1 + 𝜇2 + 𝜇3 = 𝑘∆ABC>0，且
 

(1) 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 > 0；(2) 𝜇1 > 0,   𝜇2, 𝜇3 < 0；(3)𝜇1 < 0,   𝜇2, 𝜇3 > s
 

DC

DA

DB

QA

QB
Q

QC

PC P

PB

PA

A

B C

DB

DA

QB

Q

QC

PC

PB

QA

A

B C

PA

P
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前述三種狀況，皆有𝜇2: 𝜇3 = √𝑏: √𝑐 

(1)case1：𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 > 0（如左圖，P 點在∆ABC內部） 

則易知點 P 之重心坐標為(√𝑎: √𝑏: √𝑐) 

(2)case2：𝜇1 > 0and 𝜇2, 𝜇3 < 0（如中圖，P 點在∆ABC外部） 

則有√𝑎 − √𝑏 − √𝑐 = 𝑘∆ABC>0 

得 √𝑎 > √𝑏 + √𝑐 

再得 𝑎 > 𝑏 + 𝑐 + 2√𝑏𝑐（與三角不等式矛盾） 

(3)case3：𝜇1 < 0, and 𝜇2, 𝜇3 > 0（如右圖，P 點在∆ABC外部且𝐵𝐶 ⃡    下方） 

則易知 P 點之重心坐標為(−√𝑎: √𝑏: √𝑐) 

由 case1、case2、case3 得 

若 P 點為∆ABC的角比例自共軛點（P 點與其角比例共軛點 Q 重合時），則 P 點的重心坐標

為(√𝑎: √𝑏: √𝑐)或(−√𝑎: √𝑏: √𝑐)，同理(√𝑎: −√𝑏: √𝑐)或(√𝑎: √𝑏: −√𝑐)亦符合所求。 

 

左圖 

 

中圖 

 

右圖 

2.由前知 P 點為∆ABC的角比例自共軛點時，P 點的重心坐標分別為(√𝑎: √𝑏: √𝑐)、(−√𝑎: √𝑏: √𝑐)、

(√𝑎: −√𝑏: √𝑐)、(√𝑎: √𝑏: −√𝑐) 

  依據定理 5，點 P 的三線坐標分別為(
1

√𝑎
:

1

√𝑏
:

1

√𝑐
)、(

−1

√𝑎
:

1

√𝑏
:

1

√𝑐
)、(

1

√𝑎
:

−1

√𝑏
:

1

√𝑐
)、(

1

√𝑎
:

1

√𝑏
:

−1

√𝑐
) 

依據定理 6，點 P 的三極坐標分別為 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) + √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) + √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) + √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) + √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) − √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) − √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) − √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) + √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) − √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

(√𝑏𝑐(𝑏 + 𝑐) − √𝑏𝑐(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2): √𝑎𝑐(𝑎 + 𝑐) − √𝑎𝑐(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2): √𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏) + √𝑎𝑏(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2))、 

■ 
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無窮遠點的角比例共軛軌跡 

 

定理 18 若在∆ABC所在平面上，P 點為無窮遠點，Q 點為 P 點關於∆ABC的角比例共軛點，若

且唯若 Q 點所成集合為∆ABC外接橢圓，其中該橢圓切∆ABC的旁心三角形∆DEF於

𝐴、𝐵、𝐶 

證明. 

由於共軛點必成對相配，僅需證明充分性即可 

如圖，𝐸𝐹 ⃡    、𝐷𝐹 ⃡    、𝐷𝐸 ⃡    為二次曲線的切線 

依據定理 11 與定理 16 可得𝐷、𝐸、𝐹三點重心坐標𝐷(−𝑎: 𝑏: 𝑐)、𝐸(𝑎: −𝑏: 𝑐)、𝐹(𝑎: 𝑏: −𝑐) 

再依據定理 5，𝐷、𝐸、𝐹為∆ABC的旁心 

所以∆DEF為∆ABC的旁心三角形（∆ABC為∆DEF的垂足三角形） 

橢圓切∆ABC的旁心三角形∆DEF於𝐴、𝐵、𝐶 

■ 

 
角比例共軛點 P 點落在三角形邊或其延長線上之性質 

 

定理 19 若 P 點與 Q 點互為∆ABC的角比例共軛點，若 P 點為三角形邊或延長線上的一點，若

且唯若 Q 點為其對角頂點 

證明. 

以角比例共軛點定義即可得證。 

■ 

(1)∆ABC為∆DEF之垂足三角形，有一內切橢圓切於點𝐀, 𝐁, 𝐂，該橢圓上除三個頂點外，其

餘所有點關於∆ABC的角比例共軛皆為無窮遠點。 

(2)三角形每個頂點可有無限多個等角比例共軛點，即其對邊所在直線上的所有點。 

(3)三角形每邊或其延長線上的所有點，皆以對角頂點為它們的角比例共軛點。 

(4)除了以上提及的點外，平面上每一點都有唯一的等角比例共軛點與其對偶相配。 

(5)角比例自共軛點有四個。 

E

D

F

B C

A
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五、推廣𝑸𝒏共軛點，其重心坐標(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
) 

（一）𝑸𝒏共軛點存在性 

定理 7、定理 9、定理 16 可知「若 P 點的重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，則等截共軛點之重心

坐標為(
1

𝜇1
:

1

𝜇2
:

1

𝜇3
)；角比例共軛點之重心坐標為(

𝑎

𝜇1
:

𝑏

𝜇2
:

𝑐

𝜇3
)；等角共軛點之重心坐標為

(
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
)」，三者的分子具有等比關係，所以我們好奇是否存在 Q 點，其重心坐標為

(
𝒂𝒏

𝝁𝟏
:

𝒃𝒏

𝝁𝟐
:

𝒄𝒏

𝝁𝟑
)？若 Q 點存在，其與 P 點的幾何關係為何？ 

定理 20 若 P 點為∆ABC的所在平面任一點，其重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，則存在一點 Q，其重

心坐標為(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
)，其中𝑛 ∈ ℤ 

證明. 

1.考慮在𝐵𝐶 ⃡    上取一點QA，使得有向比𝐵𝑄𝐴
         : 𝑄𝐴𝐶         =

𝑐𝑛

𝜇3
:

𝑏𝑛

𝜇2
，在𝐶𝐴 ⃡    上取一點QB，使得有向比

𝐶𝑄𝐵
         : 𝑄𝐵𝐴         =

𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑐𝑛

𝜇3
，在𝐴𝐵 ⃡    上取一點QC，使得有向比𝐴𝑄𝐶

         : 𝑄𝐶𝐵         =
𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑎𝑛

𝜇1
 

2. 
𝐵𝑄𝐴          

𝑄𝐴𝐶          
×

𝐶𝑄𝐵          

𝑄𝐵𝐴          
×

𝐴𝑄𝐶          

𝑄𝐶𝐵          
=

𝑐𝑛

𝜇3
𝑏𝑛

𝜇2

×

𝑎𝑛

𝜇1
𝑐𝑛

𝜇3

×

𝑏𝑛

𝜇2
𝑎𝑛

𝜇1

= 1 

依據引理 2，𝐴𝑄𝐴
 ⃡      、𝐵𝑄𝐵

 ⃡       、𝐶𝑄𝐶
 ⃡      三線共點或平行 

 

■ 

（二）𝑸𝒏共軛點的作圖（合成函數） 

在定理 20 中，我們證明重心坐標為(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
)之𝑄𝑛共軛點的存在性， 𝑸𝒏的幾何意義為

何？我們將等角、等截、角比例共軛變換（transform）統整，透過合成函數創造出𝑸𝒏點。 

定理 21 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑇等截：(𝜇

1
: 𝜇

2
: 𝜇

3
)|→ (

1

𝜇1

:
1

𝜇2

:
1

𝜇3

)

𝑇角比例：(𝜇
1
: 𝜇

2
: 𝜇

3
)|→ (

𝑎

𝜇1

:
𝑏

𝜇2

:
𝑐

𝜇3

)

𝑇等角：(𝜇
1
: 𝜇

2
: 𝜇

3
)|→ (

𝑎2

𝜇1

:
𝑏2

𝜇2

:
𝑐2

𝜇3

) 

 𝑄0 (
𝑎0

𝜇1

:
𝑏0

𝜇2

:
𝑐0

𝜇3

) , 𝑄1 (
𝑎1

𝜇1

:
𝑏1

𝜇2

:
𝑐1

𝜇3

) 

𝑄𝑛 (
𝑎𝑛

𝜇1

:
𝑏𝑛

𝜇2

:
𝑐𝑛

𝜇3

) = 𝑇角比例 (𝑇等截(𝑄𝑛−1))或 𝑇等角 (𝑇等截(𝑄𝑛−2))，其中𝑛 ≥ 2

𝑄𝑛 (
𝑎𝑛

𝜇1

:
𝑏𝑛

𝜇2

:
𝑐𝑛

𝜇3

) = 𝑇等截 (𝑇角比例(𝑄𝑛+1))或 𝑇等截 (𝑇等角(𝑄𝑛+2))，其中𝑛 ≤ −1

 

QC

QB

QA

PC

PB

PA

P

A

CB

Q
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證明. 

以數學歸納法先證明𝑛 ≥ 2  

(1) 𝑛 = 2時，顯然𝑄2 (
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
) = 𝑇角比例 (𝑇等截(𝑄1)) 或 𝑇等角 (𝑇等截(𝑄0))，原式成立。 

(2) 𝑛 = 𝑘 − 1與𝑛 = 𝑘時，原式成立，即 

𝑄𝑘−1 (
𝑎𝑘−1

𝜇1
:
𝑏𝑘−1

𝜇2
:
𝑐𝑘−1

𝜇3
) = 𝑇角比例 (𝑇等截(𝑄𝑘−2))或 𝑇等角 (𝑇等截(𝑄𝑘−3)) 

𝑄𝑘 (
𝑎𝑘

𝜇1
:
𝑏𝑘

𝜇2
:
𝑐𝑘

𝜇3
) = 𝑇角比例 (𝑇等截(𝑄𝑘−1))或 𝑇等角 (𝑇等截(𝑄𝑘−2)) 

(3) n=k+1 時 

𝑇角比例 (𝑇等截(𝑄𝑘)) = 𝑇角比例 (𝑇等截 (
𝑎𝑘

𝜇1

:
𝑏𝑘

𝜇2

:
𝑐𝑘

𝜇3

)) = 𝑇角比例 (
𝜇1

𝑎𝑘
:
𝜇2

𝑏𝑘
:
𝜇3

𝑐𝑘
) = (

𝑎
𝜇1

𝑎𝑘

:
𝑏
𝜇2

𝑏𝑘

:
𝑐
𝜇3

𝑐𝑘

) = (
𝑎𝑘+1

𝜇1

:
𝑏𝑘+1

𝜇2

:
𝑐𝑘+1

𝜇3

) 

𝑇等角 (𝑇等截(𝑄𝑘−1)) = 𝑇等角 (𝑇等截 (
𝑎𝑘−1

𝜇1
:

𝑏𝑘−1

𝜇2
:

𝑐𝑘−1

𝜇3
)) = 𝑇等角 (

𝜇1

𝑎𝑘−1 :
𝜇2

𝑏𝑘−1 :
𝜇3

𝑐𝑘−1) = (
𝑎2

𝜇1
𝑎𝑘−1

:
𝑏2

𝜇2
𝑏𝑘−1

:
𝑐2

𝜇3

𝑐𝑘−1

)    =

(
𝑎𝑘+1

𝜇1
:

𝑏𝑘+1

𝜇2
:

𝑐𝑘+1

𝜇3
)，原式成立。 

以數學歸納法再證明𝑛 ≤ −1  

同上方法，即可證明 

■ 

（三）等截共軛與角比例共軛橢圓的傳統尺規作圖 v.s. 𝑸𝒏共軛點合成函數作圖 

引理 6 自橢圓外一點作兩切線與橢圓中心所成之兩三角形面積相等 

證明.  略，見參考資料[1] 

 

引理 7 自橢圓 O 外一點 S 作兩切線，交橢圓於 A、B，M 為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 中點，則 S、M、O 三點共線 

證明.  依據引理 6 可推得 

 

 

定理 12 與定理 18，證明無窮遠點關於∆ABC的等截共軛、角比例共軛點軌跡與其三角形

的關係。然而，該如何進行橢圓尺規作圖呢？ 

（1）等截共軛橢圓：先作∆ABC之重心作為橢圓中心，∆ABC三個頂點 A, B, C 分別對重

心作點對稱變換得到點 A’, B’, C’，依據仿射變換單比不變量性質，點 A’, B’, C’也在橢圓上，

則可做出所求橢圓。 

（2）角比例共軛橢圓：先作∆ABC之旁心三角形∆DEF，D 點關於∆ABC的對邊為𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、F

點關於∆ABC的對邊為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，再取邊𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 中點 M、取邊𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 中點 N，設𝐷𝑁 ⃡     與𝐹𝑀 ⃡     交於 O 點，O 點即

為所求橢圓之中心（依據引理 7）。同理，將∆ABC三個頂點 A, B, C 分別對點 O 作點對稱變換

得到三點，則可做出所求橢圓。 

然而，我們利用定理 20 的「(
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
)之共軛𝑄𝑛點轉換」及「等角共軛點定理」，提出

關於等截與角比例共軛之橢圓的新作圖方法，並且推廣到無窮遠點的𝑸𝒏共軛。 
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作圖思路： 

1、依據定理 6，已知當 P點重心坐標為(𝝁𝟏: 𝝁𝟐: 𝝁𝟑)位於∆ABC外接圓上（異於三頂點）時，

其等角共軛點(無窮遠點)之重心坐標為(
𝒂𝟐

𝝁𝟏
:

𝒃𝟐

𝝁𝟐
:

𝒄𝟐

𝝁𝟑
)。 

2、考慮∆ABC外接圓上的 P點，將 P點進行共軛轉換得到 W點，若 W點再進行𝑻角比例轉換

而得其重心坐標為(
𝒂𝟐

𝝁𝟏
:

𝒃𝟐

𝝁𝟐
:

𝒄𝟐

𝝁𝟑
)，𝑻角比例(𝐖)為無窮遠點，此時 W所成集合為「角比例共軛

橢圓」；同理可得「等截共軛橢圓」。 

 

定理 22 若 P 點位於∆ABC外接圓上且異於三頂點、非邊上的點，P 點重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，

則𝑇角比例 (𝑇等截 (𝑇角比例(P)))之像在無窮遠處，其中𝑇等截 (𝑇角比例(P))之集合為角比例共

軛橢圓 

證明. 

依據定理 21，顯然𝑇角比例 (𝑇等截 (𝑇角比例(P))) = (
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
)，又已知(

𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
)成像於無窮遠處 

故 𝑇等截 (𝑇角比例(P))之集合為所求角比例共軛圖形（下圖𝑃2集合黑色） 

■ 

 

定理 23 若 P 點位於∆ABC外接圓上且異於三頂點、非邊上的點，P 點重心坐標為(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，

則𝑇等截 (𝑇角比例 (𝑇等角 (𝑇等截 (𝑇角比例(P)))))之像在無窮遠處，其中

𝑇角比例 (𝑇等角 (𝑇等截 (𝑇角比例(P))))之集合為等截共軛橢圓 

 

證明. 

依據定理 21，顯然𝑇等截 (𝑇角比例 (𝑇等角 (𝑇等截 (𝑇角比例(P))))) = (
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
) 

又已知(
𝑎2

𝜇1
:

𝑏2

𝜇2
:

𝑐2

𝜇3
)成像於無窮遠處 

故 𝑇角比例 (𝑇等角 (𝑇等截 (𝑇角比例(P))))之集合為所求等截共軛圖形（下圖𝑃4點綠色集合） 
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■ 

（四）無窮遠點的𝑸𝒏共軛點軌跡 

有趣的是，使用重心坐標合成函數方式，可求得無窮遠點的𝑄𝑛共軛軌跡，依據引理 5 可

得其為二次曲線。若以幾何軟體 GSP 進行模擬，則可發現無窮遠點的𝑄3共軛點軌跡可為一過

∆ABC頂點的拋物線，當調整∆ABC的邊長， 𝑄3共軛點軌跡則變成雙曲線。於是，下文開始

進入二次曲線的判別式討論及證明。 

 

 

無窮遠點的𝑄3共軛像(拋物線) 

 

無窮遠點的𝑄3共軛像(雙曲線) 

 

以下證明無窮遠點的𝑸𝒏共軛點軌跡為二次曲線－橢圓、拋物線、雙曲線的判別式。 

 

T角比例 T等角 T等截 T角比例(P)( )( )( )=(
μ1

a2 :
μ2

b2 :
μ3

c2 )

T等角 T等截 T角比例(P)( )( )=(
a3

μ1

:
b3

μ2

:
c3

μ3

)

T等截 T角比例(P)( )=(
μ1

a
:
μ2

b
:
μ3

c
)

T角比例(P)=(
a

μ1

:
b

μ2

:
c

μ3

)

μ1:μ2:μ3( )

P4

P3

P2

P1

A

B C

P

T等截(P)=(
1

μ1

:
1

μ2

:
1

μ3

)

T角比例 T等截(P)( )=(aμ1:bμ2:cμ3)

μ1:μ2:μ3( )

P2

P1

A

B C

P
T等截(P)=(

1

μ1

:
1

μ2

:
1

μ3

)

T角比例 T等截(P)( )=(aμ1:bμ2:cμ3)

μ1:μ2:μ3( )

P2

P1

A

B C

P
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定理 24 無窮遠點的Q𝑛共軛點軌跡𝑆（二次曲線）判別式 

證明.  

1.不失一般性，令無窮遠點的重心坐標為(1: −t: (t − 1)) 

則其𝑄𝑛共軛點的重心坐標為 

(
𝑎𝑛

1
:

𝑏𝑛

−𝑡
:

𝑐𝑛

𝑡−1
) = (−𝑡(𝑡 − 1)𝑎𝑛: (𝑡 − 1)𝑏𝑛: −𝑡𝑐𝑛) 

2.令휀 = −𝑡(𝑡 − 1)𝑎𝑛 + (𝑡 − 1)𝑏𝑛 + −𝑡𝑐𝑛 

考慮휀 = 0時，𝑡的解（表示二次曲線上的某點為無窮遠點） 

– 𝑡(𝑡 − 1)𝑎𝑛 + (𝑡 − 1)𝑏𝑛 + −𝑡𝑐𝑛 = 0 

−𝑎𝑛𝑡2 + (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)𝑡 − 𝑏𝑛 = 0 

(1)當重根時，則𝑆必通過一個無窮遠點 

又根據引理 5，𝑆必為二次曲線 

所以此時𝑆是拋物線 

(2)當無實數解時，𝑆是橢圓或圓 

(3)當兩相異實數解時，𝑆是雙曲線 

3.討論 휀 = 0的判別式 

令∆= (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛)2 − 4𝑎𝑛𝑏𝑛 

= (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛 + 2𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2)(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − 𝑐𝑛 − 2𝑎

𝑛
2𝑏

𝑛
2) 

= ((𝑎
𝑛
2 + 𝑏

𝑛
2)2 − 𝑐𝑛)((𝑎

𝑛
2 − 𝑏

𝑛
2)2 − 𝑐𝑛) 

= (𝑎
𝑛
2 + 𝑏

𝑛
2 + 𝑐

𝑛
2)(𝑎

𝑛
2 + 𝑏

𝑛
2 − 𝑐

𝑛
2)(𝑎

𝑛
2 − 𝑏

𝑛
2 + 𝑐

𝑛
2)(𝑎

𝑛
2 − 𝑏

𝑛
2 − 𝑐

𝑛
2) 

故，當給定𝑛時，𝑆由三角形邊長𝑎, 𝑏, 𝑐決定。 

4.討論𝑛 = 0, 1, 2時，軌跡型態只有一種 

(1)𝑛 = 0（等截共軛）時 

∆< 0，所以𝑆是橢圓 

(2)𝑛 = 1（角比例共軛）時 

由三角不等式可得∆< 0，所以𝑆是橢圓 

(3)𝑛 = 2（等角共軛）時 

由三角不等式可得∆< 0，所以𝑆是圓 

■ 

（五）直線𝐿的𝑸𝒏共軛點軌跡 

引理 8 P點位於直線𝐿上，若𝑅為P點關於∆𝐴𝐵𝐶的𝑄𝑛共軛點軌跡，則𝑅為過三頂點二次曲線。 

證明.  

平面上有一點 P (𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)，則通過P點的直線滿足 

𝜉1𝜇1 + 𝜉2𝜇2 + 𝜉3𝜇3 = 0 

⇒
𝜉1

𝜇2𝜇3
+

𝜉2

𝜇1𝜇3
+

𝜉3

𝜇1𝜇2
= 0 
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■ 

⇒
𝜉1

𝑏𝑛𝑐𝑛
× (

𝑏𝑛

𝜇2
×

𝑐𝑛

𝜇3
) +

𝜉2

𝑎𝑛𝑐𝑛
× (

𝑎𝑛

𝜇1
×

𝑐𝑛

𝜇3
) +

𝜉3

𝑎𝑛𝑏𝑛
× (

𝑎𝑛

𝜇1
×

𝑏𝑛

𝜇2
) = 0 

又 P 點的𝑄𝑛共軛點 (
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
) 

前式為二次曲線的齊次坐標形式，故𝑅為過三頂點的二次曲線 

■ 

定理 25 一直線𝐿的Q𝑛共軛點軌跡（二次曲線）判別式 

證明.  

令直線𝐿的Q𝑛共軛點軌跡為𝑅、無窮遠點的Q𝑛共軛點軌跡為𝑆 

依據引理 8 以及定理 24 可得 

1.當直線𝐿與𝑆相離（不相交），𝑅為橢圓 

2.當直線𝐿與𝑆相切（交於一點），𝑅為拋物線 

3.當直線𝐿與𝑆相割（交於兩點），𝑅為雙曲線 

 

  

 

R curve

L

S curve

A

B C

R curve

L

S curve

A

B C

R curve
L

S curve

A

B C
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柒、討論與結論 

一、等角、等截、角比例共軛點的三線坐標 

定理 7、9、16，分別求出 P 點對∆ABC的等角共軛點、等截共軛點、角比例共軛點（以

及其自共軛）的重心坐標、三線坐標、三極坐標。從三線坐標來說，Vandeghen (1965)提出的

結論本文也可得到證實：若P點的三線坐標為(α : β :γ )，其等角共軛點的三線坐標為(𝛼2: 𝛽2: 

𝛾2)，其等截共軛點的三線坐標為(𝛼0: 𝛽0: 𝛾0)，則有 

 

α𝛼2=β𝛽2=γ𝛾2 與 𝑎2α𝛼0=𝑏2β𝛽0=𝑐2γ𝛾0 

 

我們更發現，若P點的角比例共軛點的三線坐標為𝛼1, 𝛽1, 𝛾1，則有 

 

𝑎𝛼𝛼1=𝑏𝛽𝛽1=𝑐𝛾𝛾1 

 

 定理 2、10、17 證明，等角自共軛點有 4 個、等截自共軛點有 4 個。我們也證明，角比

例自共軛點有 4 個，這是目前文獻上沒有的結論。 

二、無窮遠點的等角、等截、角比例共軛點軌跡方程 

本文提出定理 11，以無窮遠點的重心坐標推導出其共軛曲線之重心坐標，且導出曲線的

切線交點坐標，應用此定理可得下述結論，其中角比例共軛是獨創發現。 

定理 12，無窮遠點關於∆ABC的𝑄0共軛（等截共軛）點集合，為「Steiner 橢圓」（或∆DEF

的中心三角形∆ABC之外接橢圓）。 

定理 18，無窮遠點關於∆ABC的𝑄1共軛（角比例共軛）點集合，為∆ABC的旁心三角形∆DEF

的內切橢圓（切於點 A, B, C）（或∆DEF的垂足三角形∆ABC之外接橢圓）。 

定理 3，無窮遠點關於∆ABC的𝑄2共軛（等角共軛）軌跡為∆ABC的外接圓。 

無窮遠點的三線坐標(α : β :γ )，滿足𝑎α +𝑏𝛽 + 𝑐γ = 0（可視作無窮遠點的重心坐標相加

為 0），則 

其等角共軛軌跡的三線坐標(𝛼2 : 𝛽2 :𝛾2)滿足 

 

𝑎𝛽2γ2+𝑏γ2𝛼2 + 𝑐𝛼2𝛽2 = 0 

 

其等截共軛軌跡的三線坐標(𝛼0 : 𝛽0 :𝛾0)滿足 

 

𝛽0γ0

𝑎
+

γ0𝛼0

𝑏
+

𝛼0𝛽0

𝑐
= 0 

 

其角比例共軛軌跡的三線坐標(𝛼1 : 𝛽1 :𝛾1)滿足 

 

𝛽1γ1+γ1𝛼1 + 𝛼1𝛽1 = 0 
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三、一般化：無窮遠點的𝑄𝑛共軛點軌跡方程及判別式 

定理 20，證明P點的𝑄𝑛 (
𝑎𝑛

𝜇1
:

𝑏𝑛

𝜇2
:

𝑐𝑛

𝜇3
)共軛點存在性。本文再提出以等角、等截、角比例共

軛推廣𝑄𝑛共軛點的作法。依據定理 5 及定理 20，若P點的三線坐標為(α : β :γ )且𝑄𝑛共軛點的

三線坐標為(𝛼𝑛: 𝛽𝑛: 𝛾𝑛)滿足 

𝑎2−n𝛼𝛼𝑛=𝑏2−𝑛𝛽𝛽𝑛=𝑐2−𝑛𝛾𝛾𝑛 

另可推廣，若無窮遠點的三線坐標(α : β :γ )，滿足𝑎α +𝑏𝛽 + 𝑐γ = 0，則其𝑄𝑛共軛點的三

線坐標(𝛼𝑛 : 𝛽𝑛 :𝛾𝑛 )滿足 

𝑎𝑛−1𝛽𝑛γ𝑛+𝑏𝑛−1γ𝑛𝛼𝑛 + 𝑐𝑛−1𝛼𝑛𝛽𝑛 = 0 

值得一提的是，本文提出以「等角共軛點及𝑄𝑛共軛點函數」進行「無窮遠點的等截共軛

橢圓」及「無窮遠點的角比例共軛橢圓」新的作圖法。 

定理 24，證明Qn共軛點軌跡𝑆二次曲線之判別式（下式），由𝑛與邊長𝑎, 𝑏, 𝑐決定。 

∆= (𝑎
𝑛
2 + 𝑏

𝑛
2 + 𝑐

𝑛
2)(𝑎

𝑛
2 + 𝑏

𝑛
2 − 𝑐

𝑛
2)(𝑎

𝑛
2 − 𝑏

𝑛
2 + 𝑐

𝑛
2)(𝑎

𝑛
2 − 𝑏

𝑛
2 − 𝑐

𝑛
2) 

值得一提，若𝑛 = 4且∆ABC為直角三角形，則∆= 0。此時，曲線𝑆必為拋物線。 

四、一般化：直線的𝑄𝑛共軛點軌跡及判別式 

引理 8 證明直線𝐿的𝑄𝑛共軛點軌跡必為二次曲線𝑅，再透過定理 24 與 25，即可得二次曲

線𝑅的判別情形。具體來說，直線𝐿與無窮遠點的𝑄𝑛共軛點軌跡𝑆的相交情形決定了𝑅的型態。 

五、更一般化：Cremona 變換 

Cremona 變換中的二次變換（雙有理變換）（參考資料[4]，p.325），滿足 

𝑃(𝜇1: 𝜇2: 𝜇3)|→𝑄 (
𝑛1

𝜇1
:

𝑛2

𝜇2
:

𝑛2

𝜇3
)=(𝑛1𝜇2𝜇3: 𝑛2𝜇1𝜇3: 𝑛3𝜇1𝜇2) 

顯然，我們用相同方式可證明無窮遠點、一直線的 Cremona 二次變換分別為二次曲線𝑆與

𝑅。同理，可求得其判別式： 

無窮遠點的 Cremona 變換之𝑆曲線判別式為 

∆＝(𝑛1 + 𝑛2 − 𝑛3)2 − 4𝑛1𝑛2 

直線𝐿的 Cremona 變換之R曲線判別條件，為直線𝐿與曲線𝑆的相交情形。 

𝑄𝑛共軛可視為 Cremona 變換的特殊情況，但本文所提出的𝑄𝑛共軛變換具有特定幾何意義

（有向線段、有向角）及具有合成函數關係。 
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【評語】030401  

作者利用三線性座標與面積座標等研究等角、等截、等比例共

軛點，並由此提出推廣，及考慮無窮遠點上，在此類共軛之下的軌

跡，為二次曲線。建議與網頁上 kimbeling的已知結果作區隔，凸

顯本作品的新結果，並可考慮定性的(二次曲線的)性質，可使作品

更加完整。 
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