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摘要 

 

 

 

   下課時，許多人會在走廊上行走。如果只是想往某間教室的同學，會有特定的行走方向；

倘若純粹散步、突然想起有東西忘了拿或另有他事，則會有折返的情形。觀察之餘可發現，

不同的走動方式會有不同的相遇方式和相遇機率。由於狹窄的走廊若忽略之間的幾間教室，

可視作一條一維的直線通道，則兩人相遇的情形可以分為：1. 兩人皆不停走動 或 2. 一人

停下綁鞋帶時另一人不停走動，即為只有一人走動而相遇的情形。本文在建立一個機率模型

來討論兩人相遇的方法數。 

  於是假設數線上有相距 d 單位的 ,A B 兩人，每次移動分別朝左右其中一個方向移動 n,m

單位，在文章中我們求出了兩人恰在第 t 次移動時相遇的方法數，因此也解決了一開始的機

率問題。 
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壹、研究動機： 

  課堂上老師結合當時教的排列組合，提出關於日常發生在走廊上相遇的機率問題。受到

好奇驅使，並藉由此次科展的機會，本組開始進行此項研究。 

 

貳、研究目的： 

  建立一個機率模型，並由給定的模型解決：兩個學生在走廊上相遇的機率。 

 

參、研究設備及器材： 

  筆、電腦、網路資料、Mathematica30 天試用版 

 

肆、研究過程或方法： 
  由於現實生活中，人的移動方式具有連續性，每個時間點都可能隨機改變速度，處理起

來會很複雜。因此在本文中我們假定兩人速率不變，在每次移動後才可能改變移動方向。這

裡建立的是一個離散模型。且 ,A B 兩人起始位置為數線上相距為 d 的兩點。 

一、名詞定義： 

  定義一、若 ,A B 每秒鐘分別朝左右其中一個方向移動 n,m 單位，（其中 , {0}n m N  , 

n m ）則定義符號 

( , ) ( , )n mw t d 兩人恰在第 t 秒時相遇在整數點上的方法數 

為了討論方便，在不會混淆的語意下
( , ) ( , )n mw t d 也代表這些方法所形成的集合。 

    而更廣義的相遇定義如下： 

  定義二、若 ,A B 每次移動分別朝左右其中一個方向移動 n,m 單位，（其中 , {0}n m N  , 

n m ）則定義符號 

( , ) ( , )n mW t d 兩人恰在第 t 次移動時相遇的方法數 

    如果兩人每秒(次)的移動都是獨立事件，且向左或向右的機率相同，則我們可以得到一

個簡單的性質： 

性質一：
( , ) ( , )n mp t d 兩人恰在第 t 秒時相遇在整數點上的機率

( , )

( , )

1
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n m
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w t d nm

nm
w t d

     


 

    
( , ) ( , )n mP t d 兩人恰在第 t 秒時相遇的機率
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  於是如何求出移動方法數便成了接下來研究的重點。 
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二、由特殊情況開始── (1,1) ( , )w t d 的公式 

首先假定 A, B 兩人每秒移動一單位，然後一一畫出1 5,t   1 10d  的方法數來找 

尋規則。由於 A,B 兩人每次移動只可能為接近兩單位或離開兩單位，所以若要相遇在格子點，

則一開始的距離必須為偶數。得到下表： 

  ｄ 

ｔ 
2 4 6 8 10 

1 1 0 0 0 0 

2 2 1 0 0 0 

3 5 4 1 0 0 

4 14 14 6 1 0 

5 42 48 27 8 1 

在計算過程中我們發現了 
(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( , ) ( 1, 2) ( 1, 2) 2 ( 1, )w t d w t d w t d w t d         

其中
(1,1) ( ,0)w t 和

(1,1) (0, )w d 定義為０。 

  這個性質可以由加法原理說明： 

性質二：
(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( , ) ( 1, 2) ( 1, 2) 2 ( 1, )w t d w t d w t d w t d         

證明：求
(1,1) ( , )w t d 時，在一秒後的情形可以分為以下三種： 

Case1. 同時往外，距離加二，於是恰在第( 1t  )秒相遇的方法數為
(1,1) ( 1, 2)w t d  。 

 

 

Case2. 同時往內，距離減二，於是恰在第( 1t  )秒相遇的方法數為
(1,1) ( 1, 2)w t d  。 

 

 

Case3. 同時向右或同時向左，距離不變，於是恰在第( 1t  )秒相遇的方法數各為 

   
(1,1) ( 1, )w t d 。 

 

 

 

 

   由加法原理知， 

      
(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( , ) ( 1, 2) ( 1, 2) 2 ( 1, )w t d w t d w t d w t d        。    □ 
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  接下來要做的，就是找出
(1,1) ( , )w t d 的一般式。 

 

  在求一般式的過程中，不過無論用何種方法去計算，得到的結果依然很複雜。於是便將

目標轉向找出表格中每一行數列的其他性質。 

  而當將 2d  時在 excel 產生的數列輸入在 google 後，才發現數列的前幾項 1,2,5,14,42,…

竟然與有名的卡塔蘭數列相同！於是我們便研究了卡塔蘭數列的性質，並猜測
(1,1) ( , )w t d 與卡

塔蘭數列的關係，終於得到了以下性質： 

 

性質三、
(1,1) 21

( ,2)
1

t

t tw t c C
t

 


, 1t  , 其中 0{ } 1,1,2,5,14,...n nc   為卡塔蘭數列(Catalan 

Number)。 

 

    在接下來的文章中, 0{ }n nc   都代表卡塔蘭數列。欲證明這個條件需要借助參考資料[2]

中關於卡塔蘭數的模型： 

  卡塔蘭數 nc ｛由 n 個1及 n 個 1 所組成的數列，並滿足部份和皆大於等於 0 ｝的總數。 

  以 3n  為例，以下為 3c 的情形： 

1,1,1, 1, 1, 1    
1,1, 1,1, 1, 1    
1,1, 1, 1,1, 1    
1, 1,1,1, 1, 1    
1, 1,1, 1,1, 1    

由參考資料知道 

21 (2 )! 1

1 ! ! 1
n

n n

n
c C

n n n n
  

 
。 

接下來說明對於每個 t ，都可以找到一種將
(1,1) ( ,2)w t 與上述模型 1-1 對應的方法。 

 

  首先定義符號： 

    數線上的 A,B 每次移動時，以 p 代表兩人遠離, q 代表兩人接近, r 代表兩人皆向右移動, s

代表兩人皆向左移動, 則對
(1,1) (3,2)w ，全部的方法有 

pqq , rsq , rrq , ssq , srq 

五種。觀察後可以發現，因為要在第三秒相遇，所以倒數一步時必須恰好相距兩單位，然後

最後一步必為 q, 於是這五種可再簡化為 

pq , rs , rr , ss , sr 

  與資料的模型比較後，發現第一步必為 1 (否則部分和會小於 0), 最後一步必為 1  (才
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能剛好減到 0), 於是拿掉頭尾兩步後得到 
1,1, 1, 1   
1, 1,1, 1   
1, 1, 1,1   

1,1,1, 1   
1,1, 1,1   

將這四個步驟再分開成前兩步及後兩步, 即為 
1,1 1, 1 　　  
1, 1     1, 1   
1, 1 1,1 　　  
1,1 1, 1 　       
1,1  1,1 　　  

如果將 (1,1) 換成 p , ( -1,-1) 換成 q, (1,-1)換成 r, (-1,1)換成 s, 則上面五種方法就換成了 

pq , rr , rs , ss, sr 

恰為
(1,1) (3,2)w 的五種方法!  

    只要使用這樣的技巧，便能得到性質三的證明： 

 

性質三的證明： 

    首先 tc 為 t 個 1, t 個 1 排成一列, 且部份和不小於 0 的所有數列總數，我們稱擁有這個

性質的數列為--條件 A 數列。顯然此數列的第一項及最後一項必為1和 1 。接著將這個數列

依序每兩項組成一個數對，則共有 ( 1)t  個數對，形式為 

(1,1),( 1, 1),(1, 1),( 1,1)    。 

再將以上的數對依討論時的定義方式換成 p,q,r,s，則每一個具有條件 A 的數列可化為 p,q,r,s 

四個字母的 (t-1)-字串。(意即由 (t-1) 個 p,q,r,s 所組成的字串) 

  再來因為數對 (1, 1) 和 ( 1,1) 的1, 1 個數相同, 所以若出現了 k 個 (1,1) 數對, 則必定會

出現 k 個 ( 1, 1)  數對，也就是在 (t-1)-字串中 p 和 q 出現的次數一樣多。 

    接著說明這樣的一個字串恰為
(1,1) ( ,2)w t 的一種方法。 

    因為條件 A 數列的部份和皆不為負, 且當出現數對 (1, 1) 和 ( 1,1) 時部份和的值不會改

變, 所以對於對應的 (t-1)-字串來說, 無論哪一部份 p 的數目一定不會少於 q 的數目。 

    此時所對應到的移動方式,  由於 r 跟 s 都不會改變距離, 所以只要每一個時刻 p 的數目

不會少於 q 的數目, 在最後一步之前所增加的距離就不會小於減少的距離, 故 A,B 就不會提早

相遇。從 p 和 q 的數目相同得知, 字串走完後恰回到了一開始的距離(起始距離為 1), 下一步

為 1  則立刻相遇。 
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  因為每一個條件 A 數列恰對應到一個
(1,1) ( ,2)w t 的走法, 便得到 

(1,1) ( ,2)tc w t 。 

    同樣地, 將以上的討論倒述後可得每一個
(1,1) ( ,2)w t 對應到一組 p,q,r,s (t-1)-字串，又每組 

p,q,r,s (t-1)-字串恰對應到一種條件 A 數列, 所以 

(1,1) ( ,2) tw t c 。 

因此
(1,1) ( ,2) tw t c 。                                          □ 

   

  知道
(1,1) ( ,2)w t 是卡塔蘭數後，就可以由性質一 

(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( , ) ( 1, 2) ( 1, 2) 2 ( 1, )w t d w t d w t d w t d         

和 

(1,1) ( ,0) 0w t   

得到 

(1,1) (1,1) (1,1)( ,2) ( 1,4) 2 ( 1,2)w t w t w t    , 

將公式調整一下得 

      
(1,1) (1,1) (1,1)( ,4) ( 1,2) 2 ( ,2)w t w t w t    

               
1 (2 2)! 1 (2 )!

2
2 ( 1)!( 1)! 1 ! !

t t

t t t t t t


    

   
 

               
1

2
2 t

t
c

t


 


。 

再使用一次 

(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( , ) ( 1, 2) ( 1, 2) 2 ( 1, )w t d w t d w t d w t d        , 

和 

1

1 (2 2)! 4 2

2 ( 1)!( 1)! 2t t

t t
c c

t t t t

 
  

   
 , 

可以得到 

(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( ,6) ( 1,4) 2 ( ,4) ( ,2)w t w t w t w t     

                     
( 1)( 2)

3
( 2)( 3) t

t t
c

t t

 
  

 
 . 

 

  從
(1,1) ( ,2)w t , (1,1) ( ,4)w t , (1,1) ( ,6)w t 的形式我們猜測： 

(1,1) ( 1) ( 2) ... ( ' 1)
( ,2 ') '

( 2) ( 3) ... ( ') t

t t t d
w t d d c

t t t d

      
  

     
 , 
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或 

     (1,1) ( 1) ( 2) ... ( ' 1) 1 (2 )!
( ,2 ') ' [ ]

( 2) ( 3) ... ( ') 1 ! !

t t t d t
w t d d

t t t d t t t

      
   

      
 

               
( 1)! ( 1)! (2 )!

'
( ')! ( ')! ( 1)! !

t t t
d

t d t d t t

 
   

  
 

               
' (2 )!

( ')!( ')!

d t

t t d t d
 

 
 , 

於是接著使用了數學歸納法 (將 t 視為常數, 對 'd 作歸納法) 便可以證明這個等式： 
 

性質四、
(1,1) ' (2 )!

( ,2 ')
( ')!( ')!

d t
w t d

t t d t d
 

 
 

證明： 

    (1) 由之前證明知 ' 1,2,3d  時等式成立。 

    (2) 假設 ' 1,2,...,d k 時原式成立。 

       所以現在只需檢查 

       
(1,1) ( ,2( 1))w t k  是否等於

1 (2 )!

( 1)!( 1)!

k t

t t k t k




   
。 

       性質一可以寫成 

(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( 1,2 ') ( ,2( ' 1)) ( ,2( ' 1)) 2 ( ,2 ')w t d w t d w t d w t d      ， 

    故 
(1,1) (1,1) (1,1) (1,1)( ,2( 1)) ( 1,2 ) ( ,2( 1)) 2 ( ,2 )w t k w t k w t k w t k                           

                          

(2 2)! 1 (2 )!

1 ( 1 )!( 1 )! ( 1)!( 1)!

k t k t

t t k t k t t k t k

 
   

        
 

                                        
(2 )!

2
( )!( )!

k t

t t k t k
  

 
 , 

       經由整理後得到 

(1,1) ( ,2( 1))w t k 
1 (2 )!

( 1)!( 1)!

k t

t t k t k


 

   
 。 

  由數學歸納法知，原式成立。                         □ 

 

  直到現在我們終於解決了一開始的問題， 
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性質五、
(1,1)

(2 )!

2 ( )!( )!( , )
2 2
0

d t
d dt t tw t d

    



 

,

,

 

d為正偶數

　

　其他          　　

. 

  由性質一可得： 

性質六、 

(1,1) ' (2 )! 1
( ,2 ') [ ]

( ')!( ')! 4t

d t
p t d

t t d t d
  

 
 . 

 

三、 (1,0) ( , )w t d 的公式 

  有了以上的經驗，我們相信從卡塔蘭數列的模型應該可以得到不少靈感。類似地，先從

1d  來看看
(1,0) ( ,1)w t 的數列有怎樣的規則。 

  不妨規定 A 的起始坐標為 1，B 則是一直待在原點，那麼
(1,0) ( ,1)w t 就是 A 在第 t 時恰走

到原點的方法數。從下列的圖可以看出，當時間為奇數時才可相遇，方法數依序為 1,1,2. 
                 

                                  

 

 

 

持續多畫幾組後得到 1,3,5,7,9t  時的方法數為 1, 1, 2, 5, 14，很自然的就猜測： 

(1,0) (2 1, ) tw t d c   , 0t   

性質六、
(1,0) (2 1,1) tw t c  。 

證明： 

  因為恰在 2 1t  走到原點，所以在第 2t 秒時的坐標等於 1。於是前 2t 秒的移動方式為 

(1) 起點坐標及終點坐標皆等於 1 

(2) 不能移到原點 

    將向右走視為1, 向左走視為 1 , 則所有移動方式滿足 

    (1) t 個1和 t 個 1 的直線排列 

    (2) 部份和不小於 0 

    因此所有的走法數為卡塔蘭數 tc , 得證。                                       □ 

  在上面的證明中，我們得到了兩種解決
(1,0) ( , )w t d 的想法：第一個是仿照

(1,1) ( , )w t d 的手

法找出關於
(1,0) ( , )w t d 的遞迴式，然後算出

(1,0) ( ,1)w t , (1,0) ( ,2)w t , (1,0) ( ,3)w t , 再來猜測式子

的可能規律，然後使用數學歸納法證明。第二個想法，則是改進從模型找出卡塔蘭數列一般

t=1 
 
 
t=3 
 
 
t=5 
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圖一 

項
21

1
n

nC
n 

的方法，來直接求得
(1,0) ( , )w t d 的公式。需要特別提醒的是，當 ,t d 的奇偶性質不

同時，
(1,0) ( , ) 0w t d  ，所以在這裡皆假設 ,t d 同奇偶。 

  因為猜測式子的可能規律不是一個比較實際的方法（可能一直猜錯一般式形式），而且實

際計算後發現式子過於複雜，所以我們決定參考卡塔蘭數列的模型，再從中求得
(1,0) ( , )w t d 的

模型。接著來探討
(1,0) ( ,2)w t 的一般式。 

  從參考資料知道卡塔蘭數列還有以下兩種模型： 

I. nc 每次移動 (1,1) 或是 (1, 1) ，移動 n 個 (1,1) 及 n 個 (1, 1) 且保持位置都不會低於起點的

方式。以 3n  為例，以下為 3C 的情形： 
 
      
 
 
 
 
 
 
 

II. nc 在直角坐標平面上，從 (0,0) 走到 ( , )n n ，但都不會超過 x y 這條直線的捷徑走法。 

以 3n  為例，以下為 3C 的情形： 

          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 由於
(1,0) ( , )w t d 的移動很類似Ｉ的移動規定，而且在高一時的排列組合學過捷徑走法， 

所以我們就著手研究這兩個模型與
(1,0) ( , )w t d 的關聯性。 

    首先，很容易的可以將原本
(1,0) (10,2)w 的左右走法想像成這下圖為的一種走法，起始位

置在 2d  的高度，接著每秒鐘向上或向下一單位，然後走了十次後恰走到高度 0d  的位置。 
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B

C

A
圖二 

  這種走法很像模型Ｉ，在參考了資料中證明 I、II 等價的方法後，我們便仿照相同的方法，

將上圖轉換成長方格中的形式。也就是將向上一單位畫成向右一單位，向下一單位畫成向下

一單位，因此上圖可轉換如下：  
 

 

 

 

 

 

 

看似是一種長方格的捷徑走法。 

 

  在嘗試將所有圖一模型換成圖二模型時，我們發現了兩個規律。 

為了接下來的敘述方便，將長方格引入坐標軸的概念：令起始點 A 為原點，A 點向右為

x 軸的正向，A 點向上為 y 軸的正向。長方格的一單位即為坐標軸的單位長。 

  找到的兩個規律為： 

(1) 在走到最後一步前的每一個時間點, 向上走的次數向右走的次數 1  

    (2) 最後一步必為 (4,5) (4,6)  

 

    性質(1)是因為在<圖一>中, 如果走到最後一步之前向下的次數向上的次數 1 ，那麼就

會提早回到 0d  ，則與恰在第10 秒相遇矛盾。轉換成<圖二>的說法就是 

向上走的次數向右走的次數 1 。 

    接著證明終點一定在 (4,6) 。 

  假設終點為 ( , )x y ，則由 

    a. 共移動了十次    

    b. 從<圖一>知  向下次數向上次數 2 ,  

可列出聯立方程式 

10

2

x y

y x

 
  

 , 

得 4x  , 6y  ，故終點為 (4,6) 。然後<圖一>的最後一步，是從 1d  下降到 0d  ，因此 

在<圖二>(4,6) 的前一步一定是在 (4,5) 。 
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圖三 

B

C
E

F

D

A

H' CE

H

G

F

A

G'

A'

  於是
(1,0) (10,2)w 可以視為下圖中，由 A C 且不超過直線CD 的所有捷徑走法，此外 

“不超過直線CD ”等同於“不碰到直線 EF ”。 
 

 

 

 

 

 

 

  因為 EF


直線的方程式為 2y x  ，所以我們得到 

(1,0) (10,2)w  |{ 從 A C 且經過坐標 ( , )x y 滿足 2y x  的捷徑走法 } |, 

                    
9!

4!5!
 |{ A C 且經過直線 2y x  的捷徑走法 }| 

現在只需解決 |{ A C 且經過直線 2y x  的捷徑走法 }| 為多少就行了！ 

    將<圖三>作以下的變化：以 EF 當對稱軸將長方形 AGHF 對稱為 ' ' 'A G H F  
 

 

 

 

 

 可以證得以下性質： 

性質七、|{ A C 且經過直線 2y x  的捷徑走法}| |{ 'A C 的捷徑走法}| 

證明： 

  若 為一種 A C 且經過直線 2y x  的捷徑走法，則令 與 EF 第一次的交點為 P， 

於是 可分成 A P 及 P C 兩個部份。接著將 A P 的部份對 EF 作對稱後，可以得到

一條 'A P 的捷徑，於是 'A P C  即為一種 'A C 的捷徑走法。（下圖為示意圖） 

P

H' CE

H

G

F

A

G'

A'
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圖四 

顯然這是一種1 1 對應。反過來，每一條 'A C 的捷徑，必可找到一條 A C 的捷徑用以

上的對稱法來對應。因此兩個集合的個數一樣多，即 

|{ A C 且經過直線 2y x  的捷徑走法}| |{ 'A C 的捷徑走法}| , 

得證。                                                                         □ 
 
  綜合以上討論，便可以求得 

(1,0) 9! 9!
(10,2)

4!5! 3!6!
w   . 

更重要的是，歸納以上作法可知
(1,0) ( , )w t d 的走法可對應到在類似圖三中某區塊的走法，而

且也可以快速求得不符合條件的走法數。 

 

  現在開始計算
(1,0) ( , )w t d ： 

 

引理一、如右圖, ( ,0)
2

t d
I


, ( , )

2 2

t d t d
B

 
,  

    ( , 1)
2 2

t d t d
C

 
 , (0, )F d , 則 

    
(1,0) ( , )w t d  |{A C 且不碰到 BF 的捷徑走法}| . 

 |{A C 的捷徑走法}|  

|{A C 且碰到 BF 的捷徑走法}| 

 

 

 

 

證明：  

(1,0) ( , )w t d 的定義可視為— 

“位於數線上坐標為 d 的 A, 每秒向左或向右移動一單位, 則在第 t 秒恰移動到原點的移動方法數。” 

現在將數線上的移動作如下對應： 

數線上向右移動一單位長方格向右移動一單位 

數線上向左移動一單位長方格向上移動一單位 

轉換到長方格後，假設終點坐標為 ( , )x y ，則 x 代表數線上向右移動的次數， y 代表向左移

動的次數。因為最後要從坐標 d 移動到坐標原點，故 ,x y 滿足以下聯立方程組： 

x y t

y x d

 
  

 , 
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B

CEH'G'

HFA'

IGA

圖五 

B

CEH'G'

P

HFA'

IGA

解得
2

t d
x


 , 

2

t d
y


 , 即終點為 B 點。 

    接著, 因為在數線上最後一步必為坐標1 0 , 這對應到長方格的C B 。 

    最後, 因為在第 t 步前都不能回到原點, 所以 向左的次數向右的次數 d , 在長方格中

相當於路徑經過的點 0 0( , )x y 必須滿足 0 0y x d  。 

  綜合以上討論及 BF 的方程式為 y x d  ，故 

                      (1,0) ( , )w t d  |{A C 且不碰到 BF 的捷徑走法}|. 

由集合論知
(1,0) ( , )w t d  |{A C 的捷徑走法}| |{A C 且碰到 BF 的捷徑走法}|     □ 

 

  接下來計算|{A C 且碰到 BF 的捷徑走法}|. 將<圖四>中的部份長方格以 EF 為對稱

軸後到得下<圖五>， 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

其中需要特別解釋的就是 H’的坐標。因為 H 的 x 坐標為 ( 1)
2

t d
 , 

所以 1
2

t d
FH


  , 又 F 的 y 坐標為 d , 得 H’的 y 坐標為 1 1

2 2

t d t d
d

 
    , 因此 

H’在 J 點下方一單位的地方。然後可以得到以下引理： 

引理二、|{A C 且碰到 BF 的捷徑走法}| |{ 'A C 的捷徑走法} 

 

    證明原理同性質七，將路徑 A P C   

    與 'A P C  作1 1 且映成的對應， 

  右圖為示意圖。 

 

 

 
 

  結合引理一、引理二，得到 
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性質八、當 ,t d 的奇偶性相同時，
(1,0) ( , )w t d 

d

t


!

( )!( )!
2 2

t
t d t d 

 

證明：
(1,0) ( , )w t d  |{A C 且不碰到 BF 的捷徑走法}| 

                |{A C 的捷徑走法}| |{A C 且碰到 BF 的捷徑走法}| 

                |{A C 的捷徑走法}| |{ 'A C 捷徑走法}| 

                |{ (0,0) ( , 1)
2 2

t d t d 
  的捷徑走法}|  

                                        |{ ( , ) ( , 1)
2 2

t d t d
d d

 
   的捷徑走法}| 

               
( 1)!

( )!( 1)!
2 2

t
t d t d


 




( 1)!

( )!( 1)!
2 2

t
t d t d


 


 

               
1 1

( )

2 2
t d t d

 
 


( 1)!

( 1)!( 1)!
2 2

t
t d t d


 

 
 

               
!

( )!( )!
2 2

d t
t d t dt


 

.                                          □ 

  由性質一，得 

性質九、當 ,t d 的奇偶性相同時，
(1,0) ( , )p t d 

d

t


!

( )!( )!
2 2

t
t d t d 

1

2t
  . 

 

四、 ( , ) ( , )n nw t d 和 ( ,0) ( , )nw t d  

  接著我們討論速率加倍時，相遇在整數點的方法數： 

  首先是
( , ) ( , )n nw t d 。 

  當兩人速率皆為 n 時，每次移動相向時距離減 2n ，相離時距離加 2n ，所以若在移動多

次後在整數點相遇，則一開始的距離必須為 2n 的倍數。所以只需討論
( , ) ( ,2 ')n nw t nd 。而此

時的移動方式相當於
(1,1) ( ,2 ')w t d 的移動尺寸放大 n 倍，因此方法數等於 

(1,1) ( ,2 ')w t d
' (2 )!

( ')!( ')!

d t

t t d t d
 

 
, 

得到以下性質： 

 



 
15

性質十、
( , ) ( , )n nw t d 

(2 )!

2 ( )!( )!
2 2
0

d t
d dnt t t
n n

   



 

,

,

 

2 |n d

　

　其他    

. 

  類似地，我們有 

性質十一、
( ,0) ( , )nw t d 

!

( )!( )!
2 2 2 2

0

d t
t d t dnt

n n

   



 

,

,

 

|n d

　

　其他    

. 

 

五、一般情形 ),()1,1( dtW 的公式 

    現在可以著手定義一個模型，來計算“數線上距離 d 的兩人任意移動相遇的機率”，我

們的模型如下： 
 

定義二：假定數線上有相距為 d 的兩人 ,A B ，且每次移動分別朝左右其中一個方向移動 n,m

單位，（其中 , {0}n m N  , n m ）則定義符號 

( , ) ( , )n mW t d 兩人恰在第 t 次移動時相遇的方法數 
 

  當 1n m  且 d 為偶數時，由定義知
(1,1) (1,1)( , ) ( , )W t d w t d 。所以 ),()1,1( dtw 就成了

),()1,1( dtW 的一種特例，於是
( , ) ( , )n mW t d 比起

( , ) ( , )n mw t d 更能代表“相遇＂的意義。 

  而將定義改成第 t 次的好處在於，由兩人速率和起始距離 d 即決定相遇的時間，某些情況

相遇時間未必為整數，會使得計算變複雜。所以定義 t 為次數會比較容易討論。 

  更進一步地，如果每次移動向左或向右的機率都相同，那麼 

  “恰在第 t 次移動時相遇的機率”
t

dtWdtP
4

1
),(),( )1,1()1,1(  。 

  接著我們說明如何得到
(1,1) ( , )W t d 的表示式。 

 
  在畫了 )7.2,5()1,1(W 的所有情況時，我們發現這與 )4,5()1,1(w 有一些關聯，如下： 

w(1,1)(5,4)的的的的的的的的w(1,1)(5,2.7)的的的的的的的的

第的第的的

起起起起

第第第的的

第第第的的

第第第的的第第第的的

第第第的的

第第第的的

起起起起

第的第的的

BA

BA

BA

BA

BA

B'A

B'A

B'A

B'A

B'A
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  畫在同一個圖表後變成 

第第第的的

第第第的的

第第第的的

起起起起

第的第的的

B' BA

B' BA

B' BA

B' BA

B' BA

 
不難看出 'B 的位置都在 B 左方1.3單位的地方（ 'B 就像 B 的影子）。由於 ,A B 在最後一步相

遇前最近的距離僅可能為 2 單位，所以 'B 也不會與 A有交點！而當 ,A B 相遇後，被夾在中間

的 'B 自然也與 A相遇。因此，我們可以構造一個 1-1 對應方式，來證明 )7.2,5()1,1(W )4,5()1,1(w ， 
從這裡得到了一般性質的公式及證明想法： 
 

定義三：（Ceiling 函數） x    大於等於 x 的最小整數。 

 

引理：大於等於 d 的最小偶數 2
2

d     
。 

證明： (1) 2d k ， k 為整數時， d d   ，且 2 2 2
2

d
k k d         

。 

   (2) 2 2 2k d k   ， k 為整數時， 2d k   ；又 1
2

d
k k   ， 

     所以
2

d
k    

，故 2
2

d    
2k 。                  □ 

 

性質十二：
(1,1) (1,1)( , ) ( ,2 )

2

d
W t d w t     

 

證明： (1) 當 d 為偶數時，由引理知上式成立。 

   (2) 當 2 2 2k d k   時，即 2 'd k d  ，且0 ' 2d  。 

     我們接著證明
(1,1) ( ,2 )w t k 的方法可以與

(1,1) ( , )W t d 的方法一一對應。 

     對應方法如下： 
 

         若 1P 為
(1,1) ( ,2 )w t k 的一個方法，則將 1P 中兩人的起始距離減去 'd 可以得到一個新 

   方法 1 'P 。因為 1P 中除了最後一步之外， ,A B 兩人的最近距離為 2 ，所以如果起始距離 

     減去 'd 再移動，則此方法除了最後一步外，兩人的距離最小值為 2 ' 0d  。因為 1P 的 

     倒數第二步距離為 2 ，所以 1 'P 走完倒數第二步後的距離為 2 ' 2d  ，故最後一步 

   必相遇，因此 1 'P 為
(1,1) ( , )W t d 的一個走法。 

     同理，將
(1,1) ( , )W t d 中的走法 2 'P 的起始距離加上 'd ，就可以得到屬於

(1,1) ( ,2 )w t k  

   的方法 2P ，故
(1,1) ( , )W t d  (1,1) (1,1)( ,2 ) ( ,2 )

2

d
w t k w t      

。          □ 
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  於是，我們得到： 
 

性質十三：
(1,1) ( , )W t d  (2 )!2

( )!( )!
2 2

d
t

d dt t t

 
  

          

 

  仿照以上方法討論
(1,0) ( , )W t d 時，可以得到： 

 
性質十四：若 (1) d 為整數, 且 ,t d 奇偶性相同時， 

          或 (2) d 不為整數, 且 ,([ ] 1)t d  奇偶性相同時,  

(1,0) (1,0) (2 )!
( , ) ( , )

( )!( )!
2 2

d t
W t d w t d

t d t dt

              
, 

          其餘情形
(1,0) ( , )W t d 皆等於 0. 

 

  事實上，由起始距離、兩人速率，和相遇的移動數，假若每次移動所花的時間為1秒鐘，

也可以算出從第1次移動到第 t 次移動後相遇所花的時間，公式如下： 

 

性質十五：每一個 ),()1,1( dtW , 相遇所花的時間為 





22

dd
t 。 

性質十六：   (1) d 為整數, 且 ,t d 奇偶性相同時， 

          或 (2) d 不為整數, 且 ,([ ] 1)t d  奇偶性相同時,  

          每一個 ),()0,1( dtW , 相遇所花的時間為  ddt  。 

 

伍、 研究結果 

  1. BA, 為數線上相距 d 的兩人，且兩人每秒每次各有 %50 的機率選擇向左一單位或向右 

      一單位，則恰在第 t 次移動相遇的機率為 


t

dtWdtP
4

1
),(),( )1,1()1,1(  

td
t

d
t

t

t

d

4

1

)!
2

()!
2

(

)!2(2 











 ， 

      且相遇時間為 





22

dd
t 。 

    2. ,t d 為滿足以下兩條件的數：  

           (1) d 為整數, 且 ,t d 奇偶性相同， 

        或 (2) d 不為整數, 且 ,([ ] 1)t d  奇偶性相同, 

      則我們有以下性質： 

BA, 為數線上相距 d 的兩人，且 A 每秒每次各有 %50 的機率選擇向左一單位或向右一 

      單位， B 從頭到尾都在原位不移動，則恰在第 t 次移動相遇的機率為 
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y=x+3:EF
A1'

d'

x0

x0

A0'

d'

A1A0

E

F

A
圖六 


t

dtWdtP
2

1
),(),( )0,1()0,1(  

    tdtdt

t

t

d

2

1

)!()!(

)!2(



 ， 

      且相遇時間為  ddt  。 

 

陸、延伸與未來展望： 

    我們持續研究的目標有： 

    1. 一般情形
( , ) ( , )n mw t d 的探索 

到目前為止對
( , ) ( , )n mw t d 已知有兩個性質： 

性質十七、
( , ) ( , )( , ) ( 1, ( ))n m n mw t d w t d n m    ( , ) ( 1, ( ))n mw t d n m     

                           ( , ) ( 1, ( ))n mw t d n m     ( , ) ( 1, ( ))n mw t d n m     , 

          其中當 ' 0d  時
( , ) ( , ')n mw t d 定義為0 . 

證明：同性質二, 可分成四種移動情形討論。                                        □ 

  利用性質十二，我們重新思考了“兩人移動”的意義：從相對運動來看，其實這相當於 

“A 以速度 ( )n m  , ( )n m  朝距離為 d 且靜止不動的 B 移動” 

  因此，若將Ｂ在原點，Ａ在某一時刻的坐標為 0d ，則下一刻Ａ的坐標只可能為

( )d n m  、 ( )d n m  ，現在只需研究如何用 t 步使Ａ恰好回到原點。如果將 x 坐標想 

成“每次離開所增加的距離”, y 坐標想成“每次靠近所減少的距離”，Ａ從平面坐標的原 

點為起點，那麼目標就是走到 

y x d   

這條直線上。所以我們構造了一個類似<圖二>的模型，以
(3,2) (5,3)w 為例： 

  當在數線上移動時，如果是遠離(原點) 0x 單位，則對應到平面的動作就是向右 0x 單位；

如果是接近(原點) 0y 單位，則對應到平面的動作就是向上 0y 單位。因為 3y x  是一條斜率

等於 1 的直線，故每一點垂直向上與直線 3y x  的距離恰剛好對應到了數線上與原點的距

離。 
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圖七-(1) 圖七-(2) 

  圖七-(1)和圖七-(2)對應到了
(3,2) (5,3)w 的一種方法。 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

性質十八、
( , ) ( , )n mw t d “從 (0,0)以 ( ,0)p n m 


, (0, )q n m 


,  

                                 ( ,0)r n m 


, (0, )s n m 


,  

                        四種移動方式, 以 t 個步驟恰移動到直線 y x d  ” 

                       的所有方法數. 

 

  可以看到的是由於Ａ可以用兩種不同的速率行走，所以位於 y x d  上的終點可能是不

同的點，我們目前還在探討這些終點的性質及模型的計算方式。 

 

  其中當 1n m  時，我們建立另一個類似的模型重新討論
(1,1) ( , )w t d ： 

    將 r


、 s


視為 (1,0) (0,1) 和 (0,1) (1,0) 兩種不同的走法，這移動方式並不會改變垂直

向上到 y x d  的距離，所以也保持 A,B 之間原本的距離。如果原位置為 0 0( , )x y , 則下一

個位置為 

0 0( 2, )x y 、 0 0( , 2)x y  或 0 0( 1, 1)x y  , 

所以每移動一次後 ,x y 坐標的總和會多 2。又終點落在 y x d  上，故
(1,1) ( , )w t d 的終點

( , )x y 滿足方程式 

2x y t

y x d

 
  

， 

解得
2

d
x t  ，

2

d
y t  。 

    結合性質四可以得到： 
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性質十九、如<圖八>, 用 (2,0) 、 (0,2) 、    和       

          由 A 移動到 B 且不經過 EF 的全部方法數 

          (1,1) ( , )w t d  

          
(2 )!

2 ( )!( )!
2 2

d t
d dt t t

 
 

, 

          
2

d

t
|{ A B 的捷徑走法}| . 

 

 

 

 

2. 從性質十八的模型算出
( , ) ( , )n mw t d 一般式的方法. 

3. 移動方式增加“不移動”的選項後, 要如何求出移動方法數. 

4. “兩人可以成功相遇的條件”, 即
( , ) ( , )n mw t d 0 時, , , ,n m t d 滿足的充要條件為何？ 

  而進一步就能討論兩人在平面及空間格子點相遇的方法數，對於隨機漫步問題相信也能

有更深入的探討，慢慢的來建立更接近現實的模型。 

    5. 使用公式可以解決某個時間區間內相遇的機率，比方以下兩個問題： 

   (1) 醉漢相遇問題 

       “有Ａ、Ｂ兩人位在相距 10 公尺的道路上，每十秒各自向左右移動 1 公尺，則十分 

     鐘內相遇的機率為何？” 

   解：十分鐘移動6 10 60  次，所求即為
60

(1,1)

5

( ,10)
t

P p t


  ， 

     使用 Mathematica 得到 P ≒0.363 36.3 ％ 

      (2) “小星和媽媽參觀燈會, 因為人潮擁擠母子被拆散。媽媽每秒移動 1 公尺， 

      30 秒後才發現小星不見（也不知道方向）。已知小星一開始就發現媽媽不見, 經 

           過 30 秒後也開始到處亂找，每秒速度 1 公尺。每經過一秒就決定是否改變方向， 

           請問：在接下來的五分鐘內，媽媽到處亂找會比較有機會碰到小星，還是留在原 

           地等待會比較有機會？＂ 

   解：起始距離30 公尺，令 1P 為兩人同時移動的機率， 2P 為母親不移動的機率，則 

     所求即為比較 



300

15

)1,1(
1 )30,(

t

twP 與 



300

30

)0,1(
2 )30,(

t

twP 大小。 

     使用 Mathematica 得 1P ≒0.221 22.1 ％， 2P ≒0.166 16.6 ％。 
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  6. (1,1)w 與
(1,0)w 的關係 

      假設 ,A B 的起始坐標為 ,d d , 則若第 t 秒恰相遇在坐標為 'd 的地方, 則移動方法數 

   為
(1,0) (1,0)( ,| ' |) ( ,| ' |)w t d d w t d d   , 因此由對稱性可知 

(1,1) (1,0) (1,0) (1,0) 2

' 2

( ,2 ) 2 ( ,| ' |) ( ,| ' |) ( ( , ))
d

w t d w t d d w t d d w t d




     , 

   我們希望能從這個遞迴式及
(1,0) ( , ")w t d 得到算出

(1,1) ( ,2 )w t d 公式的另一種方法。 
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    [2]  許志農。卡特藍數列研究。取自 math.ntnu.edu.tw/~maco/macobook/study/catlan.doc。 

  [3]  卡塔蘭數。維基百科，自由的百科全書。取自 https://zh.wikipedia.org/wiki/卡塔蘭數。 

    [4]  林晉宏(2011)。一般 Catalan 數的組合意義及其應用。數學傳播，35 卷 1 期 36-50。 

    [5]  屈婉玲(2004)。離散數學教程，北京，北京大學出版社。 

  [6]  劉炯朗(1982)。組合數學（林福來，譯）。台北市，中央圖書出版社。 

    [7]  生成函數解法。取自 http://ppt.cc/7srz。 

  [8]  夏宗匯(65)。組合數學中的生成函數。數學傳播，1 卷 3 期 51-58。 

  [9]  隨機漫步理論。MBA 智庫百科。取自 http://wiki.mbalib.com/zh-tw/隨機漫步理論。  

 



【評語】040416  

1. 作品嘗試作清楚的交待，但內容過多且複雜的符號與性質，反

而無法有效的呈現作品主軸與結論。 

2. 因內容過程過於繁瑣，作者群無法作有效的講解與論述，失去

科學展覽的基本內涵呈現。 

3. 參考文獻無法與研究內容作連結；部份文獻無法由所附網址取

得。 

4. 整體而言，作品有完善的架構；但就學術性、表達能力、科學

方法等仍有許多改善的空間。 
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