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摘要 

 
本研究探討的主題是：給定正整數 ，是否存在  的重排數列，使得「相鄰兩

項之和都是平方數」。對於滿足上述條件的數列，我們稱其為平方數列，我們探討哪些 
 使得  可排成平方數列。對於某類的正整數 ，我們已找到構造平方數列的方法： 

 
1. 若正整數 及  滿足 ， 且 

，則 可排成平方數列。 
 
2. 若正整數  滿足  且   

，則 可排成平方數列。 
 
再者，我們可以證明

 
，  無法排成平方數列；藉由有效率的程式運算，我們得知  

及 時， 可排成平方數列。 
 
   若平方數列的首尾兩項相加也是完全平方數時，我們將其定義為平方項鍊。我們造

出  的平方項鍊，進而可知  排成平方數列的方法至少有 種。對於特定的

，我們可將 排成平方項鍊；而我們更證明出， 是可將 排成平方項

鍊的最小正整數。 
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壹、研究動機 

在高一上專題課時，老師提及一道有趣的題目，出自於 2003 年 TRML 團體賽第七題，

題目如下： 
試將  這 個數排成一列，使得相鄰兩項之和為完全平方數，且首項大於末項。 

 
我們當時覺得驚訝！  是特例嗎？ 可以嗎？哪些  可將 排成相鄰兩

項之和為平方數的數列 ？在好奇心及好勝心的驅使下，展開研究的

旅程！ 
 

貳、研究目的 

一、找出哪些 可以將  排成「平方數列」，並給出一般化的構造方法。 
 
二、探討平方數列的排法是否唯一。 
 
三、找出哪些 無法將  排成平方數列。 
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參、研究過程及方法 

一、 排成平方數列 

如下圖，我們將  由小到大排成一列，接著以線條連接特定二數，使其和為平方

數  或 。 

 

在上圖中，  與  皆只有一條線連接，將其定義為單一配對數，其餘的數都恰有兩條

線連接。以  為起點，隨著線條連接，可排出  的平方數列。 

 
 

若將  排在  的右邊，則  可排成平方數列；進一步，再將  排在  的

左邊，則  也可排成平方數列。 

 

 

二、  

上述將 排成平方數列的方法中，所形成的平方數有  和 ，顯然滿足

。我們將  的平方配對模式推廣成圖一，並依循著構造  成平方

數列的排序方式，我們得到一種建構平方數列的方法如下： 

 
(圖一) 
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定理一：若正整數  滿足 ，  且 ，則  及

可排成平方數列。 

 

在證明此結果之前，我們需要三個引理，即引理 、 ；由圖一的平方配對模式下，

我們直接可得引理 及引理 。 

 

 

引理 ：在圖一的平方配對模式下， 

若 為偶數且 為奇數，則單一配對數為 ;若 為奇數且 為偶數，則單

一配對數為 。若  是單一配對數，則  只有一條線連接。 

若  不是單一配對數，則  有兩條線連接，其中一條線所連接的數與  之和

為 ，另一條線所連接的數與  之和可分兩種情形：若 ，則其和為 ，

若 ，則其和為 。 

 

引理 ：在圖一的平方配對模式下，以單一配對數  為首，循著線條可連接到 ，

若  是單一配對數，則停止連接；若  不是單一配對數，則  

還有另一條線與其連接，可連到下一個數，依此規則，可依序串起一數列，直到連

接至另一個單一配對數為止。 

 

 

＊由於我們構造平方數列的方式，是從單一配對數作為起始項，所以我們由  的奇偶性

去討論單一配對數： 

 

 
   

單一配對數 

 
偶 奇 奇 

 

 
奇 偶 奇 

 

 
偶 偶 偶 

 

 
奇 奇 偶 

不可能滿足 
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首先我們先來看兩個例子：  
 

 屬於 ，以其中一個單一配對數 為首，循著線

條依序連接 …，一直到線條的另一端 ( 另一個單一配對數 ) ，所

以  可排成平方數列 ( 如下圖 ) 。若將  排在  的旁邊，則兩數之和為 
，因此我們也可以將  排成平方數列。 

 

 

 
 

 屬於 以其中一個單一配對數  為首，循

著線條依序連接，一直到線條的另一端 ( 另一個單一配對數 )  ，所以  
可排成平方數列 ( 排列方式如下 ) 。若將  排在  的旁邊，則兩數之和為 

 因此我們也可以將  排成平方數列。 
 

 
的平方數列排列如下： 
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由引理 可知，以單一配對數為首，可串起一平方數列，直到連接至另一個單一配對數

為止。但此串連方式是否一定會跑遍所有的數呢？我們先來考慮  
這個例子。 
定義：若平方數列的首尾兩項相加亦為平方數，將其首尾相接，形成一項鍊，定義為平方項

鍊。 
 

 屬於 ，會形成兩個平方數列及一個平方項鍊，解釋

如下： 

以其中一個單一配對數  為首，循著線條連接至另一個單一配對數 ，可串起一平方

數列：  

  -- 〈1〉 

以其中一個單一配對數  為首，循著線條連接至另一個單一配對數 ， 

可串起一平方數列： 

 -- 〈2〉 

 
剩下來的奇數我們先以  做為起始項，循著線條連接到  後，可再接回起始項 ，串

起一平方項鍊： 
  --〈3〉 

   〈接下一列〉 
   --〈4〉 

其實從任何一項奇數作為起始項，皆可串起相同的平方項鍊。 
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若將〈1〉〈2〉〈3〉〈4〉四列調整如下： 

 

 
 

即可排出  ,  的平方數列。(  排在  右側 ) 
 
 

在  中，因為  皆為偶數，所以依照圖一的平方配對模式，所構造出的平

方數列，其相鄰兩項的數，和必為四的倍數： ，故被四除整除的數串成一平方

數列，被四除餘二的數串成一平方數列，而被四除餘一及餘三的數交錯搭配成一平方項鍊。 

 

在 中，單一配對數有 個，會串起兩個平方數列，無法一次串起所有的數；所以

接下來我們把焦點放在恰有兩個單一配對數  及 ，以單一配對數 ，可

串起一條平方數列，但此平方數列是否可串完所有的數？或者只串完其中一部分的數，而剩

餘的數可排成平方項鍊 ( 可能不只一個 )？ 

 

我們再考慮  這個例子，因為  皆為三的倍數，再根

據圖一的平方配對模式，所構造出的平方數列，其相鄰兩項之和必為  或   或 ，皆

是三的倍數。由 為首無法串起所有的數，只可串起一個平方數列及一個平方項鍊，

每一項皆為三的倍數；而被三除餘一及餘二的數交錯搭配形成三個平方項鍊( 排列如下 )。 

 

三的倍數所串成的平方數列： 

 
 

三的倍數所串成的平方項鍊： 

 

 
 

被三除餘一及餘二的數交錯搭配形成三個平方項鍊： 
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＊在圖一的平方配對模式下，若以單一配對數  為首，希望可串起所有的數，就必須排除

平方項鍊的存在。若能達成此目標，  及 即可排成一個平方數列。由上述

 兩個例子可知，我們要對

有所限制才能辦得到。 

引理 ：在  及  中，若 ，則根據圖一的平方配對模式，從單

一配對數為首去連接，不可能形成一個平方數列及數個平方項鍊。 

 

證明：在  及  中，各有兩個單一配對數，故這兩個數不在平方項鍊內，所以組

成平方項鍊的數字個數必不大於 。根據圖一的平方配對模式，若 個數形成一

個平方項鍊， 必是偶數 ( 根據我們的配對模式，若由一數開始，從上方連接出去，

而其形成平方項鍊的話，則必從下方連接回來；反之若從下方連接出去，則必從上方

連接回來，以如此一上一下的連接方式，則必定有偶數條線段，所以就有偶數個數，

則 j 必為偶數 )。若存在 …  形成一個平方項鍊，即  

… 皆是平方數 (  其中一個)，不失一般性，

令 ，由於連接方式是一上( )一下( 或 )，所以我們可得：   

…     -  

且兩集合相等： … -  

假設有  個  ，  個  

由 - 可知  …                         -  

由 - 可知  …                    -  

由 - 及 - 可知  

但 ，故  不會是  的因數，進而可得  ，此與假設不符，

故引理 得証。 

 

證明定理一：由引理 、引理 及引理 和以上的討論得知，可以從  為首開始連接，

將  排成平方數列；若將 排在  旁邊，則其和 亦

為平方數，故可排成  的平方數列。 

 

接下來我們要製造出滿足定理一條件的正整數  

由已知的畢氏數可得  ，  或  ，該如

何選取？ 

我們令 ，
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，和 ，舉例如下表： 

 

        
        
        
        

 

定理二： 設  ，其中  皆為正整數，若兩正整數  

滿足  及 ，則  可排成平方數列。 

設  ，其中  皆為正整數，若兩正整數 

 滿足  及 ，則  可排成平方數列。 

證明： 由定理一可知，  可排成平方數列。  是偶數，屬於  ，

故其排列如下： 

…  

今欲將  排在  的右側，其兩項的和為 ，若  

是平方數，則  可排成平方數列。 

數對 是滿足 pell equation 之整數解中，離原點最近的

點；故 、  可由 生成並滿足 ，檢驗如下： 

，更進一步可知  

可得  

即 ，得證。 

在 的證明中，今若將  排在  的左側，其兩項的和為 

，若  是平方數，則  可排成平方數列。 

如同 的討論可知： 

，  
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可得  

即 ，得證。 

 

，令 ，可知 ，由定理一及定理二可知 

、 ，及  皆可排成平方數列。 
 

，令 ，可知 ，由定理一及定理二可知

、 ，及  皆可排成平方數列。 
 
定理三：奇數數列 …  可重排成平方數列，且首尾兩數相加亦為平

方數，可串成一平方項鍊。 

證明：由定理一可知，數列  可排成平方數列 

( 1 )若 ，屬於 ，其排列如下： 

…  

今將此數列每一項皆同乘以 ，則新數列相鄰兩項之和亦為平方數 

…                               

接著將新數列  依序從左邊開始，奇數項減一，偶數項加一，則相鄰兩項之和亦

為平方數 

…                   -  

若將新數列  依序從左邊開始，奇數項加一，偶數項減一，且將第一項加一後的

數  換成 ，則相鄰兩項之和亦為平方數 

…                            -  

今將 - 、 -  連接，可形成奇數數列 …  的平方數

列，且可串成一平方項鍊 

…  

                                               

   …     
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( 2 )若 ，屬於 ，同理可證。 

 

以  為例，  可排成平方數列，排列如下： 

 

 
 

由定理三的證明可得 
 

  

 

-   

-   

 
連接 - 、 -  可將奇數數列 …  重排成平方數列，且可串成一平

方項鍊 ( 如下圖 )。 
 
 

 
 
 

三、  

 

不同於圖一的平方配對模式；如圖二、三、四，我們亦可得到相似的定理。 

 

(一) 
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(圖二) 

＊我們必須要求  

＊以  的奇偶性去討論單一配對數： 

 

   
單一配對數 

奇 奇 偶 
 

奇 偶 奇 

不可能滿足 

 
偶 奇 奇 

偶 偶 偶 

 

 

引理 ：若 ，則根據圖二的平方配對模式，從單一配對數為首去連

接，不可能形成一個平方數列及數個平方項鍊。 

 

證明：與引理 的證明同，若 …  形成一個平方項鍊，令 ，則 

…        -  

且  …       -  

假設有  個  ，  個  

由 - 可知  …                         -  

由 - 可知  …               -  

由 - 及 -8 可知  

可得  且 ，此與假設不符，故引理 得証。 
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定理四：若三正整數  滿足 ，且 
，則  及  皆可排成平方數列。 

證明：由引理 可知  可排成平方數列，其兩端的數為  及  ，若將  排

在  的旁邊，則是  的平方數列。 

 
＊  
  滿足  
 
 
 
 

 (二) 

 

(圖三) 

 

 

＊我們必須要求  

＊以  的奇偶性去討論單一配對數： 

 

 
   

單一配對數 

 
偶 奇 奇 

 

 
奇 偶 奇 
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偶 偶 偶 

 

 
奇 奇 偶 不可能滿足 

 
 

引理 ：若 ，則根據圖三的平方配對模式，從單一配對數為首去連接，

不可能形成一個平方數列及數個平方項鍊。 

證明：與引理 的證明同，若 …  形成一個平方項鍊，令 ，因為 

 有可能同時在平方項鍊內，或同時不在平方項鍊內，所以 

…  或                     -  

且 …                       -  

由 - 及 -10 可知 

   

或 

   

無論哪一種情形，皆可得到 且 ，此與假設不

符，故引理 得証。 

 

定理五：若三正整數  滿足 ，且 
，則數列  可排成平方數列。 

 
＊ ，屬於  滿足 

 
 

＊ ，  是不小於  的正奇數，屬於  滿足  

 

 

 

 

(三) 
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(圖四) 

 
＊我們必須要求  

＊以  的奇偶性去討論單一配對數： 

 

   
單一配對數 

偶 奇 偶 
 

奇 偶 偶 
 

奇 奇 奇 無 

偶 偶 偶 不可能滿足 

 
 
與定理一相同的證明手法可得定理六 
 
定理六：若三正整數  滿足 ，且 

，則數列  可排成平方數列。 
 
＊ ，滿足  

 

 

 

四、多組配對模式 
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(圖五) 

＊以  的奇偶性去討論單一配對數： 

 
   

單一配對數 

 
奇 偶 偶 

 

 
偶 奇 偶 

 

 
偶 偶 奇 

 

 
奇 奇 偶 

 

 
偶 偶 偶 

 
奇 奇 奇 

無法滿足 

 
或 

 

 
奇 偶 奇 

 
偶 奇 奇 

 

引理 ：若 ，則根據圖五的平方配對模式，從單一配對數為首去連接，不可

能形成一個平方數列及數個平方項鍊。 
證明：若 …  形成一個平方項鍊，且 ，則 

…                     -  
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且  …  -  

假設有  個  個  個  

由 - 可知  …                       -  

由 - 可知   

…     -  

由 - 及 - 可知 ，因為 ， 

且  可得 ，此與假設不符，故引理 得証。 

 
定理七：在  及  中，若五正整數  滿足  

，則數列  可排成平方數

列。 
 

設 ，可知其滿足  及 

。如  時， ，

 可排成平方數列。 

 

五、平方項鍊 

在這一小節，我們將探討平方項鍊的性質；在 中，我們先構造出一個平方項鍊。 
設 ，可知其滿足 ，但 

，今將其在第三小節的平方配對模式列於下圖：  
 

 

今以  為首，可串起一平方數列： 
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所剩下的數可串起一平方項鍊： 
〈接下一列〉 

 
 

今將此平方數列及平方項鍊與  作連接，可將  排成平方數列。 

 
且此排列方式首尾相加亦為平方數，自形成一個平方項鍊。 

 
今若從任一處剪斷，皆是  的平方數列，即  平方數列的排列方式至少有  

種！ 
 
而  加  等於  的平方，若將 的平方項鍊從「 」處剪斷，可排成相同於

以  為首項的平方數列，再將  排在  的旁邊，可排成  的平方數列。由以上

的討論可定理八。 
 

定理八：若  可排成平方項鍊，則  及  皆可排成平方數列。 
證明：因為  可排成平方項鍊，今從「 」處剪斷，可排成以  為首項的平方數列，今 

 拿掉，即為  的平方數列。若 ，今從 
「 」處剪斷，可排成以  為首項的平方數列，今

將  排在  的旁邊，可排成  的平方數列。 
 

接下來，我們對特定的 ，給出構造 排成平方項鍊的方法。 

 
如上圖  的平方配對模式下。由定理四可知，我們可將  重排
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成平方數列。而其首尾兩端的數為 及  ，而當 

，  且  時， 會滿足

 及 。 
若要滿足 ， 需做何種限制呢？ 
 

 
由輾轉相除法原理可知 

 
 

當 被 除餘數為 時，  

若 為完全平方數時，則可串成一平方項鍊，我們整理成定理九 

 
定理九：若正整數 滿足 

(1) 被 除餘數為 為完全平方數 
則 可排成平方項鍊 
 

當 ，滿足定理九的條件， 可排成平方項鍊。 

六、特定的  無法將  排成平方數列 

考慮數列 ，其中  可以有三種方法，使

其與另一數相加成為平方數；而  有兩種方法，然而  與  只
有一種方法： 。 
 
定義：數列 ，若使  與另一數相加成為平方數之方法數不大於 ，我們稱  為數

列  的孤單數。 
 
性質 ：若  可排成平方數列，則孤單數必排在數列的左右兩端，且孤單數的個數必

不大於 。 
 
推論 ：數列 ，當 …  時，皆不可能排成平方數列。 
證明：  時，窮舉列出來即可得。 
 

 時，  與  是孤單數，故要放在兩端，而其連接方

法只有 ，必定要串在一起，故無法排成平方數列。 
 

，皆有三個孤單數：  
，故無法排成平方數列。 

 時，有三個孤單數：  
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，故無法排成平方數列。 
 

推論 ：數列 ，當  時，皆不可能排成平方數列。 
證明：利用樹狀圖方式列出，其相鄰兩項之和為平方數，說明無法排成平方數列： 

( ) 以  為例：  及  是孤單數，必放在兩端 
，故數列  無法排成平方數列 

( ) 以  為例：  是孤單數 

 
無法排成平方數列 

( )  時亦相同。 
 

七、可將 排成平方數列、平方項鍊的最小正整數  

由上一節的討論得知， 是可將 排成平方數列的最小正整數 。 
當 時， 皆無法排成平方數列，當然無法排成平方項鍊。 
而 時，若不考慮頭尾順序，將 排成平方數列的方法皆只有一種，

所以無法將 排成平方項鍊。 
當 時， 與另一數相加成為平方數的方法只有 ，即 為數列

的孤單數，所以無法將 排成平方項鍊。 
當 時， 與另一數相加成為平方數的方法有 、 ，若

可排成平方項鍊，則存在以 為首項， 或 為末項的平方數列。然而以 為首

項排成的平方數列有 種 ，但其末項皆不為 或 ，故 無法排成平方

項鍊。 
若我們可將 排成平方項鍊，則 是可將 排成平方項鍊的最小正整數 。

我們成功地給出一種排法，其排法如下： 
 

 
 

八、程式 

我們想要找出那些  可將  排成平方數列，故我們利用程式 ( 如附件一 ) 來幫我

們運算，若可排成平方數列，我們只取其中一種排法，條列於附件二。可知

 及 時， 可排成平方數列。 
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肆、研究結果 

在本文中，我們以特定的平方配對模式，構造出一個排成平方數列的排法。其主要結

果如下： 
 若正整數  滿足 ，  且 ，則  及

可排成平方數列。 

  設 ，其中  皆為正整數，若兩正整數  滿

足  及 ，則  可排成平方數列。 

 設  ，其中  皆為正整數，若兩正整數 

 滿足  及 ，則  可排成平方數列。 

 奇數數列 …  可重排成平方數列，且首尾兩數相加亦為平方

數，可串成一平方項鍊。 
 若三正整數  滿足 ， ，且 ，則數列 

 及  皆可排成平方數列。 
 若三正整數  滿足 ， ，且 ，則數列 

 可排成平方數列。 
 若三正整數  滿足 ， ，且 ，則數列 

 可排成平方數列。 
 若五正整數  滿足 ，且 

，則數列  可排成平方數列。 
8. 若  可排成平方項鍊，則  及  皆可排成平方數列。 

 
時，數列  無法排成平方數列。 

  及 時， 可排成平方數列。 
 若正整數 滿足 

被 除餘 數為 為完全平方數 
則 可排成平方項鍊。 

是可將 排成平方項鍊的最小正整數 ； 排成平方數列的方法至少   
   有 種。 

伍、討論 

    1. 「孤單數的個數不大於 」是「  可排成平方數列」的必要條件。數列  的
孤單數只有 及 ，但  卻無法排成平方數列，故「孤單數的個數不大於 」

不是「  可排成平方數列」的充分條件。 
    2. 在引理 、引理 、引理 及至引理 的證明過程中，我們必須加上限制條件：

，才能合理的處理完整。但去除此條件，只要



21 

稍做調整，亦可排成平方數列。需要有更高明的處理手法才能突破此障礙！ 
 
 
 

陸、結論 

一、結論 

在我們構造的平方配對模式下， ，若加上限制條

件 ，則可成功地拉出一條平方數列。至於  的
情況下，仍可稍作調整成平方數列，但調整方法有些繁複不易統整，有待日後提出更好

的方法。至於多組配對模式，我們也有些討論，期待更一般化結果。另外，我們得知 
 

時，數列  無法排成平方數列。  時，數列  可排成一平方項鍊，相

鄰兩項皆為平方數，即平方數列的排列方式至少有  種。藉由程式的運算 
 及 時， 可排成平方數列。 

再者，我們也得知 是最小正整數，可將 排成平方數列； 是最小

正整數，可將 排成平方項鍊。 
 

二、未來展望 

未來我們能夠朝下列這幾個尚未解決的問題努力： 
(一) 提出更好的方法，去除  的條件，使其能排成平方數列。 
(二) 除了 以外，能再進一步地推廣。 
(三) 當  很大時，是否皆能排成平方數列，除了改良討論的方法外，更要 
    在電腦程式上有所精進。 
(四) 建構不同的平方配對模式，討論平方數列。 
(五) 提出能排出平方數列、平方項鍊的充分條件或必要條件。 

 

柒、參考資料及其他 

一、參考資料 
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2. 嚴鎮軍 。高中數學競賽教程 。九章出版社，  。 
3. 潘承洞 , 潘承彪 。簡明數論 。九章出版社， 。 
4. 許志農 算術講義 第三十七講 佩爾方程式 

http://math.ntnu.edu.tw/~maco/macobook/arith/arith37.pdf 
5. 許志農 算術講義 第三十八講 再談佩爾方程式 

http://math.ntnu.edu.tw/~maco/macobook/arith/arith38.pdf 
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6. 李佳奇 論 PELL 方程式及其推廣，雄中學報第八期 
 
 

二、附件一 

程式碼： 

#include<iostream> 
#include<cstring> 
#define MAX 150 
#define MAX’ 18 
using namespace std; 
int a[MAX],b[MAX],c[MAX][MAX]; 
int p,k,r; 
 
void g() 
{ 
    for (int i=0;i<MAX;i++) 
    { 
        int x=0; 
        for (int j=MAX’;j>0;j--) 
        { 
            p=j*j-i-1; 
            if (p<=0) break; 
            c[i][x++]=p; 
        } 
    } 
} 
void f(int n) 
{ 
    if (n==0){} 
    else if (a[0]==0) 
    { 
        for (int l=k;l>0;l--) 
        { 
            p=l; 
            a[0]=l; 
            b[l-1]=1; 
            f(n-1); 
            a[0]=0; 
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            b[l-1]=0; 
        } 
    } 
    else 
    { 
        for (int i=0;i<MAX’;i++) 
        { 
            if (c[p-1][i]>k) continue; 
            if (c[p-1][i]==0) return; 
            if (b[(c[p-1][i]-1)]) continue; 
            a[k-n]=c[p-1][i]; 
            b[(c[p-1][i]-1)]=1; 
            int u=p;  p=a[k-n]; 
            if (n==1) 
            { 
                for (int j=0;j<k;j++) 
                    cout<<a[j]<<" "; 
                cout<<endl;  r=0; 
            } 
            f(n-1); 
            a[k-n]=0; 
            b[(c[u-1][i]-1)]=0; 
            p=a[k-n-1]; 
        } 
    } 
} 
int main() 
{ 
    memset(c,0,sizeof(c));  g(); 
    while (cin>>k) 
    { 
        memset(a,0,sizeof(a));   memset(b,0,sizeof(b));  r=1;  f(k); 
        if (r)  cout<<"無"<<endl<<endl; 
        else  cout<<endl; 
    } 
    return 0; 
} 
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三、附件二 

 
n = 2 , 3 , … , 14 皆無解 
n = 15 ：9 7 2 14 11 5 4 12 13 3 6 10 15 1 8 (若不考慮頭尾順序，此為唯一解) 

n = 16 ：16 9 7 2 14 11 5 4 12 13 3 6 10 15 1 8 (若不考慮頭尾順序，此為唯一解) 
n = 17 ：17 8 1 15 10 6 3 13 12 4 5 11 14 2 7 9 16 (若不考慮頭尾順序，此為唯一解) 

n = 18 , 19 , 20 , 21 , 22 皆無解 
n = 23 ：22 3 1 8 17 19 6 10 15 21 4 12 13 23 2 14 11 5 20 16 9 7 18 

n = 24 無解 
n = 25 ：23 2 14 22 3 13 12 4 21 15 10 6 19 17 8 1 24 25 11 5 20 16 9 7 18 
n = 26 ：26 23 2 14 22 3 13 12 4 21 15 10 6 19 17 8 1 24 25 11 5 20 16 9 7 18 
n = 27 ：27 22 14 2 23 26 10 15 21 4 12 13 3 6 19 17 8 1 24 25 11 5 20 16 9 7 18 

n = 28 ：28 21 15 10 26 23 13 12 4 5 20 16 9 27 22 3 6 19 17 8 1 24 25 11 14 2 7 18 

 
n = 142 ：142 114 111 85 140 116 109 87 138 118 107 89 136 120 105 91 134 122 103 93 

132 124 101 95 130 126 99 97 128 68 76 45 55 141 115 110 86 139 117 108 88 

137 119 106 90 135 121 104 92 133 123 102 94 131 125 100 96 129 127 98 71 

73 48 52 69 75 46 54 67 77 44 56 113 112 84 60 61 83 38 62 82 39 42 79 65 

35 29 20 80 64 57 43 78 66 34 47 74 70 51 49 72 28 53 11 25 24 1 63 18 7 

2 14 50 31 5 59 41 8 17 32 4 21 15 10 26 23 58 6 30 19 81 40 9 16 33 3 22 

27 37 12 13 36 
n = 143 ：143 113 112 84 141 115 110 86 139 117 108 88 137 119 106 90 135 121 104 92 

133 123 102 94 131 125 100 96 129 127 98 71 73 48 52 69 75 46 54 142 114 

111 85 140 116 109 87 138 118 107 89 136 120 105 91 134 122 103 93 132 124 

101 95 130 126 99 97 128 68 76 45 55 66 78 43 57 64 80 41 59 62 82 39 61 

83 38 26 74 70 51 49 72 28 53 47 34 30 19 81 63 58 42 79 65 56 44 77 67 33 

16 20 29 35 1 8 17 32 4 5 11 25 24 12 37 27 22 3 6 10 15 21 60 40 9 7 18 

31 50 14 2 23 13 36 
n = 144 ：144 112 113 143 82 114 142 83 86 139 117 108 88 137 119 106 90 135 121 104 

92 133 123 102 94 131 125 100 96 129 127 98 71 73 48 52 69 75 46 54 115 141 

84 85 140 116 109 87 138 118 107 89 136 120 105 91 134 122 103 93 132 124 

101 95 130 126 99 97 128 68 76 45 55 66 78 43 57 64 80 41 59 110 34 47 74 

70 51 49 72 28 53 11 38 62 19 30 6 58 111 33 67 77 44 56 65 79 42 39 25 24 

40 81 63 18 31 50 14 22 3 61 60 21 15 10 26 23 2 7 29 35 1 8 17 32 4 5 20 

16 9 27 37 12 13 36 
 



【評語】040412  

本問題十分有趣，作者也花了很多精神導出很多可以排成平方

數列和平方項鍊的條件。很可惜的是，這些充分條件很多只是基於

一些較一般性的觀察。就實質上，可以拿來應用輔助判定任一數列

是否具有平方數列的情形並非十分廣泛。作者或許可以轉向找些必

要條件，試著以刪去法去剃除不具平方數列的情形。 
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