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摘要 

本研究的主要目的是探討瓢蟲在空間中行走的軌跡是否存在著某些性質。我們定義瓢蟲分別

繞 y 軸和 z軸旋轉 和，我們發現當旋轉次數n ，各收斂點P 均位於球面

2 2
2 2

2 2

1:
1 1

rS x y z
r r

             
上。接著我們探討當瓢蟲的仰角 1cos r  與 1cos r 時，

不論轉向角為幾度，瓢蟲分別收斂於固定點 A
2

2
11,0,

1
r r

r

 
   

與 B
2

2
11,0,

1
r r

r

 
   

。透過幾

何證明，我們發現直線 AB


與 y 軸恰為球面 S 的配極直線。 

透過基底變換後，每個轉向點均位於一圓錐面
2

2 2 2 c zx y a
c
    

 
上，且繞行的原點O及轉向

點 nP 均位在一等角螺線G 上，

cos
: sin ( )

(1 )

t

t

t

x ar t
G y ar t t

z c r





 


 
  

 。從高觀點來看，各轉向點是經過一個

收縮的仿射變換而來，而收斂點P 就是瓢蟲行走軌跡的點吸子 ( )attractor 。最後，我們將軌跡

呈現的圖形與自然現象連結。 
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壹、研究動機 

「碎形」－為以某種方式與整體相似部份所組成的圖形。觀察校園裡自然界的呈現，松樹的

枝枒是一種自我相似的碎形，羊齒蕨的葉片也是一種碎形。在專題研究課中，我們對於動手

玩碎形這本書裡的某個圖（如圖一）感到好奇： 

    

 

 

 

 

 

 

 

該圖形重複不斷的繞行後，最後集中到一個點吸子 ( )attractor 。在歷屆科展中對於平面上質點

繞行軌跡已經有所探討，而我們生活中的世界是個三維空間，三維空間中點吸子的軌跡又是

如何？開啟了一系列的研究與探討。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

▲ 圖二 

自然界裡，空間中的點吸

子(attractor)處處皆是。 

▲ 圖一 
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貳、研究目的 

一、探討當瓢蟲的轉向角為 (0 2 )    ，仰角為
2 2
 

    
 

時，各轉向角與仰角所 

    對應的收斂點 P 在空間坐標中的關係。 

二、探討當瓢蟲分別固定仰角
2 2
 

    
 

與轉向角 (0 2 )    時的收斂點 P 的位置。 

三、探討各轉向點  nP n 之關聯性。 

四、從旋轉矩陣探討瓢蟲的繞行模式。 

五、從高觀點研究瓢蟲的收斂模式。 

六、探討瓢蟲繞行模式的應用。 

 

參、研究設備及器材 

    紙、筆、電腦、GSP 幾何畫板、MathType5、Microsoft Office Word 

 

肆、研究過程或方法 

一、空間中的旋轉定義 

空間中的旋轉主要為下列三個旋轉矩陣的序列複合。關於右手笛卡爾坐標系的 x , y 和 z

軸的旋轉分別叫做 roll, pitch 和 yaw 旋轉（如圖三）。 

（一）繞 x-軸的主動旋轉定義為

1 0 0
( ) 0 cos sin

0 sin cos
L   

 

 
   
  

 這裡的 是 roll 角。 

（二）繞 y-軸的主動旋轉定義為

cos 0 sin
( ) 0 1 0

sin 0 cos
K

 


 

 
   
  

這裡的 θ 是 pitch 角。 
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▲ 圖三 ▲ 圖四 



（三）繞 z -軸的主動旋轉定義為

cos sin 0
( ) sin cos 0

0 0 1
M

 
  

 
   
  

這裡的 是 yaw 角。 

 

                                                            

 

 

 

 

二、定義瓢蟲的行走模式 

我們以瓢蟲代表空間中質點的移動與轉動並定義瓢蟲在三維空間中行走的角度區分如下

(如圖四)： 

 ：方位角度坐標值 (0 2 )   ，即繞 z-軸旋轉 角 

 ：仰角角度坐標值
2 2
 

    
 

，即繞 y-軸旋轉（－ ）角 

假設在(0,0,0)有一隻瓢蟲，背上背著一個坐標架，坐標架的 x,y,z 軸與瓢蟲所在坐標系統

之 x,y,z 軸重合，當瓢蟲往 x 軸正向前進 1 單位到  1 1,0,0P ，坐標架也跟著平移 1 單位，

接著瓢蟲分別繞著自身坐標架的 'y 、 'z 軸旋轉  角與 角，然後沿著 ''x 軸的正向前進

r 單位到 P2。(如圖五) 

 

 

 

 

 

 

 

接著瓢蟲再次分別繞著自身坐標架的 ''y 、 ''z 軸旋轉  角與 角，然後沿著 '''x 軸的正向

▲ 圖五 

x 
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▲ 圖六 

x 

前進 2r 單位到 P3。(如圖六)  

 

 

                                                          3 

 

 

 

 

當移動 n 次  4n  後，每次瓢蟲和坐標架皆繞轉動後坐標架之 y 軸旋轉  、繞轉動後坐

標架之 z 軸旋轉，瓢蟲以自身坐標架的 x 軸正向前進 1nr  單位到 nP ，繼續不斷，而這隻

瓢蟲最後幾乎停止於一點 P，以下我們稱點 P 為瓢蟲的收斂點（如圖七）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、轉向角為 (0 2 )    ，仰角為
2 2
 

     
 

時，收斂點 P 的猜想 

定理一：當瓢蟲的轉向角為 (0 2 )    ，仰角為
2 2
 

     
 

時，各收斂點 P 均位 

        於球面 S 上。（
2 2

2 2
2 2

1:
1 1

rS x y z
r r

             
） 

（一）當瓢蟲的轉向角為 (0 2 )    ，仰角為
2 2
 

     
 

時，收斂點坐標為 

收斂點 P 

▲ 圖七 
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2

3 2

2

3 2

2

3 2

1 cos cos cos cos
1

cos sin sin
1

sin sin cos
1

r r rx
r r s rs

r ry
r r s rs

r rz
r r s rs

   

  

  

   
    

     
 

    

（s＝ cos cos cos cos     ） 

【證明】 

1. 我們對向量  1,0,0 進行一次繞 y 軸旋轉（－ ）角與繞 z 軸旋轉 角可得到向量 

        1 2

1
0
0

PP rMK
 
   
  


，其中

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1
M

 
 

 
   
  

，

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos
K

 

 

 
   
  

。 

   22
2 3

1
0
0

P P r MK
 
   
  


，…，   11

1

1
0
0

nn
n nP P r MK 


 
   
  


 

2. 瓢蟲的第 n 個轉向點 nP  1 1 2 2 3 1n nOP PP P P P P   
   

 

  
1
0
0

 
   
  

+
1
0
0

rMK
 
 
 
  

+  22r MK
1
0
0

 
 
 
  

+  33r MK   11

1 1
0 0
0 0

nnr MK 

   
       
      

  

  取 n  可得瓢蟲的收斂點 P 之坐標為 

     2 12 1

1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

nnP rMK r MK r MK 

       
                   
              

   

       2 12 1

1
0
0

nnI rMK r MK r MK 

 
          
  

   

      1
1
0
0

I rMK 
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11 cos cos sin sin cos
cos sin 1 cos sin sin

sin 0 1 cos

r r r
r r r

r r

    
    
 


 

    
   

1
0
0

 
 
 
  

 

令 A ＝

1 cos cos sin sin cos
cos sin 1 cos sin sin

sin 0 1 cos

r r r
r r r

r r

    
    
 

 
   

   

 

 1A

1
0
0

 
 
 
  

＝
 
1

det A

2

2

2

1 cos cos cos cos
cos sin sin
sin sin cos

r r r
r r
r r

   
  
  

   
  
  

 

其中  det A ＝    3 2 cos cos cos cos cos cos cos cos 1r r r                

令 s＝ cos cos cos cos        det A ＝ 3 2 1r r s rs     

 1A

1
0
0

 
 
 
  

＝ 3 2
1

1r r s rs   

2

2

2

1 cos cos cos cos
cos sin sin
sin sin cos

r r r
r r
r r

   
  
  

   
  
  

 

3. 瓢蟲的收斂點 P 之坐標可化簡為

2

3 2

2

3 2

2

3 2

1 cos cos cos cos
1

cos sin sin
1

sin sin cos
1

r r rx
r r s rs

r ry
r r s rs

r rz
r r s rs

   

  

  

   
    

     
 

    

 

 （s＝ cos cos cos cos     ） 

（二）各收斂點的軌跡方程式 

我們由（一）可知收斂點坐標

2

3 2

2

3 2

2

3 2

1 cos cos cos cos
1

cos sin sin
1

sin sin cos
1

r r rx
r r s rs

r ry
r r s rs

r rz
r r s rs

   

  

  

   
    

     
 

    

 

（s＝ cos cos cos cos     ），將三式平方和可得 2 2 2x y z   
2 2 2

2 2 2
3 2 3 2 3 2

1 cos cos cos cos cos sin sin sin sin cos=( ) ( ) ( )
1 1 1

r r r r r r r
r r s rs r r s rs r r s rs

             
 

           
      

2 2 2 2 2 3 4

3 2 2

1 2 (cos cos ) (1 4cos cos cos cos cos cos ) 2 (cos cos )=
( 1)

r r r r
r r s rs
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2 2 2 2 3 4

3 2 2

1 2 (1 2cos cos cos cos ) 2
( 1)

rk r k r k r
r r s rs

         


   
（ cos cosk    ）      

2 2 4 2 2

3 2 2

[(1 ) 2 (1 ) ] (cos cos 1)
( 1)

rk r rk r r
r r s rs

      


   
      

2 2

2 2 2

(1 cos cos )(1 cos cos )
(1 ) ( 1 )

rk r r r rk r r r
r r r rs

          


   
      

2 2

2 2 2

(1 cos cos )( 1 )
(1 ) ( 1 )

rk r r r r r rs
r r r rs

       


   
      

2

3 2

( cos cos 1)
(1 )( 1)

r r rk r
r r r s rs

    


    

2

3 2

( cos cos 1)(1 )
(1 )( 1)(1 )

r r rk r r
r r r s rs r

     


     
      

3 2 2

2 3 2

cos cos cos cos 1
(1 )( 1)

r r k r rk r
r r r s rs
       


    

      

2 3 2

2 3 2

1 2( cos cos 1) ( 1)
(1 ) ( 1)

r rk r r s rs
r r r s rs

        
 

     2

2 1
(1 )

x
r





      

2 2 2
2

2 1
(1 )

xx y z
r


   


      

2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 ( 1) 2 1 +
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

x x r x rx y z
r r r r r r r

  
        

      
      

2 2 2 2
2 2 2 2

2 1 =( )
(1 ) (1 ) 1

x rx y z
r r r

    
  

      
2 2

2 2
2 2

1 =
1 1

rx y z
r r

             
 

（三）結論：各收斂點存在於一個球心在 2

1 ,0,0
1 r
 
  

，半徑為 21
r
r

 
  

的球 S 上。 

     （如圖八） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ▲ 圖八 
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四、收斂面與配極直線 

（一）仰角與轉向角分別固定時所產生的收斂面 

透過動態幾何軟體，我們觀察到當仰角 與轉向角 分別固定時所產生的收斂點均位

於一圓上，如圖九中紅色的部分即為仰角 60.23  ，轉向角 為任意角時的收斂圓。

由於空間中的圓並無直接的方程式，故我們先求出這些收斂點所在的平面 E，再寫出

球面 S 與平面 E 的交圓方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

1. 我們取三個轉向角 ＝ 0、90、180分別求出三個瓢蟲的收斂點 A1、B1、C1 如下： 

當 ＝ 0時，收斂點坐標 A1 為          

       
2 2

3 2 3 2
1 cos cos sin sin,0,

2cos 1 2cos 1 1 2cos 1 2cos 1 1
r r r r r

r r r r r r
   

   
    
              

      

2 2
cos 1 sin,0,
2 cos 1 2 cos 1

r r
r r r r

 
 

          
 

當 ＝ 90時，收斂點坐標 B1 為      

定理二：當瓢蟲固定仰角
2 2
 

     
 

，改變轉向角 (0 2 )    時的收斂點 P 均位於

一平面    1 : sin cos 1 0E r x r z    上。反之，若固定轉向角 (0 2 )    ，

改變仰角
2 2
 

     
 

時，收斂點 P 均位於一平面

 2 : sin cos sinE x r y     上。 

PHI = 28.32

THETA = 60.23

收斂點

z

x y

O
K J

theta(鉛直 )

phi(水平)

▲ 圖九 
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2

3 2 3 2 3 2

1 cos cos sin, ,
cos cos 1 cos cos 1 cos cos 1

r r r r
r r r r r r r r r

  
     

  
             

      

   
 

       2 2 2

cos1 cos sin, ,
1 cos 1 1 cos 1 1 cos 1

r rr r
r r r r r r r r r r r r

 
  

 
  
                

當 ＝180時，收斂點坐標 C1 為 

2 2

3 2 3 2

1 cos cos sin sin,0,
1 1

r r r r r
r r r r r r
       

         
 

      
cos 1 sin,0,
1 1 1 1

r r
r r r r

   
       

 

由 A1、B1、C1 三點可得      

1 1 2 2 2 2
cos 1 cos 1 sin sin,0,
2 cos 1 1 2 cos 1 1

r r r rC A
r r r r r r

   
 

               


         

 2 2
1 1 cos 1,0, sin

2 cos 1 1
r r

r r r
 


         

 

    1 1 cos 1,0, sinC A r r   


//       

 1 1 2 2

1 1 1 cos , 1, sin
( 1)( cos 1) 1

C B r r r
r r r r r

 


 
          


      

 1 1 // 1 cos , 1, sinC B r r r   


 

1 1 1 1 ( sin ,0, cos 1)C A C B r r   
 

//  

代入 C1 得平面 1E 方程式 2 2
cos 1 sinsin ( ) ( cos 1)( ) 0

1 1
r rr x r z

r r
  

    
 

      

1 : ( sin ) ( cos 1) 0E r x r z      

2. 當 0  ，收斂點坐標 A2 為

       
2 2

3 2 3 2
1 cos cos sin sin, ,0

2cos 1 2cos 1 1 2cos 1 2cos 1 1
r r r r r

r r r r r r
   

   
    
              

2 2

cos 1 sin, ,0
2 cos 1 2 cos 1

r r
r r r r

 
 

  
        

 

當 180   ，收斂點坐標 C2 為 

2 2

3 2 3 2

1 cos cos sin sin, ,0
1 1

r r r r r
r r r r r r
        

         
2 2

cos 1 sin, ,0
1 1

r r
r r
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當 90  ，收斂點坐標 B2 為 

2 2

3 2 3 2 3 2

1 cos sin cos, ,
cos cos 1 cos cos 1 cos cos 1

r r r r
r r r r r r r r r

  
     

   
             

 

當 270   ，收斂點坐標 D2 為

2 2

3 2 3 2 3 2

1 cos sin cos, ,
cos cos 1 cos cos 1 cos cos 1

r r r r
r r r r r r r r r

  
     

    
             

 2 2// cos ,sin ,0A C r 


，  2 2// 0,0,1 cosB D r 


 

2 2 2 2A C B D
 

=    cos ,sin ,0 0,0,1 cosr r      // sin , cos ,0r   

代入 C2 得平面 2E 方程式  sin cos sinx r y      

（二）固定點的探討 

我們改變 後交圓

2 2
2 2

2 2
1

1 =: 1 1
sin ( cos 1) 0

rx y zC r r
r x r z 

            
   

會隨著 的不同而產生各種大

小不同的圓，我們觀察到當仰角 逐漸變小時，收斂圓也會逐漸縮小。（如圖十） 

            

 

 

                    

       

 

 

 

 

 

 

                                             

                                             

THETA = 51.31

收斂點

z

x y

O

THETA = 62.10

收斂點

z

x y

O

THETA = 39.74

收斂點

z

x y

O

THETA = 36.98

收斂點

z

x y

O

▲ 圖十 
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其中圖十右下角的圖形是我們感興趣的，這個圖形表示瓢蟲若固定某個仰角行走， 

則不論轉向角 為幾度瓢蟲都會收斂於該點上，以下我們稱此點為固定點。 

【證明】 

1. 已知球 S 的球心為 2
1( ,0,0)

1 r
，半徑為 21

r
r

，當收斂圓變成一點時，球面 S 與平

面 E 恰好相切，故   2,
1

rd S E
r




2

22 2 2

1sin
1

1sin ( cos 1)

r
r r

rr r



 


 
 

         

2
2 2 2 2

2 2

1sin ( ) sin ( cos 1)
1 1

rr r r
r r

        
         

2 2 2 2 2
2 2

1sin ( ) ( ) 2 cos 1
1 1

rr r r
r r

       
         

2 2sin 2 cos 1r r     2 2cos 2 cos 0r r              

cos r  1cos r     

故當瓢蟲仰角 1cos r   時，不論轉向角 為幾度，瓢蟲均會收斂於一點。 

2. 將 1cos r   代入收斂點 P 

2

3 2

2

3 2

2

3 2

1 cos cos cos cos
1

cos sin sin
1

sin sin cos
1

r r rx
r r s rs

r ry
r r s rs

r rz
r r s rs

   

  

  

   
    

     
 

    

         

（s＝ cos cos cos cos     ）後可得  
2

2
1, , 1,0,

1
r rx y z

r

 
    

。 

 

 

 

 

定理三：當瓢蟲的仰角 1cos r  與 1cos r 時，不論轉向角 為幾度，瓢蟲分別收斂於   

        固定點 A
2

2
11,0,

1
r r

r

 
   

與 B
2

2
11,0,

1
r r

r

 
   

。 
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（三）配極直線的產生 

【證明】 

1. 平面 1E 對於球面 S 的極點即為平面 1E 與球面 S 之截圓

2 2
2 2

2 2
1

1 =: 1 1
sin ( cos 1) 0

rx y zC r r
r x r z 

            
   

的圓心 D 對於球 S 的反演點 H，即

2

2(  , )
1

rI S
rD H

 
   ，又因為 1C 的圓心 D 必過球心 S 與固定點 A、B，故 H 必落在

直線 AB


上（A、B 為定理三中的固定點）（如圖十一左圖） 

2. 同理，若空間中一點 K 為平面 2E 對於球面 S 的極點，則 K 必落在 y 軸上。 

   (如圖十一右圖) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

定理四：已知點 H 為平面 1E 對於球面 S 的極點，則 H 必落在直線

AB 上（A、B 為定理

三中的固定點）。同理，若點 K 為平面 2E 對於球面 S 的極點，則 K 必落在 y 軸

上。意即：直線

AB 與 y 軸為球面 S 的配極直線。 

        （註： 1E 為恆通過 y 軸的平面， 2E 為恆通過

AB 的平面） 

▲ 圖十一 
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五、行走軌跡的模式分析 

    對於瓢蟲的行走模式，從繞行來看，則瓢蟲為先繞 y 軸旋轉 ( ) 角再繞 z 軸旋轉 角， 

    接著移動的距離為前一段的 r 倍，持續不斷走下去。但我們好奇的是，矩陣 MK 在瓢蟲    

    的行走模式中扮演的角色為何？  

（一）說明瓢蟲行走所繞的軸 L 

令

cos cos sin sin cos
cos sin cos sin sin

sin 0 cos
MK T

    
    
 

  
    
  

，旋轉軸向量 v


      

( )T v v 
 

( ) 0T v v  
 

( ) 0T I v  


      

cos cos 1 sin sin cos
cos sin cos 1 sin sin 0

sin 0 cos 1
v

    
    
 

   
     

  


 

我們令向量  = , ,v x y z


，則

 
 

 

cos cos 1 sin sin cos 0

cos sin cos 1 sin sin 0

sin cos 1 0

x y z

x y z

x z

    

    

 

       


      
     

      

   sin cos 1
, , cos 1,sin ,

1 cos
x y z

 
 


 

    
               

       cos 1 1 cos ,sin 1 cos ,sin cos 1                         

 ,sin sin sin (cos 1),sin (cos 1)          

又因為瓢蟲的收斂點為 P，故可得瓢蟲所繞的軸 L 之參數式為      

定理五：瓢蟲是以直線 L 為旋轉軸，每次轉向角為 α 的等比繞行模式。其中 L 的參數式為 

        

 
 
 

 
sin sin

sin cos 1 ,

sin cos 1

x t

y t t

z t

 

 

 

   
        


      

 ，  , ,   為收斂點 P 之坐標；  

        轉向角 1 cos cos cos cos 1cos
2
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sin sin

sin cos 1 ,

sin cos 1

x t

y t t

z t

 

 

 

   
       


      

 ，  , , P   為收斂點 之坐標 。（如圖十二） 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）說明瓢蟲行走的轉向角 α 

在舊基底  1 2 3, ,e e e  下，瓢蟲的行走雖為旋轉，但卻難以掌握。因此，我們取平行旋   

轉軸的向量 3 ,
sin sin sin (cos 1) sin (cos 1)' ,

2sin 2sin 2sin
e              

與另取兩個單位正交向量

1 'e , 2 'e 形成新的有序基底  1 2 3' ', ', 'e e e  ， 

令 
cos cos sin sin cos
cos sin cos sin sin

sin 0 cos
T MK

    
    
 



  
    
  

， 

則由換底公式：    1
'

P T P T
 

 可得  '
T


=

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

 
 

 
 
 
  

， 

即 -1

cos cos sin sin cos cos sin 0
cos sin cos sin sin sin cos 0

sin 0 cos 0 0 1
P P

      
      
 

      
         
        

 

因為存在可逆矩陣 P 使得    1
'

P T P T
 

 ，所以矩陣 T

、  '

T


相似，故兩矩陣之跡

數(trace)相同。      

cos cos cos cos 1 2cos        
cos cos cos cos 1cos

2
      

         

▲ 圖十二 
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所以 1 cos cos cos cos 1cos
2

   
       

 
。 

 

六、發現位似旋轉變換 

（一）瓢蟲的收斂點 P 與各轉向點 nP 滿足  1n nP P r P P n 
 

。 

【證明】 

瓢蟲的收斂點 P 之坐標為 

   2 12 1

1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

nnP rMK r MK r MK 

       
                   
              

    1
1
0
0

I rMK





   
        
      

 

瓢蟲的第 n 個轉向點 nP  1 1 2 2 3 1n nOP PP P P P P   
   

 

nP   
1
0
0

 
 
 
  

+
1
0
0

rMK
 
 
 
  

+  22r MK
1
0
0

 
 
 
  

+  33r MK   11

1 1
0 0
0 0

nnr MK 

   
       
      

         

     1
1
0
0

nI rMK I rMK 
 
     
  

  nI rMK




 
    
  

 nrMK
 
 
 

   
       
      

      

   n n
nP P rMK rMK

   
   
   

        
                    
                


  1nrMK rMK






 
   
  

1nrMK P P


      

由於 MK 為旋轉矩陣，故由旋轉不變量可得 1n nP P r P P
 

。 

（二）位似旋轉變換 

   在此我們令 0O P  

設T MK ，T 表示物件繞矩陣 MK 的旋轉軸 L 轉動 的變換， 

設 0 0 1 1( ) ', ( ) ', , ( ) 'n nT P P T P P T P P      

定理六：瓢蟲的繞行為以 P 為旋轉中心、位似比為 r、旋轉角為 α、旋轉軸為 L 的位似旋 

        轉變換。 
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由於 P 在旋轉軸 L 上 

0 0 1 1( ) ', ( ) ',..., ( ) 'n nT PP PP T PP PP T PP PP     
     

 

1 0 0( ) 'PP rT PP r PP  
  

 1 0( )PP r PP
 

 

1 1( ) 'n n nPP rT PP r PP    
  

 

1, ',n nP P P 三點共線。 

透過旋轉不變量可知 0 1 0 1 1 2 1 2 1 1' ',  ' ', ,  ' 'n n n nPP P PP P PPP PP P PP P PP P              

所以 0 1 1 2 2 3 1~ ~ ~ ... ~ ( )n nPP P PPP PP P PP P n N     且 1n nPP P 為 2 1n nPP P  以 P 位似旋轉

 角的結果。 

故瓢蟲的繞行為以 P 為旋轉中心、位似比為 r、旋轉角為 、旋轉軸為 L 的位似旋轉

變換。 

（三）以圖說明 

從上述的證明與圖十三可知，瓢蟲從 0P 點出發，繞 L 軸旋轉 角後來到 0 'P ，而後以 P

為伸縮中心縮放 r 倍來到 1P；接著繞 L 軸旋轉 角後來到 1 'P ，再以 P 為伸縮中心縮放 r

倍來到 2P ，以此類推繼續不斷，這就是瓢蟲的收斂行走模式，也因此我們可知瓢蟲的

原點及轉向點 0 1 2, , ,..., nP P P P 應屬於同一個直圓錐面。 

     

L








P4

P3'

P3

P2'

P2

P1'P1

P0'P0

P

 

 
▲圖十三 
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七、瓢蟲各轉向點 nP 所在的圓錐面 

定理七：給定新基底  1 2 3' ', ', 'e e e  下，其中 1 ' MOe
MO



 ， 

3 ,
sin sin sin (cos 1) sin (cos 1)' ,

2sin 2sin 2sin
e              

， 2 'e 為 1 3' 'e e 的單位向量，若以原點

對軸 L 的投影點 M 為新原點，則瓢蟲繞行軌跡所在的錐面 Γ 之方程式為

2
2 2 2 c zx y a

c
    

 
 ，其中  ,a d O L ， c PM


。 

（一）證明圓錐面方程式 

【證明】 

給定新基底  1 2 3' ', ', 'e e e  ，並以原點 O 對軸 L 的投影點 M 為新原點下，瓢蟲的起始

點為  ,0,0a ， a MO


，旋轉軸向量     sin sin , sin cos 1 ,sin cos 1v         


 

      
2 2 2

3 2 3 2 3 2

1 cos cos cos cos cos sin sin sin sin cos, ,
1 1 1

r r r r r r rPO
r r s rs r r s rs r r s rs

                               


 

      2
PO vPM v

v


 

    

      

  
    

2

3 2

2

sin sin 1 1
1 sin sin , sin cos 1 ,sin cos 1

4sin

r r s
r r s rs

 

     


  

       

  
          

2

3 2

sin sin 1 1
sin sin , sin cos 1 ,sin cos 1

3 1 1
r r s

s s r r s rs
 

     
  

   
    

 

      MO PO PM  
  

 

      則
       3 2

1 , ,
3 1 1

MO x y z
s s r r s rs
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▲ 圖十四 

      
          
        

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 1 1 cos cos cos cos sin sin 1 1

3 1 cos sin sin sin sin 1 1 1 cos

3 1 sin sin cos sin sin 1 1 1 cos

x s s r r r r r s

y s s r r r r s

z s s r r r r s

     

     

     

          
         


        

 

  
2 2 2 2

2MO PO PM PO PO PM PM       
 

      
             

     

2 2
22 2 2 2 2 2 3 2

2

22 2 3 2

3 1 sin sin 1 1 2sin sin 3 1 1 1 1

3 1 1

s s PO r r s v s s r r s r r s rs PO v
MO

s s r r s rs

                      
    

   
      

              
     

2 2
22 2 2 2 2 2 3 2

3 2

3 1 sin sin 1 1 2sin sin 3 1 1 1 1

3 1 1

s s PO r r s v s s r r s r r s rs PO v
MO a

s s r r s rs

                     
  

    

   

收斂點坐標為 P (0,0, )c c PM  
 


，在新的 xy 平面與圓錐的截面上取一點 

S  cos , sin ,0a a  ，則  cos , sin ,PS a a c  


，所以

cos
sin

x a t
PS y a t

z c ct





 
  


 

 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2

cos +sinx y a t a t

c zt
c

    


     
 

圓錐面Γ的方程式為
2

2 2 2 c zx y a
c
    

 

（如圖十四） 
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八、瓢蟲各轉向點 nP 所在的等角螺線 

定理八：給定新基底  1 2 3' ', ', 'e e e  ，及新原點 M，瓢蟲的收斂點均位於等角螺線 G 上， 

G＝

cos
sin ( )

(1 )

t

t

t

x ar t
y ar t t
z c r





 


 
  

 。 

（一）在新基底下，瓢蟲的轉向點坐標為   cos , sin , 1 ( 0,1,2......)n n nar n ar n c r n     

      【證明】 

因為新基底下的 z 軸即為瓢蟲繞行的旋轉軸，所以瓢蟲從  ,0,0a 不斷繞 z 軸轉 角且

與收斂點距離不斷縮為 r 倍，也就是與收斂點相距高度不斷縮為 r 倍，所以第 n 次旋

轉後高度上升為 (1 )nc r ，轉向點坐標可以寫成

    cos , sin , 1 ( 0 )n n nar n ar n c r n     。 

（二）在新基底 ' 下，瓢蟲繞行的轉向點在一等角螺線 G 上 

我們將轉向點坐標中的  0,1,2......n n  換成  t t 即可得參數式 

      G＝

 

cos
sin ( )

1

t

t

t

x ar t
y ar t t

z c r





 
  
  

 ，以下我們將證明 G 所繪出的曲線為空間中的等角螺線 

     【證明】 

      軌跡之等角性質： 

       f  為瓢蟲軌跡所在曲線 G 在新的 xy 平面上之投影，則  f ar

   

      曲線 G 上一點  cos , sin ,t t t
tP ar t ar t c cr   cos , sin ,ar ar c cr

  
   

 
  
 

 

      （ 為旋轉角， 為任意角） 

            cos , sin , cos , sin , tan tant
cPP ar ar cr f f f
a

  
          

          
  


 

      令 nPP


與其切向量           ' cos sin , ' sin cos , ' tanf f f f f           夾角 
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      ' ，則: 

         
     

2

2 2 2 22 2 2 2

' ' tan 1cos '
tan cos 1cos sin tan ' 1 tan

f f

f f

  


      


 

   
 

      tan ' tan cos    定值。 

（三）瓢蟲的收斂點均位於等角螺線 G 上。（如圖十五） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

▲ 圖十五 
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九、等比繞行與大自然的意向 

（一）蕨類 

當我們一看到各轉向點的軌跡就馬上對蕨類有了聯想，那彎曲的形狀好似正開展的蕨類，

圖中的等角螺線與蕨類是否很相似呢? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）山羊 

當我們從收斂點上方俯瞰瓢蟲行走軌跡所在的螺線，看起來像羊的犄角，同樣是照著螺線

的模式生長，且其犄角呈螺線狀在打鬥時有減震的功能。兩者不約而同的相似，是不是很

神奇呢? 

 

 

 

（ 

 

 

 

 

（三）蝸牛殼 

 ▲ 圖十七 

▲ 圖十六 
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因為自然界中螺線隨處可見，因此我們猜想瓢蟲行走軌跡所在的等角螺線和自然界應當有

某種關聯性，即使是小小的蝸牛殼都和瓢蟲的等角螺線相似。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四)銀河系 

令我們驚奇的是，在浩瀚的宇宙中也可以找到相似的等角螺線。 

 

 

 

 

 

 

        

 

 

 

▲ 圖十八 

▲ 圖十九 
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伍、討論 

研究的過程中我們從空間中的狀態回顧平面的收斂模式，我們討論如下： 

一、平面上（仰角  時） 

雖然歷屆作品對於平面上的研究已算完整，但我們嘗試著從較高的觀點來看平面上的 

收斂型態，平面上的收斂可以看成如下： 

（一）Möbius 變換：   2 11
1

f z z z
z

    


 在複數平面上屬於保角變換，也就是說 

 如果原本  cos sinz r i   在一個半徑為 r 的圓上，則
1

1 z
當然也就是個圓。 

（二）反演變換：基本上會有反演的產生是源自於（一），因為複平面上   1f z
z

 就是一   

 個反演變換，所以可以看成是圓  1, r 對單位圓作反演後的結果。 

二、空間中 

空間中的狀況是以矩陣操作，所以我們從兩個面向來談：位似旋轉、仿射 

（一）位似旋轉變換 

由於 P 點到兩相異定點O 、 1P 之距離的比例為1: r ，從阿波羅圓的角度來看，P

點所形成的圖形為圓，又因為瓢蟲為空間行走，所以可以猜測瓢蟲的收斂點 P 所

成的軌跡為一個球 S，我們予以計算如下：令 P 點的坐標為  , ,x y z ，則：

 22 2 2 2 2: 1 1:x y z x y z r      ，化簡後就可以得到方程式

2 2
2 2

2 2

1 =
1 1

rx y z
r r

            
，故各收斂點存在於一個球心在 2

1
1 r
 
  

，0，0 ，且

半徑為 21
r
r

 
  

的球 S 上。 

    （二）仿射：  

回歸到最原始的初衷～三維空間中的點吸子。向量空間中進行一次線性變換(包含

放大、縮小、旋轉、鏡射、推移)並接上一個平移，其中若線性變換為一收縮變換，

那麼不斷進行收縮平移映射就可以製造出具有精確自我相似特性的分形。並非每

個變換都有吸子，必須是「收縮」變換才會有吸子，而且單一收縮變換的吸子是
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一個點，多個收縮變換的聯集也有吸子，是一個由無窮多個點所組成的圖形。在

我們的作品中，瓢蟲的轉向點 nP 就是仿射變換

1
0
0

x x
T y rMK y

z z

     
           
          

，將初始值

1
0
0

 
 
 
  

輸入後迭代 n 次的結果，由於 rMK 為收縮及旋轉變換，所以吸子為一個單點，

也就是我們的收斂點 P，若讓瓢蟲在每個轉向點有多種不同旋轉角度和收縮倍數

的選擇，同時顯示所有行走軌跡，那麼圖形就會是數個收縮變換的聯集，成為一

更複雜的碎形，圖二十即為瓢蟲經過兩個相異的伸縮旋轉變換的競爭下所得到的

碎形結構圖。 

 

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ▲ 圖二十 
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碎形在自然界隨處可見，雪花晶體、樹幹枝椏、血管分支、海岸沿線、雲彩的

邊緣以及天空的閃電都是碎形，就連瓢蟲行走軌跡也不例外。碎形強調空間感，

所以碎形的美學也必須有空間性的呈現。這種空間感，蘊涵著無窮的套嵌結構，

這種結構的套嵌性，帶給了碎形藝術極大的豐富與無窮的創造力，因此空間中

的瓢蟲行走比平面的狀態更具吸引力。 
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陸、研究結果架構圖 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

研究結果 一 
當瓢蟲的轉向角為 (0 2 )    ，

仰角為
2 2
 

     
 

時，各收斂點

均位於球面 S 上。 
 

研究結果 二 
瓢蟲分別固定仰角 與轉向角 時

的 收 斂 點 P 均 位 於 一 平 面 上

 1 2,E E 。亦即，瓢蟲的收斂點位

於球面 S 與平面  1 2或E E 的交圓

上。 

研究結果 三 
當瓢蟲的仰角 1cos r  與 1cos r
時，不論轉向角 為幾度，瓢蟲分

別收斂於固定點 A 與 B。 

討論 

瓢蟲行走即為仿射變換

1
0
0

x x
T y rMK y

z z

      
             
            

後的結果，也因此在多重變

換的競爭下，其行走的軌跡圖為一碎形。 

研究結果 五 
瓢蟲是以直線 L 為旋轉軸，每次轉向

角為α的等比繞行模式。 

研究結果 六 
瓢蟲的繞行為以 P 為旋轉中心、位

似比為 r、旋轉角為 、旋轉軸為 L
的位似旋轉變換。 

研究結果 七 

在新基底  1 2 3' ', ', '  e e e 下，瓢蟲繞

行軌跡在錐面 Γ 方程式上。 

研究結果 八 
在新基底 ' 下，瓢蟲繞行的原點及

轉向點均在一等角螺線 G 上。 

空間點吸

子的聯想

建立瓢蟲

的行走定 

 義。 

研究結果 四 

直線

AB 與 y 軸恰為球面 S的配極直

線。 
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柒、研究結果 

一、當瓢蟲的轉向角為 (0 2 )    仰角為
2 2
 

     
 

時，各收斂點 P 均位於

（
2 2

2 2
2 2

1:
1 1

rS x y z
r r

             
）。 

二、當瓢蟲固定仰角
2 2
 

     
 

，改變轉向角 (0 2 )    時的收斂點 P 均位於一平面

   1 : sin cos 1 0E r x r z    上。反之，若固定轉向角 (0 2 )    ，改變仰角

2 2
 

     
 

時，收斂點 P 均位於一平面  2 : sin cos sinE x r y     上。 

三、當瓢蟲的仰角 1cos r  與 1cos r 時，不論轉向角 為幾度，瓢蟲分別收斂於固定點

A
2

2
11,0,

1
r r

r

 
   

與 B
2

2
11,0,

1
r r

r

 
   

。 

四、已知點 H 為平面 1E 對於球面 S 的極點，則 H 必落在直線 AB


上。同理，若點 K 為平面 2E

對於球面 S 的極點，則 K 必落在 y 軸上。意即：直線 AB


與 y 軸為球面 S 的配極直線。 

五、瓢蟲是以直線 L 為旋轉軸，每次轉向角為 α 的等比繞行模式。其中 L 的參數式為

 
 
 

 
sin sin

sin cos 1 ,

sin cos 1

x t

y t t

z t

 

 

 

   
       


      

 ，  , , P   為收斂點 之坐標 ； 

轉向角 1 cos cos cos cos 1cos
2

   
       

 
。 

六、瓢蟲的繞行為以 P 為旋轉中心、位似比為 r、旋轉角為 、旋轉軸為 L 的位似旋轉變換。 

七、在新基底  1 2 3' ', ', 'e e e  下，瓢蟲繞行軌跡所在的錐面 Γ 的方程式為
2

2 2 2 c zx y a
c
    

 
。 

八、在新基底  1 2 3' ', ', 'e e e  下，瓢蟲繞行的原點及轉向點均在一等角螺線 G 上， 

G＝
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 。 
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九、瓢蟲行走即為仿射變換

1
0
0

x x
T y rMK y

z z

      
             
            

後的結果，也因此在多重變換的競爭下，

其行走的軌跡圖為一碎形。 
 

捌、討論與推廣 

除了上述的討論外，亦可做更深入的研究如下： 

一、我們探討了瓢蟲同時繞 y 軸與 z 軸旋轉的運動情形。而倘若瓢蟲同時繞 x、y、z 軸又或者

當旋轉矩陣順序對調的運動又是如何? 

二、研究的過程中，關於軸的運算我們曾看過相關文獻以四元數處理空間中的旋轉問題。因

此，我們的研究問題能否由四元數簡化計算，也是未來可以深入探討的部分。 

三、在「動手玩碎形」裡曾提及碎形、吸子間的關係，而我們的研究具有吸子與碎形，倘若

加入隨機的想法，收斂點 P 軌跡為何？有待未來研究。 
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【評語】040411  

本作品探討立體等比繞行的問題，是平面等比繞行的不錯推廣。

對於收歛點軌跡、截圓、固定點、旋轉軸、繞行錐面等均有完整探

討。但是定理二的證明只有針對三個特殊角，定理五的旋轉軸 L從

幾何直觀上並不唯一，位似比與位似旋轉變換並無明確定義，最後

與碎形的圖形關聯過於薄弱，是本作品尚待改進之處。 
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