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摘要 

    因要轉達消息至全班同學，而開始探討如何有效的將訊息傳達至每一位同學手中，利用

圖論中樹的分析架構，轉化為實際的樹狀結構，並訂出最快的處理策略：整合+互補+傳達，

找出在 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人，則最快讓此 m 個人擁

有所有的訊息的次數為
2

1 1

m n m n
n

n n

            
，其中 2m n ，並以此思維架構化簡更為精簡圖

形架構模型。 

 

 

壹、研究動機 

某天放學，導師告知一群尚未離校的同學隔日課程調動，原訂服裝將由制服更改為體育

服，並請這些同學以電話通知將此訊息轉告至班上所有同學。 

因此，我們對這訊息傳達過程產生了強烈的好奇心，現在是個講求效率的社會，利用最

少成本達到最大效益已經是必要的條件。如何才能利用最少的傳遞次數使所有人均得知訊

息。我們反覆畫出訊息傳遞的可能，希望能夠利用此次科展的機會，得出傳遞所能的夠的「最

佳」且「最快」方式，並能廣泛運用於生活中。 

 

貳、研究目的 

一、分析對談過程，以釐清整合方式的差異。 

二、證明最佳的對談模式。 

三、找尋最佳對談次數的函數關係。 

四、簡化對談流程。 

 

參、研究設備及器材 

一、紙、筆 

二、excel、c# 

肆、研究過程及方法 

一、對談 

    例子 1： 

    設有 4 個人，且每一個人擁有一個訊息且訊息都不同，即 A1 擁有 1 號訊息，A2 擁有 2 號

訊息，A3 擁有 3 號訊息，A4 擁有 4 號訊息，每一次的對談，都將手中彼此的訊息交換，則此

4 個人對談的一種過程如表 1-1 所示，一共需要 4 個步驟可讓此 4 人擁有全部的訊息： 
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步

驟 
對談人員 訊息狀態 

圖示 

對談前狀態 對談後狀態 

1 A1 和 A3 

A1 

A2 

A3 

A4 

1,3 

2 

1,3 

4 

 

 

  

2 A2 和 A4 

A1 

A2 

A3 

A4 

1,3 

2,4 

1,3 

2,4 

 

 

  

3 A1 和 A2 

A1 

A2 

A3 

A4 

 

 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

1,3 

2,4 

 

4 A3 和 A4 

A1 

A2 

A3 

A4 

 

 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

  

《表 1-1：總人數 4 人，每次交談人數為 2 人的對談過程》 

    例子 2： 

    設有 4 個人，每一個人擁有一個訊息且訊息都不同，即 A1 擁有 1 號訊息，A2 擁有 2 號訊

息，A3 擁有 3 號訊息，A4 擁有 4 號訊息，每一次可參與對談的人數為 3 人，對談後都將手中

彼此的訊息交換，則此 4 個人對談的過程如表 1-2，需要 3 次可讓此 4 人擁有全部的訊息 

步

驟 
對談人員 訊息狀態 

圖示 

對談前狀態 對談後狀態 

1 A1、A2 和 A3 

A1 

A2 

A3 

A4 

1,2,3 

1,2,3 

1,2,3 

4 

 

 

  

1,3 

A1 

1,3 

A3 

2

A2

4

A4

1,3

A1

2

A2

1,3

A3

4

A4

1,3 

A1 

1,3 

A3 

2,4

A2

2,4

A4

1,3

A1

1,3

A3

2,4

A2

2,4

A4

1,2,3,4

A1

1,3

A3

1,2,3,4

A2

2,4

A4

1,2,3,4 

A1 

1,2,3,4 

A3 

1,2,3,4

A2

1,2,3,4

A4

1,2,3 

A1

1,2,3 

A3 

1,2,3

A2

4

A4

1

A1

3

A3

2

A2

4

A4

A1

3

A3

2

A2

4

A4

1,2,3,4 

A1 

1,3 

A3

1,2,3,4

A2

2,4

A4
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2 A2、A3 和 A4 

A1 

A2 

A3 

A4 

1,2,3 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

 

 

  

3 A1、A3 和 A4 

A1 

A2 

A3 

A4 

 

 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

1,2,3,4 

 

《表 1-2：總人數 4 人，每次交談人數為 3 人的對談過程》  

 

二、名詞定義： 

  (一)對談分類定義 

設 1 2 ..... nA A A、 、 、 分別為 n 個人所擁有訊息的集合，S 為全部的訊息所形成的集合，B 為

部分的訊息所形成的集合，則所有對談的過程分為三種狀況，描述如下： 

整合：當 1 2 ..... nA A A B    ，其中 | | | | | |iA B S  且，1 i n  時稱為整合步驟。 

互補：當 1 2 ..... nA A A S    ，其中 | | | |iA S ，1 i n  時稱為互補步驟。若滿足最小 k

值，使得 1 2 ..... kA A A S    ，則稱 1 2 ..... kA A A、 、 、 為互補基底，k 為互補基底數。 

傳達：當 1 2 ..... nA A A S    ，存在 | | | |iA S ，1 i n  時稱為傳達步驟。 

<說明> 

設所有的訊息有 6 條且這 6 條訊息都不同，分別以數字 1 到 6 進行編號，即全

部訊息 {1,2,3,4,5,6}S  。 

 

1、整合：例如 A1 擁有編號 1,2,3 訊息，A2 擁有編號 3,4,5 訊息以集合 1 {1,2,3}A  ， 

2 {3,4,5}A  經過A1及A2交談，則這兩個都擁有彼此的訊息為成 1 {1,2,3,4,5}A   

及 2 {1,2,3,4,5}A  如此訊息合併的對談過程稱為整合過程，如圖 2-1 所示。 

 
《圖 2-1：整合過程圖例》 

 

3,4,5 

A2 

1,2,3 

A1 

1,2,3,4,5 

A2 

1,2,3,4,5 

A1 

交談後

原訊息狀況 交談後訊息狀況 

1,2,3 

A1 

1,2,3,4 

A3 

1,2,3,4 

A2 

1,2,3,4 

A4 

1,2,3,4 

A1 

1,2,3,4

A2

1,2,3,4 

A3 

1,2,3,4

A4

1,2,3 

A1

1,2,3,4

A3

1,2,3,4

A2

1,2,3,4

A4

1,2,3

A1

1,2,3

A3

1,2,3

A2

4

A4
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2、互補：例如 A3 擁有編號 1,2,3 訊息，A4 擁有編號 3,4,5,6 訊息以集合表 3 {1,2,3}A  ， 

4 {3,4,5,6}A  經過 A1 及 A2 交談過則這兩個都擁有彼此的訊息，是為 

3 {1,2,3,4,5,6}A  及 4 {1,2,3,4,5,6}A  ，且 A3、A4 合併後為全部的訊息，則此

對談過程稱為互補過程，如下圖 2-2 所示。 

 
《圖 2-2：互補過程圖例》 

 

3、傳達：例如 A5 擁有編號 1,2,3,4,5,6 訊息(即全部的訊息)，A6 擁有編號 3,4,5,6 訊息，以 

集合表示 5 {1,2,3,4,5,6}A  、 6 {3,4,5,6}A  ，經過 A5 及 A6 交談則 A5 將手中完

整的訊息全傳給了 A6，為成 5 {1,2,3,4,5,6}A  及 6 {1,2,3,4,5,6}A  ，則 A5 將完

整的訊息傳出去的對談過程為傳達過程，如下圖 2-3 所示。 

 
《圖 2-3：傳達過程圖例》 

 

(二)樹的定義：樹 ( , )T V E ，由一個或是多個節點所構成之有限集合，且有一個特定節點

稱為樹根(root)。其中V 為節點所構成的集合，E 為連接邊所構成的集合；除去樹根的節

點可分為集合 1T 、 2T 、 3T … nT ，其中各集合亦為樹，則稱 1T 、 2T 、 3T … nT 為樹根之子樹。 

樹的專有名詞： 

1. 節點的階層數：由樹根到節點的最大距離稱為該節點的階層數。 

2. 樹的高度：樹中的節點具有最大的階層數稱為樹的高度。 

3. 葉節點：沒有子節點的節點稱為葉節點。 

4. 父節點、子節點：若 A1 和 A2 有邊相連(對談)後，A1 又和 A3 有邊相連(對談)，則稱 A1

為 A2 的父節點，A2 為 A1 的子節點。 

 

 

3,4,5,6 

A4 

1,2,3, 

A3 

原訊息狀況 

1,2,3,4,5,6 

A4 

1,2,3,4,5,6 

A3 

交談後

交談後訊息狀況 

3,4,5,6 

A6 
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A5 

原訊息狀況 

1,2,3,4,5,6 

A4 

1,2,3,4,5,6 

A3 

交談後

交談後訊息狀況 
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<說明> 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 2-4：樹的構念圖》 

以圖 2-4 為例，A7 為 A5 的父節點，反之 A5 為 A7 的子節點，A1 為整個樹的樹根(若訂為起

點 0)，則圖中 A5 出現兩次到 A1 的距離分別為 2 和 3，取最大值為 A5 的階層為 3，整個

樹中最大的階層為 3，因此樹的高度為 3。 

(三)平衡樹：當樹的高度為 h 且葉的階層皆為 h 或 h-1 時，則稱為平衡樹。 

(四)歪斜樹：當每一層節點的子節點為子樹的個數最多只有 1 個時，稱為歪斜樹。 

(五)上高斯符號：不小於 x 的最小整數，以符號 x   表示，性質： 

1. n x n x         ,其中 n N  

2. a b a b             ,其中 0, 0a b   

   (六)類高斯符號： 

      
 
0    ,    if   1

 ,   if   1 

x
x

x x

  
 

 

三、整合方式的差異 

    一開始我們先將問題進行簡化，若有 m 個人，而其中已知訊息人數為 1 人，及已知訊息

人數有 2 人，以此方向討論至 n 人，試圖找出處理的關鍵想法，來求得所需最少的交談次數。 

  

[定理 3-1]：設 m 人之中有 1 人已知訊息，每一次的對談人數為 2，則需要 m-1 次可將訊息全

部傳達完成。 

〈pf〉 

     因為每一個未知訊息的人都需要由已知的人傳達一次才會知道，故 m-1 個人需要 m-1

次的傳達次數，如圖 3-1 所示。 

A2 A1 A3 A4 

A1 

A1 

A1 

A5 A6 

A3 A5 A7 

A7 
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《圖 3-1：1 人已知所有訊息且每次 2 人對談，傳達至 m 人的圖例》 

[定理 3-2]：設 m 人之中有 2 人為已知訊息且此兩人的訊息皆不同，每一次的對談人數為 2，

則需要 m-1 次可將訊息全部傳達完成。 

〈pf〉 

     不失一般性，設 m 人分別為 A1,A2,A3,…,Am，其中 A1 及 A2 為己知訊息且 A1 A2，分為以

下狀況分別討論。 

Case1：分別傳達(即 A1,A2 各別獨立傳達至未知訊息者) 

Step1：A1 先將訊息依序(A3,A4,…,Am)傳達，需要 m-2 次。 

Step2：由 A2 依序(A3,A4,…,Am)傳達，需 m-2 次。 

再加上 A1、A2 之間的傳達 1 次， 

所以所需的傳達次數共為 2(m-2)+1=2m-3 次，如下圖 3-2。 

 
《圖 3-2：2 人已知訊息且每次 2 人對談，傳達至 m 人的圖例》 

Case2：先集中再傳達 

   Step1：A1 傳達至 A2，則 A1 及 A2 知道彼此訊息，需要 1 次。 

   Step2：再由 A1 或 A2 將訊息傳達至其他 m-2 人，需要 m-2 次。 

   所以所需的傳達次數共為 1+(m-2)=m-1 次，如下圖 3-3。 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 3-3：一次 2 人對談下，先整合至一人，再傳給 m 人之圖例》 

故 m 人中有 2 人知道訊息，且訊息皆不同，需 m-1 次才能傳達完成。 

A1 

A2 A3 A4 A5 Am …… 

Step1 

Step2 

A1 

A3 A4 A5 A6 Am 

A2 

…… 

Step1 

Step2 

A1 

A3 A4 A5 A6 Am 

A2 

…… 
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由以上討論我們可以知道傳達訊息需先將不同的訊息整合至少數人之中，再進行傳達所

需的次數，所得出的為最小值。 

因此我們訂出最小對談次數為：整合次數+傳達次數，依這個想法首先我們試圖找出整合

過程之間的關聯性。 

但在我們嘗試其他的畫法時，發現雖然同為整合次數+傳達次數，但最後所需要的對談次

數卻不相同。 

所以我們以 5 個人各自都擁有不同訊息，每次對談人數為 2 人為例，如圖 3-4 所示： 

我們分成上下兩種畫法，每一個紅圈內的人代表當次對談的人，皆由左至右對談，所以法(一)

花了 4 次進行集中，藍圈代表最後一次對談；法(二)也花了 4 次對談進行集中，但不同的是它

是先進行 A4 和 A5 的對談，再進行 A3 和 A4 對談。 

 

 

 

 

 

 

《圖 3-4：集中步驟比較》 

    而現在擁有全部訊息的人，我們現在就以塗藍色表示，但接下來的傳達步驟，如圖 3-5

所示，法(一)就必須再花 3 次對談(A4 和 A3 的對談，A4 和 A2 對談，A4 和 A1 對談)，讓所有人得

到全部訊息；而法(二)卻可以先利用 A5 和 A2 對談就可以讓這兩人同時擁有全部訊息(我們用藍

線表示)，接下來再讓 A1 和 A2 對談即可，所以只花了 2 次對談。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 3-5：傳達步驟比較》 

以集中次數+傳達次數來觀察： 

法(一)共花了： 4 3 7  次對談 

法(二)共花了： 4 2 6  次對談 

我們可以觀察到在傳達步驟時法(二)的關鍵步驟是：A5 和 A2 對談，因為此次對談一次就讓 2

人擁有所有訊息，而其他次的對談都只能多讓 1 人擁有所有訊息(另一人一定是本來就擁有所

A1 A2 A3 A4 

A4 A2 A3 A1 

法(一) 

法(二) 

A5 

A5 

傳達步驟 

A1 A2 A3 A4 

A4 A2 A3 A1 

法(一) 

法(二) 

A5 

A5 

整合步驟 
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有訊息)，所以我們有必要把這種狀況獨立出來，於是，我們將對談次數訂為：整合次數+互

補次數+傳達次數。 

 

問題一：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人，則最少需要幾次，

可讓此 m 個人的訊息集中到 n 個人，且此 n 個人中無人知道全部的訊息？ 

 

[引理一]：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人，則整合次數的最

小值為 
1

m n

n

 
  

。 

《說明》： 

第一次對談可整合 n 個人的訊息，之後每一次對談最多可增加 1n  個人的訊息，因此

整合的過程是首項 1a n ，公差 1d n  的等差數列，設所需要的次數為 x ，則可寫出關係式

( 1)n n x m   ，即可得到
1

m n
x

n





，故最少需要次數為

1

m n

n

 
  

。 

 

經過以上的說明，我們發現此代數想法可用圖形的方式來進行呈現，因此利用樹的結

構以圖形的方式呈現這樣的想法，如圖 3-6 所示以 2n  為例，在圖中我們發現此圖所呈現的

為樹中高度層數最多的歪斜樹，其中葉節點為不同訊息，將其整合至父節點的過程，因此我

們開始猜測如果用不同方式來整合是否可能用更少的次數整合完畢，於是另一種樹的結構呈

現在下一個探討目標—平衡樹。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 3-6：歪斜樹(循序整合)》 

A1 

A3 

A4 

A5 

A6 

Am 

A2 

A1 

A1 

A1 

A1 

A1 

A1 

……
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[引理二]：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人，平衡樹的整合次

數為
1

k
i

i

m

n
 ，其中 1 ( 1) i

i i

m
m m n

n
      

， 1m m ， 1min( 0 )i im m
k i

n n
 

   
 

。

《說明》 

為了方便計算及次序性，原本總人數是 m 人，我們將它改為 1m 人。以平衡樹整合時，

在第一層我們會先以每 n 人一組進行對談，每組內的人不重複，所以需要 1m

n
 
  

次對談，但若

現在總人數只有 n 人時，依照定義，我們知道不需要整合才對(也就是需要 0 步整合)，所以我

們再將第一層的整合次數符號改成類高斯符號 1m

n
，其中

 
0    ,    if   1

,   if   1 

x
x

x x

  
。到第二層整

合時，我們只需要將第一層整合過的每組派出1人當代表，再加上在第一層整合時，沒被分組

交談餘下的人，即是這組需要整合的訊息個數 2m  

( 2m 第一層整合組數(次數)+第一層餘下未交談的人數 1 1
1= ( )

m m
m n

n n
   ， 

為了方便運算，且若 1
1 0

m
m n

n
   就代表不需要再整合，排除這狀況，我們用 

「高斯符號」來表示其精神，於是 1 1
2 1= ( )

m m
m m n

n n
           

1
1= ( 1)

m
m n

n
      

) 

第三層的整合次數也同理於前面方式，於是第三層的訊息個數有 2
3 2 ( 1)

m
m m n

n
      

個，且

該層整合的次數為 3m

n
，最後平衡樹的整合次數為： 1 2

1

...
k

k i

i

m mm m

n n n n

    ，其

中 1 ( 1) i
i i

m
m m n

n
      

。 

以圖 3-7 為例：設 7 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 2 個人。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 3-7：平衡樹(樹狀整合)》 

A4 A3 A5 A2 A1 A6 A7 

A1 A3 A5 

A1 A5 

A1 

A7 

第一層整合

第二層整合

第三層整合
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在第一層整合：我們將全部人每 2 個分成一組，所以需要對談
7 7

3
2 2

    
次，且會餘下 7P 沒

有對談過。 

在第二層整合：將第一層對談過的每組派出1人當代表，再加上在第一層整合時，加上沒被分

組交談餘下的人( 7P )，所以共有 1
2 1

7
= ( 1) 7 (2 1) 4

2

m
m m n

n
               

個不

同的訊息待整合，於是需要
4 4

2
2 2

    
次對談。 

在第二層整合：同理共有 2
3 2

4
= ( 1) 4 (2 1) 2

2

m
m m n

n
               

個不同的訊息待整合，於

是需要
2

0
2

 次對談。 

所以我們若要使用平衡數整合，就需要
3

1

7 4 2
5

2 2 2
i

i

m

n

    次整合步驟。 

有了這樣的想法，我們先利用程式來協助我們確定平衡樹及歪斜樹的整合次數是否相同，經

過有限的測試，初步肯定這樣的想法，如圖(3-8)所示。 

 

《圖 3-8：用軟體確認整合次數相同》 

 

[定理 3-3]：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人，則歪斜樹的整

合次數與平衡樹的整合次數相同。 

符號解釋： x：高斯符號 

 
0    ,    if   1

 ,   if   1 

x
x

x x

  
 

 

為了方便閱讀，原本總人數是 m 人，改為 1m 人，由引理一及引理二的定義得知：令有 1m 人，

每次 n 人對談，則歪斜樹的整合次數 1

1

m n

n

    
。 
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                平衡樹的整合次數 1 2 ... kmm m

n n n
     

                                其中

1
2 1

2
3 2

3
4 3

( 1)

( 1)

( 1) ...

m
m m n

n

m
m m n

n

m
m m n

n

      
      
      

 

○1 當 1m n 時：
1 1

... 0
1

n n n

n n n n

        
 成立 

當 1 1m n  時：
( 1) 1 2 2

... 1
1

n n n

n n n n

          
 成立 

當 1 2m n  時：
( 2) 2 3 3

... 1
1

n n n

n n n n

          
 成立 

… 

當 1 ( 1) 2 1m n n n     時：
(2 1) 2 1 1 1

... 1
1

n n n n n

n n n n

            
 成立 

當 1 2m n n n   時：
(2 ) 2 2 2

... 2
1

n n n

n n n n

        
 成立 

○2 設當 1m p 時成立，即 31 2 ...
1

km mm mp n

n n n n n

        
 

其中 1min( 0 )i im m
k i

n n
 

   
 

 

○3 則若 1 1' ( 1) ( 1)m p n m n      時： 

歪斜樹的整合次數：
 ( 1)

1 1
1 1 1

p n n p n p n

n n n

                      
 

平衡樹的整合次數： 31 2 ' '' '
... km mm m

n n n n
     

          其中  

1 1

1
2 1

2
3 2

3
4 3

' 1 1

'
' ' ( 1)

'
' ' ( 1)

'
' ' ( 1) ...

m m n p n

m
m m n

n

m
m m n

n

m
m m n

n

     

      
      
        

          設 1 1 0
1 1 1 0...i i

i im a n a n a n a n n
          ，其中  0,1,2,3,4,..., 1ja n  ，1 j i   
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          則 1 2 1 01
1 2 1...i i

i i

am
a n a n a n a

n n
 


            

 

                 1 2 1
1 2 1= ...i i

i ia n a n a n a 
        

             1 2
2 1 2 1 0...i i

i im a n a n a n a a 
          

           2 3 1 02
1 3 2...i i

i i

a am
a n a n a n a

n n
 



              
 

         1 2 01
1 2 1

( 1)'
...i i

i i

a nm
a n a n a n a

n n
 



              
 

 

          現在就依據 0a 是否為 0 分段討論： 

          Case.1 若 0 0a  ， 

                  則 1 2 01
1 2 1

( 1)'
...i i

i i

a nm
a n a n a n a

n n
 



             
 

                         1 2 0
1 2 1

1
... 1i i

i i

a
a n a n a n a

n
 



             
 

                         1 2
1 2 1... 1i i

i ia n a n a n a 
          

                        1 1
m

n
   

          則  1 2
2 1 2 1 0' ... 1 1i i

i im a n a n a n a a 
            

               1 2
1 2 1 0...i i

i ia n a n a n a a 
          

               2m  

              3 3 4 4 5 5'  , '  , '  ...m m m m m m     

            

           Case.2：若 0 =0a ， 

                     則 1 2 01
1 2 1

( 1)'
...i i

i i

a nm
a n a n a n a

n n
 



             
 

                          1 2
1 2 1...i i

i ia n a n a n a 
         

                            
1m

n
  

 



 

 
13 

           則  1 2
2 1 2 1 0' ... ( 1)i i

i im a n a n a n a a n 
            

                2 ( 1)m n    

不失一般性， kj 1 ，討論 jm 項與 1jm 項之間的變化關係。 

設 1
1 1 0...i i

j i im b n b n b n b
        ，其中  0,1,2,3,..., 1lb n  ，1 l i  ，1 j k  則

1 2 0
1 2 1...j i i

i i

m b
b n b n b n b

n n
 


            

 

       1 2
1 2 1=b ...i i

i in b n b n b 
        

則 1 2
1 1 2 1 0=b ...i i

j i im n b n b n b b 
          

 1 2 3 1 0
1 3 2...j i i

i i

m b b
b n b n b n b

n n
  



              

現令 ' ( 1)j jm m n    

1 2 0
1 2 1

' 1
...j i i

i i

m b n
b n b n b n b

n n
 



              
 

同理依據 0b 是否為 0 分段討論： 

Case.1：若 0 0b  ， 

        則 1 2 0
1 2 1

' 1
...j i i

i i

m b n
b n b n b n b

n n
 



             
 

                1 2 0
1 2 1

1
... 1i i

i i

b
b n b n b n b

n
 



             
 

                1 2
1 2 1... 1i i

i ib n b n b n b 
          

                1jm

n
   

      則  1 2
1 1 2 1 0' ... 1 1i i

j i im b n b n b n b b 
             

             1 2
1 2 1 0...i i

i ib n b n b n b b 
          

             1jm   
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      2 2 3 3 4 4'  , '  , '  ...j j j j j jm m m m m m          

Case.2 若 0 =0b ， 

      則 1 2 0
1 2 1

' 1
...j i i

i i

m b n
b n b n b n b

n n
 



             
 

            1 2
1 2 1...i i

i ib n b n b n b 
        jm

n
  

    則  1 2
1 1 2 1 0' ... 1i i

j i im b n b n b n b b n 
             

          1 1jm n    

由上述敘述得知： 

1.若有最大的 j ( 1 )j k 其中 ，使得
'

1j jm m

n n
  ，則

1 1 2 2 3 3'   ,  '   ,  '   ,  ...j j j j j jm m m m m m         

               
1 1 2 2 3 3' ' '

,  ,  , ...j j j j j jm m m m m m

n n n n n n
          

                 而且
1 11 1 2 2
'' '

 ,  ,  ... , j jm mm m m m

n n n n n n
     

2.若 1 1 2 2 '' '
 ,  ,  ... , k km mm m m m

n n n n n n
    

 代表若 1 2 01
1 2 1

( 1)'
...i i

i i

a nm
a n a n a n a

n n
 



             
 

            
1

0 0
m

a
n

    

而  1 2
2 1 2 1 0' ... ( 1)i i

i im a n a n a n a a n 
            

     2 ( 1)m n    

  2 3 1 02
1 3 2

( 1)'
...i i

i i

a a nm
a n a n a n a

n n
 



              
 

       2
1 0

m
a

n
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依此規則下去，會發現 0 1 2 1... 0 0na a a a m       矛盾 

所以會得到平衡樹的整合次數： 31 2 ' '' '
... km mm m

n n n n
     

                           31 2 ... 1km mm m

n n n n
       

由數學歸納法得知 1m n  ，歪斜樹的整合次數 

                         1 1 2 ...
1

kmm n m m

n n n n

       
 

                          平衡樹的整合次數  

 

四、歪斜樹 V.S.平衡樹互補組數的討論與影響 

歪斜樹 V.S.平衡樹互補的觀察 

 藉由上面的證明我們確認了不論何種整合的方式，只要是在最快的原則下，所需要的次

數是一樣的，然而在這之中也意外的發現，雖然整合的次數一樣，但是對於之後的傳達過程，

卻有不同的影響。如下圖 4-1 及圖 4-2 所示，在平衡樹及歪斜樹的整合次數都一樣，但是歪斜

樹只能產生一組互補(A1→A8)，之後只能利用傳達來完成交談，然而平衡樹卻還有另一組互補

(A3→A5)，而每產生一組互補就減少一個人次的傳達，因此進行互補組數的探討。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 4-1：歪斜樹對談》 

A2 A1 

A3 

A4 

A1 

A1 

A1 

1 

2 

3 

整合過程：6 次 

A1 

A2 A3 A4 

傳達過程：6 次 

4

+ 

13 次 

A5 

A6 

A8 

A7 A1 

A1 

A1 

5

6

1

1

互補過程：1 次 

A1 

A5 A6 A7 

2 3 4 
5 

6 

+ 

=
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《圖 4-2：平衡樹對談》 

 

[定理 4-1]：設總人數 m ，對談人數為 n 人( m 2n )，若為平衡樹的整合，且互補組數為 k ，則

k n 。 

<pf> 

 設 k n , SAAA n  ,12,11,1 ... 為其中一組互補的對談且互補底數為 k ，不失一般性

2,11,1 AA 、 為其互補基底，則必有 n 個個體與 1,1A 等價即 1,1,21,1 ... nAAA  同理亦有 n 個個體與

2,1A 等價即 2,2,22,1 ... nAAA  ，因此互補組數 k n ，與假設矛盾。 

 

[定理 4-2]：設對談人數為 n 人的平衡樹整合，若互補的組數 k n , 則不為最快產生互補的整

合過程。 

<pf> 

 設最快的整合過程所產生 k 組互補為 1,1 1,2 1,{ ... }nA A A、 、、 、 2,1 2,2 2,{ ... }nA A A、 、、 、

 3,1 3,2 3,... nA A A、 、、 、…、 ,1 ,2 ,...k k k nA A A、 、、 ，其中 k n 且互補基底數為 2，而 1,1 1,2{ }A A、 、

 

整合過程：6 次 

傳達過程：4 次 

+ 

12 次

互補過程：2 次 

+ 

=
 

A2 A1 A3 A4 

A1 

A1 

A1 

1 2 3 4

A5 A6 A8 A7 

6

A3 A5 A8 

A8 

5 

A1 
1 

A8 A3 A5 

2

A1 

1
2 3 

4

A2 A4 A6 A7 
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2,1 2,2{ }A A、 、 3,1 3,2{ }A A、 、…、 ,1 ,2{ }k kA A、 分別為其互補基底，我們分兩種狀況來討論。 

Case1：(互補基底皆相同，如圖 4-3 所示) 

此 k 組互補基底對應全同即 1,1 2,1 ,1..... kA A A   ， 1,2 2,2 ,2..... kA A A   ，因為 k n ，且每

一次對談最多會有 n 組相同的成員，因此要讓 k 個成員( 1,2 2,2 ,2..... kA A A   )訊息都相同至少

需要 2 次的整合，同理 1,2 2,2 ,2..... kA A A   亦需 2 次以上的整合，因此產生大於 n 組互補會比

產生 n 組互補至少多 2 次的整合次數，故不為最快的整合過程。 

Case2：(互補基底不全相同，如圖 4-4 所示) 

此 k 組互補基底對應不全相同，設最小相異數為 2(即如下所示 

1,1 2,1 ,1..... nA A A   , 1,1 2,1 ,1.....n n kA A A    )，最小需要 2 次的整合次數，同理

1,2 2,2 ,2..... nA A A   , 1,2 2,2 ,2.....n n kA A A    亦需要 2 次的整合次數，與 Case1 同至少多 2 次

的整合次數，故不為最快的整合過程。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 4-3：互補基底皆相同的概念圖》       《圖 4-4：互補基底不全相同的概念圖》 

 

[推論一]：設對談人數為 n 人的平衡樹整合，若最快產生互補的整合過程，則互補組數為 n 組。 

<pf> 

Case1： 

    設互補的組數為 k 且 k n 為平衡樹整合最快產生互補的整合過程，與定理矛盾，故 k n
不合。 

Case2： 

    設互補的組數為 k 且 k n 為平衡樹整合最快產生互補的整合過程，與定理互補數 k n 矛

盾，亦不合。 

A1,1 A1,2 A1,n 

A2,1 A2,2 A2,n 

Ak,1 Ak,2 Ak,n 

…

…

…

…

A1,1 A1,2 A1,n 

A2,1 A2,2 A2,n 

Ak,1 Ak,2 Ak,n 

…… 

…… 

…… 

…
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故最快產生互補的整合過程，則互補組數為 n 組。 

 

[推論二]：設對談人數為 n 人的平衡樹整合，若互補數為 n 組所需的最快整合次數為 t 次，則

產生 2n 組互補，至少需要 2t  次。 

<pf> 

    依前述定理所討論不論互補基底相同與否，每一次的對談只能產生 n 個等價關係，因此

要產生 2n 組互補，至少多 2 次整合步驟。 

 

[定理 4-3]：對談人數為 n 人的歪斜樹整合互補組數為 1。 

<pf> 

很明顯的，整合互補組不可能為 0，若整合互補組數為 k ，且 1k  ,不失一般性，設

1 2{ ..... }nA A A、 、 、 及 1 2{ ..... }nB B B、 、 、 為其中兩組互補對談，分為以下三種狀況討論： 

Case1：此兩組完全相同 

 因為這兩組完全相同 ( ,1 )i iA B i n   即 iA , iB 為同構關係，則 iA 為 iB 的子樹(或 iB 為 iA 的

子樹)，與歪斜樹的定義矛盾(子樹的個數最多只有 1 個)。 

Case2：此兩組不全相同 

 因 1 2{ ..... }nA A A、 、 、 、 1 2{ ..... }nB B B、 、 、 為歪斜樹的對談，令 1A 及 1B 為其子樹， iA 及 iB 分別為

其葉節點且滿足 1i iA A  , 1i iB B  其中 2 i n  ，分以下狀況討論。 

 Case2.1： 1 1( ,A B 部分 i iA B 其中 2 )i n   

           因為部分不同，故至少存在一個元素不同，故假設 2 2A B ，則

2 1 2( ... )nA B B B S     與 1 2( ... )nB B B S     矛盾，故不合。 

Case2.2： 1 1( , )i iA B A B  ，則 SBAAA n  )()...( 121 與 

SAAA n  )...( 21 矛盾，亦不合。 

Case3：此兩組完全不同 

  因為兩組完全不同，即 1 1( , )i iA B A B  其中 2 i n  則 1, 2iB A i n    即 1A 為 iB 的父

節點， iB 所擁有的訊息不只一個與 iB 為葉節點(只擁有一個訊息)矛盾。因此互補的組數 1k  假

設錯誤。 

      故互補的組合 1k  。 

 

《圖 4-5：歪斜樹互補概念圖》 

A1 
A2 A3 A4 An …… 

子樹 葉節點………………………………葉節點 

Bn B1 
B2 B3 B4 …… 

子樹 葉節點………………………………葉節點 
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五、尋求最速解 

[定理 5-1]：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人，則最快讓此 m 個

人擁有所有的訊息的次數為
2

1 1

m n m n
n

n n

            
，其中 2m n 。 

<pf> 

    假設最快將 m 個不同的訊息整合到 n 個人之中，且此 n 個人無人擁有全部訊息，所需要

的次數為 T，依前述的討論的方式，讓 m 個人知道所有的訊息必定經過：整合+互補+傳達，

因此我們以互補的狀況分為下列四種狀況進行討論。 

 

討論原則 

(互補次數) 
整合次數 互補次數 傳達次數 總次數 

Case1 1 T 1 
1

m n

n

 
  

 T+1+
1

m n

n

 
  

 

Case2 k n  T k  
1

m kn

n

 
  

 T+ k +
1

m kn

n

 
  

 

Case3 n  T n 
2

1

m n

n

 
  

 T+ n +
2

1

m n

n

 
  

 

Case4 k n  2
k n

T
n

    
 k  

1

m kn

n

 
  

 2
k n

T
n

    
+

1

m kn
k

n

    
 

《表 5-1：互補次數對總次數的關係》 

    依前述[定理 3-3]所得若互補組數 k ，其中1 k n  ，則最快的整合次數皆為 T，若 k n  

時每產生一組互補在整合次數上會增加 2 次，故整合次數為 2T k ，而傳達次數為

1

  
  

總人數 互補組數 對談人數

對談人數
。 

為了方便討論，令 Case1= T+1+
1

m n

n

 
  

，Case2= T+ k +
1

m kn

n

 
  

，Case3= T+ n +
2

1

m n

n

 
  

，

Case4= 2T k +
1

m kn

n

 
  

，比較此四個狀態中何者為最小值。 

Case1 與 Case3 的比較 

Case1 化簡為 T+1+
1

m n

n

 
  

= T+ 1
1

m n

n

   
= T+

( 1)

1

m n n

n

   
  

=T+
1

1

m

n

 
  

 

Case3 化簡為 T+ n +
2

1

m n

n

 
  

= T +
2

1

m n
n

n

 
  

= T +
2 ( 1)

1

m n n n

n

   
  

 =T+
1

m n

n
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令 A=
1

1

m

n




，C=
1

m n

n




 

因為
1

1 1

m m n
A C

n n

 
  

 
=

1
1 0

1

n

n


 


，所以 Case3 比 Case1 為快速。 

 

Case2 與 Case3 的比較 

Case2 化簡為 T+ k +
1

m kn

n

 
  

=T+
1

m kn
k

n

   
= T+

( 1)

1

m kn k n

n

   
  

=T+
1

m k

n

 
  

 

Case3 為 T+
1

m n

n

 
  

 

令 B=
1

m k

n




，C=
1

m n

n




 

因為
1 1

m k m n
B C

n n

 
  

 
=

1

n k

n




>0，所以 Case3 比 Case2 較為快速。 

 

Case4 與 Case3 的比較 

Case4 化簡為 2
k n

T
n

    
+

1

m kn
k

n

    
= 2

k n
T

n

    
+

( 1)

1

m kn k n

n

   
  

= 

           2
k n

T
n

    
+

( 1)

1

m kn k n

n

   
  

= 2
k n

T
n

    
+

1

m k

n

    
 

2( )

1

k n m k
T

n n

     
2( )( ) ( )

( 1)

k n k n m k n
T

n n

    
    

  

2 2 2 2

( 1)

mn n n k n kn
T

n n

     
   

2 ( )( 2)

( 1)

mn n k n k
T

n n

    
    

 

C 為 T+
1

m n

n

 
  

2

( 1)

mn n
T

n n

 
    

 

令 D=
 

2 ( )( 2)

1

mn n k n k

n n

   


，E
2

( 1)

mn n

n n





 

所以
2 2( )( 2)

( 1) ( 1)

mn n k n k mn n
D E

n n n n

    
  

 
=

( )( 2)
0

( 1)

k n k

n n

 



(因為 2k n  )，所以 Case3 較

為快速。 

由以上得討論得知 Case 3 為最小值，即 T+ n +
2

1

m n

n

 
  

為最佳的訊息傳播方法，因此每一次

對談人數為 n 個人，最快讓此 m 個人得知所有的訊息的次數為
2

1 1

m n m n
n

n n

            
。 
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六、最速解函數的討論 

我們利用定理 5-1 的結論將式子進行化簡可以得到下面三個推論。 

[推論三]：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人且 2m n ，則最快

讓此 m 個人擁有所有的訊息的次數為 2
1

m n

n

 
  

。 

<pf> 

    由定理 5-1 的結論討論出來的最快步驟為
2

1 1

m n m n
n

n n

            
，過程如下所示： 

2

1 1

m n m n
n

n n

            
=

2

1 1

m n m n
n

n n

           
=

2 ( 1)

1 1

m n m n n n

n n

             
= 2

1

m n

n

 
  

。 

 

[推論四]：設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人且 2m n ，則最快

讓此 m 個人擁有所有的訊息的次數為 T，則 1
2 2 2 2

T T T T
n m n n      。 

<pf> 

    由定理 5-1 的結論轉換成其它的等價概念。過程如下所示： 

2

1 1

m n m n
n

n n

            
=

2( 1)

1 1

m n n n m n
n n

n n

              
=

2 2

1 1

m n n n m n
n n

n n

      
         

 

=
2 2

1 1

m n m n
n n

n n

    
         

=
2

2( )
1

m n
n

n

 
   

 

因此 T=
2

2( )
1

m n
n

n

 
   

將此式進行化簡
2

2 1

T m n
n

n

 
    

 

2( 1)( 1) ( )( 1)
2 2

T T
n n m n n n         2 2( 1)( 1) ( )( 1)

2 2

T T
n n n m n n n           

1
2 2 2 2

T T T T
n m n n       ，故得證。 

[推論五]： 設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人且 2m n ，若最

快讓此 m 個人擁有所有的訊息，所需的對談次數為 T，則有 1n  個不同的總人數 m

有相同的 T。 

<pf> 

    由以上的推論，我們可以知道最大值為
2 2

T T
n n  ，最小值為 1

2 2

T T
n   ，因此在相同的

對談次數下相同的總人數最多有 1n  個。 
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七、簡化處理流程 

基於上述的證明的結論我們可以歸納出兩點必要的條件： 

1. 不管是用歪斜樹或平衡樹的畫法，在整合步驟中都是相等的(定理 2-3)。 

2. 若在對談人數為 n 人的狀況下，一定要做出 n 組互補才會是最快的方法(推論一)。 

 

而且歪斜樹的畫法也較平衡樹的畫法簡單(先不管是否為最快畫法)，所以我們就以歪斜樹的基

本想法去改良，使得新畫法為最快的方法。 

 

首先觀察歪斜樹的畫法，圖 6-1： 

(以總人數為 m 人，對談人數為 2 人為例，需要 2m 步整合) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 7-1：歪斜樹(循序整合)》 

雖然在整合步驟上為最快，但卻產生不了 2 組互補，所以對整體而言不為最快的方法，於是

我們嘗試直接加上另一組互補，即提出 Am、Am-1 兩人先進行對談一次，如圖 6-2 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A1 

A3 

A4 

A5 

A6 

Am 

A2 

A1 

A1 

A1 

A1 

A1 

A1 

……

A1 

A3 

A4 

A5 

A6 

Am-2 

A2 

A1 

A1 

A1 

A1 

A1 

A1 

…… Am-1 

Am 

需要 m-3 步 
(包括 A1 和 Am-2 之間的對談) 

需要 1 步 

(Am 和 Am-1 的對談) 

《圖 7-2：歪斜樹整合(多製造 1 組互補)》 
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此時即符合上述條件 1 最快的方法（總共 m 人，原本歪斜樹整合時需要 2m  步，再加上 1 組

互補的 1 步時，最後需要 ( 3) 1 2m m    步，所以一樣快，即符合條件 1，且有 2 組互補，

條件 2 同樣滿足）。 

 

所以我們希望能在任何狀況下都能畫出這種方法。 

 

例子 1 

現在以總人數為 10 人，對談人數為 3 人為例。為了方便觀察，我們用下列圖示表達（一個紅

圈代表一次對談，且該圓圈內的號碼為當次對談的人）： 

 

以歪斜樹（循序整合）的方式畫，如圖 6-3：由左至右，由上到下，易觀察出需要 4 步整合。 

 

 

 

 

 

《圖 7-3：一般的歪斜樹整合(總人數 10 人每次 3 人對談為例)》 

 

此時面對一樣的問題：整合雖然最快，但互補卻只有 1 組，於是我們把 10、9、8 號提出來，

如圖 6-4 所示： 

 

 

 

 

 

 

《圖 7-4：改良的歪斜樹整合(總人數 10 人每次 3 人對談為例)》 

 

現在就和歪斜樹整合次數一樣多(4 步)，所以符合條件 1；且 5、6、7 號和 8、9、10 號為互補

基底，有 3 組互補，所以符合條件 2 為最快的方法。 

 

例子 2 

現在改成總人數為 11 人，對談人數為 3 人，以歪斜樹（循序整合）的方式畫，如圖 6-5 

：易觀察出同樣需要 4 步整合。 

 

  

 

 

《圖 7-5：一般的歪斜樹整合(總人數 11 人每次 3 人對談為例)》 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 2 3 4 5 6 7 

8 9 10 

11 10 9 1 2 3 4 5 6 7 8 
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現在再將 10、9、8 號，11、7、6 號分別提出來如圖 6-6 所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 7-6：改良的歪斜樹整合(總人數 11 人每次 3 人對談為例)》 

 

現在就和歪斜樹整合次數一樣多(4 次)，且 3、4、5 號，6、7、11 號和 8、9、10 為互補基底，

同樣有 3 組互補，所以就為最快整合方式。 

 

 

 

【化簡流程步驟】 

所以我們可以得到新的交談方法。若現在總人數為 m 人，對談人數為 n 人： 

 

STEP1.  

先利用歪斜樹的整合方式，看最後會餘下幾個人還沒交談過。 

(餘下的人數 ( 1) 1
1

m n
m n

n

           
，其中

1

m n

n

 
  

為歪斜樹的整合次數，再乘上

每次對談可以多整合 1n  人，最後再加上第一次整合會多1人，最後再用總人數 m 扣

掉整合過的人數) 

 

STEP2.  

將每個餘下的人跟其餘 1n  人當作一組交談，即可完成最快整合方式(和歪斜樹整

合次數相同、有 n 組互補)。 

 

STEP3.  

完成 n 次互補(需要 n 次)，再將完整訊息傳達給剩下的人，完成最快訊息傳遞(再加

上
2

1

m n

n

 
  

次)。 

 

 

 

 

1 2 3 4 5 

6 7 11 

8 9 10 
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我們舉一個例子。若現在總人數為 22 人，對談人數為 4 人為例： 

 

STEP1.以歪斜樹整合方式需要 6 步整合，餘下 20、21、22 號沒交談過，如圖 6-7 所示。(或可

以代入公式歪斜樹整合需要
22 4

6
1 4 1

m n

n

            
步，且會餘下

  22 4
22 4 1 1 3

4 1

           
人) 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 7-7：化簡流程步驟 Step1(總人數 22 人每次 4 人對談為例)》 

 

STEP2. 將 11、12、13、20 號與 14、15、16、21 號與 17、18、19、22 號分別提出來，以同列

去做對談，如圖 6-8，而這種對談方式就是最快整合方式（和歪斜樹整合次數相同、

有 4 組互補）： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

《圖 7-8：化簡流程步驟 Step2(總人數 22 人每次 4 人對談為例)》 

 

 

STEP3. 完成 4 次互補(需要 4 次對談)，再將完整訊息傳達給剩下的人，完成最 

快訊息傳遞給所有人(再加上
222 4

2
4 1

 
  

次對談)如圖 6-9 所示。 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 

15 16 

18 19 

20 

21 

22 

17 

14 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

15 16 18 19 20 21 221714 
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《圖 7-9：化簡流程步驟 Step3(總人數 22 人每次 4 人對談為例)》 

 

所以我們可以知道，總共需要 6 4 2  次對談(
2

1 1

m n m n
n

n n

            
)完成最快訊息傳達給所有

人。 

 

※不難看出，如果都要能以這種方式去整合的話，最少 2n 個人（ n 為對談人數，由歪斜樹

方式整合，最多可以餘下 1n  人，亦即需要  ( 1) ( 1) 1n n n     個人就是

( )+( ) ( )餘下的人數 餘下的人數 補上的人數 ，再加原本至少人 n 人，全部加總起來：

  2( 1) ( 1) 1n n n n n       ）。 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 

15 16 

18 19 

20 

21 

22 

17 

14 

完成 4 次互補(需要 4 次對談) 

塗藍色代表已擁有全部訊息的

人，再將完整訊息傳達給剩下的

6 人(需要 2 次對談) 

1 2 3 4 5 6 7 

8 9 1011 12 13

15 16

18 19

20 

21 

22 

17 

14 
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八、附件 

總人數 m 人及對談人數 n 人，最快對談次數表 

     n 

m 
2 3 4 5 

   n 

m 
2 3 4 5 

2 1    27 50 24 16 12 

3 3 1   28 52 26 16 12 

4 4 3 1  29 54 26 18 12 

5 6 3 3 1 30 56 28 18 14 

6 8 4 3 3 31 58 28 18 14 

7 10 5 3 3 32 60 30 20 14 

8 12 6 4 3 33 62 30 20 14 

9 14 6 5 3 34 64 32 20 16 

10 16 8 5 4 35 66 32 22 16 

11 18 8 6 5 36 68 34 22 16 

12 20 10 6 5 37 70 34 22 16 

13 22 10 7 5 38 72 36 24 18 

14 24 12 8 6 39 74 36 24 18 

15 26 12 8 6 40 76 38 24 18 

16 28 14 8 7 41 78 38 26 18 

17 30 14 10 7 42 80 40 26 20 

18 32 16 10 8 43 82 40 26 20 

19 34 16 10 8 44 84 42 28 20 

20 36 18 12 8 45 86 42 28 20 

21 38 18 12 9 46 88 44 28 22 

22 40 20 12 10 47 90 44 30 22 

23 42 20 14 10 48 92 46 30 22 

24 44 22 14 10 49 94 46 30 22 

25 46 22 14 10 50 96 48 32 24 

26 48 24 16 12 51 98 48 32 24 

《表 8-1：總人數 m 人及對談人數 n 人，最快對談次數表》 

九、生活應用 

在現實社會中，訊息傳遞的保密性是很重要的，但卻沒有完美的保密方法，所以必須盡

可能的減少傳遞訊息的次數，才能確保情報安全。假設有一群間諜各在不同的地方蒐集情報，

如果每個人都必須獲得完整的的訊息，而且在做訊息傳遞時只能一次 n 個人(或 n 種訊息)做交

流，則我們可以利用研究的結果，計算出最少訊息傳遞的次數，而且也可以提供一套相對應

方法或步驟，以最少的次數做訊息傳遞。 
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伍、結論 

一、我們可以把對談的過程依性質差異分成：整合步驟、互補步驟、傳達步驟。而在整合步

驟中，證明以歪斜樹或平衡樹的整合方式，其所需要的對談次數都相同。 

二、在整個對談的過程中，最關鍵的是互補步驟，若互補能越多則越能節省對談次數，發現

若以一次 n 個人對談，則剛好做出 n 組互補，將會有最快的對談次數。 

三、得到在總人數為 m 人，一次對談人數為 n 人的條件下，所對應的最快訊息傳遞次數之函

數關係為：
2

1 1

m n m n
n

n n

            
次，其中 2m n 。 

四、設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人且 2m n ，則最快讓此 m

個人擁有所有的訊息的次數為 T，則 1
2 2 2 2

T T T T
n m n n      。 

五、設 m 個人中各自擁有一項不同的訊息，每一次對談人數為 n 個人且 2m n ，若最快讓此 m

個人擁有所有的訊息所需的對談次數為 T，則有 1n  個不同的總人數 m 有相同的 T。 

六、對照最快訊息傳遞次數之函數關係，我們提供一種較簡易的對談流程。 

七、我們製出最快對談次數表格，發現若在總人數為 m 人，一次對談人數為 n 人的條件下，

要出現結論(三)的函數關係，至少要在總人數超過 2n 人時，才會開始出現。 

 

陸、未來展望 

一、若是對談改成為單向的方式(一次對談，只有一方傳遞，另一方則接收訊息)，則至少需要

多少次對談，才能完成訊息傳達。 

二、若是以一個單位時間內，大家可以同時進行對談，則最少需要多少單位時間才能完成訊

息的傳達。 

 

柒、參考資料： 

1、Data Structures: Tree。取自http://imil.au.edu.tw/~hsichcl/DataStructure/Data%20Structures(Tree).pdf 

2、林福來(民 101)。高中數學第二冊。台南市：南一版 

3、黃子嘉(民 88)。離散數學。臺北市：鼎茂。 

4、數學歸納法。取自

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%BD%92%E7%BA%B3%E6%

B3%95 



【評語】040408  

定義了整合、互補、傳達並利用這三個來處理分類訊息整合的

想法相當好。定理 3-3中平衡樹與歪斜樹的整合次數相同其實在組

合理論中有相應的廣度分析及深度分析可多查相關資料，記錄在文

章中。文章中定理 3-3的數學歸納法的証明（p.11）有很大問題要

重新敘述清楚。建議可再進一步考慮m人，每人有 k個訊息，每

次交談為 n人（訊息總數 S）的情形． 
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