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 摘要 
本篇研究首先針對「登 n階層的樓梯，每一次跨1~ m階登樓梯總方法數」深入探討，而 

先建構樓梯法則，則可得到生成路徑圖，如此可推得轉移矩陣與方法數矩陣，最後得出總方

法數，再推廣若一次跨任意階，推得其方法數的遞迴關係式，同時再建構跨 ~p m階樓梯法

則，必存在生成路徑圖與轉移矩陣，因而求得總方法數。另外探討指定步數總方法數，其分

佈呈現斜方向巴斯卡三角形係數。 

接著探討費氏數列{ }nF 其彼此項數間具有因倍數的關係，並探討每一次跨1~ m階所成樓

梯數列每一項除以一正整數 k 後為餘數數列，探討其循環節個數的規律，同時每一項除以 k 後

餘數數列呈現循環數列與有序性的餘數數列。 

最後建構樓梯數列對應立體幾何圖形，呈現直觀看到立體樓梯作為本篇的應用範疇。 

 

壹、研究動機 

上「數學科學研究」課時，老師介紹臺北市第45屆中小學科展作品-苔痕上階綠，階階似

有律的作品，對此篇相當感興趣，樓梯數列有何樓梯法則呢？進一步推廣似乎階階有規律，

於是展開我們一連串的深入研究。 

我們這次的研究靈活的使用了矩陣中轉移矩陣的概念，建構樓梯生成法則，進而破解樓

梯數列的總方法數，並配合高中所學到的「等差數列」、「整數論」、「餘數性質」、「遞

迴關係」、「數學歸納法」、「排列組合」和「矩陣理論」的知識，幫助我們推論以便釐清

這一系列的問題。 

貳、研究目的 

一、樓梯數列跨1~ m階時，如何建構樓梯法則呢？其必存在生成路徑圖與轉移矩陣呢？

存在著等差數列嗎？ 

   二、考慮登樓梯跨1~ m階、跨奇數階、跨偶數階、跨等差 3d  階與跨 ~p m階其共同規

律與遞迴關係式為何? 

三、推廣樓梯數列跨 ~p m階時，如何建構樓梯法則嗎？其必存在生成路徑圖與轉移矩 

陣嗎？ 

四、找出樓梯數列奇偶數的分佈情形，及其規律為何?偶數分佈與奇數分佈個數比值會趨

近於無限大嗎？ 

五、費氏數列其彼此項數間具有因倍數的關係為何？若樓梯數列每一項除以一正整數 

k 後之餘數數列，其 k 倍數餘數數列循環節個數的規律為何？餘數數列是循環數列

嗎？  

六、樓梯數列{ },{ },{ },{ },{ },{ }n n n n n nF A B C D E 如何建構立體幾何圖形呢？ 

 

參、研究設備與器材 

筆、紙、電腦。 
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肆、研究過程或方法 

一、名詞定義與研究問題： 

(一)研究「登樓梯問題」：考慮登n 階層的樓梯，每一次可以跨1~ m階， 

則登樓梯總方法數為 ( ,1~ )n mS ，其中1~ m為可跨階數， n 為樓梯總階層。 

(二)樓梯數列定義： 

考慮登 n 階層的樓梯，每一次可以跨1~ m階( 0, , {0}n m n m N    )， 

         當 2m  時，登樓梯總方法數所成樓梯數列定義為{ }nF 。 

         當 3m  時，登樓梯總方法數所成樓梯數列定義為{ }nA 。 

         當 4m  時，登樓梯總方法數所成樓梯數列定義為{ }nB 。 

         當 5m  時，登樓梯總方法數所成樓梯數列定義為{ }nC 。 

         當 6m  時，登樓梯總方法數所成樓梯數列定義為{ }nD 。 

   當 7m  時，登樓梯總方法數所成樓梯數列定義為{ }nE 。 

   推廣至 

(1)每一次可以跨1~ m階，登樓梯總方法數所成得到樓梯數列定義為{ }n ； 

         (2)一次跨 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階 1 2 3( , , , , mp p p p N 且 1 2 3 )mp p p p    ， 

           登樓梯總方法數所成得到樓梯數列定義為{ }n 。 

二、透過轉移矩陣建構登樓梯跨1~ m階總方法數探討 

(一)跨1~ 2階總方法數探討 

首先考慮登樓梯 n階層，一次跨1~ 2階的登樓梯的路徑圖，考慮登樓梯 3,4,5n 

階層的情形如下表： 

3n   4n   5n   

1

1

1

2

2 1
 

 

 

登樓梯總方法數為 3 

1

1

1

2

2 1

1

2 1

1

2
 

登樓梯總方法數為 5 

1

1

1

2

2 1

1

2 1

1

2

1

2

1

1

1

2

2 2

1
 

登樓梯總方法數為 8 

而建構樓梯法則與考慮 3,4,5n  登樓梯的建構樓梯法則情形如下表： 

建構

樓梯

法則 

(1)起始點在地面  

(2)完成跨一階模式為      ，其中黑色實線箭頭過程是踩踩的

動作。 

(3)完成跨二階模式為               ，其中一個紅色虛線與一個紅色實

線箭頭的過程是踩 不踩踩的動作。 
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3n   

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
1S

踩

踩
踩

1S
1S

2S
1S

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

踩

不踩

踩

1S

1S
2S

1S

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

踩

不踩

踩

 

得到登 3 階層的樓梯，每一次可以跨1~ 2階，其登樓梯總方法數為 3。 

 

 

 

 

 

 

4n   

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
1S

踩

踩
踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
2S

踩

踩
不踩

第
4

階

踩
1S

地
面

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

2S
1S

不踩

踩

踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
1S

踩

不踩

踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
2S

踩

不踩

不踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

得到登 4 階層的樓梯，每一次可以跨1~ 2階，其登樓梯總方法數為 5。 

 

 

 

 

 

 

 

5n   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
1S

踩

踩
踩

地
面

第
4

階

踩
1S 踩

1S

第
5

階
  

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
1S

踩

踩
踩

地
面

第
4

階

不踩
2S 踩

1S

第
5

階
 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
2S

踩

踩
不踩

地
面

第
4

階

踩
1S 踩

1S

第
5

階
  

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

2S
1S

踩

不踩
踩

地
面

第
4

階

踩
1S 踩

1S

第
5

階
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5n   

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

2S
1S

踩

不踩
踩

地
面

第
4

階

不踩
2S 踩

1S

第
5

階   

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
1S

不踩

踩
踩

地
面

第
4

階

踩
1S 踩

1S

第
5

階  

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
1S

不踩

踩
踩

地
面

第
4

階

不踩
2S 踩

1S

第
5

階   

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
2S

不踩

踩
不踩

地
面

第
4

階

踩
1S 踩

1S

第
5

階  

得到登 5 階層的樓梯，每一次可以跨1~ 2階，其登樓梯總方法數為 8。 

由建構樓梯法則得出如下結果 

(1)起始矩陣 1

0

2

1

0

S
X

S

 
  
 

 (代表踩在地面上) 。 

 

(2)生成路徑圖為 

 

其中黑色實線箭頭的過程是踩踩的動作；虛線為一個紅色虛線與一個紅色

實線箭頭的過程與踩 不踩踩的動作。 

(3)樓梯轉移矩陣T

1 2

1

2

1 1

1 0

S S

S

S

  
 
 

   (4)方法數矩陣 1

0

1 2

nn

n

n

F S
T X

F S

 
    

 
 

(5)登樓梯 n階層一次跨1~ 2階的總方法數為 nF ，其樓梯數列為費氏數列{ }nF 。 

【證明】登樓梯跨1~ 2階的方法數列為 

費氏數列{ }nF ： 0 1 1 21, 1, ( 2, )n n nF F F F F n n N        

因為
1 1 2

2 1 1

1 1

1 0

n n n n

n n n

F F F F

F F F

  

  

      
        

       
 

        故樓梯轉移矩陣
1 1

1 0
T

 
  
 

 

與登樓梯 n階層一次跨1~ 2階的總方法數為 1 2 ( 2, )n n nF F F n n N     。 

 

 

 

2S1S
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For example：考慮登樓梯 n階層，一次跨1~ 2階，則 

當 2n  時，則方法數矩陣

2

12

2 0

2

1 1 1 2

1 0 0 1

S
T X

S

     
         

     
總方法數為 2 2F  。 

當 3n  時，則方法數矩陣

3

13

3 0

2

1 1 1 3

1 0 0 2

S
T X

S

     
         

     
總方法數為 3 3F  。 

當 4n  時，則方法數矩陣

4

14

4 0

2

1 1 1 5

1 0 0 3

S
T X

S

     
         

     
總方法數為 4 5F  。 

以此類推求得登樓梯 n階層一次跨1~ 2階的總方法數為 1 2 ( 2, )n n nF F F n n N     。 

 

 (二)跨1~ 3階總方法數探討 

首先考慮登樓梯 n階層，一次跨1~ 3階的登樓梯的路徑圖，考慮登樓梯 3,4n  階

層的情形如下表： 

3n   4n   

1

1

1

2

2 1

3

 

登樓梯總方法數為 4 

1

1

1

2

2 1

1

2 1

1

2

3 1

3

 
登樓梯總方法數為 7 

而建構樓梯法則與考慮 3,4,5n  登樓梯的建構樓梯法則情形如下表： 

建構

樓梯

法則 

(1)起始點在地面  

(2)完成跨一階模式為      ，其中黑色實線箭頭過程是踩踩的動作。 

(3)完成跨二階模式為               ，其中一個紅色虛線與一個紅色實線箭

頭的過程是踩 不踩踩的動作。 

(4)完成跨三階模式為                     ，其中二個綠色虛線與一個綠色

實線箭頭的過程是踩 不踩不踩踩的動作。 

3n   

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
1S

踩

踩
踩

1S
1S

2S
1S

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

踩

不踩

踩

1S

1S
2S

1S

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

踩

不踩

踩

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
3S

2S
1S

不踩

踩
不踩

 

得到登 5 階層的樓梯，每一次可以跨1~ 3階，其登樓梯總方法數為 4。 
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1S

3S2S

4n   

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
1S

踩

踩
踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

1S
2S

踩

踩
不踩

第
4

階

踩
1S

地
面

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

2S
1S

不踩

踩

踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
1S

3S
2S

踩

不踩

不踩

第
4

階

踩
1S

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
1S

不踩

踩

踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
2S

1S
2S

不踩

不踩
踩

地
面

第
4

階

踩
1S

 

地
面

第
1

階

第
2

階

第
3

階

1S
3S

2S
1S

不踩

不踩

踩

第
4

階

踩
1S

                                                     

得到登 5 階層的樓梯，每一次可以跨1~ 3階，其登樓梯總方法數為 7。 

由建構階梯法則得出如下結果 

(1)起始矩陣

1

0 2

3

1

0

0

S

X S

S

 
 


 
  

 (代表踩在地面上)；(1)生成路徑圖為 

 

其中黑色實線箭頭的過程是踩踩的動作；虛線為一個紅色虛線與一個紅色

實線箭頭的過程與踩 不踩踩的動作；二個綠色虛線與一個綠色實線箭頭

的過程是踩 不踩不踩踩的動作。 

(3)樓梯轉移矩陣T

1 2 3

1

2

3

1 1 0

1 0 1

1 0 0

S S S

S

S

S

 
 


 
  

    

(4)方法數矩陣

1

0 1 2 2

1 3

n

n

n n n

n

A S

T X A A S

A S
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(5)登樓梯 n階層一次跨1~ 3階的方法數為 nA 。 

【證明】登樓梯跨1~ 3階的方法數列為 

階梯數列{ }nA ： 0 1 2 1 2 31, 1, 2, ( 3, )n n n nA A A A A A A n n N           

因為

1 1 2 3

2 3 1 2 1 2

2 1 1

1 1 0

1 0 1

1 0 0

n n n n n

n n n n n n

n n n

A A A A A

A A A A A A

A A A

   

     

  

        
       

     
       
              

 

        故樓梯轉移矩陣

1 1 0

1 0 1

1 0 0

T

 
 


 
  

 

與登樓梯 n階層一次跨1~ 3階的方法數為 1 2 3 ( 3, )n n n nA A A A n n N       。 

 

(三)推廣跨1~ m階樓梯數列探討 

 樓梯數列{ }nB  樓梯數列{ }nC  樓梯數列{ }nD  

起始 

矩陣 

 

1

2

0

3

4

1

0

0

0

S

S
X

S

S

 
 
 
 
 
 

 

1

2

0 3

4

5

1

0

0

0

0

S

S

X S

S

S

 
 
 
 
 
 
  

 

1

2

3

0

4

5

6

1

0

0

0

0

0

S

S

S
X

S

S

S

 
 
 
 

  
 
 
 
  

 

跨樓梯

的生成

路徑圖 
1S

3S2S

4S

 

 

1S

3S

2S 4S

5S

 

1S

3S

2S 4S

5S

6S

 

完成跨一階模式為 

完成跨二階模式為 

完成跨三階模式為 

完成跨四階模式為 

完成跨五階模式為 

完成跨六階模式為  
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轉移 

矩陣T  

1

1

1

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0

 
 
 
 
 
 

 

1

1

1

1

1 0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0

1

1

1

1

1

1 0 0 0

1

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

方法數

矩陣 
0

n

n T X   0

n

n T X   0

n

n T X   

 

定理1：設登樓梯 n階層，當一次跨1~ m階 ( , )n m m N  時，其產生的樓梯數列{ }n ， 

則存在跨樓梯的生成路徑圖與轉移矩陣T ， 

使得方法數矩陣 0

*

*

*

n

n

n T X

 
 
 
   
 
 
  

且一次跨1~ m階的總方法數為 nK 。 

【證明】首先考慮登樓梯 n階層，一次跨1~ m階， 

建構跨樓梯法則： 

(1)起始點在地面  

(2)完成跨一階模式為      ，其過程是踩踩的動作。 

(3)完成跨二階模式為               ，其過程是踩不踩踩的動作。 

(4)完成跨三階模式為                     ，其過程是踩 不踩不踩踩

的動作。 

(5)完成跨四階模式為                       ，其過程是踩不踩

不踩不踩踩的動作。 

以此類推得 

完成跨 n階模式為                                  ， 

其過程是踩 不踩不踩 不踩踩的動作。 

 

 

 

 

 

則即可建構跨樓梯的生成路徑圖為 

 

 

 
3S

2S

4S
5S

6S

7S

mS

1mS 

1S
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令起始矩陣(地面)

1

2

0 3

1

0

0

0 m

T

T

X T

T

 
 
 
 
 
 
  

，且登樓梯跨1~ m階的方法數列為樓梯數列{ }nK ：

2

0 1 2 1 1 2 31, 1, 2, , 2 , ( , )m

m n n n n n m n m n N

                     

因為 

1

2 3 4

2 3 4 5

2 3 4

2 3

2

1 2 3 1

1

1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 0

0 1

1 0 0 0 0 0

n

n n n n m

n n n n

n n n

n n

n

n n n n m n m

n



   

   

  

 



     



  
       
  
  
  
       
     
  

   
      

     

 2 3 1 1 2 3 1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2

1 1

n

n n n m n n n n m

n n n n n n n n

n n n n n n

n n n n

n n

        

       

     

   

 

   
   

        
   
   
   

          
        
   

      
       

         

 

 

得樓梯轉移矩陣                     

 

 

且方法數矩陣

1 2 3 1

0 1 2 3 4

1 2 3

1 2

1

n

n n n n m

n

n n n n n

n n n

n n

n

T X

    

   

  

 



 
 
    
 
 
 

       
   
 

  
  

 

      故登樓梯 n階層一次跨1~ m階的總方法數為 

1 2 3 ( , )n n n n n m n m n N           。 

1

1

1 0 0

T

 
 
 
 
 
 
  

1mI 
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三、登樓梯一次跨 ~p m階總方法數探討 

根據定理1即可推出登 n 階層( 0,1,2,3, ,8n  )樓梯，一次跨1~ m階 ( 1,2,3, ,9)m  時，

總方法數如下表： 

跨 

1~ m階 

零階 一階 二階 三階 四階 五階 六階 七階 八階 

1~1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1~ 2  1 1 2 3 5 8 13 21 34 

1~ 3 1 1 2 4 7 13 24 44 81 

1~ 4  1 1 2 4 8 15 29 56 108 

1~ 5 1 1 2 4 8 16 31 61 120 

1~ 6 1 1 2 4 8 16 32 63 125 

1~ 7  1 1 2 4 8 16 32 64 127 

1~ 8 1 1 2 4 8 16 32 64 128 

1~ 9 1 1 2 4 8 16 32 64 128 

因為登零階層樓梯，總方法數為 1，我們當成必然初始條件，所以探討以下跨1~ m階、

跨奇數階、跨偶數階、跨等差 3d  階與跨 ~p m階的情形時，不列入討論。 

(一)跨1~ m階方法數探討 

性質 1：設登樓梯 n階層，一次跨1~ m階 ( , )n m N ，則 

(1)當1 k m  時，總方法數 ( ,1~ )k mS  12k 。 

(2)從第 1m 階層開始其總方法數為前m 階層總方法數的和

( ,1~ ) ( 1,1~ ) ( 2,1~ ) ( 1,1~ ) ( ,1~ )n m n m n m n m m n m mS S S S S         。 

(3)若跨1~ m階得到樓梯數列{ }n ，則 1, ,n n n m    為等差數列。 

【證明】(1)我們很容易得出當1 k m  時，總方法數 ( ,1~ )k mS  12k 。 

(2)設登樓梯 n階層且一次跨1~ m階 ( )m N ，先考慮第一步走幾階討論如下：  

第一步走多少階 第一步後剩下階層走多少階 
第一步後剩下階層 ( ,1~ )n mS  

1 1n  
( 1,1~ )n mS   

2 2n  
( 2,1~ )n mS   

3 3n  
( 3,1~ )n mS   
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m  n m  
( ,1~ )n m mS   

    因為登樓梯 n階層，第一步走 1 或 2 或 或 1m 或m 階有m 種情形，所以第一步後剩

下階層總方法數分別依序 ( 1,1~ )n mS  , ( 2,1~ )n mS  , , ( ,1~ )n m mS  等m 種情形， 

故 ( ,1~ ) ( 1,1~ ) ( 2,1~ ) ( 1,1~ ) ( ,1~ )n m n m n m n m m n m mS S S S S         。 

(3)【說明】首先仔細觀察看下表： 

跨1~ m階 一階 二階 三階 四階 五階 六階 七階 八階 九階 

1~ 2  1 2 3 5 8 13 21 34 55 

1~ 3 1 2 4 7 13 24 44 81 149 

1~ 4  1 2 4 8 15 29 56 108 208 

  當跨1~ 2階時，若 3n  時， (3,1~2) 3S  、若 5n  時， (5,1~2) 8S  且 

若 6n  時， (6,1~2) 13S  得到等差數列，再推廣得 1 2, ,n n nF F F  為等差數列 

當跨1~ 3階時，若 2n  時， (2,1~3) 2S  、若 5n  時， (5,1~3) 13S  且若 6n  時， (6,1~3) 24S   

得到等差數列，再推廣得 1 3, ,n n nA A A  為等差數列 

當跨1~ 4階時，若 1n  時， (1,1~4) 1S  、若 5n  時， (5,1~4) 15S  且若 6n   時， (6,1~4) 29S   

得到等差數列，再推廣得 1 4, ,n n nB B B  為等差數列 

同樣地推至跨1~ m階的樓梯數列{ }n 亦得到 1, ,n n n m    為等差數列。 

【證明】利用(2)得 2 3 11 1n n n n nn m            

                 1 2 3 1n n nn n mn m            

可推得 1, ,n n n m    為等差數列且公差為 1 2 3 1n n n n m         。 

 

(二)跨奇數階、跨偶數階、跨等差 3d  階方法數探討 

性質 2：設登樓梯 n階層，當一次考慮跨奇數1,3,5, ,m階 ( , )n m N 時， 

則(1)當 n m 時(陰影部份)，則方法數數列水平方向與斜方向呈現費氏數列。 

(2)當n m 時，總方法數為

( ,1 3 ) ( 1,1 3 ) ( 3,1 3 ) ( ,1 3 )n m n m n m n m mS S S S     或 或 或 或 或 或 或 或 。 

【證明】(1)我們將當 2n m  時，其數據統計如下表： 
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跨奇數階 一

階 

二

階 

三

階 

四

階 

五

階 

六

階 

七

階 

八

階 

九

階 

十

階 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1,3 ○1  1 2 3 4 6 9 13 19 28 

1,3,5 1 ○1  2 3 5 8 12 19 30 47 

1,3,5,7 1 1 ○2  3 5 8 13 21 33 53 

1,3,5,7,9 1 1 2 ○3  5 8 13 21 34 55 

1,3,5,7,9,11 1 1 2 3 ○5  8 13 21 34 55 

      由上表可得當n m 時(陰影部份)，考慮登樓梯方法情形如下表： 

    跨奇數階 一階 二階 三階 四階 五階 

1 1     

1,3 1 1+1 1+1+1=3   

1,3,5 1 1+1 1+1+1=3 1+1+1=3+1=1+3 1+1+1+1+1=1+1+3=1+3+1 

=3+1+1=5 

1,3,5,7 1 1+1 1+1+1=3 1+1+1=3+1=1+3 1+1+1+1+1=1+1+3=1+3+1 

=3+1+1=5 

1,3,5,7,9 1 1+1 1+1+1=3 1+1+1=3+1=1+3 1+1+1+1+1=1+1+3=1+3+1 

=3+1+1=5 

故方法數數列水平方向(如紅色數字)與斜方向(如圈起來數字)呈現費氏數列。 

    (2)設登樓梯 n階層且一次跨奇數階，先考慮第一步走幾階討論如下： 

第一步走多少階 第一步後剩下階層走多少階 第一步後剩下階層表示法 

1 1n  
( 1,1 3 )n mS  或 或  

2 不會出現 

3 3n  
( 3,1 3 )n mS  或 或  

4 不會出現 

5 5n  
( 5,1 3 )n mS  或 或  

   

m  n m  
( ,1 3 )n m mS  或 或  

因為登樓梯 n階層，第一步走 1 或 3 或 或m 階有
1

2

m 
種情形，所以第一步後剩下階 

層總方法數分別依序 ( 1,1 3 )n mS  或 或 , ( 3,1 3 ) ( 5,1 3 ), ,n m n mS S 或 或 或 或 , , ( ,1 3 )n m mS  或 或 等
1

2

m 
種情 

形，故 ( ,1 3 ) ( 1,1 3 ) ( 3,1 3 ) ( ,1 3 )n m n m n m n m mS S S S     或 或 或 或 或 或 或 或 。 
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將性質 2 中考慮跨奇數階改為跨偶數階，其數據統計結果如下表： 

跨偶數階 一

階 

二

階 

三

階 

四

階 

五

階 

六

階 

七

階 

八

階 

九

階 

十

階 

2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

2,4 0 1 0 2 0 3 0 5 0 8 

2,4,6 0 1 0 2 0 4 0 7 0 13 

2,4,6,8 0 1 0 2 0 4 0 8 0 15 

2,4,6,8,10 0 1 0 2 0 4 0 8 0 16 

由上表可得(1)當 n 為奇數時， ( ,2 4 ) 0n mS 或 或  

(2)當m 為偶數且當1 k m  時，總方法數 ( ,2 4 )k mS 或 或

1
22
k


。 

(3)從第 1m 階層開始其總方法個數為前m 階層總方法數的和 

( ,2 4 ) ( 2,2 4 ) ( 4,2 4 ) ( ,2 4 )n m n m n m n m mS S S S     或 或 或 或 或 或 或 或 。 

        接著考慮跨等差 3d  階，其數據統計結果如下表： 

跨等差 3d 

階 

一

階 

二

階 

三

階 

四

階 

五

階 

六

階 

七

階 

八

階 

九

階 

十

階 

十一

階 

十二

階 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1,4 1 1 1 2 3 4 5 7 10 14 19 26 

1,4,7 1 1 1 2 3 4 6 9 13 18 26 38 

1,4,7,10 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 

1,4,7,10,13 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 

 由上表可得陰影部份符合 ( , 3 ) ( 2, 3 ) ( 3, 3 ) ( 4, 3 )n d n d n d n dS S S S        等差 階 等差 階 等差 階 等差 階 。 

 

  (三)跨 ~p m階總方法數探討    

性質 3：設登樓梯 n階層，當一次跨 ~p m階( , ,p m n N 且1 p m  )時， 

則(1)陰影部份其總方法數為 ( , ~ ) ( 1, ~ ) ( , ~ )n p m n p m n p p mS S S   。 

(2)從第 1m 階層開始其總方法數為前m 階層總方法數的和 

( , ~ ) ( , ~ ) ( 1, ~ ) ( , ~ )n p m n p p m n p p m n m p mS S S S       。 

【說明】(1)首先先觀察跨 2 ~ m階的情形如下表： 

跨2 ~ m階 一階 二階 三階 四階 五階 六階 七階 八階 九階 

2 ~ 2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 

2 ~ 3 0 1 1 1 2 2 3 4 5 

2 ~ 4 0 1 1 2 2 4 5 8 11 
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2 ~ 5 0 1 1 2 3 4 7  10 16 

2 ~ 6  0 1 1 2 3 5 7 12 18 

2 ~ 7  0 1 1 2 3 5 8 12 20 

2 ~ 8 0 1 1 2 3 5 8 13 20 

      由上表陰影部份可知 ( ,2~ ) ( 1,2~ ) ( 2,2~ )n m n m n mS S S   ，其中2 n m  。 

接著再考慮跨3 ~ m階的情形如下表： 

 跨3 ~ m階 一階 二階 三階 四階 五階 六階 七階 八階 九階 

3 ~ 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 

3 ~ 4 0 0 1 1 0 1 2 1 1 

3 ~ 5  0 0 1 1 1 1 2 3 3 

3 ~ 6 0 0 1 1 1 2 2 3 5 

3 ~ 7 0 0 1 1 1 2 3 3 5 

3 ~ 8 0 0 1 1 1 2 3 4 6 

3 ~ 9  0 0 1 1 1 2 3 4 6 

      由上表陰影部份可知 ( ,3~ ) ( 1,3~ ) ( 3,3~ )n m n m n mS S S   ，其中3 n m  。     

接著再考慮跨4 ~ m階的情形如下表： 

跨4 ~ m

階 

一

階 

二

階 

三

階 

四

階 

五

階 

六

階 

七

階 

八

階 

九

階 

十

階 

十 

一

階 

十

二

階 

4 ~ 4 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 

4 ~ 5 0 0 0 1 1 0 0 1 2 1 0 1 

4 ~ 6  0 0 0 1 1 1 0 1 2 3 2 2 

4 ~ 7  0 0 0 1 1 1 1 1 2 3 4 4 

4 ~ 8 0 0 0 1 1 1 1 1 2 3 4 6 

4 ~ 9  0 0 0 1 1 1 1 2 3 3 4 6 

4 ~10  0 0 0 1 1 1 1 2 3 4 4 6 

4 ~11 0 0 0 1 1 1 1 2 3 4 5 7 

4 ~12  0 0 0 1 1 1 1 2 3 4 5 7 

       由上表陰影部份可知 ( ,4~ ) ( 1,4~ ) ( 4,4~ )n m n m n mS S S   ，其中4 n m  。     

      以此類推得陰影部份其總方法數為 ( , ~ ) ( 1, ~ ) ( , ~ )n p m n p m n p p mS S S   。 

(2)由上表觀察可得從第 1m 階層開始其總方法數為前m 階層總方法數的和 

( , ~ ) ( , ~ ) ( 1, ~ ) ( , ~ )n p m n p p m n p p m n m p mS S S S       。 
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    (四)推廣至登樓梯一次跨 1 2 3, , , , mp p p p 階總方法數探討 

定理 2：設登樓梯 n階層時，一次跨 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階 1 2 3( , , , , mp p p p N 且  

1 2 31 )mp p p p n      ，從第 1mp  階層開始，則其總方法數為前 mp 階層總 

方法數為 ( , ) ( , )

1
k

m

n n p

k

S S  



 。 

【說明】當考慮登樓梯 15n  階層時，一次跨 1 2 3{ , , } {2,5,8}p p p   階時， 

        則其方法數 (15, )S  僅考慮
1(15 , ) (15 2, ) (13, )pS S S      、

2(15 , ) (15 5, ) (10, )pS S S       

與
3(15 , ) (15 8, ) (7, )pS S S      三種。 

        因為當已完成走15 15 2ip   階時，剩下階層直接跨越 

            當已完成走15 15 5ip   階時，剩下階層直接跨越 

            當已完成走15 15 8ip   階時，剩下階層直接跨越 

        當已完成走 115 p 或 215 p 或 315 p 階有 3 種情形，所以剩下階層直接跨越， 

故其總方法數
1 2 3

3

(15, ) (15 , ) (15 , ) (15 , ) ( , )

1

1 1 1
kp p p n p

k

S S S S S        



       。 

 【證明】將其推廣登樓梯 n階層時，一次跨 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階 1 2 3( , , , , )mp p p p N  

         ( , )nS  亦可推得如下說明： 

已完成 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階 完成階層 

的方法數 

剩下階層方法數說明 

1p  
1( , )n pS    

直接跨越 1p 階，所以方法數 1 種 

2p  
2( , )n pS    

直接跨越 2p 階，所以方法數 1 種 

3p  
3( , )n pS    

直接跨越 3p 階，所以方法數 1 種 

4p  
4( , )n pS    

直接跨越 4p 階，所以方法數 1 種 

   

mp  
( , )mn pS    

直接跨越 mp 階，所以方法數 1 種 

       當已完成走 115 p 或 215 p 或 315 p 或15 mp 階等有m 種情形，其完成階層的方 

法數分別為
1( , )n pS   、

2( , )n pS   、
3( , )n pS   、 、 ( , )mn pS   等有m 種方法數情形，剩下階 

層直接跨越 mp 階，方法數皆為 1 種， 

故其總方法數
1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1

1 1 1 1
m k

m

n n p n p n p n p n p

k

S S S S S S          



          。 
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四、透過轉移矩陣建構登樓梯跨 1 2 3, , , , mp p p p 階總方法數探討 

我們感興趣登樓梯 n階層改為跨 1 2 3, , , , mp p p p 階 1 2 3( , , , , mp p p p N 且  

1 2 3 )mp p p p n     時，也可建構登樓梯的生成路徑圖與轉移矩陣，進而求得總方法數

嗎？先從一次跨 ~p m階時討論，登樓梯的生成路徑圖改變說明如下表： 

一次跨1~ m階，登樓梯的生成路徑圖 一次跨 ~p m階，登樓梯的生成路徑圖改變說明 

1S

3S

2S

4S
5S

6S

7S

mS

1mS 

 

(1) 當一次跨2 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑。 

(2) 當一次跨3 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑與深藍色 1 2S S 路徑。 

(3) 當一次跨4 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑、深藍色 1 2S S 路徑與綠色

1 3S S 路徑。 

(4) 當一次跨5 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑、深藍色 1 2S S 路徑、綠色 1 3S S

路徑、藍色 1 4S S 路徑與當一次跨4 ~ m階

時，左邊生成路徑圖刪掉紅色 1 1S S 路徑、深

藍色 1 2S S 路徑與綠色 1 3S S 路徑。 

以此類推即得到必存在其登樓梯的生成路徑圖。 

即起始矩陣

1 1

2 2

3 3

0

p p

m m

x S

x S

x S

X

x S

x S

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 (代表踩在地面上)，其中
1, 1

0, 1
k

p
x

p m


 

 
 

 

 

根據定理 1 方式可得轉移矩陣                           ，其中
1,

0, 1
k

p k m
t

k p

 
 

 
 

 

 

 

再利用方法數矩陣 0

n

n T X  求得一次跨 ~p m階總方法數。 

 

 

 

1

2

3

0 0 0 0

p

m

t

t

t

T

t

t

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1kI 
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定理 3：設登樓梯 n階層，當 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階 1 2 3( , , , , ,mp p p p N  

1 2 31 )mp p p p n      時，其產生的樓梯數列{ }n ，則存在跨樓梯的生成路

徑圖與轉移矩陣T ，使得總方法數矩陣 0

*

*

n

n

n T X

 
 
   
 
 
 

且其方法數為 n 。 

【證明】一次跨 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階與跨 ~p m階，跨樓梯的生成路徑圖改變方式相同 

        

 

 

  

直接利用定理 1 方式可得轉移矩陣                         ，其中      

 

 

 

 

故利用轉移矩陣求得方法數矩陣 0

*

*

n

n

n T X

 
 
   
 
 
 

且其總方法數為 n 。 

五、指定步數總方法數探討 

首先考慮登樓梯5階層指定步數總方法數如下說明： 

指

指定步數 

指定步數方法情形說明 方法數 

( 1 2 3 4 5 5x x x x x     正整數個數) 

1步 5 1 4

4 4 1H C   

2步 1+4=2+3=3+2=4+1 2 4

3 3 4H C   

3步 1+1+3=1+3+1=3+1+1=1+2+2 

=2+1+2=2+2+1 

3 4

2 2 6H C   

4步 1+1+1+2=1+1+2+1=1+2+1+1 

=2+1+1+1 

4 4

1 1 4H C   

5步 1+1+1+1+1 5 4

0 0 1H C   

將登 5 階層的樓梯跨1~ m階指定步數的總方法分佈數情形如下表： 

 

 

 

 

1

2

3

0 0 0 0

p

m

t

t

t

T

t

t

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1kI  1

1

1,

0,
i

i

p

k

p

T T
t

T T
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     方法數

跨1~ m階 

指定步數 

1步 

指定步數 

2步 

指定步數 

3步 

指定步數 

4步 

指定步數 

5步 

1~1 * * * * 
4

0 1C   

1~ 2  * * * 4

1 4C   
4

0 1C   

1~ 3  * * 4

2 6C   4

1 4C   
4

0 1C   

1~ 4  * 
4

3 4C   
4

2 6C   4

1 4C   
4

0 1C   

1~ 5  4

4 1C   
4

3 4C   
4

2 6C   4

1 4C   
4

0 1C   

從上表很清楚看到其總方法數分佈為呈現斜方向巴斯卡三角形係數(如紅色數字)。 

進一步推廣至登n 階層的樓梯跨1~ m階指定步數的總方法數分佈情形如下表： 

跨

1~ n

階 

指定 

步數 

1步 

指定

步數 

2步 

指定

步數 

3步 

指定

步數 

4步 

 

 

 

指定

步數 

k 步 

 

 

 

 指定

步數 

1~ ( 2)n

步 

指定

步數 

1~ ( 1)n

步 

指定

步數 

1~ n

步 

1~1 * * * * * * * * * * 1

1

n

nC 


 

1~ 2  * * * * * * * * * 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ 3  * * * * * * * * 1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ 4  * * * * * * *  
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ 5  * * * * * *   
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

 * * * * * 1n

kC     
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ ( )n k  * * * *  
1n

kC     
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

 * * * 1

3

nC    
1n

kC     
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ ( 2)n  * * 1

2

nC   1

3

nC    
1n

kC     
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ ( 1)n  * 1

1

nC   1

2

nC   1

3

nC    
1n

kC     
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

1~ n  
1

0

nC   1

1

nC   1

2

nC   1

3

nC    
1n

kC     
1

3

n

nC 


 1

2

n

nC 


 1

1

n

nC 


 

       從上表很清楚看到其總方法數分佈呈現斜方向巴斯卡三角形係數(如紅色數字)。 

 

六、樓梯數列因倍數探討 

(一)樓梯數列{ }n 奇偶數探討： 

定理4：設登樓梯 n階層，當一次跨1~ m階 ( , , )n m n m N  時，其產生的樓梯數列

{ }n ，則當 ,n m時，樓梯數列{ }n 為偶數分佈與奇數分佈個數比值趨近無

限大。  
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【證明】(1)我們先觀察跨1~ m階方法數其對應奇數與偶數的分佈如下： 

跨

1~ m

階 

一

階 

二

階 

三

階 

四

階 

五

階 

六

階 

七

階 

八

階 

九

階 

定  義 

1-2 奇 偶 奇 奇 偶 奇 奇 偶 奇 費氏數列{ }nF  

1-3 奇 偶 偶 奇 奇 偶 偶 奇 奇 樓梯數列{ }nA  

1-4 奇 偶 偶 偶 奇 奇 偶 偶 偶 樓梯數列{ }nB  

1-5 奇 偶 偶 偶 偶 奇 奇 偶 偶 樓梯數列{ }nC  

1-6 奇 偶 偶 偶 偶 偶 奇 奇 偶 樓梯數列{ }nD  

1-7 奇 偶 偶 偶 偶 偶 偶 奇 奇 樓梯數列{ }nE  

根據數據整理可得 

       當費氏數列{ }nF 時，1 個偶數且 2 個奇數為一循環 

       當樓梯數列{ }nA 時，2 個偶數且 2 個奇數為一循環 

       當樓梯數列{ }nB 時，3 個偶數且 2 個奇數為一循環 

       當樓梯數列{ }nC 時，4 個偶數且 2 個奇數為一循環 

       當樓梯數列{ }nD 時，5 個偶數且 2 個奇數為一循環 

       當樓梯數列{ }nE 時，6 個偶數且 2 個奇數為一循環 

                             

       樓梯數列{ }n 時， 1m 個偶數且 2 個奇數為一循環 

 當 ,n m時， lim( 1)
m

m


  ， 

故樓梯數列{ }n 為偶數分佈個數與奇數分佈個數比值趨近無限大。 

       

(二)費氏數列{ }nF 因倍數關係之探討 

我們很好奇，樓梯數列彼此項數間是否有存在有因倍數的關係嗎？首先考慮跨1~ 2階的

費氏數列{ }nF ，其彼此項數間是否有存在有因倍數關係嗎？以下是我們的探討：  

定理5：設登樓梯 n階層，當一次跨1~ 2階時，其產生的費氏數列{ }nF ， 

則存在一轉移矩陣T 使得 nT 與費氏數 nF 對應且 

存在任意正整數 ,a b使得 1 1a b a b a bF F F F F      。 

【證明】取轉移矩陣
1 1

1 0
T

 
  
 

 

         則 2 3
2 1 3 2

,
1 1 2 1

T T
   

    
   

，其中 3T 與費氏數對應為 3 2

2 1

F F

F F

 
 
 

 

         以此類推得
1

1 2

, 3
n nn

n n

F F
T n

F F
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         令矩陣 1

2 1

1 2 1

1 1

0 0

a a aa

a a a

F F F
A T

F F F





  

      
        

      
； 

矩陣 1

2 1

1 2 1

1 1

0 0

b b bb

b b b

F F F
B T

F F F





  

      
        

      
且 tB 為轉置矩陣 

         則 1

1 1

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )

t

a b a b a bt

a b a b

a b a b a b

F F F F F F
tr AB tr tr F F F F

F F F F F F



 

    

     
           

     
且

1 1 1 1
( ) ( ( ) ) ( )

0 0 0 0

t

t a b t a btr AB tr T T tr T T
       

           
       

   

1 1 1 0 0
( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

t

a ba b a b

a b

F
tr T T tr T tr F





       
             

       
 

         故存在任意正整數 ,a b使得 1 1a b a b a bF F F F F      。 

定理6：設登樓梯 n階層，當一次跨1~ 2階時，其產生的費氏數列{ }nF ， 

       已知存在任意正整數 ,a b使得 1 1a b a b a bF F F F F      ， 

則對任意正整數 k 使得 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)k n n n k n n k nF F F F F         為 nF 的倍數。 

【證明】當 1k  時，則 1 1 ( 1) 1 1 ( 1) 1 1 1 1( )n n n n n n n n n n nF F F F F F F F F F F                  為 nF 的倍數 

       故 1k  時成立 

        設 'k k 時，則 '( 1) 1 '( 1) 1 '( 1)k n n n k n n k nF F F F F         為 nF 的倍數 

        即 1 '( 1) 1n k nF F   為 nF 的倍數 

        則當 ' 1k k  時， 

          1 ( ' 1)( 1) 1 ( ' 1)( 1) 1 '( 1) 2 1 '( 1) 1 ( ' 1)( 1)( )n k n n k n n n k n n k n n k nF F F F F F F F F F F                             

1 '( 1) 2 1 1 '( 1) 1 ( ' 1)( 1)( ) ( )n n k n n n k n n k nF F F F F F F F                 

       因為 1 '( 1) 1n k nF F   為 nF 的倍數 

         1 ( ' 1)( 1) 1 ( ' 1)( 1)n k n n k nF F F F        為 nF 的倍數 

        所以當 ' 1k k  時，亦成立 

        故由數學歸納法得對任意正整數 k 使得 1 ( 1) 1 ( 1)n k n n k nF F F F      為 nF 的倍數。 
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(三)樓梯數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列規律探討 

進一步探討樓梯數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後餘數數列有何規律呢？首先探討樓

梯數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後之餘數是否存在循環數列呢？ 

定理7：設登樓梯 n階層，當一次跨1~ m階 (n m 或 0, , )n n m N  時，其產生的樓梯數

列{ }n ，則其數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列必定分別從

1,1, ,1,0、1,1, ,1,0,0、1,1, ,1,0,0,0、1,1, ,1,0,0,0,0、1,1, ,1,0,0,0,0,0、 等

為循環數列。 

【說明】首先考慮費氏數列{ }nF 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列情形如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

    由上表得費氏數列{ }nF 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列為循環數列1,1, ,1,0。 

接著考慮樓梯數列{ }nA 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列情形如下 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上表得樓梯數列{ }nA 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列為循環數列1,1, ,1,0,0。 

同樣地我們發現樓梯數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列必為循環數列，以下是我

們的證明： 

【證明】首先考慮費氏數列{ }nF 中的每一項 iF 除以一正整數 k 後之餘數項

{0,1,2,3, , 1}iR A k   ， k 為除數，其中 A為有限集合， 

故 1( , ) {( , ) | , }i iR R A A x y x A y A      亦為有限集合 

又 1{0,1,2,3, , 1}, {0,1,2,3, , 1}i iR A k R A k       1( , )i iR R  至少有 2k 種組合， 

因此在餘數數列出現 2k 項之後，至少會有一組 1( , )i iR R  與 1( , )j jR R  相同， 

又因為 1 2n n nF F F    

k  費氏數列{ }nF 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列，其每個循

環節數字分佈情形 

餘數數列呈現 

循環數列 

2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0  1 1 0 

3 1 1 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0 2 2 1 0 1 1 2 0 2 2 1 0  1 1 2 0 2 2 1 0 

4 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0 1 1 2 3 1 0  1 1 2 3 1 0 

5 1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 4 4 3 2 0 2 2 4 1 0 1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 4 4 3 2 0 2 2 4 

1 0 1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 4 4 3 2 0 2 2 4 1 0  

1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 4 

4 3 2 0 2 2 4 1 0 

 

k  樓梯數列{ }nA 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列，其每個循環

節數字分佈情形 

餘數數列呈現 

循環數列 

2 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0  1 1 0 0 

3 1 1 2 1 1 1 0 2 0 2 1 0 0 1 1 2 1 1 1 0 2 0 2 1 0 0 1 1 2 1 1 1 0 2 0 2 1 0 

0  

1 1 2 1 1 1 0 2 0 2 1 0 0 

4 1 1 2 0 3 1 0 0 1 2 0 3 1 0 0 1 1 2 0 3 1 0 0 1 2 0 3 1 0 0 1 1 2 0 3 1 0 0  1 1 2 0 3 1 0 0 

5 

 

 

1 1 2 4 2 3 4 4 1 4 4 4 2 0 1 3 4 3 0 2 0 2 4 1 2 2 0 4 1 0 0 1 1 2 4 2 3 4 4 1 

4 4 4 2 0 1 3 4 3 0 2 0 2 4 1 2 2 0 4 1 0 0  

1 1 2 4 2 3 4 4 1 4 4 4 2 

0 1 3 4 3 0 2 0 2 4 1 2 2 

0 4 1 0 0 
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在除以任一正整數 k ，我們發現餘數數列有下列性質： 1 2( ) (mod )n n nR R R k    

由上式推知 1 2, , ,i i iR R R  與 1 2, , ,j j jR R R  相同 

故費氏數列{ }nF 餘數數列必定會循環 

設 1( , )i iR R  與 1( , )j jR R  相同，其中 j i  

則由 1( , )i iR R  往前推 1i  項可得 1 2( , )R R ， 

同理可知由 1( , )j jR R  往前推 1i  項可得 ( 1) 1 ( 1) 1 2( , ) ( , )j i j iR R R R       

因為 1 2( ) (mod )n n nR R R k    

可得費氏數列{ }nF 中的每一項 iF 除以一正整數 k 後之餘數數列必定會從1,1,   

開始循環，且由 1 2( ) (mod )n n nR R R k   可推知 

循環數列最後一項必為 0，循環數列之倒數第二項必為 1。 

 

接著考慮數列{ }nA 中的每一項 iA 除以一正整數 k 後之餘數項

{0,1,2,3, , 1}iR A k   ， k 為除數，其中 A為有限集合， 

故 1 2( , , ) {( , , ) | , , }i i iR R R A A A x y z x A y A z A         亦為有限集合 

又 1 2{0,1,2,3, , 1}, {0,1,2,3, , 1}, {0,1,2,3, , 1}i i iR A k R A k R A k           

 1 2( , , )i i iR R R  至少有 3k 種組合， 

因此在餘數數列出現 3k 項之後， 

至少會有一組 1 2( , , )i i iR R R  、 1 2( , , )j j jR R R  與 1 2( , , )l l lR R R  相同， 

又 1 2 3n n n nA A A A      

在除以任一正整數 k，我們發現餘數數列有下列性質： 1 3 4( ) (mod )n n n nR R R R k      

由上式推知 1 1, , ,i i iR R R  、 1 2, , ,j j jR R R  與 1 2, , ,l l lR R R  相同 

故數列{ }nA 餘數數列必定會循環 

設 1 1( , , )i i iR R R  、 1 2( , , )j j jR R R  與 1 2( , , )l l lR R R  相同，其中 l j i   

則由 1 2( , , )i i iR R R  往前推 1i  項可得 1 2 3( , , )R R R ， 

同理可知由 1 2( , , )j j jR R R  往前推 1i  項可得 ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 1 2 3( , , ) ( , , )j i j i j iR R R R R R          

由 1 2( , , )l l lR R R  往前推 1i  項可得 ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 1 2 3( , , ) ( , , )l i l i l iR R R R R R          

因為 1 3 4( ) (mod )n n n nR R R R k      

可得樓梯數列{ }nA 中的每一項 iA 除以一正整數 k 後之餘數數列必定會從1,1, 開始
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循環，且由 1 3 4( ) (mod )n n n nR R R R k     可推知循環數列最後一項必為 0，循環數

列之倒數第二項必為 0 與循環數列之倒數第三項必為 0。 

同理可証得樓梯數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列必定分別從 

1,1, ,1,0、1,1, ,1,0,0、1,1, ,1,0,0,0、1,1, ,1,0,0,0,0、1,1, ,1,0,0,0,0,0、  

等為循環數列。 

 

由定理 7 得樓梯數列{ }n 每一項除以一正整數 k 後之餘數數列為循環數列，我們很好奇

其餘數數列中各循環節個數有何關聯性呢？以下是我們的探討： 

首先先定義 k 倍數之餘數數列循環節個數為 q ，以費氏數列{ }nF 與樓梯數列{ }nA 每一項

除以一正整數 k 後之餘數數列循環節個數為例說明如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

定理8：設登樓梯 n階層，當一次跨1~ m階 ( , )n m m N  時，其產生的樓梯數列{ }n ，

其每一項除以一正整數 k 後餘數數列，則 

(1) 當 mk q 時，則 k 倍數之餘數數列循環節個數 1
m

m

k qq
q      。 

(2) 當 k p q s    且 , , ,p q s  為質數時， 

則 k 倍數之餘數數列循環節個數 [ , , , , ]k p q r s p q r sN N         。 

(3) 當 31 2 nm mm m
k p q r s    且 , , ,p q s  為質數時，則 k 倍數之餘數數列循環節個

數
3 1 21 2 3

[ , , , , ]m m m m m mm m n nk p qp q r s sr  
        。 

【說明】首先我們先觀察如下數列{ }nF ,{ }nA ,{ }nB ,{ }nC ,{ }nD k 倍數之餘數數列循環節個數

分佈情形： 

 2  3  
4  5  6  7  8  9  10  

11  12  13  
14  15  16  

{ }nF  3 8 6 20 24 16 12 24 60 10 24 28 48 40 24 

{ }nA  4 13 8 31 52 48 16 39 124 110 104 168 48 403 32 

{ }nB  5 26 10 312 130 342 20 78 1560 120 130 84 1710 312 40 

{ }nC  6 104 12 781 312 2801 24 312 4686 16105 312 30941 16806 81224 48 

{ }nD  7 728 14 208 728 342 28 2184 1456 354312 728 9520 2394 1456 56 

費氏數列{ }nF  樓梯數列{ }nA  

k  循環數列 循環節

個數 q  

k  循環數列 循環節

個數 q  

2 1 1 0 2 3   2 1 1 0 0 2 4   

3 1 1 2 0 2 2 1 0 3 8   3 1 1 2 1 1 1 0 2 0 2 1 0 0 3 13   

4 1 1 2 3 1 0 4 6   4 1 1 2 0 3 1 0 0 4 8   

5 1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 4 4 3 2 0 2 2 4 

1 0 

5 20   5 1 1 2 4 2 3 4 4 1 4 4 4 2 0 1 3 

4 3 0 2 0 2 4 1 2 2 0 4 1 0 0 

5 31   
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  發現歸納如下： 

  (1)令 mk q 時， 

 首先考慮費氏數列{ }nF ： 

24 2k   倍數之餘數數列循環節個數為 2

2 1

22
2 2 3 6k

         

38 2k   倍數之餘數數列循環節個數為 3

3 1 2

22
2 2 3 12k

         

416 2k   倍數之餘數數列循環節個數為 4

4 1 3

22
2 2 3 48k

         

  考慮樓梯數列{ }nA  

24 2k   倍數之餘數數列循環節個數為 2

2 1

22
2 2 4 8k

         

38 2k   倍數之餘數數列循環節個數為 3

3 1 2

22
2 2 4 16k

         

416 2k   倍數之餘數數列循環節個數為 4

4 1 3

22
2 2 4 32k

         

    以此類推得 k 倍數之餘數數列循環節個數 1
m

m

k qq
q      。 

   (2)令當 k p q s    且 , , ,p q s  為質數時，， 

     首先考慮費氏數列{ }nF ： 

6 2 3k    倍數之餘數數列循環節個數為 2 3 2 3[ , ] 3 8 24k           

15 3 5k    倍數之餘數數列循環節個數為 3 5 3 5[ , ] [8,20] 40k          

      考慮樓梯數列{ }nA  

6 2 3k    倍數之餘數數列循環節個數為 2 3 2 3[ , ] 4 13 52k           

15 3 5k    倍數之餘數數列循環節個數為 3 5 3 5[ , ] [13,31] 403k          

    以此類推得 k 倍數之餘數數列循環節個數 [ , , , , ]k p q r s p q r sN N         。 

  (3) 令 31 2 nm mm m
k p q r s    且 , , ,p q s  為質數時， 

   首先考慮樓梯數列{ }nF ： 

220 2 5k    倍數之餘數數列循環節個數為 2 2

2 1

52 5 2
[ , ] [2 3,20] 60k




          

  考慮樓梯數列{ }nA  

220 2 5k    倍數之餘數數列循環節個數為 2 2

2 1

52 5 2
[ , ] [2 4,31] 248k




          

    以此類推得 

k 倍數之餘數數列循環節個數
3 1 21 2 3

[ , , , , ]m m m m m mm m n nk p qp q r s sr  
        。 
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 七、建構樓梯數列立體幾何圖形推廣 

    我們更好奇樓梯問題產生的數列是否有存在立體幾何圖形呢？其推廣如下表： 

 

樓梯數列 { }:1,2,3,5,8,...nF  { }:1,2,4,7,13,...nA  

立體幾何圖形 

 
 

樓梯數列 { }:1,2,4,8,15,29,...nB  {C }:1,2,4,8,16,31,61...n
 

立體幾何圖形 

  
樓梯數列 { }:1,2,4,8,16,32,63,125,...nD  { }:1,2,4,8,16,32,64,127,253,...nE  

立體幾何圖形 

 

 

上表是我們建構的階數列立體幾何圖形的推廣，直觀看到立體樓梯。 

 

 

 

 

 

 

 

{ }nF 綠色方塊邊長相加=橘色方塊邊長=1+2=3 

{ }nA 綠色方塊邊長相加=橘色方塊邊長=1+2+4=7 

{ }nB 綠色方塊邊長相加=橘色方塊邊長=1+2+4+8=15 
{ }nC 綠色方塊邊長相加=橘色方塊邊長=1+2+4+8+16=31 

{ }nD 綠色方塊邊長相加=橘色方塊邊長=1+2+4+8+16+32=63 

{ }nE 綠色方塊邊長相加=橘色方塊邊長=1+2+4+16+32+64=127 
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伍、研究結果 

一、透過轉移矩陣建構登樓梯跨1~ m階的方法數探討，步驟依序(1)建構跨樓梯法則，即

可建構跨樓梯的生成路徑圖；(2)找到起始矩陣且轉移矩陣T ，進而推得方法數矩陣

0

*

*

n

n

n T X

 
 
   
 
 
 

；(3)最後得其總方法數為 n 。 

二、改變登樓梯跨樓梯方式有跨奇數階、跨偶數階、跨等差 3d  階與跨 ~p m階，我們發

現不論哪一跨的方式都可當成一次跨 1 2 3{ , , , , }mp p p p  階，從第 1mp  階層開始，

其總方法數為前 mp 階層方法數為 ( , ) ( , )

1
k

m

n n p

k

S S  



 ，得到遞迴關係式為費氏數列推

廣。另外若改變跨的方式為指定步數，其總方法數分佈為呈現斜方向巴斯卡三角形係

數。 

三、推廣跨 ~p m階的樓梯數列，則存在跨樓梯的生成路徑圖說明如下表： 

一次跨1~ m階，跨樓梯的生成路徑圖 一次跨 ~p m階，跨樓梯的生成路徑圖改變說明 

1S

3S

2S

4S
5S

6S

7S

mS

1mS 

 

(1)當一次跨 2 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑。 

(2)當一次跨3 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑與深藍色 1 2S S 路徑。 

(3)當一次跨 4 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑、深藍色 1 2S S 路徑與綠色

1 3S S 路徑。 

(4)當一次跨5 ~ m階時，左邊生成路徑圖刪掉紅色

1 1S S 路徑、深藍色 1 2S S 路徑、綠色 1 3S S

路徑、藍色 1 4S S 路徑與當一次跨4 ~ m階時，

左邊生成路徑圖刪掉紅色 1 1S S 路徑、深藍色

1 2S S 路徑與綠色 1 3S S 路徑。 

以此類推即得到必存在其登樓梯的生成路徑圖。 

 

 

 

 

轉移矩陣                          ，其中
1,

0, 1
k

p k m
t

k p

 
 

 
，即總方法數而求得。 

 

 

 

 

 

1

2

3

0 0 0 0

p

m

t

t

t

T

t

t

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1kI 
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1 1 0 

1 1 2          …       2  1 0 

1 1 2          …       3  1 0 

1 1 2 3       …       4  1 0 

四、(1)當一次跨1~ m階且考慮 ,n m時，則樓梯數列為偶數分佈與奇數分佈個數比值

趨近無限大。 

(2)當一次跨1~ 2階時，其產生的費氏數列{ }nF ，則存在一轉移矩陣T 使得 nT 與費氏

數 nF  對應且存在任意正整數 ,a b使得 1 1a b a b a bF F F F F      ，再推廣得

( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)k n n n k n n k nF F F F F         且 ( 1)k n nF   必為 nF 的倍數。 

(3)當一次跨1~ m階時，樓梯數列{ }n 其每一項除以一正整數 k 後餘數數列，則其餘

數數列為循環數列，進一步可推得當 31 2 nm mm m
k p q r s    且 , , ,p q s  為質數

時，可得 k 倍數之餘數數列循環節個數

3 1 21 2 3
[ , , , , ]m m m m m mm m n nk p qp q r s sr  

        。  

五、建構樓梯數列{ }n 對應立體幾何圖形的推廣，直觀看到樓梯數列的立體樓梯。 

 

陸、討論 

我們發現樓梯數列{ },{ },{ },{ },{ },{ }n n n n n nF A B C D E ，每一項除以一正整數 k 後之餘數 

數列 ' ' ' ' ' '{ },{ },{ },{ },{ },{ }
n n n n nnF A B C D E 是有序性的，如費氏數列{ }nF 每一項除以一正整數 

2,3,4,5k  後之餘數數列其僅考慮一個循環節數字分佈情形與有序性餘數數列簡化數字分佈 

圖說明如下： 

 

k  費氏數列{ }nF 每一項除以一正整數 k 後之餘數

數列，其僅考慮一個循環節數字分佈情形 

有序性餘數數列簡化數字分佈圖 

2 1 1 0  

3 1 1 2 0 2 2 1 0  

4 1 1 2 3 1 0  

5 1 1 2 3 0 3 3 1 4 0 4 4 3 2 0 2 2 4 1 0  

以下是樓梯數列{ },{ },{ },{ },{ },{ }n n n n n nF A B C D E ，每一項除以一正整數 2,3,4, ,13k  後

之餘數數列 ' ' ' ' ' '{ },{ },{ },{ },{ },{ }
n n n n nnF A B C D E ，依序呈現有序性餘數數列簡化數字分佈圖如下： 
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1 1 0 0 0 0 0 

1 1 2          …                  0  2 0 0 0 0  2  1 0 0 0 0 0 

1 1 2          …                  1  2 0 0 0 0  3  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 1  2  2 0 0 0 0  4  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 1  3  2 0 0 0 0  5  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 1  4  2 0 0 0 0  6  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 1  5  2 0 0 0 0  7  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 1  6  2 0 0 0 0  8  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 1  7  2 0 0 0 0  9  1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 1  8  2 0 0 0 0 10 1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 1  9  2 0 0 0 0 11 1 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 1 10 2 0 0 0 0 12 1 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2          …                     0  2 0 0 0 0 0   2   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2          …                     1  2 0 0 0 0 0   3   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 0 1  2  2 0 0 0 0 0   4   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 0 1  3  2 0 0 0 0 0   5   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 0 1  4  2 0 0 0 0 0   6   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 0 0 1  5  2 0 0 0 0 0   7   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 0 1  6  2 0 0 0 0 0   8   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 0 1  7  2 0 0 0 0 0   9   1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 0 1  8  2 0 0 0 0 0  10  1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 0 1  9  2 0 0 0 0 0  11  1 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 0 0 1 10 2 0 0 0 0 0  12  1 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 

1 1 2                     2  1 0 

1 1 2                     3  1 0 

1 1 2 3       …       4  1 0 

1 1 2 3 5    …       5  1 0 

1 1 2 3 5    …       6  1 0 

1 1 2 3 5    …       7  1 0 

1 1 2 3 5 8 …       8  1 0 

1 1 2 3 5 8 …       9  1 0 

1 1 2 3 5 8 …     10  1 0 

1 1 2 3 5 8 …     11  1 0 

1 1 2 3 5 8 …     12  1 0 

1 1 0 0

1 1 2       …         0  2 0  2  1 0 0 

1 1 2       …         1  2 0  3  1 0 0 

1 1 2 4    …  4 1  2  2 0  4  1 0 0 

1 1 2 4    …  4 1  3  2 0  5  1 0 0 

1 1 2 4    …  4 1  4  2 0  6  1 0 0 

1 1 2 4    …  4 1  5  2 0  7  1 0 0 

1 1 2 4 7 …  4 1  6  2 0  8  1 0 0 

1 1 2 4 7 …  4 1  7  2 0  9  1 0 0 

1 1 2 4 7 …  4 1  8  2 0 10 1 0 0 

1 1 2 4 7 …  4 1  9  2 0 11 1 0 0 

1 1 2 4 7 …  4 1 10 2 0 12 1 0 0 

1 1 0 0 0 

1 1 2          …            0  2 0 0  2  1 0 0 0 

1 1 2          …            1  2 0 0  3  1 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 1  2  2 0 0  4  1 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 1  3  2 0 0  5  1 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 1  4  2 0 0  6  1 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 1  5  2 0 0  7  1 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 1  6  2 0 0  8  1 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 1  7  2 0 0  9  1 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 1  8  2 0 0 10 1 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 1  9  2 0 0 11 1 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 1 10 2 0 0 12 1 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 

1 1 2          …               0  2 0 0 0  2  1 0 0 0 0 

1 1 2          …               1  2 0 0 0  3  1 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 1  2  2 0 0 0  4  1 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 1  3  2 0 0 0  5  1 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 1  4  2 0 0 0  6  1 0 0 0 0 

1 1 2 4       …  4 0 0 1  5  2 0 0 0  7  1 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 1  6  2 0 0 0  8  1 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 1  7  2 0 0 0  9  1 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 1  8  2 0 0 0 10 1 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 1  9  2 0 0 0 11 1 0 0 0 0 

1 1 2 4 8    …  4 0 0 1 10 2 0 0 0 12 1 0 0 0 0 

餘數數列 '{ }nF               餘數數列 '{ }
n

A               餘數數列 '{ }nB  

 

餘數數列 '{ }nC               餘數數列 '{ }nD                 餘數數列 '{ }nE  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

由上圖可得餘數數列必存在每個循環節數字前後端有其明顯規律產生，其對應存在呈現

有序性數列，更能顯現餘數數列為循環數列的脈絡，至於更嚴謹的論證是我們努力的方向。 

 

柒、結論與未來展望 

我們仔細探討「登 n階層的樓梯，每一次跨1~ m階( ,n m N )登樓梯總方法數」過程中，

我們發現登樓梯方式極為有規律，反覆地重複同樣方式，於是想到透過轉移矩陣去破解。首

先建構跨樓梯法則與生成路徑圖，得有序性的轉移矩陣與方法數矩陣，再從方法數矩陣中找

到完成登樓梯的總方法數因而求得，進而推廣至跨 ~p m階，也同樣地得到跨樓梯的生成路

徑圖與有序性的轉移矩陣，同樣地總方法數因而求得，同時也推廣到跨任意階的情形，總方

法數可得到遞迴關係式，更印證了階階皆有律的特性，很明顯得到樓梯數列實為費氏數列的

推廣。  

費氏數列{ }nF 彼此項數間具有因倍數的微妙關係，為存在任意正整數 ,a b使得

1 1a b a b a bF F F F F      ，再進一步探討樓梯數列{ }n ，每一項除以一正整數 k 後之餘數數列

得到為有序性的循環數列與 k 倍數之餘數數列循環節個數的通式，同時也很好奇心樓梯數列

{ }n 是否也可存在彼此項數間具有因倍數的關係與其存在一般式會有何漂亮的規律呢？是

未來會繼續努力的研發方向，繼續揭開階階有律的真相！ 

最後建構樓梯數列對應立體幾何圖形，直觀看到樓梯數列立體樓梯，更能呈現樓梯問題

推廣幾何意義價值！ 
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單純的事物裡總能有令人出乎意料的驚喜，樓梯看似平凡，但平凡中總有其不平凡處，

規律即是它的不平凡，這讓我們眼睛為之一亮，進而以東行西行、南跨北跨等各式方法進一

步研究，赫然發現「階階有律」這美麗的結果！ 
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冊與第3冊。台北市，南一書局。 

   四、賴東昇。再談費氏數列。科學月刊，6(10)。 

   

 

 

 

 



【評語】040402  

本作品對 n階樓梯，考慮每次可爬 1至 m階，求登樓梯總方

法數。經由建立遞迴公式，得到一些美妙的結果。作品中涉及費氏

數列，可引發學生對數學的興趣。若能更精簡的推導，將使讀者更

易閱讀其作品。 
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