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摘要 

    本研究的目的是要分析高速鐵路在經過不穩定地區時的運動狀態，並描述當時的運動狀

態和發現有益與有意義的結果。分析後的結果發現，高速鐵路在經過不穩定地區時的運動狀

態是屬於非線性的情況，因此，嘗試以非線性振動理論來描述當時的運動狀態。初步結果顯

示，以 KBM 非線性振動理論來描述當時的運動狀態，可發現共振對列車行駛安全性有影響。 

壹、研究動機 

西元 1998 年 6 月 3 日，德國高速鐵路 ICE 因車輪金屬疲勞損壞導致列車出軌，車廂彈起

撞上橋梁，造成 101 人死亡，此次事故原因主要有兩點：其一，事故發生前 2 個月就有工作

人員反應有不尋常的搖晃，但未改善，其二，駕駛未察覺轉向架車輪異常，仍持續以時速 200

公里以上行駛。 

暑假與家人出遊，乘坐高鐵經過某些路段時，車身似乎有些劇烈震動。突發靈光一現，

如果測量高鐵經過不穩定地區的加速度，分析轉向架當時的振動狀況，嘗試求出其運動方程

式來探討其運動狀態，從中能否看出非線性的情況，或者是分析出轉向架減震器的阻尼？  

     

貳、研究目的 

 一、分析高速鐵路轉向架經過沉陷區的振動現象，並探討其運動方程式。 

    二、利用傅立葉級數，作線性疊加及 KBM 法了解是否具有非線性現象。 

  

 

參、研究設備及器材 
一、研究器材 

 (一)、QCN Live(記錄加速度值的軟體)[1][2][3] 

(二)、校正 QCN Live 時間測量的軌道與台車 

 (三)、放置筆電用台車 

 (四)、GPS 軌跡記錄器               

(五)、商用筆記型電腦（內建加速度感測器） 

(六)、捲尺 

(七)、水平儀 
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肆、研究過程或方法 

一、【測量平台的選擇】： 

    QCN Live 原始的開發平台是 ThinkPad，但是 ThinkPad 只有水平方向上 X、Y 軸的加速度

感測器，所以一度考慮使用 Apple Mac book。卻發現當 Apple Mac book 處於靜止時，加速度感

測器仍會偵測到加速度的數值變動，推測應該是該筆電所配備的壓阻式加速儀過於敏感，將

電腦本身的震動也算進去。所以研究中使用 ThinkPad 筆記型電腦（內有電容式加速度感測器）

做為測量平台。而為了達到測量垂直方向上的效果，把筆記型電腦垂直放置，並以台車輔助

固定筆電。 

 

二、【實驗步驟】： 

(一).實驗一：驗證 QCN Live 時間計算 

1.使用可調高度之軌道，並使用木片自製一個明顯的高度變化，為 1.9 公分。 

 

圖一、軌道設計的下陷段（落差 1.9 公分） 

2.將台車置於模擬之軌道上，並調整平面至水平。 

3.筆記型電腦以 180 度展開，垂直放置於台車上並且固定。 

4.以繩子拉動台車前進，並記錄 QCN Live 實驗結果  
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圖二、以繩索拉動台車，記錄加速度感測器在落下時的加速度值 

1.9cm 
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 (二)、實驗二：驗證訊號之可靠性(2011/2 板橋到高雄全線測量) 

    1.台車置於高鐵列車地板上，並調整平面至水平。 

2.筆記型電腦以 180 度展開垂直置於台車上。（Y 軸正向與列車前進方向相同）    

3.打開 GPS 軌跡記錄器，並記錄軌跡。 

    4.記錄 GPS、QCN Live 記錄實驗結果。 

 

 

(三)、實驗三：校正 QCN Live 加速度值 

1.台車置於地上，並調整平面至水平。 

2.筆記型電腦置於台車上，X 軸正向朝下，記錄靜止時的實驗結果。 

3.筆記型電腦置於台車上，X 軸負向朝下，記錄靜止時的實驗結果。 

4.筆記型電腦置於台車上，Y 軸正向朝下，記錄靜止時的實驗結果。 

5.筆記型電腦置於台車上，Y 軸負向朝下，記錄靜止時的實驗結果。 

(四)、實驗四：測量台灣高鐵不穩定地區的加速度變化 

    1.台車置於高鐵列車地板上，並調整平面至水平。 

2.筆記型電腦以 180 度展開垂直置於台車上。（Y 軸正向與列車前進方向相同）   

3.打開 GPS 軌跡記錄器，並記錄軌跡。 

4.記錄 GPS、QCN Live 記錄實驗結果。   

   

三、【研究原理】： 

(一)、轉向架減震器的力學分析(共有 120 筆有效資料，各軌各有 30 筆) 

 列車經過不穩定區域之後，QCN Live 的擷取圖如圖四紅色區域所示(以二號軌為例： 

 

圖三、二號軌擷取圖 

列車經過不穩定區域時，列車共受到三種力的作用： 

(1) 重力：經過不穩定區域時， mgFg  。 
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(2) 阻力：列車的減震器會減少重力的影響，速度越快，阻力越大，所以 bvFr  。 

b 是阻尼係數 

(3) 彈性回復力：減震器的回復力： xkFk
 。 

k 是彈性係數 

(4) 不穩定區所提供的驅動力(Driving force)： )(0 tfF   

由牛頓第二運動定律：  Fma ，綜合上述三力，列車在垂直方向所受的合力與加速

度的關係為： )(tfxkbvmgma  。 

 若以車內觀察者為參考座標系，將車體的垂直位移座標定為 x ，則加速度 a 為位移的二

階微分 x ，速度 v 則為位移的ㄧ階微分 x。但因車輛未至沉陷處時, 減震器及彈簧懸吊因受車

體重量影響，減震器及彈簧已有一起始壓縮量
k

mg
 ，所以 x

k

mg
x  ，代入上式可得： 

)(tfkxxbxm                                                          (1-1)  

因每輛車廂有兩個列車轉向架，每個轉向架在垂直方向共有四個圈狀彈簧及減震器，因

此，式中的質量皆為車體質量的八分之一。其中，圈狀彈簧承載了車體的重量，減震器則是

負責消弭不穩定區域的震動。 

 

m

tf
x

m

k
x

m

b

m

F
x

)(



 

                                       (1-2) 

令

2

0
m

k
，

2
m

b
，  是阻尼參數。 

因此(1-2)可以改寫成： 

m

tf
xxx

)(
2

2

0                                                     (1-3) 

上式通解為 

]cossin[)( 1211 tBtBetx t

c   
                                   (1-4) 

其中
22

0

2

1   。 

高鐵車輛未經過沉陷區域時，鋼軌的彎曲是由自身重量所造成，理論上，求出鋼軌的彎
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曲函數，即可求得驅動力的解析函數。然而，高鐵車輛通過沉陷區域時，高鐵車輛所在的位

置會大幅改變整個鋼軌的形狀。因此，驅動力 )(tf 的解析函數，就不是那麼簡單求出。不

知驅動力 )(tf 的解析函數，(1-3)式的特殊解就無法求出，整個位移函數就無法完全獲得。 

    所幸，透過加速度的量測值，我們從中可看出一些端倪。將測量值展開成傅立葉級數，

可得：  

測量值
m

tf
xxx

)(
2

2

0                                        (1-5) 

tlatlbtlax
n

l

l

n

l

ll  


sin||cossin
11

                           (1-6)  

每一軌的 || la 值詳見表二 

(二)、以數值積分求初速度與初位移： 

從(1-3)式可知： 

m

tf
xxx

)(
2

2

0                                                      (2-1) 

所以驅動力為，a 為測量值： 

xxa
m

tf 2

02
)(

                                                     (2-2) 

由 000 , xtvdtdtaxvdtav   (2-3)，把(2-2)式寫成： 

   00

2

002
)(

xtvdtdtavdtaa
m

tf
                          (2-4) 

套入邊界條件 0
)()0(


m

TF

m

F
，得一聯立方程組： 














  022
)(

02
)0(

0

2
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2

0
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2

0
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0

2

00

xvtvdtdtadta
m

TF

xv
m

F

T TT





                      (2-5) 

可得： 

 

  
T TT

dtdtadtaTv
0 0

2

0
0

0

2

0 2                                        (2-6) 

所以初速度和初位移分別為： 
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2

0

0 0

2

0
0

0

2





T

dtdtadta
v

T TT

  
 ，

2

0

0
0

2



v
x


                                   (2-7) 

從加速度的圖可以知道有非線性的項、線性項、驅動力 

所以加速度包含為： 

cedrivingforermnonlineartlinearterm
dt

xd


2

2

 

可令非線性項為一時間的函數： 

cedrivingfortlinearterm
dt

xd
 )(

2

2

  

並把驅動力和該函數令為另一時間的函數： 

)(
2

2

tlinearterm
dt

xd
  

 (三)、用傅立葉級數展開求驅動力： 

從(1-5)式可以知道：
m

tf
xxx

)(
2

2

0                                    (3-1) 

各以傅立葉級數展開： 



















n

l

till
n

l

til

l e
m

f
AAliea

1

2

0

1

2 
                     (3-2) 

因此，根據(3-2)左式，位移、速度、加速度可寫成： 

tilAex                                                                 (3-3) 

tilAeilx                                                              (3-4) 

tilAelx  22                                                         (3-5) 

所以 22




l

a
A

l

                                                             (3-6) 

且 mfAAlia ll /2
2

0                                           (3-7) 

所以 mf l / 為： 
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



並可寫為： 
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
 i

llll ea
l

aamf
2

2
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2

0 4/ 















                                  (3-9) 

最後，提出 la ，得(3-10) 


 i

ll e
l

amf 41/

2
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0 
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











                                      (3-10) 

)(

2

22

2

0 41/)( 
 
















 tli

ll e
l

amtf                                 (3-11) 

係數結果見表四。 

 

(四)、用 KBM(克雷洛夫-波哥留波夫-米特羅坡耳斯基漸近)法 求共振情形之近似： 

轉向架的動能 T 和位能 U 可用下式表示， 為耗散函數。 

2

2
x

m
T   )(xUmgxU 避彈  2

2
x

b
  

避彈U 代表避震器的彈力位能， xb 為阻力。 

則在平衡位置的坐標 平衡x ，可寫成： 

0










平衡平衡

避彈

xxxx x

U
mg

x

U
 

將位能 U 按質點對平衡位置的偏離 x 展開為冪級數到四次方項，可得： 

4

0

4

4
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0

3

3
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



















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






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








避彈避彈避彈  

因此，振動方程可寫為(4-1)式： 

t
m

F
xxx

txxfxx

0
03

2

2

1

0

2

sin2

),,(













                                       (4-1) 

(4-1)式中： 

0
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
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1
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
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
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m
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0
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2
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
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


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



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
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

x
x

U避彈
 ，

m

b
2         

根據(4-1)式右方可寫出： 
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)3sinsin3(
4

)2cos1(
2

sin

cos2),sin,cos(),,(

32

2

1
0

0

0000

]0[















A
A

t
m

F

A
q

p
tAAftAf

                         (4-2)  

在非線性受迫振動中的共振，若滿足(4-3)式條件，就可產生共振。 

0
q

p
                                                                    (4-3) 

其中，p 和 q 為互質整數。 

令一小量  為固有頻率平方與共振頻率平方之間的偏差： 









 

2

0

2

q

p
  

於是，(4-1)式可改寫為： 

  







 xtxxfx

q

p
x 0

2

0 ,,                                                  (4-4) 

方程(4-4)的解是： 

     tAxtAxAx 0

)2(2

0

)1( ,,,,sin                                      (4-5) 

因共振的振幅與相位差有關，引入相位差的關係式： 

    t
q

p
tt 0                                                               (4-6) 

當(4-3)式為等號時，振幅和相位的變化應滿足下列二方程： 

      ),(, 221  AAAA
dt

dA
                                                (4-7) 

       


,, 221

0 AA
q

p

dt

d
                                          

(4-8) 

將解的 改用 來表示： 

    







 tAxt

q

p
Ax 0

1

0 ,,sin                                             

(4-9) 

且應滿足： 
      ,1 AAA         ,1 A                                       (4-10) 

為解出一級近似之解答，先將方程(5-5)式對時間求二階導數： 

則一階導數如下： 

t

xx
A

A

x

dt

dx
x














 


  

個別偏微分後如下： 
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       

   























































t

x

t

x
t

q

p
A

q

p

xx

q

p
AA

A

x

A

x

q

p
x

2
2

1

00

2
2

1

0

2
2

1

0

)cos(

)cos()sin(











(4-11) 

則二階導數為(4-12)： 

2

222

2
2

2

2222
2

2

2

t

x

t

x

t

x

t

A

A

x
A

tA

x

t

xxxA

A

x
A

A

x
A

tA

x
A

AA

x
A

A

x
A

A

A

A

x
A

A

x

t

xx
A

A

x

tt

xx
A

A

x
A

t

xx
A

A

x

At

xx
A

A

x

dt

d
x














































































































































































































































































接著逐一計算其導數並保留二級近似以下的項(4-13)： 

4-13(1)

 
 

     
 

 

 
 

 































































































































t
q

p
A

q

p

tA

x
A

t
q

p
A

q

p
t

q

p

A
A

dA

dA
t

q

p
A

A
tA

x
A

AA

x
A

A

x
A

A

A

A

x
A

A

x
A

t

xx
A

A

x

A

0

2

0

2
12

12

0

1

00

1
1112

1

0

12

22
2

2

2

cos

coscossin









4-13(2) 

     
 

  

 
 

   
 

 





































































































































































t
q

p
A

q

p

t

x
t

q

p
A

q

p
t

q

p
A

t
q

p
At

q

pA
t

q

p
A

t

xxxA

A

x
A

A

x

t

xx
A

A

x

0

2

0

2
2

12

0

1

00

1
12

0

212

0

1
12

0

112

2
2

2

22

cossincos

sinsincos









4-13(3) 

     

   
 

 
   

 

2

22
2

2

12

0

2

02

212
12

12
12

0

2

0

2

0

1

00

1

0

2

0

1

0

2

222

sinsin

sincoscos

t

x

t

x
t

q

p
A

q

p

t

x

tA

x
At

q

p
A

q

p

t
q

p
A

q

p
t

q

p
A

q

p
t

q

p
A

q

p

t

x

t

x

t

x

t

A

A

x
A

tA

x

t

xx
A

A

x

t























































































































































 

將一級近似項選出，可得： 
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  
 

   






















  t

q

p
A

q

p
t

q

p
A

q

p

t

x
tAx 0

1

00

1

02

12

0

1 sin2cos2,,      (4-14) 

所以，   tAx ,,1  所滿足之微分方程為(4-15)： 

 
 

   

 























































t
q

p
A

q

p

t
q

p
A

q

p
tt

q

p
Af

t

x
x

q

p

0

1

0

0

1

00

0

2

12
1

2

0

cos2

sin2,,

            

其中， 

 


































 tt

q

p
A

q

p
t

q

p
Aftt

q

p
Af 000000

0 ,cos,sin,,                (4-16) 

根據 KBM 非線性振動理論，可得： 

     
  





2

0

0
2

0
2

1 cos,,

4

1
dtdetAfe

q

p
A p

q
in

n

p

q
in

                           (4-17) 

     






  






2

0

0
2

0
2

1 sin,,

4

1

2

dtdetAfe

A
q

p

q

p
p

q
in

n

p

q
in

                    (4-18) 

將(4-2)帶入(4-19)、(4-20)可得(其中 p=1,q=3)： 









  )()(

3

1
4

3

1
4

1 023023

0

2

0

2

)1(

m

F
ie

m

F
ieAA ii 



                        (4-19) 












 

m

F
eeA

A

ii 02333

2

2

0

2

0

)1( )(
2

3

4

3

2

3





                             (4-20) 

因此可寫出函數 A 和 所滿足之一階近似聯立方程： 




















;3cos
2

/3

8

9

2

3

,3sin
2

/3

0

0

0

2

2

0

0

0
















A

mFA

mF
AA





                                             (4-21) 

此聯立方程的一級近似解可寫為： 









  t

q

p
Ax 0sin                                                           (4-22) 

此解的一階導數為 



























  t

q

p
At

q

p
A

q

p
t

q

p
Ax 0000 coscossin                        (4-23) 

並引用 PKB 法的限制條件： 

0cossin 00 
















  t

q

p
At

q

p
A                                           (4-24) 
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因此二階導數為： 




































  t

q

p
A

q

p
t

q

p
A

q

p
t

q

p
A

q

p
x 000

2

000 sinsincos            (4-25)       

利用(4-24)式將 A 代換： 





























t
q

p

t
q

p

AA

0

0

cos

sin

                                                        (4-26) 

當時間為零，加速度為零時，將(4-26)式代入(4-25)式，得： 

0

cos

1
sin

0

00

2

02

2















































t
q

p
A

q

p
t

q

p
A

q

p
x                            (4-27) 

可寫為： 



























  t

q

p
tA

q

p
At

q

p
t

q

p
tA

q

p
00000 2sin

2
cossin                     (4-28) 

所以，為： 






































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22
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        (4-29) 

 (五) 簡化運動方程式以得到阻尼參數的關係式：  

首先，將列車經過不穩定區域的加速度對時間變化分為三段區域 I、II、III(以二號軌為例) 
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圖四、將列車經過不穩定區域的加速度對時間變化分為三段區域 I、II、III (QCN 有兩種繪圖的模式，一是直接

將測得的加速度繪出，二會將靜止時的加速度值設為零，繪出其差異值，但是兩種繪圖方式在記錄成 Excel

檔時，加速度的數值是相同的。) 

由圖四中，可看出 I、II 區的波谷時，減震器的壓縮量達到極值，而 II、III 區的波鋒，則

是減震器的伸長量達到極值，透過對加速度軸作鏡射(使其像 te  的樣子衰減)，將 II、III 區交

界的時間訂為 0，則經過半週期的時間後，諧振子的振幅衰減至波谷，如圖五，此時影響最

劇的為 )sin( 1   tBe t
 這項。 

因此，簡化(1-4)式為 

)sin()( 1    tBetx t
                                      (5-1) 

 

微分一次是：     

    )]cos()sin([ 111    ttBex t                 (5-2) 

當 0,0  xt  時， 0cossin 1   。 

所以 



 cot,cot 1

1

                                           (5-3) 
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圖五、II 隨時間遞減之次阻尼諧振子 

 

加速度與時間關係式為： 

)]cos(2)sin()[( 111

2

1

2    ttBex t              (5-4) 

將(5-3)式帶入上式，可得： 

)]cos(cot2)sin()cot[( 1

2

11

2

1

22

1

cot1 



ttBex

t  

)]cos(cot2)sin()1[(cot 11

2cot2

1
1  




tteB
t

  (5-5) 

倒轉時間軸後的 II，在 0t 時，加速度值為最大，設加速度最大為 a ，最小為 a ，。 

所以 ]coscot2sin)1[(cot22

1   Ba                   (5-6) 

振幅： ]coscot2sin)1[(cot22

1  
 a

B
                      (5-7) 

 

而
 cotcot1 

 ee
t

，因為 tt


 

2

2
1 。 
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(區域 II 只是半個週期，所以 tT 2 ， t 是所經過的時間。) 

因此區域 II 的加速度最大值與最小值的比值是： 

]coscot2sin)1[(cot

]coscot2sin)cot1[(
2

2
cot








 



 e
a

a
                     (5-8) 

將(5-8)上下同除以 sin ，整理後成：









 cot

2

2
cot

22

22
cot

1cot3

cot31

cot21cot

cot2cot1  








eee  

 

所以



a

a
lncot

，





 



a

a
ln

cot                               (5-9) 

cot 、 1 可從資料中得到，根據(5-3)式  cot1 ，即可將該運動方程式中的阻尼參

數算出。 

 

另外，將加速度對時間的關係式套入近似原始資料以驗證該運動方程式的正確性，如圖十六

之一~之四。 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、研究結果 

一、校正實驗結果 

(一)、實驗一：驗證 QCN Live 時間計算 

根據水平拋射，加速度求距離的公式： 2

2

1
gth  (g 重力加速度、h 軌道落差高度)可以

由時間與加速度算出距離。在本實驗中，預設 h=-1.9 公分，所要計算的時間是由加速度值的

原點至最低點之間的時間變量，實驗中 X、Y 軸皆保持水平。 
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圖六、以繩索拉動台車時，台車前後輪下陷時的 QCN Live 記錄 

 

   以繩子拉動台車後，可以在 QCN Live 記錄中明顯看到前後輪分別下落的加速度變化（如

圖六）。此外 QCN Live 的好處是隨時可以將實驗結果「錄製」下來，並精確轉換成時間與加

速度的 Excel CSV(逗點分隔値)檔，而且還能自行儲存到筆記型電腦當中。因此只要在拉動台

車後，讀取下落的時間變量，並套入上述公式，即可算出下落的高度。 

實驗結果如下表一，下落的時間變量約為 0.0624 秒，所以下落高度應約等於 1.9 公分，

實驗結果證明 QCN Live 在時間的計算上並無錯誤。 

表一、台車前輪落下的時間記錄與換算的高度落差 

實驗 第 1 次 第 2 次 第 3 次 第 4 次 

前輪在上層軌道正要落下的時間點（t1） 2.387 1.886 3.297 2.698 

前輪懸空的時間點（t2） 2.402  1.918 3.338 2.730 

前輪下陷到下層軌道的時間點（t3） 2.449  1.950 3.360 2.761 

前輪下陷的時間變量 Δt = t3 – t1 0.062 0.063 0.063 0.063 

從 Δt 推算的下陷高度落差（h） -1.883cm  -1.944cm  -1.944 cm -1.944cm 

註：實驗一 QCN Live 為版本 3.78 資料讀取頻率為 64Hz，實驗二之後為版本 5.83，讀取頻率 50Hz。 

 

(二)、實驗二：驗證訊號之可靠性 

    為驗證加速度感測器訊號之可靠性，測量台灣高鐵全線，自板橋至高雄。 

後輪下陷 
前輪下陷 
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圖七、加速度感測器未偵測到不穩定地區造成的加速度變化 

 

 

圖八、加速度感測器偵測到不穩定地區造成的加速度變化 

 (三)、實驗三：校正 QCN Live 加速度值 

 

    實驗中的加速度感測器實際上是垂直擺放的，所以理當測到 1g 的重力加速度，卻發現

QCN Live 所測量到的加速度值與理論的加速度值不一樣，是因為 QCN Live 的原設計者並沒

有想到，會有人把筆記型電腦垂直擺放。所以，以此研究中使用的加速度感測器(ADXL320)

之製造商的校正方法[4][5]，來校正所測量到的加速度值。校正方法如下： 

設 QCN Live 所輸出的加速度值為 outA ，偏差值為 offA ，實際加速度為 actualA ，單位都是重力加

速度，設 Gain 為加速度感測器的增益，單位是加速度。 



 

 - 17 - 

則   )(5.0 11 ggoff AAgA      )
1

(5.0
11

g

AA
Gain

gg  
    

Gain

AA
gA

offout

actual


  

實驗結果 477555.0offA   635151.5Gain  

則本實驗加速度感測器所測量之實際加速度值應為：  
635151.5

477555.0
 out

actual

A
gA   

 

    由於在校正時是使用重力加速度來校正，而地球上每個不同的地方重力加速度皆不相

同，所以必須計算出校正實驗地點的重力加速度是多少，以降低實驗的誤差。 

 

    從中央氣象局[6]的資料可以得知地球上每一點的重力加速度計算方法為： 

設 為緯度之弳度，則 )/)(sin000023462.0sin005278895.01(03185.978 242 scmg    

 

    以校正實驗的實驗地點台北，北緯約 25 度做為本研究之重力加速度： 

計算結果：北緯 25 度之重力加速度值約為： )/(9547128.978 2scm  

 (四)、實驗四：實際測量台灣高鐵不穩定地區加速度變化以分析非線性現象 

 1.分軌測量 

    每一次的測量會因為在列車左端、右端而異，南下、北上都如此，為求精準，將每條軌

道分開記錄，北上兩條為一、二軌，南下兩條為三、四軌，如圖九。 

 

圖九、軌道編號示意圖(作者在附近山區所攝得) 

2.選取資料計算範圍 
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    從 QCN Live 原始資料中，找到達不穩定地區時，加速度的變化。 

(下列為苗栗麻園坑口不穩定地區加速度變化 1~4 軌 QCN Live 擷取圖) 

 

圖十、一號軌 

 

 

圖十一、二號軌 
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圖十二、三號軌 

 

 

 

 

 

 

 

圖十三、四號軌 

 

3.加速度校正 

    按實驗三之校正方法校正加速度值。 

 

4.轉向架的力學分析 

(1).傅立葉轉換 
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 (下列圖十四之一~之四為各軌加速度測量值之平均值及標準差) 
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圖十四之一、軌號一加速度平均值和標準差 平均標準差: 3.3cm/s*s 
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圖十四之二、軌號二加速度平均值和標準差 平均標準差: 3.6cm/s*s 

Track 3 Raw

-100

-50

0

50

100

0
0.0

4
0.0

8
0.1

2
0.1

6
0.2 0.2

4
0.2

8
0.3

2
0.3

6
0.4 0.4

4
0.4

8
0.5

2
0.5

6
0.6

Time (sec)

A
cc

el
er

at
io

n 
(c

m
/s

*s
)

 

圖十四之三、軌號三加速度平均值和標準差 平均標準差:2.8cm/s*s 
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Track 4 Raw
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圖十四之四、軌號四加速度平均值和標準差 平均標準差:3.3cm/s*s 
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圖十五、原始資料 a-t 圖(32 個資料點) 

 

(二)、以數值積分求初速度與初位移的結果： 

 軌號一 軌號二 軌號三 軌號四 

初速度(cm/s) -0.62 0.08 -4.31 -6.18 

初位移 cm 0.02 0.00 0.14 0.20 

表二 

以上述資料所得的位移-時間與速度-時間圖： 
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Velocity of Track 1~4
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圖十六、速度-時間圖 

Displacement of Track 1~4

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

0
0.0

4
0.0

8
0.1

2
0.1

6
0.2 0.2

4
0.2

8
0.3

2
0.3

6
0.4 0.4

4
0.4

8
0.5

2
0.5

6
0.6

Time(sec)

D
is

pl
ac

em
en

t (
cm

)

Track 1

Track 2

Track 3

Track 4

 
圖十七、位移-時間圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

根據上述資料所得的 xmtfx
2

0,/)(,2    及原始資料的對時間圖： 
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`     圖十八、一號軌 

Track 2
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         圖十九、二號軌 

Track 3
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         圖二十、三號軌 
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Track 4
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        圖二十一、四號軌 

 

根據相同資料將各軌的 f(t)/m 以傅立葉級數展開的係數 l=1~15： 

l： 一號軌 二號軌 三號軌 四號軌 

1 90.56 196.79 164.22 194.22 

2 15.18 18.96 31.84 43.20 

3 6.82 16.57 17.05 22.75 

4 3.16 7.80 10.77 13.57 

5 3.14 8.12 6.35 8.98 

6 3.13 5.46 5.82 5.23 

7 2.38 4.33 4.89 3.23 

8 0.71 4.73 4.02 3.38 

9 0.67 3.69 3.42 3.88 

10 1.87 3.56 5.38 4.57 

11 1.36 2.11 3.87 6.15 

12 0.56 3.37 3.94 6.52 

13 1.34 1.09 3.25 7.66 

14 0.82 3.35 3.85 8.08 

15 0.87 2.15 3.63 8.59 

表三、根據相同資料將各軌的 f(t)/m 以傅立葉級數展開的係數 l=1~15： 
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(三)、用傅立葉級數展開求驅動力的結果： 
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圖二十二、原始資料經傅立葉轉換後的頻譜圖 

 單位：cm/s*s 單位：cm/s*s 單位：cm/s*s 單位：cm/s*s 

  2222
22

0 4 AlAal   一~四號軌 
l： 一號軌 la  二號軌 la  三號軌 la  四號軌 la  

1 -62.19 -66.83 -40.50 -39.68 464.15 498.81 301.79 296.17 

2 -10.31 -9.36 -11.05 -9.29 71.80 65.21 76.95 64.73 

3 -4.49 -5.68 -6.65 -5.08 31.05 39.22 45.98 34.95 

4 -1.22 -1.09 -6.51 -3.93 8.42 7.54 44.85 27.13 

5 -2.15 -2.65 -2.07 -2.68 14.78 18.22 14.23 18.46 

6 -1.95 -1.97 -1.80 -1.54 13.40 13.59 12.39 10.57 

7 -1.74 -0.94 -1.57 -1.73 11.97 6.44 10.77 11.91 

8 -0.34 -2.00 -1.82 -1.30 2.36 13.74 12.54 8.97 

9 -0.37 -1.23 -2.34 -1.89 2.56 8.45 16.09 13.00 

10 -1.38 -2.03 -4.19 -2.04 9.45 13.40 28.82 13.99 

11 -1.51 -1.50 -2.01 -1.48 10.38 10.31 13.79 10.15 

12 -0.25 -1.16 -2.24 -1.65 1.69 7.99 15.37 11.36 

13 -1.51 -2.03 -1.61 -1.35 10.35 13.94 11.06 9.29 

14 -0.81 -1.56 -2.45 -1.66 5.58 10.69 16.86 11.41 

15 -1.09 -1.11 -2.13 -1.32 7.52 7.65 14.62 9.05 

表四-1、一~四號軌所有 la 值及對應 l 的   2222
22

0 4 AlAal   ， 4.3 ， 13.10 ， 6.140  。 

 

 

 

 

 

 



 

 - 26 - 

 

 mf l /  單位：cm/s*s 

l： 一號軌： 二號軌： 三號軌： 四號軌： 

1 -526.34 -565.64 -342.29 -335.85 

2 -82.11 -74.57 -87.99 -74.02 

3 -35.54 -44.90 -52.63 -40.00 

4 -9.65 -8.64 -51.35 -31.06 

5 -16.92 -20.87 -16.29 -21.14 

6 -15.35 -15.56 -14.19 -12.11 

7 -13.71 -7.38 -12.33 -13.64 

8 -2.70 -15.74 -14.36 -10.27 

9 -2.93 -9.67 -18.43 -14.90 

10 -10.83 -16.02 -33.01 -16.03 

11 -11.88 -11.81 -15.80 -11.63 

12 -1.94 -9.15 -17.61 -13.02 

13 -11.85 -15.96 -12.66 -10.64 

14 -6.39 -12.24 -19.32 -13.07 

15 -8.62 -8.76 -16.75 -10.36 

表四-2、各軌所對應 l 的 mf l / 的值 

(五) 簡化運動方程式以得到阻尼參數的關係式： 
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圖二十三之一、區域 II 理論值和測量值 
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圖二十三之二、區域 II 二號軌的理論值和測量值 
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圖二十三之三、區域 II 三號軌的理論值和測量值  
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圖二十三之四、區域 II 四號軌的理論值和測量值 

陸、討論 

1.格林函數的位移圖與實驗數據的位移圖出入頗大，高速鐵路經過差異沉陷地區所產生的加

速度變化，應用非線性振動理論來闡述。 

 

2.比較避震器的彈力位能 2

2

1
kAU 避 ，與阻尼器的耗散函數 2

2

1
xb ，重力位能 mgAU 重 的

數值(避震器彈立位能與重力位能的比為 27：400，阻尼器與重力位能的比為 1：10)可以得知

差異沉陷所造成的重力位能為主要的影響項，其他二項為微擾項，而重力位能會隨列車經過

差異沉陷地區產生變化。因此在非線性振動理論中主要振動角頻率是用鋼軌的角頻率，而非

一般用減震器的角頻率，所以非線性項的來源是鋼軌。 

 

3.由 KBM 非線性振動理論中，只要驅動力的角頻率與振動的角頻率約略成簡單的互質整數關

係，即會產生共振，不一定角頻率要相等，在本研究中，恰好產生了互質的整數比，因此有

可能產生共振現象。 

 

4.由 KBM 非線性共振振動理論所得到的振幅函數 A 與相位差函數，所滿足的一級近似方程

中可看出，非線性項只會出現在角頻率的變化中，不會出現在振幅的變化中。振幅的變化除

了因阻尼會造成衰減外，驅動力亦會造成其增加或減少。 

 

5.從振幅與阻尼參數的關係式中，從一、二軌的資料可以得知振幅函數 A 的驅動力項大約是

A3/1 。而從三、四軌的資料中則可以得知相位差接近零。 
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6.當振動達到穩定狀態時： 00   且A  

振幅特性為： 
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並可解出： 
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7.若沉陷越嚴重，則振動方程的非線性項就更明顯，所以角頻率的變化也就愈明顯。 

 

柒、結論 

 在力學的研究中，共振會使振幅產生變化，這是一個非常需要注意的事情。而高鐵在經

過不穩定地區時，加速度的大小異於一般地區，如果這個現象是因為在某些特定的條件(不穩

定地區的長度、當時的車速、避震器的振盪頻率和因不穩定地區的長度與車速產生的一個頻

率)發生所產生的共振，使得加速度的振幅產生變化，而因為振幅的過度變化會使得高速鐵路

列車行駛的危險性升高，那就要避免共振的情形發生。 

    將在不穩定地區測得的實驗數據在 KBM 非線性振動理論得到的結果可以知道，在任意

的不穩定地區長度 L，當車速  2/0Lv  時，不穩定地區與車速產生的頻率與避震器頻率相

同，有可能會發生主共振，當長度 L 為固定值時，若車速為主共振車速的一半時，則可能會

產生超諧共振。 

 一般普遍認為，高速鐵路的行車安全只與沉陷值有關，但本研究發現行車安全除了與沉

陷值有關外，更與沉陷的範圍以及當下的車速有關，所以，如果在已經有沉陷較嚴重的地區，

共振現象就有可能成為壓垮駱駝的最後一根稻草，吾人不可不慎。 
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【評語】040104  

本作品分析高鐵列車行駛時之垂直方向加速度可能的共振現

象，作品中數學分析方法甚佳，唯若能釐清整個物理圖像，則為更

佳。 
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