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上圖是一種由火柴棒所組成的 32
矩形，請試著取走 3 支火柴棒，使

其只剩下 4 個相同的正方形？ 

摘要 

本研究從探討右圖中一種益智火柴遊戲開

始，我們在反覆的尋找解答與討論中，發現其解答

的個數與圖形之間有某種規律。因此，第一章，我

們從一些相類似的題目，歸納出一套解題的方法與

技巧。第二章，我們定義「拆解後火柴棒數與原有

火柴棒數的差」為「重複」，「重複」是圖形的其中

一項要素，且在下一章探討中扮演重要的角色。在

第三章中，我們針對有關益智題型的「移除」做探討，瞭解「移除 s 根火柴棒使其變成 n 個

正方形」之題型，尋其規律。 

壹、研究動機 

可能性的變化值。已藉由邏輯推算出移動

學方法解得答案，也可運算，發現可以藉由數於是我們進行了初步的法也遵循著某些規則。

一定的規律，移動的方，我們察覺這些圖形有目，在一次次的破關中間玩起了移動火柴的題

諸如此類。偶然式數學有關的小遊戲與程，我們不斷上網搜索與在決定要做數學科展後 ......

  

貳、研究目的 

研究問題一：在特定火柴棒所組成的圖形中，指定取走棒數 s 與剩餘火柴棒所組成的正方形

個數 n，其解是否存在。 
研究問題二：在不斷的計算與數據歸納下，我們將各個圖形排列時火柴棒的重複量數，若將

研究問題一的結果予以分析，也可歸納出類似結果。本問題即是探討此變量的

變化過程。 
研究問題三：本章將深入問題核心，對於給定圖形給出其火柴棒在移動之後所形成圖形的各

標準解，並定義其為一變量，探討各變量之間的變化關係，予以詮釋說明。 
 

參、研究設備及器材 
電腦，火柴棒與竹籤，電腦(Word、Excel、小畫家、power point) 

 

 

 

 

 



 2 
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a   b  c  d   
e   f  g  h   
圖 1 

同一橫直線 

圖 2 同一縱直線 

肆、研究過程與討論 

研究問題一 
一、研究目的：在特定火柴棒所組成的圖形中，指定取走棒數 s 與剩餘火柴棒所組成的正                

方形個數 n，其解是否存在。 
二、規則與說明： 
 (一).拿取 s 根火柴棒時，剩餘的 n個火柴棒須為完整圖形，如有 
 不成圖形之火柴棒殘餘，則此動作不計。 
 (二)拿取 3 根火柴棒時，剩餘 4 個正方形，即用[3，4]表示。 
 (三)為方便說明，研究過程中取走指定火柴，將依圖 1 之編碼說明。 
 (四)我們定義同一橫直線與同一縱直線如圖 2) 
三、研究問題一的過程與討論 
我們將拿取的棒數分為二部份探討，其一是移除的棒數位於同一

直線，其二是移除的棒數不位於同一直線。 
 (一)移除的火柴棒位於同一直線 
  1.當移除之三根火柴棒位於同一橫直線(表一) 

表一 

當移除之三根火柴棒位於同一橫直線 
計入(O or X) 

拿取可能 拿取後結果 

(1，4，7) 殘餘 a、b、c、d X 

(2，5，8) 殘餘 e、f、g、h X 

(3，6，9) 無法組成任何 11 正方形 X 

  2.當移除之三根火柴棒位於同一縱直線(表二) 

表二 

當移除之三根火柴棒位於同一行直線 
計入(O or X) 

拿取可能 拿取後結果 

(1，2，3) 殘餘 a、e X 

(4，5，6) 代入恰有一解 O 

(7，8，9) 殘餘 d，h X 

(a，b，c) 殘餘 1、4，7，d X 

(b，c，d) 殘餘 1、4，7，a X 

(e，f，g) 殘餘 3、6，9， h X 

(f，g，h) 殘餘 3、6，9，e X 

 (二)移除的火柴棒不位於同一直線 

  1.當移除之三根火柴棒位不位於同一橫直線 

  將討論要移除的兩根火柴棒位於同一列後，另一根火柴棒位於不同列，以及要移除  

  的三根火柴棒都不在同一列直線上，其中共分成以下三種狀況(表三) 

  第一種：位於同一列直線的兩根火柴棒相鄰 

  第二種：位於同一列直線的兩根火柴棒不相鄰 
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  第三種：要移除的三根火柴棒皆不位於同一列直線上 

表三 

當移除之三根火柴棒位不位於同一列直線 計入 

(O or X) 分類 拿取可能 拿取後結果 

第一種 

(1，4)、(4，7)、(2，5)、 

(5，8)、(3，6)、(6，9)、 

(a，e)、(b，f)、(c，g)、(d，h) 
剩餘的火柴棒跟數都將大於 1，無法用

剩餘取走一根的動作來使圖形無殘餘。 

X 

第二種 
(1，7)、(3，9) 

X 
(2，8) 殘餘 1，7，3，9，a，d，e，h 

第三種 

研究方法： 

以「擬定一根，找出第二根，再刪除第三根可能」的步驟來執行。 

以數對{指定移除火柴棒，剩餘火柴棒數}表示 
X 

{1，1}、{4，0}、{7，1}、{2，4}、{8，4}、{3，1}、{6，0}、{9，1} 

{a，1}、{d，1}、{e，1}、{h，1} 

{b，3}、{c，3}、{f，3}、{g，3} 

  2.當移除之三根火柴棒不位於同一縱直線 ，我們將種類分作三種(表四)： 

  第一種：要移除的 2 根火柴棒間隔一格 

  第二種：當移除的 2 根火柴棒間隔兩格 

  第三種：當移除的 2 根火柴棒間隔三格 

表四 

當移除之三根火柴棒不位於同一行直線 
計入 

(O or X) 分類 參考圖 拿取可能 
剩餘根數 

(不成立) 

第一種 

 

(4，5)、(5，6) 1 O 

(b，c)、(f，g) 無法組成圖形 
X 

 
(a，b)、(c，d)、(e，f)、(g，h) 2 

(1，2)、(2，3)、(7，8)、(8，9) 3 

第二種 

 

(1，3)、(4，6)、(7，9) 3 

X 

(a，b)、(c，d)、(e，f)、(g，h) 5 

第三種 

 

(a，d)、(e，h) 2 X 

  ※其餘題目也依照這種方式解題，得各題目解如下: 

 (三)解(解可能不只一種)(表五) 

 以下題目若取走 s 支火柴棒，使其剩下 n個正方形，將表示為 ],[ ns  
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表五 

 解 參考圖 

1.對於圖2之

解(4 項) 

(1)[3，4] (4，5，6) 

 

(2)[4，4] (4，7，c，d)、(1，7，a，d) 

(3)[5，3] (1，6，7，a，d) 

(4)[6，3] 
(3，4，7，c，e，d) 

(3，4，5，6，e，f) 

2.對於圖3之

解(4 項) 

(1)[8，2] 
(2，3，10，11，b，c，j，k) 

(2，6，10，11，b，f，j，k) 

 

 

(2)[8，3] 
(6，7，10，11，c，g，j，k) 

(2，4，9，10，b，d，i，k) 

(3)[8，4] 
(2，4，11，12，b，h，i，l) 

(5，6，7，8，e，f，g，h) 

(4)[8，5] 

(1，5，6，9，a，b，c，d) 

(1，4，9，12，a，d，i，l) 

(1，5，9，a，b，c，d，f) 

補充：[8，6] (1，5，7，9，a，b，c，d) 

 

研究問題二 

一、研究目的：探討一給定圖形中，隨著邊長的不斷增加，其重複(定義如下)有何規律變化 

二、題目附屬規則： 

重複的定義：在一給定矩形中，將其拆解後共可分解出n 個正方形(因此經拆解後共需 n4 根火

柴棒)但實際上，此圖形並不需要這麼多火柴(棒數為重疊)，我們設原有火柴 f 根，重複為 r ，

則得一恆等式 fnr  4 )-4( 原有火柴棒數正方形個數重複  ，其中 fn 4 ，我們將以此計

算 r。<例>令一 32 矩形。拆解後共可拆解出 6 個正方形，即 6n (共需 2464  根火柴棒)。

實際上我們只用了 17 根，即 17f ，因此， 71724)( 即重複 r 。 

三、研究問題： 

 (一)探討正方形與正方形之間的重複有何規律(設邊長 l ) 

 研究問題：給定一個邊長為 l 的正方形，當其邊長增為 1l ，則此 )1()1(  ll 之正方形和 

 ll  之正方形之間的重複有何變化?是否存在規則？ 

 (二)探討長方形與長方形之間的重複有何規律 

 研究問題：給定一長方形，當其長、寬增加，則新圖形與原圖形的重複有何規則變化？ 

 (三)探討正三角形與正三角形之間的重複有何規律(設層數為m ) 

 研究問題：給定一個層數為m 的正三角形，能否以m 表達其重複? 

 (四)探討其他圖形的重複有何規律 

 研究問題：概述其他圖形(找到重複規律) 

四、研究過程及問題討論 

 (一)探討正方形與正方形之間的重複有何規律(設邊長 l ) 

  1.問題說明：正方形之重複棒數即為拆解後火柴棒數減原有火柴棒數。因此我們分兩部探 

 
a   b  c    d    
 
 
e   f  g    h 
 
 
i    j  k    l 
 

1  5  9 
2  6  10 
3  7  11 
4  8  12 

橫線數字，縱線英文 

1  4  7 
2  5  8 
3  6  9 

a   b  c  d   
e   f  g  h   

橫線數字，縱線英文 
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圖 3 =   4     1  

5-j圖  

5-j圖  

1-j圖  

 

2-j圖  

 

3-j圖  

 

4-j圖  

 

l  

1l  圖 4 

  討：拆解後火柴棒數(定義為 j )及原有火柴棒數(定義為 f ) 

  2.名詞釋義： 

   (1)拆解後火柴棒數：將一矩形(在本章節中)拆解後，分成各個小正方形： 11 ， 22 ， 

   33 ……等各個圖形後，其火柴棒數總和，並將其定義為 j。(ex： 22 的矩形可拆解成 4       

   個 11 的正方形和 1 個 22 的正方形，如圖 3。得其 241844 j )  

   (2)原有火柴棒數：給定一正方形，其實際組成棒數定義為 f (例： 1222  f正方形 )  

  3.研究過程 

   (1)拆解後火柴棒數 )( j  

   因正方形邊長均相等，因此我們由 11 開始探討至 ll  ， 

   並表示拆解後火柴棒數為 )(ljj  (函數)(如表六，附圖 5~1  jj )  

表六 

l  圖形 
正方形個數 

拆解後火柴棒數 )( j  
11  22  33  44  ll   

1 1-j圖  1 x x x x 414   

2 2-j圖  4 1 x x x 244418   

3 3-j圖  9 4 1 x x )983(49448112   

4 4-j圖  24  23  22  21  x 
 
 2222

2222

142332414
413223144



 

l  5-j圖  2l  
2)1( l  2)2( l  2)3( l  21    2222 )1()2(3)1(24  llllll  

 

 

 

 

 

 

 

   結論：拆解後火柴棒數 )( j 即為下述： 

       



l

k

klkllllllj
1

2222 )1(4)1(......)2(3)1(24  

   (2)原有火柴棒數 )( f  

   ※因為列數為邊長數+1，令一正方形邊長為 l ，則列數為     

   1l 。由於上述觀念的產生，我們將正方形分為兩部分(如圖    

   4)推論(證明)：如圖 4，共兩組 )1( ll 個火柴，即 )1(2 ll  

    

   ※另一解：我們將 ll ~1 的正方形數據列出後，得  

   



h

k

kf
1

4 (表示法轉換)(如表七) 

 

~
 

~
 

~ 

~ 
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表七 

l  1 2 3 l  

f  4 根 10 根 24 根 )...321(4 l  

4/f 的展開 1 1+2 1+2+3 )...321( l  

   (3)結論：重複火柴棒數   )4)(1)(1(
3
44)1(4

11

2
 



llllkklkfjr
l

k

l

k

正方形  

 

 (二)探討長方形與長方形之間的重複有何規律 

  1.題目說明： 

   (1)本章節題目有了長 )(h 、寬 )(l 的出現，並且的最小單位仍使用正方形 

   (2)由於正方形之邊長 )(l 可無限增大，因此本章節分步驟探討，第一步驟，整合已 11 正 

   方形組合的各長方形之間的規律，第二步驟，即探討 22 ，以此類推 

   (3)其重複 )(r 公差以 x

yd 表示之， x 即為步驟數(非次方數)， y 為列數，其後會詳細說明之   

  2.研究過程與問題討論 (設公差為 x

yd ， x 為步驟數， y 為圖形編碼，  yx ， ) 

   (1)第一步驟：只探討 11 正方形(如表八) 

)( yl         h  

表八 

1 2 3 1
yd  

1 

圖形    

112011
1 d  r  0 1 2 

)(間距rd   1-0=1 2-1=1  

2 

圖形 
   

347141
2 d  

r  1 4 7 

)(間距rd   4-1=3 7-4=3  

3 

圖形 
   5712271

3 d  
r  2 7 12 

)(間距rd   7-2=5 12-7=5  

   簡化上述公差後，得解如右： 213351
2

1
3

1
1

1
2

1  ddddd  
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


 

圖 5 

   (2)第二步驟：探討 11 ， 22 正方形(如表九) 

)( yl         h  

表九 

1 2 3 2
yd  

1 

圖形    

112012
1 d  r  0 1 2 

)(間距rd   1-0=1 2-1=1  

2 

圖形 
   

1112231122
2 d  

r  1 12 23 

)(間距rd   12-1=11 23-12=11  

   簡化上述公差後，得解如下： 101112
1

2
2

2  ddd  

※從此步驟開始，各列( y 變化量)都從此排所有的第一個正方形(同時也是唯一一個)開始  

探討。不斷計算已有的數據無任何意義(ex： 43 的矩形不管在第三步驟或第四步驟，其

重複數都為 89，探討此例對公差整體趨勢並無幫助) 

   ex：第三步驟：從 33 正方形開始探討(第三排第三個) 

       第五步驟：從 55 正方形開始探討(第五排第五個) 

        (即從 x

yd 開始探討且 yx  ) 

   (3)第三步驟：探討 11 ， 22 ， 33 正方形(如表十) 

)( yl         h  

表十 

3 4 5 3
yd  

3 

圖形 
   338912256893

3 d  
r  56 89 122 

)(間距rd   89-56=33 122-89=33  

4 

圖形 

   55891441441993
4 d  

r  89 144 199 

)(間距rd   144-89=55 199-144=55  

   簡化上述公差後，得解如下： 2233553
1

3
2

3  ddd  

   (4)第四步驟：探討 44~11  正方形： 

   ※從此步驟開始，將以計算方式表示之(表格太過龐大) 

   由圖 5 可知：增加了一排，增加 9 根增加了 4 個 11 正方形，3 

   個 22 正方形，2 個 33 正方形，1 個 44 正方形   
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圖 6 

   71916112283444
4  d  

   同理， 3871109109111621238445 4
4

4
5

44
5  dddd  

   (5)第五步驟：探討 55~11  正方形： 

   9211120116212384454
5 d  

   1871320216312485464
5 d  

   581291875  d  

  3.討論(以數據推算)： )1(22)1(224 2

1

 


llllkd
i

k

l  

  關於以上結論，我們以兩種方式進行結論說明；代數方法證明與圖形(幾何)論證 

   (1)以計算(代數)方法證明公式 

   每個d 之間因一次多計算了 22 ， 33 …… ll  ，所以每次皆會多了 l4 ，而(-2)則是為 

   每個d 之間都會增加兩根(如圖 6)： 

   583822102 542044163412248        

   由此規律地增可歸納出一般項： 

2)......21(4
2)54321(42154

2)4321(42104
2)321(4264

2)21(4234
214214

5

4

3

2

1













ld

d

d

d

d

d

l

 

   公式即為 2)4(
1

 


l

k

l kd  

   (2)圖形(幾何)論證 

   列 1：每個圖形間皆增加了 3 根，多了一個 11 正方形，得其各圖形 d=1 

   列 2：每個圖形間皆增加了 5 根，多了一個 22 、兩個 11 正方形…… 

   以下表(表十一)探討各圖形間的差異： 

 

表十一 

增加根數 

(各圖形之間) 

增加圖形(正方形) 
多的重複 )(r  

11  22  33  44  

 

ll   

列 1 3 1 個 x x x x 314   

列 2 5 2 個 1 個 x x x 51824   

列 3 132   3 個 2 個 1 個 x x 71122834   

列 4 142   4 個 3 個 2 個 1 個 x 9116...44   

 

列 l  12  l  l 個 1l 個 2l 個 3l 個   )1(  ll 個  



l

k

knk
1

)1(4  
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   (可證明圖形間的重複確實存在公差 rd ，而非不規則性的數字) 

   下表(表十二)將統整表十一的數據，務求列 1g →列 g 的變量探討： 

 

表十二 

增加根數 

(各圖形之間) 

增加圖形(正方形) 
多的重複 )(r  

11  22  33  44  

 

ll   

21 列列   2 根 x x x x x 214   

32 列列   2 根 1 個 x x x x 2)21(4   

43 列列   2 根 1 個 1 個 x x x 2)321(4   

54 列列   2 根 1 個 1 個 1 個 x x 2)4...1(4   

 

l1)-( 列列 l  2 根 1 個 1 個 1 個 1 個  1 個 2)4(
1




l

k

k  

   公式即為 2)4(
1

 


l

k

l kd  

4.結論： 

  本研究(長方形之重複)均架構在「给定一能存在於長方形中的最大正方形，並代入正方形 

  公式和公差」，經化簡(將第一項歸為 lh 正方形)後可得下表(表十三)： 

l            h  

表十三 

 

l  1l  2l  適用公差 rd  

1    214   

2 
   

234   

3 
   

264   

4 

   

2104   

l  

   

2)4(
1




l

k

k  

  我們令 ll  為首項，則一 )( lhlh  的矩形為第 1 lh 項 

  根據等差數列公式 dpaa p )1(1  ，可知：

  )12()1(

1

)4)(1)(1(
3
4

1

1



















lklkd

lhp

lllla

l

k

  

~
 

~
 

~ 

~ 

~
 

~
 

~ 

~ 

~
 

~
 

~ 

~ 
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  
  

則中心之三角形(即

空心)為所有重複 

 

圖 7 

  則經整理可得： dlhllllr )()4)(1)(1(
3
4

   

                  ]12)45)(1(
3
2)[()4)(1)(1(

3
4

 lllllhllll  

 (三)正三角形：給定一個層數為m 的正三角形，能否以m 表達其重複? 

  1.目的：探討正三角形面積向下增加時，其重複有何規則性變化 

  2.探討：(只以邊長=1 之正三角形為基礎圖形，因圖形變量只向下，即單維遞增，探討邊 

  長大於 1 之正三角形重複無意義) 

   (1)思考過程： 

    a.三角形和長方形不同，不能以向右及向下為研究動向，因此    

    以唯一可遞增的方向→向下增加 

    b.我們有空心的想法如圖 7： 

   (2)計算過程： 

   只須求出空心三角形即可，設層數m ，重複數 r (如表十四) 

表十四 

m  1 2 3 4 m  

空心三角形個數 0 1 3 1+2+3  )1()2...(213  mm  

r  0 3 9 3(1+2+3)  )1()2...(21  mm  

   (3)推導出公式如右： 





1

1
3

m

k

kr  

  3.結論： )1(
2
33

1

1
 





mmkr
m

k

正三角形  

 (四)其他圖形之討論 

  1.題目說明 

   (1)上述公式解只適用於其所使用的圖形。因此我們將進一步探討一些較常見之圖形 

   的重複規律。 

            (2)概念圖： 

     

長
方
形 

正
方
形 

菱
形 

平行四邊形 能以空心概念置入 

三角形 六邊形 

重複規律 
(適用所有圖形公式) 

概念圖 
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…… 

圖 8 

   (3)重複之探討以圖形遞增為基礎，一般而言，其發展有無限可能(各邊獨立發展)但前述討 

   論其接線在兩變量之下。注意：本研究問題之圖形探討在於：a 某圖形複製 k 個後，其仍 

   能組成某圖形。 

   (4)圖形之種類有無限多種，我們不能一一探討，因此，由於超過一變量(實際上，每個圖 

   型皆有 2 種以上變量，正三角形屬特例)之圖形，其邊角會相契合(ex：正六角形)，可知其 

   各內角角度皆為 360 之因數。本研究問題將以此篩選圖形。 

  2.研究過程及問題討論 

   (1)菱形：菱形即正方形之角度扭曲，因此其規律仍同正方形 

   (2)平行四邊形：平行四邊形即長方形之角度扭曲，因此其規律仍同長方形 

   (3)正六角形： 

        已知無論如何拼湊正六角形皆無法再次組出正六角形，因此我們藉三角形的排列方法來說 

        明此題。 

    a.原有火柴棒數 )( j (如圖 8)： 

    由圖 8，若用一般式表示原用火柴棒數 )( j ，設層數為m，得 )1(36)1(
2
16

1
 



mmmmkj
m

k

 

 

 

 

 

 

 

 

    b.實際使用的火柴棒數 )( f (如表十五) 

 表十五 

m  1 2 3 4 m  

圖形 

    

 

個數 1 1+2 1+2+3 1+2+3+4 


m

k

k
1

 

個數 
2 2+3 2+3+4 2+3+4+5 





1

2

m

k

k  

個數 1 2 3 4 m  

f  6 15 27 42 mkk
m

k

m

k

2)()2(
1

11
 





 

    )3(
2
32)()2(

1

11
 





mmmkkf
m

k

m

k
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   (3) )1(
2
3)3(

2
3)1(3  mmmmmmfjr正六角形 【與正三角形相同】 

   (4)針對其他正多邊形，只要代入
n

n )2(180 
內角 的內角公式，就可知其不整除 360 

   度，即 


360|
n

2)-(n1804,6},{3n   

   (5)小結：可知不論任何圖形，其重複不可能有完全相同的算法，共兩公式涵蓋 

   


360|
n

2)-(n180
之圖形列出如下： 

   ※ ]12)45)(1(
3
2)[()4)(1)(1(

3
4

lh  lllllhllllr矩形  

   ※ )1(
2
3

 mmr正六邊形、正三角形   

 

研究問題三 

一、研究目的： 

研究問題三正式進入「研究問題一的規律探討」。在研究問題三，藉由研究問題二「重複」的 

概念繼續深入問題核心。研究問題三之目的為尋求各個圖形(各個解)之規律，我們定義的規律 

共兩項： 

(一)對於任一 lh 矩形，在拿掉 s 根火柴棒之後，其能組成的圖形個數之規律 

 (二)對於任一 lh 矩形，在拿掉 s 根火柴棒之後，其能組成的圖形具有何種特徵 

 (對數據探討而言，圖型特徵變化存在的規律參表即知) 

二、名詞釋義： 

(一) lh ：定義為一 lh 之矩形，h 、 l 均為邊長且 lh   

(二) s ：移除棒數 

(三) r ：重複 

(四) k ：移除正方形個數 

(五) n：剩餘火柴棒個數 

(六) s：移除解的個數 

三、題目附屬規則： 

拿取 s 根火柴棒時，剩餘的 n個火柴棒須為完整圖形，如不成圖形之火柴棒殘餘，則此動作 

不計。 

四、問題討論(依據) 

 規律一探討：對於任一 lh 的矩形，在拿掉 s 根火柴棒之後，其能組成的圖形個數之規律 

(一)數據計算與幾何論證 

一開始，我們將所有的數據統整，並記錄(解法同研究問題一)如下表十六(另附 xy 座標圖使 

 明瞭趨勢變化)。本研究針對任一 lh 矩形，並令 h 為固定值，以 l 的變化作為研究依據。但 

 是因規則複雜，無法以直接觀察數據尋找規律。本章節雖無規律，但之後的「最大值與最小 

值」章節中，此提供了數據與 xy座標趨勢圖，不可忽略。 

 

註： lhnk   

註： )()(4)(2 frlhlhlh 原有火柴棒數  

註： rnslhlh  4)(2  
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0 
5 

10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

h=1 
h=2 
h=3 
h=4 
h=5 
h=6 

1. l =1(無規律) 

由上圖可知， l 本身有個別規律，但 l 的個體範圍之間卻沒有共通規律 

 

2. l =2(無規律) 

  此探討亦無規律。由 2h 開始，每個正方形個數開始有不同的組合。因變數更多，因此更  

  難尋找規律。(表十七)(ex： 4h 時，當剩餘正方形個數為 7 時，移除棒數有 1 或 2 的可能) 

3. l =3(無規律) 
  3l 正方形個數有不同的組合較更為繁雜。(ex： 

6h 時，當剩餘正方形個數為 8 時，移除棒數有  

13、12、11、10、9、8、7 的可能)(由 1l 的規律 

類推出上方座標，由於表格內容過大，因此表格 

不列出)  

 

※下圖 9 以 n (正方形個數)為橫座標， s (移除 

棒數)為縱座標，探討 s (所求解的個數總和)。由圖可大概判斷： s的座標以弧形為架構，

表十六 

1h  
正方形個數 2 1 0 

 
圖示 

移除棒數 0 3 7 
l=1

0

5

10

15

20

25

0 5 10

正方形個數

移
除

棒
數

h=1

h=2

h=3

h=4

 

2h  

正方形個數 4 3 2 1 0 

移除棒數 0 2 5 8 12 

3h  
正方形個數 6 5 4 3 2 1 0 

 
移除棒數 0 2 5 7 10 13 17 

4h  
正方形個數 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

移除棒數 0 2 5 7 10 12 15 18 22 

表十七 

1h  
正方形個數 2 1 0 

 
圖示 

移除棒數 0 3 7 
l=2

0

5

10

15

20

25

0 5 10

正方形個數

移
除

棒
數

h=1

h=2

h=3

h=4

 

2h  
正方形個數 4 3 3 2 2 1 0 

 
移除棒數 0 1 2 4 5 8 12 

3h  
正方形個數 6 5 5 4 4 4 3 3 3 2 2 1 0 

移除棒數 0 1 2 3 4 5 5 6 7 9 10 13 17 

4h  
正方形個數 8 7 7 6 6 6 6 6 5 5 5 5 4 4 4 4 4 3 3 3 2 2 1 0 

移除棒數 0 1 2 1 2 3 4 5 4 5 6 7 6 7 8 9 10 10 11 12 14 15 18 22 
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)(
2
1

lh  

最大值( sMAX  ) 
圖 9：s與 n的趨勢變化圖 

1 
lh  

n

 

s 解的個數( s ) 

但 MAXs  (最大值，即弧形的巔峰)不位於正中間[即 )(
2
1

lh ]，而是些許小於正中間的值 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(二)研究重複與移除的關係 

     在剛做移除時，我們只探討 32 、 33 兩圖形，並試求從其重複數 r 與移除數尋找規律。

(經由研究問題二的幾何論證可知連續性圖形皆有規律可言，所以找到一除數與重複數的關聯

規律成立)規律存在，但無法推導以後的圖形。下列式研究過程，概述移除的小規則如何影響

移除數本身的規律。 

1.名詞釋義: (1) a :面積 (2) s :移除數 (3) r :重複數 

2.研究目的與探討：研究定定圖形面積時，其重複與移除有何關聯性 

 

(1) 32 矩形      (移除棒數，重複棒數) ),( rs   

※ 1a (13,0)                        ※ 4a (5,4) / or  (4,3)/  (3,2) 

※ 2a (10,1) / (9,0)                   

※ 3a or (7,2)/                ※ 5a (2,5) 

       or (6,1) / (5,0)     ※ 6a (0,7) 

 

(2)      之規律(統整) 

   第一點：每一行的 rs  皆為定值 

   第二點：以 4a 為分野，向上 rs  增加，向下 rs  減少 

   第三點： 1)14(41341  rs之     1)44(41044  rs之  

           1)24(41242  rs之     1)54(41(-1)45  rs之  

           1)34(41143  rs之     1)64(41(-2)46  rs之  

           1)4(4  ars  
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(3) 33 矩形 ),( rs  

※ 1a (20,0)                            ※ 5a  (9,5) / or 8,4) 

※ 2a  (17,1)/  (16,0)              ※ 6a  (3,3) /  (5,5)/ 

※ 3a  or  (13,1)/              (6,6) /  (7,7) 

     or  (13,1)/  (12,0)      ※ 7a (4,8)  ※ 9a  (0,12) 

※ 4a  (8,0) /  (11,3) /  (12,4)   ※ 8a  (1,9) /  (2,10) 

 

  (4)      之規律 

第一點：每一行的 rs  皆為定值 

第二點：以 6a 為分野，向上 rs  增加，向下 rs  減少 

第三點： )16(4541  rs之       )66(4046  rs之  

        )26(4442  rs之      )76(4)1(47  rs之  

        )36(4343  rs之       )86(4)2(48  rs之  

        )46(4244  rs之      )96(4)3(49  rs之  

        )56(4145  rs之        )6(4 ars   

  (5)推論 

    由上述證明 23 矩形及 33 矩形的 rs  具有一定的規則可循，我們推斷其後的圖形也可

依此例進行推導，然而上述兩點雖有規則，卻沒有互相交集(可能存在，未發現)，其分野、公

式皆毫無條理。由於接下來的圖形演算過於龐大，難以計算。且後述之最大值與最小值可僅

針對一變量(移除)探討(雖目的是找出兩變量關聯性，但若移除之公式與重複之公式存在規

律，則亦可達到目的)，過程而言也較簡潔，於是僅推導出兩個小結論方便計算。 

(6)小結： 32 矩形： 1)4(4  ars  

        33 矩形： )6(4 ars   

 

五、最大值與最小值 

(一)題目說明：在前一回「數據計算與幾何論證」中，某些數據有其規律性，某些則無，然 

而終究無法化簡出一通用式表達個數的計算方法。於是我們引用前一回的方法，並進行化簡 

處理，可知對於任一 lh 的矩形，當其剩餘 n個正方形時，其移除會有最大值(MAX)與最小 

值(min)。若用最大值減去最小值，便可解得個數，因此分兩步驟探討最大值(MAX)與最小值 
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圖 10 

(min)。(自然，在前一回「數據計算與幾何論證」有出現最大值(MAX)與最小值(min)中有不

存在的移除棒數 s ，我們將留置第三步探討) 

(二)名詞釋義： 

1. MAXs ：移除棒數之最大值 

2. mins ：移除棒數之最小值 

3. qp ：剩餘火柴個數 n之組合邊長( p 、 q 皆為邊長)且 qp   

4.  ：缺角矩形所缺角之正方形個數 

註： ssss MAX  1min  

(三) 問題討論： MAXs 之探討 

在前一回「數據計算與幾何論證」中，不斷的反覆運算得知若要取 

得移除最大值，則其重複必為最大，換句話說即是圖形中的各個正 

方形之間越緊密契合，以下將舉例並證明上述假設為真。 

(例)47 矩形(如圖 10)，可知h =7， l =4 

27n ，則 1k 且 MAXs =2(從右上角取兩根)； 26n ，則 2k 且 MAXs =4 (從右上角取四根) 

25n ，則 3k 且 MAXs =6 (從右上角取六根)； 24n ，則 4k 且 MAXs =9(從右側取九根) …… 

這樣的循環將會循環至 43，我們稱此循環為 )1(  lh 循環，因為 )1(  lh 循環在 

)1(  lh 排內都成立，若要從剩下的正方形繼續取走棒數，則：  

11n ，則 17k 且 236MAXs  (從左下角取走兩根) 

10n ，則 18k 且 436MAXs  (從左下角取走四根) 

9n ，則 19k 且 736MAXs  (從下側取走 7 根)…… 

這樣的循環會無限循環至此矩形不剩任何正方形(即 24,0  kn )，我們稱此循環為 )1( l  
循環，因為 )1( l 循環在 )1( l 排內都成立，詳細比對各個圖形的重複棒數及所需的移除 

棒數後，可得出以下結論作為 MAXs 的計算方法： 

(1)重複越大，移除棒數也越大(在某些圖形內， rs  為定值) 

(2)若要令移除棒數為最大，則「開始取走棒數之邊」必為剩餘圖形 qp 之最短邊(ex：

47 矩形之最短邊為 4，因此從偏 4 之側面開始取走移除所需棒數) 

 

1. )1(  lh 循環 

在反覆計算中，可發現 MAXs 的變化均是：2+…+2+3，…，2+2+3，2+3，3+4 

在圖形變化的過程中亦是如此： 

(1) 1l (不列入計算)(表十八) 

表十八 

h  圖形 MAXs 移除順序 規律 

1  4 4  

2  43  4)12(3   

3  433   4)13(3   

h   4333    4)1(3  l  . . . 
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(2) 2l  (表十九) 

表十九 

h  圖形 MAXs 移除順序 規律 

1 
 

43  3+4 

2 
 

4332   (2+3)(2-1)+3+4 

3 
 

433232   (2+3)(3-1)+3+4 

h  
 

43......3232   43)1)(32(  l  

(3) 3l  (表二十) 

表二十 

h  圖形 MAXs 移除順序 規律 

1 
 

433   3+3+4 

2 
 

433232   2(2+3)+3+4 

3 
 

433232322   (2+2+3)(3-2)+ 2(2+3)+3+4 

h  
 

433232......322   43)32(2)2)(322(  l  

(4) 4l  

表二十一 

h  圖形 MAXs 移除順序 規律 

1 

 

4333   3+3+3+4 

2 

 

43323232   3(2+3)+3+4 

3 

 

433232322322   2[(2+2+3)+(2+3)]+3+4 

4 

 
43333222
32223222




 

2[(2+2+2+3)+(2+2+3)+(2+3)] 

+3+4 

. . . 

~ 

~ 
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圖 10 

圖 12 

5 

 
433232322

32232223222



 

(2+2+2+3)(5-4)+ 

2[(2+2+2+3)+(2+2+3)+(2+3)] 

+3+4 

h  

 
433232322322

......32223222



 

(2+2+2+3)(l-4)+ 

2[(2+2+2+3)+(2+2+3)+(2+3)] 

+3+4 

由上述圖形說明可知兩規律： 

    a.  3)1(2,|  lNsN
l

k
lk MAX則且  

    我們令=  3)1(2)(  lN ，方便( l -1)循環之計算 

    b. NkN
l

k
lk 







 2s, MAX則且不整除  

2. )1( l 循環 

經由「數據計算與幾何論證」知，其移除棒數到了 )1( l 排時，會有對稱性變化 

[例]：57 矩形( 7,5  hl ) 在 )1(  lh 循環可被取至 54(如圖 10) 

接著從下側取走 2+2+2+3 根，再從右側取走 2+2+2+3 根→從 4 的那側開始取 )332(2   

接著從下側取走 2+2+3 根，再從右側取走 2+2+3 根→從 3 的那側開始取 )322(2   

接著從下側取走 2+3 根，再從右側取走 2+3 根→從 2 的那側開始取 )312(2   

最後取走 3+4 根 

由觀察可知，其實若把 4 改寫成 )1( l ，則 2 (23+3)中的 3 可改寫為 )2( l [幾何證明如圖 11]

最後可將圖 11 的說明寫成 





2

1
)32(2

l

a

a 。若此式為規律，無法實質求得當剩 n 個正方形時其最

大移除棒數 MAXs 。因此，在觀察「數據計算與幾何論證」後，我們將 n 分為下述 4 種分別探

討： 

n可分為 4 大類  (1) )(2 即為正方形p  

                    (2) )(2 缺角正方形p  

                    (3) )()1( 一般矩形 pp   

                    (4) )()1( 缺角矩形 pp  

分類原則：由上述 )1(  lh 循環的探討可知：重複越大，移除棒數也越大；換句話說即是圖

形中的各個正方形之間越緊密契合。而最契合的圖形即是正方形，其次為邊長差

1 的矩形，其餘的皆使用缺角來表示： 

ex： 5n 可拼為 51 或 132  ，如圖 12。 

觀察圖 12 後可發現， 132  的 r 較 51 的 r 要大，因此其 s 也會較 51 要大 

 

 

(1) 2pn   

當剩餘正方形數剛好為一完全平方數時(即可組成正方形)，按照上方循環規律，將會剩下

)1(  ll 個正方形( l 為組成矩形之邊長)。為了剩下 )1(  ll 個正方形，我們將下側的 p 個正

方形取走，則取走棒數為 12 p 根火柴棒。再運用上方循環規律以及 )1(  lh 循環、「數據計
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圖13 

圖14 

圖15 

算與幾何論證」得知公式 MAXs 




 
2

)1()12()32(2
l

pa

lh lhpas   

ex：以(57)圖形為例 (如圖 13) 

如果 31)( 移除正方形個數k ，則 4)( 剩餘正方形個數n ，且 4 為完全平

方數，符合 )2,4(2  pnpn 因此，首先我們依照「數據計算與幾何論

證」，算出數據(此數據數量極多，不列入)後，運用 )1(  lh 循環取走 3x5

個正方形(詳見 )1(  lh 循環部分)後，開始從下側和右側取走 2+2+2+3

根，再從下側和右側取走 2+2+3 根，接著就會剩下 6 個正方形(依據題意還要移除掉 2 個正方

形)，而其二個正方形的 s (移除棒數)為 2+3=2+2+1=22+1= 12 p 。得其解為 )1(  lh 循環之

)3(5l =3(排) [(3-1)2+3](根)=21 根( l -1)循環之 2(下側及右側)  [(2+2+2+3)+(2+2+3)](根)=32

根以及最後計算的 512212 p 總計由 57 的圖形取走 31 個正方形(k=31，n=4= 22 ) 

MAXs =21+32+5=58 根。我們經由此例可將上述公式予以解釋，將上式改寫如下： 

)1(  lh 循環之 )3(5l 可改寫為 )1()157(5   lhlll   

( l -1)循環之 2 [(2+2+2+3)+(2+2+3)]=2 [(23+3)+(22+3)] = 





2

322
l

pa

a  

                              = )2(3)1)(2(2  plplpl = )( p  

以及最後計算的 122  可改寫為 12 p ，將上述三點予以合併的式如下： 

)12()1()()( 2   plhpspn lh    

[注]此式僅適用 2pn   

(2)  2pn  

同樣以 57 為例(如圖 14) 

如果 32)( 移除正方形個數k ，則 3)( 剩餘正方形個數n  

1,2,123 2  pn  

前要步驟與 2pn  完全相同，此例與 22n 正方形唯一不同之處為 的存在，而該如何利

用 來運算多出的移除棒數，即是本章的課題。基本上，由「數據計算與幾何論證」可得出

若多取走 個正方形，多出的 s (移除棒數)即為 2 ，事實上，由圖形也可輕易得解。 

可得式：  2)12()1()()( 2   plhpspn lh  

(3) )1(  ppn  

同樣以 57 為例(如圖 15) 

如果 29)( 移除正方形個數k ，則 6)( 剩餘正方形個數n  

2,6  pn  

前要步驟與 2pn  完全相同，不同之處為此例不計入 2p+1 因此導出公式如下：

)1()())1((   lhpsppn lh   

 

(4)  )1(ppn  

 2)1()())1(()3()2(   lhpsppn lh可直接歸納出式子及由  
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3. 整理 

我們將上述所有式子化成樹狀圖以供參考： 

※我們定義 )1()()(  lhpp   











































































2)( )1(
)()1()()1(

2)12()(

)12()(

)1(

N2k

(N)3]1)-N[2(l
)1(

2

2

psppn

plhpsppn

ppspn

ppspn

lln

sN
l

k

sN
l

k

lln

s

MAX

MAX

MAX

MAX

MAX

MAX

MAX  

[註] )1(  lln 兩者皆可用，他是 )1(  lh 循環的結尾， )1( l 循環的起頭 

 
(四) 問題討論： mins 之探討 

  

失敗的原因。說明此方法有用之處與。以下第二點，我們將

，難以計算半，卻因數據過於複雜。不過此方法探討到一反的作法重新定義

完全相可作為探討，也就是以並探討拿走火柴棒數」「給定移除正方形個數

以失敗。我們歸納可發現重點與幾何論證」作為探討一開始仍以「數據計算

重複之最小值。我們最小值」，亦即此圖形代表「所能移除棒數之值時，

為定的正方形個數舉行中，當我們令剩下的定義，就是在一個關於

min

min

min

)(
(

)( 1.

s

k

s

nlhs 

  

：而有所不同，概述如下

矩形之間的多寡會因棒數與移除正方形個數在一矩形中，移除火柴為命名和歸納

」作移除正方形個數棒數分類法則以「移除火柴此方法共分六步驟，其

lh

ks





(
)()(.2

  

   

個正方形 根火柴棒，會拿走n 代表當拿走n)(n (3)
個正方形 根火柴棒，會拿走1n 代表當拿走 1)nn ( (2)

會拿走個正方形代表當拿走根火柴棒，2n)n (1)







 

     

)表示如下圖f. ~(a.個正方1根火柴棒，會拿走4代表當拿走 1)→(4 (6)
個正方形1根火柴棒，會拿走3代表當拿走 1)→(3 (5)
個正方形1根火柴棒，會拿走2代表當拿走 1)→(2 (4)

形

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(n→2n) 

(n→n+1) 

(n→n) 

(2→1) 

(3→1) 

(4→1) 

圖 16 
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。和聯。我們將先討論的計算與新方法有所關以及過由於

。不重複與最小值的探討能性的新方法探討，之後將敘述具可差，為了能更有效率的

的實際數據計算仍有落無益，但對於小值的探討皆不是完全雖然上述的六點對於最

)14()2()14()2(
)(

min

 nnnn

s

 
3. )2( nn 的探討 

在「數據計算與幾何論證」探討過程中，我們發現對於各圖形隨邊長變化，其可以「拿

走 n根正方形，會拿走 2 n個正方形」的各數據有規律，那麼以下仍以邊長探討(以 l 為

給定邊長) 

(1) l =1，2 
)2( nn 不存在，個數恆為 0。 

 

(2) l =3(如表二十二) 
表二十二 

h  3 4 5 6 7 8 

圖形 
 

     

(n→2n)個數 0 1 1 1 2 2 

由圖形即可證明每三個一循環，且對於取走的兩個長方形，其排列方式唯一(橫向)，將 

數據整理後得出如右的公式：


























3
h3h

1-
3
h3h

)2(
的倍數

的倍數

個數nn  

 

(3) l =4 
l =4 與 l =3 之間的差異性非常的大，l =3 是所有圖形中，唯一存在單方向排列的圖形(即 
是 l -2=1)，對於任一 2l ＞1 的圖形，我們將 )2( nn 中長方形的排列方法又分為橫向 

與縱向及橫縱同時存在，並針對三點進行討論。(如表二十三) 
表二十三 

h  4 5 6 7 8 

橫向排列 個數)2( nn  1 1 2 2 3 

縱向排列 個數)2( nn  1 2 2 3 3 

橫縱共存 個數)2( nn  不存在 不存在 2 2 3 

縱向排列的個數與橫向排列始終存在差距，由圖形也可證明。那對於每兩個一循環的 

l =4 個數)2( nn ，公式如右：


























1
4

2

4
2

)2(
h

h

h
h

nn

的倍數

的倍數

的個數  

 



 22 

 

(4) l =5(如表二十四) 
表二十四 

h  5 6 7 8 9 10 

橫向排列 個數)2( nn  2 3 3 5 5 7 

縱向排列 個數)2( nn  2 2 3 3 4 4 

橫縱共存 個數)2( nn  2 3 3 4 5 5 

對於 l =5，其橫向排列的個數大於縱向排列的個數，我們猜想對於 l 為奇數的圖形，橫 
向排列的個數較大；反之， l 為偶數時，縱向排列的個數較大。(本部份還無法證明) 

。至於 l =5 的規律如右：
















1)-(
2
12

2
12

)2(
hh

hh

nn

的倍數

的倍數

個數  

 
(5) l =6(首先嘗試不計入橫縱共存 )2( nn 個數) (如表二十五) 

表二十五 

h  6 7 8 9 10 11 

橫向排列 個數)2( nn  4 4 6 6 7 7 

縱向排列 個數)2( nn  4 5 6 7 8 9 

公式如右： 2)2(  hnn 個數 (驗證猜想) 
(6) 結論：對於 )2( nn 的實際量值我們還無法以一式完全表達，然而對於 l 為奇數的圖 

形，橫向排列的個數較大； l 為偶數時，縱向排列的個數較大。有助於之後的 
計算。並且 l =1、2、3 也會在後述詳細使用。 

4. (4→1)的探討 

關於(4→1)的定義即是「當拿走 4 根火柴棒，會 

拿走 1 個正方形」。我們令「在一給定範圍中， 

當重複=0 時，所能容納的最多正方形個數」為 

T，舉例如右上圖。而 T 值即是我所要探討的 

(4→1)規律。充分計算「 值的、、當 T321l 」後， 
可得表二十六： 
















hTh

hTh

l

2
1

)1(
2
1

1(1)
為偶數

為奇數

時當  

hTl  時，2)2(   























5544
5534
3524
2514

3(3)

gTgh

gTgh

gTgh

gTgh

l 時當  

 

  表二十六 

h  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

l =1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 

l =2  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

l =3  5 5 7 8 10 10 12 13 15 15 

在限定範圍 3×5 矩形中，

以重複為 0 的情況下，其

定義的 T 值=7 

圖 17 
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5. 重複(r)與最小值( mins )的探討 

在關於 MAXs 的討論中，我們已經歸納出「重複與移除成正相關(重複與移除的差成定值)」 
這個結論。接著我們將以重複的最小值來討論移除。也會將對於 lh 矩形的兩邊長變化 
進行討論。 
(1) 名詞釋義 

       ：移除棒數最小值mins            
       ：移除棒數最大值MAXs              
       )( ：剩餘正方形個數亦即：所剩餘的面積 ka    
       lhlh 又：矩形的任意兩邊長，、  
       )(1)(4T 後面詳細討論的最大值：對任意矩形   
       ：重複r  

 

(2) 研究過程與討論 

我們同樣以對於定值一邊長為討論原則。數據與計算將以表格列出。表格內容以 

h (邊長)與 a(面積)為固定變量，探討對於該圖形重複的最小值(亦即 mins )。 

 

l =1(單數欄中的 a 為面積，偶數欄為重複) (如表二十七) 

表二十七 

a 11 a 12 a 13 a 14 a 15 a 16 a 17 a 18 

1 0 1 0 1~2 0 1~2 0 1~3 0 1~3 0 1~4 0 1~4 0 

 

2 1 3 2 3 1 4 2 4 1 5 2 5 1 

  

4 3 5 4 5 3 6 4 6 3 

  
6 5 7 6 7 5 

  8 7 

由表格可以清楚的發現不管是重複不為 0 的個數或重複的值都具有一定的規律，那麼這 
些規律與圖形必然相關，我們以下述表格說明 l =1 的結論。 
由(4→1)和 T 的討論可清楚知道對於 l =1 而言，重複為 0 的給定面積將會持續至 










1-hh

hh
a

為偶數

為奇數
，接續的給定面積直到 ha  規律都是絕對的，把自(4→1)結束後的 

第一項面積設為 1a 則若









1)(2
2)(2

1

1

aah

aah
a

為偶數

為奇數
。 
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l =2(單數欄中的 a 為面積，偶數欄為重複) (如表二十八) 

l =2 的數列非常有系統性的成一等差數列(唯首項例外)，由(4→1)和 T 的討論可知道對 
於 l =2 而言，重複為 0 的給定面積將會持續至 ha  ，把自(4→1)結束後的第一項面積設 
為 )1( 22  haa 亦即 ，那依據等差數列求項公式可知









2)(31)(32
2

22

2

haaaraa

raa

大於
 

表二十八 

A 22 a 23 a 24 a 25 a 26 a 27 a 28 

1~2 0 1~3 0 1~4 0 1~5 0 1~6 0 1~7 0 1~8 0 

3 2 4 2 5 2 6 2 7 2 8 2 9 2 

4 4 5 4 6 4 7 4 8 4 9 4 10 4 

 6 7 7 7 8 7 9 7 10 7 11 7 

 8 10 9 10 10 10 11 10 12 10 

 10 13 11 13 12 13 13 13 

 12 16 13 16 14 16 

 14 19 15 19 

 16 22 

表二十九 

a 33 a 34 a 35 a 36 a 37 a 38 a 39 a 310 

1~5 0 1~5 0 1~7 0 1~8 0 1~10 0 1~10 0 1~12 0 1~13 0 

6 3 6 1 8 2 9 2 11 2 11 1 13 2 14 2 

7 6 7 2 9 4 10 4 12 4 12 2 14 4 15 4 

8 9 8 4 10 6 11 6 13 6 13 4 15 6 16 6 

9 12 9 7 11 9 12 8 14 9 14 6 16 8 17 8 

 10 10 12 12 13 11 15 12 15 9 17 10 18 10 

11 14 13 15 14 14 16 15 16 12 18 13 19 12 

12 17 14 19 15 17 17 18 17 15 19 16 20 14 

 15 22 16 20 18 22 18 18 20 19 21 17 

 17 24 19 25 19 21 21 22 22 20 

18 27 20 29 20 24 22 25 23 23 

 21 32 21 28 23 28 24 26 

 22 31 24 32 25 30 

23 34 25 35 26 33 

24 37 26 39 27 37 

 27 42 28 40 

 29 44 

30 47 
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l =3(單數欄中的 a 為面積，偶數欄為重複) (如表二十九) 

l =3 不同於 l =2 具有系統性的數列，數據繁雜。我們將探討分作五步驟方便討論： 

※把自(4→1)結束後的第一項面積設為 3a ( 1)4(3  之前皆適用aa ) 
※能拿走一根同時取走一個正方形的，單一 h 欄位最多只會出現兩次並且只存在 

       於 的倍數4h 時(圖形證明公式)。 
※能拿走兩根同時取走一個正方形的(即 12 )規律隨圖形而變化，簡明易懂：





















)1(224
1214

)1(24
)1(214

ggh

ggh

ggh

ggh

(圖形證明公式) 

※對於拿走三根同時取走一個正方形的(即 13 )，無法直接計算只得以總重複 

       數減取上下兩部份取其間距計算個數 

※ l =3 開始存在(n→2n)，並且其規律為(n→2n)個數 )43(  ，每一 3 與 4 接多取 

       一圖形，取至完畢。 

 

(3)結論 

上述探討了 l =1，2，3 的最小值，並得出一定規律，不過上述的值皆是重複(r)，

我們可將上述結果代入移除與重複的轉換公式： rnslhlh  4)(2  (任一矩形的

重複-移除數=4×拿取正方形個數-剩餘重複)。又  alhn  44 ，故將上述重複結論帶

入   ralhlhralhlhlhs  4)(24)(2 即可得出 mins 的結論。 

伍、研究結果 

一、對於重複而言共有兩公式可循： 

 (一) ]12)45)(1(
3
2)[()4)(1)(1(

3
4

 lllllhllllr lh矩形  

 (二) )1(
2
3

 mmr正六邊形、正三角形  

二、對於移除的結論 

※我們定義 )1()()(  lhpp   

  (一)











































































2)( )1(
)()1()()1(

2)12()(

)12()(

)1(

N2k

(N)3]1)-N[2(l
)1(

2

2

psppn

plhpsppn

ppspn

ppspn

lln

sN
l

k

sN
l

k

lln

s

MAX

MAX

MAX

MAX

MAX

MAX

MAX
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






































































































































































































即可轉換，再取接著代入

的倍數不為

的倍數為

的個數

取差距

個存在的倍數時為只存在於

的給定面積持續至重複為

大於
，則為結束後的第一項面積設把自

的給定面積持續至重複為

為偶數

為奇數
，則若為結束後的第一項面積設把自

為偶數

為奇數
的給定面積持續至重複為

二

ssssralhlhs

h
h

h
h

g

g

g

g

h

gaTgh

gaTgh

gaTgh

gaTgh

a

rl

haaa

aa
a

ha

rl

aah

aah
a

hh

hh
a

rl

s

MAX 14)(2

3
3

1
3

3
2n)(n1)(4

1)(3
1)(214gh

1214gh
)1(24gh

)1(21-4gh

1)(2

)2(4)11(
55)(44
55)(34
35)(24
25)(14

0

3

2)(3
2

1)(4

0
2

1)(2
2)(2

a1)(4

1
0

1

)(

min

3

3

3

3

3

min

2

2
2

min

1

1
1

min

min

 

陸、 參考資料及其他 

一、參考資料 

1. http://home.educities.edu.tw/mario123/  (Hercules 的數學世界) 

2.http://www.chiuchang.com.tw/  (九章數學出版社) 

 

二、推廣與建議 

(一)經由研究問題二和三的探討(重複和移除)，我們得知的規律，可充分解釋火柴遊戲的規則

與變化。在研究過程中，我們從「移除」發現了「移動」(及棒數不變但圖形改變)的存在，

決定以此為下依研究標題。另外，在變量的探討中，我們針對一維及二維的方向探討有許多

疑惑，並對於求知三維(立體)的可能性有強烈的興趣，也決定一起計入本報告的研究探討中。 
 
(二)火柴棒遊戲包含廣泛，本報告探討以火柴棒組成圖形，並探討移除與移動的規律。其他

關於火柴棒的益智遊戲有；以火柴組成數字並形成一不成立的算式，並藉由移除(或移動)若
干根火柴棒使算式成立……等。 
 

http://home.educities.edu.tw/mario123/
http://www.chiuchang.com.tw/
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(三)在研究問題二(火柴棒的重複)的討論中，我們發現：三角形、矩形、正方形、平行四邊形

和菱形的拼湊可向下無限延續，此方法可在生活中運用在拼貼磁磚和圖形的裁割刀數；而在

研究問題三(火柴棒的移除)的討論，最大值與最小值可利用於圖形排列的緊密程度，最大值

是將整個圖形排列至最散，最小值即是將整個圖形排列至最緊密，也可作為平面的生活運用。

另外，兩種以上的正多邊形已可進行排列，舉例如下圖。 

         

 

正八邊形與正方形 正六邊形與正三角形 



【評語】030422  

本作品從益智火柴遊戲出發，探討在拿去數根火柴之後，所留

下來圖樣的相關性。基本上從矩形圖樣開始，研究拿走最少及最多

的火柴讓留下來的圖樣留下給定的方格數。 

這個研究與圖論(Graph Theory)相關性很大，作者可參考相關

書籍，給出更明確與具體的答案。 

 

030422-評語 
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