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摘要 
 

本研究在探討 A. Einstein 所提出的三角形鋪砌凸多邊形問題：＂分別用 N,,3,2,1  個從

開始的整數邊正三角形鋪砌一凸多邊形。問：怎樣鋪砌所構成的凸多邊形面積為最大？＂我

們藉由觀察鋪砌正三角形的點、線、面關係發現以下幾點： 
 
一、鋪砌出的凸多邊形之頂點數（V ）、邊數（ E ）、面數（ F ）具有 1=+− FEV 的性質，

而當所鋪砌的圖形為一凹多邊形時，則其性質變成 2=+− FEV 。 
 
二、當 4≥N 時，最大面積凸多邊形必為五邊形。 
 
三、所鋪砌出的最大面積凸多邊形，其正三角形的邊長具有類似費氏數列的規律。 
    ,37,28,21,16,12,9,7,5,4,3,2,2,1,1,1  
 
四、由黃金比例的探討發現，邊長數列雖也可繪製出類似鸚鵡螺曲線，但其曲線的半徑比卻

無黃金比例的性質。 
 
五、後項與前項的比值趨近 333.1 ，若用隔一項的比則會趨近於 75.1 。用最大正三角形的邊長

與高的比則趨近 539.1 。 
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壹、 研究動機 
 

在一次偶然的機會下，我們從學校的圖書館借了一本名為歷史數學名題賞析的書，書

中的第10章有一篇談到Einstein三角形，其主要的內容是在描述由A. Einstein所提出的三角形

鋪砌凸多邊形的問題，他所提的問題是：＂分別用 N,,3,2,1  個從 開始的整數邊正三角形鋪

砌一個凸多邊形。問：怎樣鋪砌所構成的凸多邊形的面積為最大？＂。針對此問題書中只概

略的說明A. Einstein並沒有找到一般的規律，但有給出 11~1=N 的結論，如下表所示，其中 N
代表正三角形的個數， S 則代表所鋪砌的凸多邊形最大面積。 

 
個數 N  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
面積 S  1 2 3 7 11 20 36 71 146 260 495 

     
另外書中也提供了一個 11=N 時所鋪砌出面積為最大的凸多邊形，如下圖所示： 

 
從圖中我們發現若 11=N 的圖形似乎與問題有所違背，因為正三角形的邊長必須從1開

始，然而圖中的正三角形邊長卻是從2開始鋪砌，所以我們認為 11=N 的結果應該是錯誤的，

但問題是正確的答案為何？ 
 

 
貳、研究目的 

 

一、探討由邊長1開始的正三角形所鋪砌的凸多邊形之規律。 
二、探討每個凸多邊形中所包含的的頂點數、邊數、面數有何規律。 
三、探討凸多邊形的最大面積與其邊數是否有規律。 
四、探討其規律和黃金比例、鸚鵡螺是否有相關性。 

 
 

參、研究設備及器材 
 

一、電腦 
二、紙 
三、筆 
四、Gsp、PhotoImpact、Word 
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肆、研究過程或方法 
 

一、以圖解的分式探討 9~1=N 的鋪砌規則 
首先我們用各種面積大小不同的正三角形來鋪砌凸多邊形，並以 N 表示所使用的三

角形個數。如下（表1）分別用 9,,3,2,1  個從1開始的整數邊正三角形鋪砌一個凸多邊形，

並透過圖形的頂點數（V ）、邊數（ E ）及面數（ F ）的關係來觀察其圖形的特性。 
為了進一步分析圖形的特性，我們應用在歷史數學名題賞析書中所提到的，數學

家歐拉在研究任意的凸多面體時，發現凸多面體頂點數（V ）、邊數（ E ）與面數（ F ）

之間存在著以下的奇妙關係： 
 

2=+− FEV  
    因此我們也希望能透過此一特殊關係，看看是否在鋪砌的凸多邊形中，也有存在這樣的

性質。 
由於多個不同邊長的正三角形在鋪砌後，會有許多邊是共用的情況，因此為了讓頂

點數（V ）與邊數（ E ）的計算有所依據，我們將邊數（ E ）與頂點數（V ）的計算定

義如下： 
 
邊數（ E ）：若 n點共線時則只算最長的那一條線，且線段不能相交，若有相交則

只選取一條，其他以小段計算。 
頂點數（V ）：若共線的頂點其與其它頂點形成一封閉區間時，則只計算線段端點。 
 

    另外為了方便說明所求得的最大面積，我們先定義邊長為1的正三角形其面積為 a，其餘

不同邊長的正三角形與邊長為1的正三角形之間互為相似形，因此其面積則可以利用相似

形的面積比等於邊長的平方比依此類推： 

 
 

    例如邊長2與邊長1的邊長比為
1
2
，則面積比為

1
4

1
2

2

2

= ，若邊長1的面積為 a，則邊長2的

面積則為 a4 。 
 

三角形邊長 三角形面積 
1 a  
2 aa 422 =  
3 aa 932 =  
4 aa 1642 =  
5 aa 2552 =  
6 aa 3662 =  
7 aa 4972 =  
8 aa 6482 =  
9 aa 8192 =  
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表1 9~1=N 所排列出的多邊形 

個數 圖形排列 頂點數 邊數 面數 FEV +−  面積 

1=N  
 

邊長：1 

3 3 1 3－3＋1=1 a  

2=N   
邊長：1,1 

4 5 2 4－5＋2=1 aaa 2=+  

3=N   
邊長：1,1,1 

4 6 3 4－6＋3=1 aaaa 3=++  

4=N  

 
邊長：1,1,1,1 

4 7 4 4－7＋4=1 aaaaa 4=+++  

 
邊長：1,1,1,1 

3 6 4 3－6＋4=1 aaaaa 4=+++  

 
邊長：1,1,1,2 

5 8 4 5－8＋4=1 4 7a a a a a+ + + =  

5=N  

 
邊長：1,1,1,1,1 

4 8 5 4－8＋5=1 aaaaaa 5=++++
 

 
邊長：1,1,1,1,2 

4 8 5 4－8＋5=1 
aa

aaaa
84 =

++++
 

 
邊長：1,1,1,1,2 

4 8 5 4－8＋5=1 
aa

aaaa
84 =

++++
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邊長：1,1,1,2,2 

5 9 5 5－9＋5=1 
aa

aaaa
114

4
=

++++  

6=N  

 
邊長：1,1,1,1,1,1 

4 9 6 4－9＋6=1 
aa

aaaaa
6=

+++++
 

 
邊長：1,1,1,1,1,1 

6 11 6 6－11＋6=1 
aa

aaaaa
6=

+++++
 

 

邊長：1,1,1,1,1,2 

3 8 6 3－8＋6=1 
aa

aaaaa
94 =

+++++
 

 
邊長：1,1,1,1,2,3 

5 10 6 5－10＋6=1 
aa

aaaaa
179

4
=

+++++  

 
邊長：1,1,1,1,2,2 

4 9 6 4－9＋6=1 
aa

aaaaa
124

4
=

+++++  

 
邊長：1,1,1,1,2,2 

4 9 6 4－9＋6=1 
aa

aaaaa
124

4
=

+++++  

 
邊長：1,1,1,1,2,2 

4 9 6 4－9＋6=1 
aa

aaaaa
124

4
=

+++++  
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邊長：1,1,1,2,2,2 

4 9 6 4－9＋6=1 
aa

aaaaa
154

44
=

+++++  

 
邊長：1,1,1,2,2,3 

5 10 6 5－10＋6=1 
 aa

aaaaa
209

44
=

+++++  

7=N  

 
邊長：1,1,1,1,1,1,1 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
7=+

+++++
 

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
2494

44
=+

+++++  

 
邊長：1,1,1,1,2,2,2 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
1644

4
=+

+++++  

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
2494

44
=+

+++++  

 
邊長：1,1,1,1,2,2,2 

3 9 7 3－9＋7=1 
aaa

aaaaa
1644

4
=+

+++++  

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
2194

4
=+

+++++  
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邊長：1,1,1,1,1,2,3 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
1894 =+

+++++
 

 

邊長：1,1,1,2,2,2,3 

4 10 7 4－10＋7=1 
aaa

aaaaa
2494

44
=+

+++++  

 
邊長：1,1,1,1,2,2,2 

3 9 7 3－9＋7=1 
aaa

aaaaa
1644

4
=+

+++++  

 
邊長：1,1,1,2,2,4,4 

5 11 7 5－11＋7=1 
aaa

aaaaa
36169

44
=+

+++++  

8=N  

 
邊長：1,1,1,1,1,1,1,1 

4 11 8 4－11＋8=1 
aaaa

aaaaa
8=++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,1,1,1,1,1 

4 11 8 4－11＋8=1 
aaaa

aaaaa
8=++

+++++
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邊長：1,1,1,1,1,2,3,3 

4 11 8 4－11＋8=1 
aaaa

aaaaa
27994 =++
+++++

 

 
邊長：1,1,1,1,1,1,1,2 

5 12 8 5－12＋8=1 
aaaa
aaaaa

114 =++
+++++

 

 
邊長：1,1,1,1,1,2,3,3 

4 11 8 4－11＋8=1 
aaaa

aaaaa
27994 =++
+++++

 

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3,4 

4 11 8 4－11＋8=1 
aaaa

aaaaa
401694
44

=++
+++++  

 
邊長：1,1,1,2,2,3,4,5 

5 12 8 5－12＋8=1 
aaaa

aaaaa
6125169

44
=++

+++++  

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3,4 

4 11 8 4－11＋8=1 
aaaa

aaaaa
401694
44

=++
+++++  

9=N   
邊長：1,1,1,1,1,1,1,1,1 

4 12 9 4－12＋9=1 
aaaaa

aaaaa
9=+++
+++++
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邊長：1,1,1,1,1,1,1,1,1 

3 11 9 3－11+9=1 
aaaaa

aaaaa
9=+++
+++++

 

 
邊長：1,1,1,1,1,1,1,1,2 

4 12 9 4－12+9=1 
aaaaa

aaaaa
124 =+++
+++++

 

 
邊長：1,1,1,2,2,3,3,4,5 

4 12 9 4－12+9=1 
a

aaaa
aaaaa

70
251699
44

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3,4,5 

4 12 9 4－12+9=1 
a

aaaa
aaaaa

65
251694
44

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,1,1,1,1,2,2 

5 13 9 5－13+9=1 
a

aaaa
aaaaa

15
44

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3,4,5 

4 12 9 4－12+9=1 
a

aaaa
aaaaa

65
251694
44

=
+++

+++++
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邊長：1,1,1,2,2,3,3,4,5 

4 12 9 4－12+9=1 
a

aaaa
aaaaa

70
251699
44

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3,3,4 

3 11 9 3－11+9=1 
a

aaaa
aaaaa

49
16994

44

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,2,2,2,3,4,5 

4 12 9 4－12+9=1 
a

aaaa
aaaaa

56
251694
44

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,1,1,2,3,3,3 

3 11 9 3－11+9=1 
a

aaaa
aaaaa

36
9994

=
+++

+++++
 

 
邊長：1,1,1,2,2,3,4,5,7 

5 13 9 5－13+9=1 
a

aaaa
aaaaa

110
4925169

44

=
+++

+++++
 

 
由（表 1）的結果，我們發現將頂點數（V ）、邊數（ E ）與面數（ F ）代入尤拉示性數後，

都滿足 1=+− FEV 的特性，因此我們猜想此一特性是否可以用來判別所鋪砌出來的圖形是

不是一個凸多邊形？ 
 
為了解開這個疑惑，我們再以幾個凹多邊形來驗證是否可以用 1=+− FEV 來判別是否為多

邊形，並整理成下（表 2）。 
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表 2 凹多邊形之 FEV +−  
個數 圖形排列 頂點數 邊數 面數 FEV +−  

2=N
  

邊長：1,1 
5 5 2 5－5＋2=2 

3=N
 

 
邊長：1,1,2 

6 7 3 6－7＋3=2 

 
邊長：1,1,2 

6 7 3 6－7＋3=2 

4N =
 

 
邊長：1,1,1,2 

6 8 4 6－8＋4=2 

 
邊長：1,1,1,1 

6 8 4 6－8＋4=2 

5N =
 

 
邊長：1,1,2,2,2 

6 9 5 6－9＋5=2 

 
邊長：1,1,1,2,2 

6 9 5 6－9＋5=2 

 
由（表 2）的結果可知我們的猜想應該是可行的。因此我們認為可以利用本研究所提出的

1=+− FEV 之計算方法來檢驗所鋪砌出的多邊形是否為凸多邊形。 
 
二、探討最大面積之多邊形 
（一）邊長的規律性探討 

由（表1）中發現在 9~1=N 的情況下不同的鋪砌方法確實能鋪砌出最大面積的凸多邊

形，我們將（表1）中的最大面積凸多邊形整理成下（表3）： 
              
 

 11 



             表3 9~1=N 的最大面積凸多邊形 

個數 圖形排列 

1=N  
 

邊長：1 

2=N  
 

邊長：1,1 

3=N  
 

邊長：1,1,1 

4=N  

 
邊長：1,1,1,2 

5=N  

  
邊長：1,1,1,2,2 

6=N  
 

邊長：1,1,1,2,2,3 

7=N  

 

邊長：1,1,1,2,2,3,4 
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8=N  

 
邊長：1,1,1,2,2,3,4,5 

9=N  

 
邊長：1,1,1,2,2,3,4,5,7 

 
    由（表3）的結果發現，從 5=N 開始所鋪砌出的最大面積凸多邊形似乎有其規律性，而

且若將所鋪砌的正三角形邊長由小而大排列，則可得一個數列，但此一邊長數列是否也有其

排列的規律可尋？ 
    為此我們花了好長一段時間在探討，最後由費氏數列的靈感讓我們終於找到了它的規律。 
首先讓我們以 9=N 的情況為例，其所鋪砌出的正三角形邊長數列的方式表示為： 
 
    7,5,4,3,2,2,1,1,1=A  
 
 
    因此數列 A的每一項為： 
 
    11 =a  
    12 =a  
    13 =a  
    24 =a  
    25 =a  
    36 =a  
    47 =a  
    58 =a  
    79 =a  
     

我們發現從第四項開始，每一項會等於前二及前三兩項的和，即 
211214 =+=+= aaa  
211325 =+=+= aaa  
321436 =+=+= aaa  
422547 =+=+= aaa  
532658 =+=+= aaa  
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743769 =+=+= aaa  
 
 
因此依這樣的規律，我們就可以推導出： 
 

11 =a ， 12 =a ， 13 =a ，則第m 項 ma 就可以表示成第（1）式： 
    
   23 −− += mmm aaa ， ,6,5,4=m    ----------（1） 
 
   第（1）式中的m 即為所要鋪砌的正三角形個數 N ，因此若要取 N 個邊長由1開始的正三

角形鋪砌出一個面積最大的凸多邊形，則其取法為取3個邊長為1的正三角形，接下來再分別

令 Nm ~4= 代入第（1）式，即可決定要取出的邊長為何。 

 

（二）面積的計算 

    同樣的，我們將表（1）中所鋪砌出的最大面積凸多邊形整理成（表4）： 

 

表4 最大面積凸多邊形的面積 

個數 圖形排列 面積 

1=N  
 

邊長：1 

a  

2=N
  

邊長：1,1 

aaa 2=+  

3=N
  

邊長：1,1,1 

aaaa 3=++  

4=N
 

 
邊長：1,1,1,2 

aaaaa 722 =+++  

5=N
 

  
邊長：1,1,1,2,2 

aaaaaa 1122 22 =++++  
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6=N
 

 
邊長：1,1,1,2,2,3 

aaaaaaa 20322 222 =+++++  

7=N
 

 

邊長：1,1,1,2,2,3,4 

aaaaaaaa 364322 2222 =++++++  

8=N
 

 
邊長：1,1,1,2,2,3,4,5 

aaaaaaaaa 6154322 22222 =+++++++  

9=N
 

 
邊長：1,1,1,2,2,3,4,5,7 

a
aaaaaaaaa

110
754322 222222

=
++++++++  

由（表 4）的結果可以發現所鋪砌出的凸多邊形，其面積會等於邊長數列的各項平方和，即 
邊長數列若為 1,1,1,2,2,3,4,5,7，則其面積會等於 
 

    ( )
4
3754322111 222322 ×++++++++=面積    ----------（2） 

第（2）式中，因為邊長為 1 的正三角形其面積為
4
3
，因若依此規則所鋪砌出的凸多邊形面

積可以表示成： 

    ( )
4
33

4
32111

4

222 ×







+=×+++++= ∑

=

N

i
iN aa面積 ， 1321 === aaa ， 3>N  -----（3） 

因第（3）式中的 23 −− += iii aaa ，因此可將第（3）式修改成第（4）式： 
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    ( )
4
33

4

2
23 ×








++= ∑

=
−−

N

i
ii aa面積 ， 1321 === aaa ， 3>N    ----------（4） 

    為了檢驗第（4）式是否正確，我們分別令 9,,6,5,4 =N 代入第（1）式及第（4）式計

算其結果是否相符，並整理成（表 5） 

    表 5 9~4=N 最大面積計算結果（令
4
3

=k ） 

N  面積 

4=N  ( ) ( )[ ] ( )[ ] kkkaakaa
i

ii 711333 22
21

4

4

2
23 =×++=×++=×








++= ∑

=
−−  

5=N  
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] kk

kaaaakaa
i

ii

1111113

33

22

2
32

2
21

5

4

2
23

=×++++=

×++++=×







++= ∑

=
−−  

6=N  
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] kk

kaaaaaakaa
i

ii

202111113

33

222

2
43

2
32

2
21

6

4

2
23

=×++++++=

×++++++=×







++= ∑

=
−−  

7=N  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ] kk

kaaaaaaaakaa
i

ii

36222111113

33

2222

2
54

2
43

2
32

2
21

7

4

2
23

=×++++++++=

×++++++++=×







++= ∑

=
−−  

8=N  
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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將（表 5）與（表 4）對照後發現 9~4=N 所計算出來的面積是一樣的，因此證明利用第（4）
式確實可以求得凸多邊形的面積。 
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三、探討邊長數列與黃金比例的關係： 
由於費氏數列具有黃金比例的關係，因此我們想進一步探討本研究的邊長數列是否也具

有特殊的比例，以下我們利用鸚鵡螺來探討鋪砌三角形的邊長數列與費氏數列間的差異 
 

  （1）數列與鸚鵡螺黃金比例的關係 
         下圖為鸚鵡螺的剖面圖，我們將本研究所歸納出的邊長數列與費氏數列應用於繪製

鸚鵡螺的圖形，並將結果整理成（表 6）。 

 
          

 表 6  數列與鸚鵡螺黃金比例的關係 

比較名稱 鋪砌三角形 費氏數列 

數列 1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,….. 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…………. 

比值 1

1.33n

n

a
a −

≈  

2

1.75n

n

a
a −

≈  1

1.618n

n

a
a −

≈  

圖示 

  

   
         由（表 6）的結果發現費氏數列的後項與前項的比值最後會趨近於 618.1 ，但本研

究所提出的邊長數列比值則為趨近於 33.1 ，若改成後項與前二項的比，其比值則會

趨近於 75.1 ，明顯與費氏數列不同。 
    （2）探討正三角形鋪砌的最大邊長與最大正三角形高的比是否具有特殊的比例關係 
         由於在數列與鸚鵡螺黃金比例的關係中，我們發現鋪砌三角形的邊長數列並不具有

黃金比例的關係，因此我們更進一步的探討正三角形鋪砌的最大邊長與最大正三角

形高的比是否具有黃金比例，我們將結果整理成下（表 7） 
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表 7  正三角形鋪砌的最大邊長與最大正三角形高的比值 
正三角形鋪砌最大面積多邊形 

紫色：最大邊長 

橙色：最大正三角形高 
最大邊長：最大正三角形高 

 

31: 1   =
2
× 比值 1.154  

 

31: 1   =
2
× 比值 1.154  

 

32 : 1   = 2.309
2
× 比值  

 

32 : 2   = 1.154
2
× 比值  

 

33 : 2   = 1.732
2
× 比值  

 

34 : 3   = 1.539
2
× 比值  

 

35 : 4   = 1.445
2
× 比值  

 

37 : 5   = 1.616
2
× 比值  
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39 : 7   = 1.484
2
× 比值  

 

312 : 9   = 1.539
2
× 比值  

 

          因此最大邊長與最大正三角形高的比值： n-1
3:   1.529

2na a× ≈比值  

 
 

伍、研究結果 
 

一、 1=+− FEV  
由研究的過程我們發現不管 N 等於多少，其鋪砌出的凸多邊形之頂點數（V ）、邊數

（ E ）、面數（ F ）具有 1=+− FEV 的性質，而當所鋪砌的圖形為一凹多邊形時，則其性

質變成 2=+− FEV ，因此可以利用 1=+− FEV 來判別所鋪砌出的多邊形是否為凸多邊形。 
二、當 4≥N 時，則最大面積凸多邊形必為五邊形 
    由（表 3）的結果可以看出當 4≥N 時，所排出的最大面積凸多邊形必為五邊形。 
 
三、 N 個三角形之邊長具有類似費氏數列的規律 
 

若要取 N 個邊長由 1 開始的正三角形鋪砌出一個最大面積之凸多邊形，則其邊長的取法

為一具有特殊規律的數列： 
    ,7,5,4,3,2,2,1,1,1  
    我們可以發現邊長數列中的第 4 項等於第一項與第二項的和，第五項等於第二項與第三

項的和，此好與費氏數列的規類似，只是本研究的邊長數列為前三項都是 1，而下一項

會等於前二項及前三項的和，剛好跳過前一項，因此數列的方式表示： 

 

11 =a ， 12 =a ， 13 =a ，則第m 項 ma ： 
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   23 −− += mmm aaa ， ,6,5,4=m  

四、所鋪出的凸多邊形 ( )
4
33

4

2
23 ×








++= ∑

=
−−

N

i
ii aa面積 ， 1321 === aaa ， 3>N  

 
五、經由數列與黃金比例的探討發現，本研究的邊長數列之後項與前項的比值為：  

1

1.33n

n

a
a −

≈    （後項：前項） 

2

1.75n

n

a
a −

≈    （後項：前二項） 

 
六、最大邊長與最大正三角形高的比值為： 

n-1
3:   1.529

2na a× ≈比值  

 
陸、討論 

一、本研究發現不管 N 等於多少，其鋪砌出的凸多邊形之頂點數（V ）、邊數（ E ）、面數

（ F ）具有 1=+− FEV 的性質，而凹多邊形時，變成 2=+− FEV 的性質，此一性質

可以用來判別所鋪砌出的多邊形是否為凸多邊形，但要注意的是頂點數（V ）、邊數（ E ）

的計算方式，否則便無法成立。 

二、由本研究的結果發現，我們在 7~1=N 的最大面積與書中所給的是一樣的，但從 8=N 之

後的結果卻不相同，到底是我們的推論有問題？還是書中的表格從 8=N 之後其起始邊

長變成不是1，若起始邊長不是1的話，那麼書中 11=N 的圖形就不是唯一的，如下（圖 1）
所示，因為由相似形的原理可知，只要每一個正三角形的邊長同時乘上某一倍數，則其

圖形仍能維持緊密鋪砌，因此我們認為不論 N 為多少，正三角形的邊長都必須從1開始，

否則就沒要探討的意義。 

  

圖 1 將左邊圖形中的各個邊長乘以2可得右邊的圖形 

 

 20 



三、本研究的結果在 7~1=N 的情況下是與書中的結果是相同的，再加上討論二的推論，我

們發現不管 N 為多少，若正三角形的邊長必須從1開始，則其鋪砌的邊長會具有類似費

氏數列的規則，而且依此方式所鋪砌出的最大面積凸多邊形，在 4=N 之後其圖形皆為

五邊形。 
 
四、由討論二及討論三可知當 11=N 時，所鋪砌出的最大面積凸多邊形如（圖 2）所示： 
 

 
圖 2 11=N 時，最大面積凸多邊形 

 
 

五、由黃金比例的探討結果發現，本研究的邊長數列雖然也可以繪製出的類似鸚鵡螺曲線，

但其曲線的半徑比卻不是具有黃金比例的 618.1 ，而是趨近 33.1 。若是改成隔一項的比

時，則比值會趨近於 75.1  
 
六、當用最大邊長與最大正三角形高的比值為趨近 539.1  

 
 

柒、結論 
 

    在本研究中我們先探討如何在給定三角形個數 N 的情況下，由邊長1開始取出各種不同

邊長的三角形去鋪砌出一個凸多邊形，剛開始拼排三角形的時候，只要注意圖形是否為凸多

邊形及是否有依照邊長順序排列而已，過程中並沒有遇上太大的困難，然而在拼出最大面積

凸多邊形後卻發現一個難題，因為無法從圖中去找到規律，而當我們在最棘手的時候，老師

突然告訴我們可以用數列的方式找找看，於是讓我們發現了類似費氏數列的規律，若依此規

律鋪砌，則能鋪砌出最大面積的凸多邊形。 
另外一個問題就是利用尤拉示性數（ 2=+− FEV ）來探討鋪砌出的圖形規律，在大家

的努力下終於讓我們從圖形中歸納出 1=+− FEV 的性質，此一性質可用來判別所鋪砌出的

是圖形否為凸多邊形。 
    回想起研究過程中，碰上困難無法前進時心中的感受令人十分難忘，但憑著大家努力不

懈的精神，屢次突破難關，繼續深入探索我們的主題。這次的研究是靠著老師的指導、大家

的思考才得以完成，這種全心投入、一起並肩作戰的經驗就是這次科展最大的收穫！ 
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【評語】030421  

1. 作者觀察三角形的鋪砌凸邊形問題，發現最大凸多邊形有類似

費氏數列。 

2. 觀察發現鋪砌三角形的數列結構類似費氏數列，且可用黃金螺

旋的予取予求描述，係一新發現，但如能推出該螺旋線的參數

方程式，更可突顯作品水準及創意。 
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