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摘要 
在將莫利定理一般化的過程中，本研究發現在不同條件下，圖形有不同的規律。如平面

圖形中除三角形外，其他多邊形的莫利圖形不一定是正多邊形，但有「自我相似」的特殊關

係。另外四邊形中更有許多組「對偶關係」。本研究接著將圖形坐標化，並引入「線性變換」

的概念，試圖解釋並發現新的自我相似或對偶性質。立體方面則發現許多和平面圖形相似之

處，例如正多面體的莫利圖形皆為其「對偶多面體」，有很強的對偶性質。而其中正四面體對

應正四面體，也是一個自我相似的例子。其他不規則圖形與其莫利圖形間，沒有明顯規律，

針對此，平面部分導出了算交點坐標的公式，立體則建立判斷交點存在與位置的方法。 

 
壹、研究動機 

    有一次做「尺規作圖」的報告，上網查詢資料時，發現一篇有關在非特殊角度下，無法

用尺規作圖三等分的文章，這時，與三角形三等分角相關的莫利定理引起了我們的興趣，經

過了討論之後，我們非常懷疑，是否只有三角形的三等分角是個特例？多邊形是否也會有類

似的關係或是有其他不同的規則？延伸到多等分角時又會有什麼相同與不相同的規律？立體

的圖形又有什麼特性？對於這些疑問我們感到非常好奇，希望能找出答案以解決這些疑問，

於是便開始我們的研究。 

 

貳、研究目的 
一、探討當多等分角作圖時，是否有類似莫利定理的莫利定理的性質存在。 

二、探討多邊形經莫利作圖後，其圖形是否有規律。 

三、探討多邊形與其形成的莫利圖形的對應關係 

四、了解「莫利定理」在立體中，正多面體、錐體、柱體的三等分與多等分圖形結果與性質。 

五、解釋我們發現的這些現象與特殊性質。 

六、導出判斷立體圖形結果與性質的簡易通用法則。 

 

參、研究工具 

紙筆 電腦 Geogebra5.0 動態幾何繪圖板 
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肆、研究過程 

一、研究架構 

本研究的研究過程主要分兩部分，立體與平面，而將主要目標放在立體圖形的探討。本

研究先從平面圖形探討起，希望能抽絲剝繭找出其中的規則。 

改變莫利定理中的兩大條件――在三角形及三等分角，由此延伸出兩個操縱變因――多邊

形種類與等分角數。因此本研究著手探討多邊形三等分角、三角形多等分角，以及多邊形多

等分角的結果。此部分發現許多規律，其中有些可由對稱性來討論。本研究也發現：此種作

圖竟似乎有｢函數｣般的轉換和對應關係。而且在許多狀況，此函數是若且唯若的（if and only if），

或有｢自我相似｣和｢對偶性質｣的現象。這讓本研究想將其座標化，藉由｢線性變換｣的概念探

討其圖形的關係並解釋這種現象。由線性變換函數，更可推導至｢逆定理｣的部分，或許可利

用來解釋｢自我相似｣或｢對偶性｣等特殊性質。 

    接著，本研究將平面的

經驗轉植到立體圖形的研究，

進一步探討立體中的對應關

係及規則。由於正多面體是

多面體中最有規則性的一類，

因此立體的探討由此部分開

始著手。接著延伸到錐體、

柱體的研究與不規則多面體

的作圖結果判斷通則。和平

面一樣的，本研究發現立體

圖形也具有｢對稱性｣、｢自我

相似｣、與｢對偶性｣等性質。

同時也認為立體圖形存在著

圖形變換的關係，只是不一

定是｢線性變換｣，而是其他

的變換函數。因此除了已知

的對應關係，未來將朝向立

體的｢函數｣作進一步的闡

明。 

  

圖 1-1  研究架構圖 
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鄰邊 

底邊 

配對交點 

n 等分線 

圖 2-3  平面作圖定義-2 

二、平面的多邊形與多等分角的探討 

(一) 莫利定理 

如右[圖 2-1]，任一三角形的三個內角，各作其三等分線，

靠近原三角形一邊的兩條等分線得一交點，則這樣的三

個交點可以構成一個三角形，經證明，這三角形必為正

三角形。莫利圖形針對三角形三等分角作探討，並沒有

討論到多邊形多等分角，因此本研究往多邊形、多等分

角及立體圖形作延伸探討。 

(二) 定義 

針對本研究的用詞先作以下的定義： 

1. 對於如右圖[圖 2-2]之情況： 

原多邊形：稱原先的多邊形為｢原多邊形｣。 

n 等分線：如(n−1)射線可以 n 等分夾角，則稱

這些射線為此夾角的｢n 等分線｣。（n≥3,n∈N） 

Mn(原多邊形)：以函數 Mn(原多邊形)表以下作

圖，並稱之為莫利作圖： 

(1) 作原多邊形每個內角的 n 等分線 

(2) 取兩個鄰邊與底邊的數條 n 等分線中，最靠

近底邊的等分線，做一交點(稱為配對交點) 

(3) 依序連接各交點，形成多邊形。  

莫利圖形：稱原多邊形經莫利作圖後所得的多邊形為「莫利圖形」。 

2. 本研究將型如[圖 2-3]的情況視為一個單元。 

  上圖[圖 2-2]可視為許多這種單元的集合。 

底邊：在此單元中，稱原多邊形的邊為｢底邊｣。 

鄰邊：與底邊相鄰的兩邊（此兩邊均為原多邊形

的邊）為｢鄰邊｣。 

配對交點：分別從兩個鄰邊與底邊的數條 n 等分

線中，取最靠近底邊的等分線，做一交點，稱此

交點為底邊的｢配對交點｣。 

以[圖 2-4]為例說明：  

底邊為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。鄰邊為𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 與𝐴𝐷̅̅ ̅̅  。配對交點即是點 X。 

 

3. 函數 Mn(原多邊形)的對應關係： 

→：以「→」表示原多邊形對應到莫利圖形。以 Mn(原

多邊形)→莫利圖形，表示原多邊形經「n 等分角莫利

作圖」後的函數結果。 

圖 2-1  莫利定理 

圖 2-2  平面作圖定義-1 

原多邊形 

n 等分線 

莫利圖形 

配對交點 

圖 2-4 平面作圖定義（例子） 

C 

D 

X：A、B 的配對交點 
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[發現一]： 

(1) 當 n=3 時，此為原始的莫利定理，故莫利圖形皆為正三角形。 

(2) 而當 n>3 時，則正三角形經莫利作圖後，會形成正三角形，而等腰三角形則會形成等

腰三角形，但不為相似形。也就是 Mn(正三角形)→正三角形 與 Mn(等腰三角形)→等

腰三角形 的關係式。其餘不規則三角形則沒有明顯規律。 

如：Mn(長方形)→菱形，代表長方形經莫利作圖後，會形成菱形。 

⟺：以雙箭號表對偶關係。p⟺q 代表 p 經莫利作圖形成 q，q 經莫利作圖 

形成 p。也就是 Mn(p)→q 且 Mn(q)→p。 

4. 其他名詞： 

對稱多邊形：左右對稱的多邊形（有一條對稱軸）。如 [圖 2-5]，

五邊形有 1 條對稱軸(藍色虛線)，定義為｢對稱五邊形｣。 

發現：對於本研究所發現的特定重要結果，命名為[發現一]、[發

現二] ……。 

 

(三) 三角形的 n 等分角延伸 

作三角形 n 等分角的「莫利圖形」，探討 Mn(三角形)是否也是正三角形。 

 

 

 

 

 

 

說明： 

1. 討論方式與變因： 

 (1) n 的值：n>3，n∈N。（n=3 時就是原莫利定理，∴不討論 n=3） 

 (2)三角形的性質： 

   可以「邊長」或「角度」討論。 

 

                   正三角形 

  依邊長可分為     等腰三角形 

                   不規則三角形 

 

依兩種分類法都可分成正三角形、

等腰三角形、不規則三角形等三種。只是

依角度分類，還會有直角三角形這類。然

而，角度分類中的「直角三角形」，當 n>3

時，並不會形成規律的結果，如[圖 2-6]。

因此本研究決定以「邊長」為討論分類，

分為正三角形、等腰三角形及不規則三角

形。 

 

圖 2-5  對稱五邊形 

圖 2-6 M9(直角三角形) 

𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ＝18.29 

𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ＝18.58 

 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ＝17.13 

E 

D 

F 

                   正三角形 

  依角度可分為     等腰三角形 

                   直角三角形 

                   不規則三角形 
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2. Mn(正三角形)： 

圖形[表 2-1]： 

表 2-1  Mn(正三角形) 

n 值 4 5 6 9 

圖形 

    

莫利圖形 正三角形 正三角形 正三角形 正三角形 

 

證明： 

如右圖[圖 2-7]，令 X、Y、Z 分別為正三角 ABC 的

三個莫利交點。∠α、∠β、∠γ分別為∠A、 

∠B、∠C 最兩側的兩條 n 等分線的夾角。△ABC

中，∠BAX=∠XBA=∠YBC=∠YCB=∠ZCＡ= 

∠ZAC= (∠A/n)，又AB̅̅ ̅̅ =BC̅̅̅̅ =CA̅̅̅̅，根據 ASA 全等性

質，故△ABX≅△BYC≅△CZA，且皆為等腰三角形。 

A ̅̅̅̅ =B ̅̅̅̅ =B ̅̅̅̅ =C ̅̅̅̅ =C ̅̅̅̅ =A ̅̅̅̅  

又α=β=γ=[
(n−2)∠A

n
]，根據 SAS 全等性質，可知 

△AXZ≅△BXY≅△CYZ 

故  ̅̅̅̅ =  ̅̅̅̅ =  ̅̅̅̅         △XYZ 為正三角形 

 

 

3. Mn(等腰三角形)： 

圖形[表 2-2]：            

表 2-2  Mn(等腰三角形) 

n 值 4 5 6 9 

圖形 

    

莫利圖形 等腰三角形 等腰三角形 等腰三角形 等腰三角形 

 





圖 2-7  Mn(正三角形)的證明 
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證明： 

如[圖 4-2-8]，設 X、Y、Z 分別為△ABC 的三個莫利交點。

∠α、∠β、∠γ分別為∠A、∠B、∠C 最兩側的兩條

n 等分線的夾角。∵ AB̅̅ ̅̅ =AC̅̅̅̅，∠ABX=∠ACZ，又∠BAX=

∠ZAC，利用 ASA 全等性質，可得知△ABX≅ 

△AZC，所以B ̅̅̅̅ =C ̅̅̅̅。∠β=∠γ，又因△YBC 為等腰三

角形，B ̅̅̅̅ =C ̅̅̅̅，利用 SAS 全等性質，得△BXY≅△CZY，

故  ̅̅̅̅ =   ̅̅ ̅̅  

△XYZ 為等腰三角形 

4. Mn(不規則三角形)： 

無明顯規律 

除了當 n=3 時為莫利定理外，其餘 n 等分角皆無法讓內部的「莫利圖形」成為有規則的

三角形，推測是因為原三角形的邊長與角度各不同，所以內部就無法依照相似或全等特

質，得到正三角形或等腰三角形。 

5. 結果： 

   茲將以上結果與莫利定理互相比較，整理出下表[表 2-3]。以歸納法和簡單的證明，可

解釋[發現ㄧ]： 

 

 

(四) 四邊形三等分角與多等分角延伸 

將四邊形分為常見的正方形、長方形、菱形、平行四邊形、等腰梯形、箏形，以及不規

則四邊形。一律先以三等分角作圖，並觀察經「莫利作圖」後，各四邊形的結果是否有

規律，再將結果延伸至 n 多等分角。 

 


圖 2-8  Mn(等腰三角形)的證明 

表 2-3  三角形 n 等分角延伸的結論 
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Mn(四邊形)的圖形與結果： 

 

以下表格[表 2-4] 可說明四邊形的對應關係： 

原四邊形 圖形 莫利圖形  原四邊形 圖形 莫利圖形 

正方形 

 

正方形  平行 

四邊形 

 

平行 

四邊形 

長方形 

 

菱形  菱形 

 

長方形 

等腰梯形 

 

箏形  箏形 

 

等腰梯形 

 

 不規則

四邊形 

 

不規則

四邊形 

 

  

說明： 

有很多四邊形有互相對應的對偶關係。 

可再細分為兩類： 

自身對應 (其莫利圖形就是相同種類的四邊形)： 

  正方形⟺ 正方形  （兼有自身相似） 

  平行四邊形⟺平行四邊形（種類同但不相似） 

雙雙成對： 

    長方形⟺ 菱形 

    等腰梯形⟺箏形 

表 2-4  Mn(四邊形) 
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茲整理出下表，歸納比較多等分角與三等分角作圖結果[表 2-5]： 

表 2-5 四邊形多等分角與三等分角作圖結果比較 

 

M3(正方形)→正方形： 

☐ABCD 經「莫利作圖」後，形成四邊形 EFGH（圖 2-9）： 

△ADH 中，底角∠HAD＝∠HDA  

⇒△ADH 為等腰三角形，AH̅̅ ̅̅ =DH̅̅ ̅̅  

同理，AE̅̅̅̅ =BE̅̅̅̅、BF̅̅̅̅ =CF̅̅̅̅、CG̅̅̅̅ =DG̅̅ ̅̅  

又AB̅̅ ̅̅ =BC̅̅̅̅ =CD̅̅ ̅̅ =DA̅̅ ̅̅  

⇒△ADH≅△ABE≅△BFC≅△CGD （ＳＳＳ全等） 

因此AH̅̅ ̅̅ =DH̅̅ ̅̅ =AE̅̅̅̅ =BE̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅ =CF̅̅̅̅ =CG̅̅̅̅ =DG̅̅ ̅̅  

又∠EAH=∠EBF=∠FCG=∠GDH=30° 

⇒△EAH≅△EBF≅△FCG≅△GDH （ＳＡＳ全等） 

⇒ 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ = 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐻𝐸̅̅ ̅̅ …………① 

而△ABE、△BCF、△CDG、△ADH 為底角 30 度的等腰三角形。 

∠AEB=∠BFC=∠CGD=∠DHA= (180° −2*30°)= 120° 

∠AEH=∠AHE=∠DHG=∠DGH=∠CGF=∠CFG=∠BFE=∠BEF= (180° −30°)/2=75° 

四邊形 EFGH 之各個內角為 360° −(120°+75°*2)=90°…………② 

則可得四邊形 EFGH 為一正方形。 

其他四邊形都可用類似的方法證明。 

(五) 多邊形多等分角莫利作圖結果與共通特性： 

1. 圖形與結果[表 2-6]：  

 

圖 2-9   M3 (正方形)的證明 
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說明： 

(1) 原多邊形邊數=Mn(原多邊形)的頂點數=Mn(原多邊形)邊數 

依據定義，取原多邊形相鄰兩點最靠近臨邊兩條等分線作交點，為 Mn(N)的頂點。 

換句話說，原多邊形的一條邊就會產生一個頂點，故所形成之多邊形與原多邊形邊數

(或頂點數)相同，即 Mn(N)→N。(N 代表原多邊形邊數)  

(2) 正多邊形的莫利圖形與原多邊形相似，有「自我相似」性質。 

   對稱多邊形與其莫利圖形有某種程度類似，但不完全相似。沒有自我相似性質。 

      利用歸納法可得出「Mn(正Ｎ邊形)→正Ｎ邊形」、「Mn(對稱 N 邊形)→對稱 N 邊形」。 

  3. 多邊形多等分角與對稱軸的關係 

 

正多邊形多邊形多等分角的特殊對

應關係與證明如下： 

(1) Mn(正Ｎ邊形)→正Ｎ邊形： 

證明(如[圖 2-10])： 

a. 設此正Ｎ邊形的內角為 nα，則每

個 n 等分角為α。 

b. 如圖中藍色框三角形，其中每個像

這樣由兩 n等分線及一條原多邊形

的邊，所組成的三角形均為等腰三

角形 (∵兩底角均為α)  

圖 2-10  Mn(正 N 邊形)→正 N 邊形的證明 

表 2-6  Mn(多Ｎ邊形)的圖形 
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c. 則可知圖中像這樣由兩條三等分線及一條 Mn(正Ｎ邊形)的邊組成的三角形(紅色框)均

為全等等腰三角形 (∵兩腰相等，且有 SAS 全等性質) 

d. △CYA 中，由底角=α，可知頂角∠CYA =180°-2α。 

△CWY 中，由頂角=(n-2)α，可知底角∠CYW =∠CWY=
[180°−(𝑛−2)𝛼]

2
 

e. 則∠WYX=360°-(180°-2α)-2×
[180°−(𝑛−2)𝛼]

2
=nα。 

同理 Mn(正 X 邊形)所有內角均= nα。故 Mn(正 N 邊形)為正 N 邊形。 

 

也可以｢對稱｣的概念解釋： 

   對稱軸除了扮演著整個圖形的對稱線外，亦扮演角的平分

線，因此我們可以說這角影響的那兩點就以此對稱線為對稱軸，

剩下延伸出去得邊與角，也有類似的性質存在，因此可以說整

個圖形是以原多邊形對稱軸為對稱軸的線對稱圖形（如右圖

2-11）。因此莫利圖形由對稱性可以得知，其必為正多邊形。 

 

(2) Mn(對稱 N 邊形)→對稱 N 邊形： 

將等腰圖形以其對稱軸加以分類： 

a.對稱軸和多邊形交於多邊形兩頂點上[圖 2-12]： 

令 B 點為在對稱軸上，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的配對交點 X， 

與𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 的配對交點 Y 點，互相對稱， 

因為這樣持續畫下去，下方的交點， 

也可以推出同樣的道理，得證。 

b.對稱軸和多邊形交集於多邊形兩邊上[圖 2-13]： 

令AB̅̅ ̅̅ 為對稱軸上的邊，則AC̅̅̅̅的配

對交點 X，和BD̅̅ ̅̅的配對交點 Z，是

原多邊形的對稱軸的兩個對稱點，

同理下方的那些焦點也有相似的

關係，所以裡面的圖形也是邊數相

同的對稱 N 多邊形。 

c.對稱軸和多邊形交集於多邊形一

邊和一頂點上： 

集合以上結論，可以得到其對稱關

係，由此可知內部形成的圖形也有對稱關係，雖然跟外面的圖形不相似，但也是邊數

相同的圖形，且具有相同的對稱軸。  

 

以 
此 
類 
推 

 

以 
此 
類 
推 

X Y 
Z 

W 
V 

圖 2-13  對稱軸在兩邊上的證明 

圖 2-12  對稱軸在兩點上的證明 

A 

B 

C 

X Y 

圖 2-11  圖形的對稱軸/  

原多邊形的對稱軸同時也是莫利圖形

（或說整個圖形）的對稱軸。 

對稱軸 
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（六）線性變換的函數意義與坐標化計算

 

經由種種結論，本研究發現：此種作圖竟有｢函數｣般的轉換和對應關係。而且在許多狀

況，此函數是若且唯若的（if and only if）。查詢相關資料後，得知此即是所謂的｢線性變換｣。

這也使本研究立刻聯想到「逆定理」的推廣。在幾篇參考文獻中，有提到逆定理的部分，但

皆是以複雜的三角函數推導，本研究以不同的觀點切入，將作圖視為一種「函數」關係。 

本研究想推導出此函數的線性變換公式，讓圖形不再只有大略的「性質」而已，而是有

精確的數值，進而探討其面積、邊長等的關係，以及對應關係是否為「唯一解」。利用此函數

可推廣到逆定理，最終目標是求出一條公式。利用此公式，只要代入原多邊形的頂點座標就

可求出其莫利圖形；或帶入一未知原多邊形的莫利圖形頂點座標，反求原多邊形的頂點座標。 

因牽扯到｢線性變換｣的概念，故本研究利用｢矩陣｣這個運算工具表示變換關係。 

以下是本研究的想法。如[圖 2-14]： 

三角形多等分角的線性變換： 

令 M3(△ABC)→△DEF。 

設 M 為其變換函數，且為一個 2×2 矩陣。 

以 
  𝑀  
→  𝑌表點 X 經線性變換後會變成點 Y。(X、Y 為座標平面上之任意點) 

點 P 為變換中心點，即 P
  𝑀  
→  P。 

矩陣 A、B、C、D、E、F 皆為 2×1 的矩陣， 

其元素為點 A、B、C、D、E、F 的座標。 

令A
  𝑀  
→  𝐷，B

  𝑀  
→  𝐸，C

  𝑀  
→  𝐹。 

則  MA=D……① 

    MB=E……② 

    MC=F……③ 

 

A 

B C 

D 

E 

F 

圖 2-14 線性變換 



 

 12 

四邊形及其它多邊形的圖形變換： 

  邊數為四以上的多邊形不是剛性結構，由圖形上看，可明顯看出其圖形關係不符合線性變

換。另外，如仿照以上做法，用係數比可證明聯立方程式無解，故除三角形以外不能用線性

變換解釋圖形。此部分只能依序算出各配對交點的坐標才能求出莫利圖形。 

配對交點的計算： 

將配對交點以原多邊形頂點和夾角表示，可以將欲計算部分旋轉平移至 X 軸上，並令一點為

原點（如圖 2-15）。以下是計算方法： 

計算 n 等分莫利作圖中 A、B 的配對交點Ｃ以Ａ、Ｂ坐標與夾角α、β表示， 

令 a=𝐴𝐵̅̅ ̅̅ =√(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)2，A=(0,0)，B=(a,0)。 C 為Ａ、Ｂ的配對交點，C=(c1,c2)。 

則  𝐴𝐶 ⃡    ：y = 𝑡𝑎𝑛
𝛼

𝑛
𝑥  ，  𝐵𝐶 ⃡    ：y = −𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛
𝑐1 + 𝑎 × 𝑡𝑎𝑛

𝛼

𝑛
    解聯立方程式求交點： 

{ 
𝑐2 = 𝑡𝑎𝑛

𝛼

𝑛
× 𝑐1          •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •   ①

𝑐2 = −𝑡𝑎𝑛
𝛽

𝑛
× 𝑐1 + 𝑎 × 𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛
      •  •  •  •  •  •  •   ②

 

①−② (𝑡𝑎𝑛
𝛼

𝑛
+ 𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛
) × 𝑐1 = 𝑎 × 𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛
     ， 得 𝒄𝟏 =

𝒂×𝒕𝒂𝒏
𝜷

𝒏

𝒕𝒂𝒏
𝜶

𝒏
+ 𝒕𝒂𝒏

𝜷

𝒏

 

帶入①  得 𝒄𝟐 =
𝑎×𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛

𝑡𝑎𝑛
𝛼

𝑛
+ 𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛

× 𝑡𝑎𝑛
𝛼

𝑛
=𝑎 ×

𝑡𝑎𝑛
𝛽

𝑛
𝑡𝑎𝑛

𝛼

𝑛

𝑡𝑎𝑛
𝛼

𝑛
+ 𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛

= 𝑎 ×
1

𝑐𝑜𝑡
𝛼

𝑛
+ 𝑐𝑜𝑡

𝛽

𝑛

= 
𝒂

𝒄𝒐𝒕
𝜶

𝒏
+ 𝒄𝒐𝒕

𝜷

𝒏

 

可得𝐴𝐶      =( 
𝑎×𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛

𝑡𝑎𝑛
𝛼

𝑛
+ 𝑡𝑎𝑛

𝛽

𝑛

 , 
𝑎

𝑐𝑜𝑡
𝛼

𝑛
+ 𝑐𝑜𝑡

𝛽

𝑛

 ) 

將圖形旋轉並平移回去，令逆時針旋轉𝜃，則𝑨𝑪     =[𝒄𝒐𝒔𝜽 −𝒔𝒊𝒏𝜽
𝒔𝒊𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽

] ×

[
 
 
 
 
𝒂×𝒕𝒂𝒏𝜷

𝒏

𝒕𝒂𝒏𝜶
𝒏
+ 𝒕𝒂𝒏𝜷

𝒏
𝒂

𝒄𝒐𝒕𝜶
𝒏
+ 𝒄𝒐𝒕𝜷

𝒏 ]
 
 
 
 

 。 

則𝑂𝐶      ＝𝑂𝐴      ＋𝐴𝐶      。 

利用此方法可套用至每個配對交點的計算。 

 

 

 

旋轉、平移 

圖 2-15 配對交點坐標計算 
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圖 3-2 

等分角結果示意圖 

三、立體多面體、多等分角的性質探討 

(一)立體空間中的定義 

 1. ｢角｣的定義 

研究平面之後，本研究到將莫利定理推廣到立體空間中，且使用數學上的“二面角”作

為立體中的討論對象。 

               

  

 

 

 

2. n 等分角的作法 

可將圖形坐標化，可利用代數的方法求得等分面的方程式。詳見後頁。 

或作圖部分可利用 Geogebra 的 ”Rotate” 函數（如[表 3-1]）： 

 

 

等分角結果： 

如[圖 3-2]， 

圖中紅色面為 

兩個藍色面的 

等分面。 

 

 

 

 

 

 

名詞解釋：        如 [圖 3-1] 

二面角：指兩個平面所形成的夾角，如α為 a、b 兩個平面所夾的二面角。 

棱：這兩個平面所交的直線。如圖中的 c。 

 

圖 3-1 
二面角示意圖 

a 

b 

α 

c 

表 3-1  Rotate 函數 
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3. 如何討論立體圖形 

仿照平面的經驗，本研究做以下定義如[圖 3-3]： 

(1)原多面體：稱原先的多面體為｢原多面體｣。 

(2) n 等分面： 

   如一平面 c 為可以 n 等分 a、b 兩面的平面 (n ∈ N， 

   a、b 為此二面角的兩個平面)，則稱此平面 c 為 a、b 

兩面的｢n 等分面｣。 

(3)底面：原多面體的一個面為｢底面｣。 

(4)鄰面：與底面相鄰的面(共用一個邊：棱)。 

(5)配對交點：每個鄰面與底面的二面角中，取鄰近底面的的數個 n 等分面，如相交形成交

點，則稱此交點為底面的｢配對交點｣。(此處只針對有形成交點時作定義，判斷交點有無

將在 P 作討論) 

如[圖 3-5]，為正六面體圖形[圖 3-4]利用莫利作圖法的部份放大圖，此部份由正六面體其中

一個面與其鄰面的三等分面組成。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[圖 3-5]說明： 

底面為平面 ABCD。 

鄰面為平面 ABFE、BCGF、CDHG 與 DAEH。 

配對交點是交點 I。  

A 
B 

C 

D 

I 可視為一個
獨立的單元 

[圖 3-4]  底面、鄰面與配對交點關係-1 

A B 

C 
D 

E 
F 

G H 

圖 3-5  底面、鄰面與配對交點關係-2 

原多面體 

n 等分面 

圖 3-3  立體定義 
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因此，由平面的定義修改，立體的莫利作圖    𝐌𝐧
𝟑(原多面體)，定義如下：  

   

步驟一、作各二面角的 n 等分面。 

(因只取臨近原多面體面的等分面作交點，故只

需畫出相鄰原多面體面的 2 個等分面即可。 

參見[圖 3-6]。)  

步驟二、多面體面的數個等分面。 

步驟三、形成交點。 

步驟四、這些交點相連，形成多面體。 

 

原本的莫利定理中，是由三角形(2D)的相鄰兩邊(1D)夾角產生線(1D)再產生交點(0D)最後形

成三角形(2D)。立體的延伸則是由多面體(3D)其中相鄰兩面(2D)的夾角產生面(2D)再產生交點

(0D)最後形成多面體(3D)。等於是各項都增加了一個維度(點除外)。 

 

莫利作圖以Mn
3(正四面體)為例：[圖 3-7]與[圖 3-8] 

ABCD 為正四面體，作兩個三等分面 ABF1、ABF2，三等分面 ABC、ABD 的二面角，其

他二面角重複此步驟。取臨近原多面體面的三個等分面，作其交點。交點形成正四面體。 

  

三面交點 

圖 3-8  正四面體作圖說明-2 
 

兩個三等分面
的交線 

原多面體的面 

實際上只需畫此二面(與
原多面體的面相鄰) 

圖 3-6  作圖的技巧 

圖 3-7  正四面體作圖說明-1 

F1 

F1 
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(二)正多面體三等分角作圖的圖形性質與對應關係—𝐌𝟑
𝟑 (正多面體)的探討 

 1. 判斷正多面體的對應關係 

 本研究認為立體圖形也會有許多與平面圖形類似的情況。因此立體圖形的探討，就從最規

則的｢正多面體｣開始探討。 

   由取等分面作交點的定義：｢臨近原多面體面的數個等分面｣這點，很快地便找出交點的通

性：假如有交點，一個原多面體的面有一個配對交點。 

   得到[發現六]，適用於任何會形成交點的多面體。（因為有些情況數個面不會教在同一點） 

說明：       型如[圖 3-9]的狀況，有以下性質： 

(1) 原多邊形的一面只要｢配對交點｣存在， 

則有且只有 1 個(∃!的關係)與其對應的｢配對交點｣ 

且此交點也為Mn
3( )的一個頂點，並受到底面與其鄰面影響。 

(2) 因為是一面配一點，故有｢原多邊形面數=𝐌𝟑
𝟑(原多面體)頂點數｣的關係。 

事實上，延伸至多等分角時，此關係依然不變。 

頂點除了個數，也要判斷其位置。對於正多面體，有[發現七]的關係，適用於底面為正多

邊形且與鄰面夾角皆相等的情況。 

說明： 

對於正多面體而言，原多面體每面均為正多邊形，且每個｢底面｣與｢鄰面｣的夾角皆相等。由

對稱性可知：此底面的配對交點在底面上的垂直投影必在底面的中央。如 [圖 3-10]。  

 

[發現七] 

如[圖 3-10]已知底面為正多邊形，且與每個鄰面的夾角相等， 

則其相鄰的交點的垂直投影必在此面的中心。 圖 3-10 
發現七 

圖 3-9 
  發現六說明 

[發現六]   ｢原多邊形面數=𝐌𝟑
𝟑(原多面體)頂點數｣ 
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表 3-3  正多面體的面數、頂點數的比較/ 

由此表更能明顯看出對應關係 

2. 作圖的結果 

直接以 Geogebra 軟體作圖，得到以下結果，更加強了本研究的推論。如[表 3-2]。     

圖形 

   
原多
面體 正四面體 正六面體 正八面體 

結果 𝐌𝟑
𝟑(正四面體) →正四面體 𝐌𝟑

𝟑(正六面體) →正八面體 𝐌𝟑
𝟑(正八面體) →正六面體 

圖形 

  

 

原多
面體 正十二面體 正二十面體  

說明 𝐌𝟑
𝟑(正𝟏𝟐面體) →正𝟐𝟎面體 𝐌𝟑

𝟑(正𝟐𝟎面體) →正𝟏𝟐面體  

3. 正多面體的對偶性質 

 正如本研究的想法，立體圖形和平面圖形一樣，有互相對應的「對偶關係」。 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

圖 3-11 正四面體⟺正四面體 

圖 3-12     正六面體⟺正八面體 

表 3-2  正多面體三等分作圖結果 

正十二面體⟺正二十面體 

[發現九] 

正多面體有很強的對偶性，共有三組對偶。

正四面體⟺正四面體（如[圖 3-11]） 

正六面體⟺正八面體（如[圖 3-12]） 

除了對偶性，還兼有自我

相似的性質。 
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證明： 

M3
3(正 N角錐) →正 N角錐    

以右圖[圖 3-13]的正四角錐 ABCDE 為例， 

令 F、G 分別為 AB̅̅̅̅̅、CD̅̅ ̅̅的中點， 

由[發現八]，整個立體圖形以平面 EFG 為中心左右對稱。 

另外，整個立體圖形也以平面 ACE 為中心左右對稱。 

由此兩｢對稱面｣與｢配對交點｣的概念， 

可知其M3
3(正 4角錐) →正 4角錐。 

其他正角錐同理可證。
圖 3-13  M3

3(正 4角錐) →正 4角錐  

 

A 
B 

C 
D 

E 

F 

G 
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(四)正多面體、錐體、柱體多等分角作圖的圖形性質與對應關係 

接著本研究將問題延伸至｢多等分角｣。 

1.正多面體（表 3-5） 

 四等分 五等分 六等分 n 等分 

正

四

面

體    

 

經莫利作圖，會形成正四面體 

正

六

面

體    

 

經莫利作圖，會形成正八面體 

正

八

面

體    

 

經莫利作圖，會形成正六面體 

正 12
面體 

   

 

經莫利作圖，會形成正二十面體 

正 20
面體 

   

 

經莫利作圖，會形成正十二面體 

表 3-5  正多面體 n 等分結果 
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2.正角錐 

說明： 

利用[發現六]與[發現八]，可推得直角錐多等分角作圖的性質： 

其結果和三等分一樣，只是性質(如長度比、角度比)不同。 

可用正角錐三等分[發現十]的證明方法證之。 

 

錐體
等分數

 四等分 五等分 六等分 n 等分 

正三角錐 

 
  

 

經莫利作圖後，會形成正三角錐 

正四角錐 

   

 

經莫利作圖後，會形成正四角錐 

正五角錐 

   

 

經莫利作圖後，會形成正五角錐 

正 N 角錐 經莫利作圖後，會形成正 N 角錐 

 

表 3-7  直角錐 n 等分結果 

[發現十二] 

  正Ｎ角錐 n 等分莫利圖形為正Ｎ角錐，但不為相似形。 
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a a 

h 

3.正角柱 

正 N 角柱 n 等分角交點存在時的條件（如[圖 3-16]）： 

令此正 N 角柱柱高為 h，底面邊長為 a。 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ =
ℎ

2
，𝐵𝐸̅̅ ̅̅ =

𝑎

2
。 

∠𝐸𝐵𝑂 =
180(𝑁 − 2)°

𝑁𝑛
  ∴ tan

180(𝑁 − 2)°

𝑁𝑛
=
𝐸𝑂̅̅ ̅̅

𝐵𝐸̅̅ ̅̅
＝
2𝐸𝑂̅̅ ̅̅

𝑎
 

∠𝑎𝑎𝑎 =
90°

𝑛
  ∴ tan

90°

𝑛
=
𝐸𝑂̅̅ ̅̅

𝐴𝐸̅̅ ̅̅
=
2𝐸𝑂̅̅ ̅̅

ℎ
 

𝐸𝑂̅̅ ̅̅ = tan
90°

𝑛
×
ℎ

2
= tan

180°(𝑁 − 2)

𝑁𝑛
×
𝑎

2
 

ℎ

𝑎
= cot

90°

𝑛
× tan

180°×(𝑁−2)

𝑁𝑛
 

 

4.正多面體、正角錐、正角柱 N 等分角總整理 

 

 

特殊的多面體的結果就探討至此，以下本研究將利用以上探討的部分結果，將問題延伸至任

意多面體的結果與其判斷方式。 

  

表 3-8  立體作圖結果整理 

[發現十三] 

   正角柱多等分角結果同三等分，特例時才會有交點。 

   
ℎ

𝑎
= cot

90°

𝑛
× tan

180°×(𝑁−2)

𝑁𝑛
 時有交點，此時 N 角柱會形成雙 N 稜錐。 

 

圖 3-16  正 N 角柱交點的計算 
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圖

形 

  

交點 有交點 無交點 

說

明 

圖為正四面體的結果。 

圖中是鄰近於底面 ABC 的交點。 

由三個面相交必有交點。 

圖為長方體的結果。 

圖中是呈現的是四個錯開的等分面。 

符合 d：底面不為正多邊形，但與每個鄰面

的夾角相等，則必無配對交點。 

表 3-9  交點有無比較 
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判斷步驟可參考下流程圖（如[圖 3-17]）： 

代數證明的觀點： 

可以建立直角 X-Y-Z 坐標系，將圖形坐標化並以方程式表示線和面。利用方程式求解以驗證

其交點是否存在或甚至求出交點的坐標位置。 

以正六面體(邊長為 1)為例，要準確判斷其｢配對交點｣是否真的存在，本研究先將其個等分交

的方程式陳列出來，再驗證其是否有共同的交點。 

圖示 

  

方程式 y = √3z x = √3𝑧 

圖示 

  

方程式 𝑦 + √3𝑧 = 1 x + √3𝑧 = 1 

三面(紅、粉紅、黃)之交點為(
1

2
,
1

2
,
√3

6
)，代回去第四面(紫)的方程式驗證，可得知四面的共同交

點。 

 

其他狀況也是以類似的方法 

處理，以驗證其交點是否存在 

或甚至求出交點的坐標位置。  

𝐱 = √𝟑𝒛 

𝐲 = √𝟑𝒛 

𝐱 + √𝟑𝒛 = 𝟏 

 

𝐲+ √𝟑𝒛 = 𝟏 

 

圖 3-18  正六面體放大圖/ 

此圖對應[表 4-10]之方程式 

圖 3-17 判斷交點有無流程圖 

表 3-10  方程式計算 
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判斷步驟流程圖，如[圖 3-19]：    

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
圖 3-19  立體圖形判斷通則 
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陸、討論與應用 

一、平面與立體的共通點 

    平面與立體都可找到三種性質：「對稱性」、「自我相似性」、「對偶性」。 

（一）「對稱性」：有對稱性質的圖形。例如：平面的正多邊形、對稱多邊形與立體的正多面 

     體、正角錐與正角柱。 

 

（二）「自我相似性」：原多邊形或原多面體與其莫利圖形為相似形（體）。例如：平面的正多 

     邊形與立體的正四面體。 

 

 

 

 

（三）「對偶性」——平面與立體的結果很多都有互相對應關係。例如平面中的四邊形有四組對

偶關係，分別是「正方形⟺正方形」、「平行四邊形⟺平行四邊形」、「長方形⟺菱形」、「等腰梯

形⟺箏形」。立體則有三組：「正四面體⟺正四面體」、「正六面體⟺正八面體」、「正十二面

體⟺正二十面體」。以下分別舉「等腰梯形⟺箏形」與「正六面體⟺正八面體」為例。 

 

 

  

 

 

 

其中值得注意的是：正多邊形具有很強的「對稱性」與「自我相似性」，正多面體則有很

強的「對稱性」與「對偶性」。 

（四）幾何和代數結合： 

    在平面與立體，本研究都採取「幾何性質」與「代數演算」兩個觀點討論。幾何性質可

讓人容易掌握圖形，而代數則可解釋這些現象。例如透過「線性變換」來解釋圖形的對應關

係就是本研究與其他文獻中不同的新觀點。以及透過交點坐標的運算，更能精確掌握圖形。 

正六面體 

⟺ 

正八面體 
 

 

等腰梯形 

⟺ 

箏形 
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長方體的模型/可見兩交線錯開，內部將不會形成

交點，也代表不會形成莫利圖形。 

 

紅色的面為正四面體底面的三等分面，

莫利圖形正四面體會倒立在正中間，裡

面的六支支架為雙面交線，分別與不同

頂點相連，一面對應一點。 



【評語】030412  

莫利定理之相關研究不少，本文推廣至正多面體 n等分角經莫

利作圖後之圖形變化的探討，藉助電腦作圖觀察出許多有趣的結果，

簡報時佐以模型說明，效果不錯，亦可看出作者的認真與用心。 
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