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摘要 

本研究由「通過三點之正 n 邊形」作圖延伸到「過 n 點之正 n 邊形」時，意外的發現到此 n

個點形成之 n 邊形可將費馬點以及拿破崙三角形推廣，也將視野拓展到了一個全然不同的世

界。另外，在文獻收集過程中發現全國科展第 51 屆高中數學組「你泥中有我，我泥中有你」

也有類似的研究討論。此文獻在過 n 點之正 n 邊形上探討的主要內容為「是否存在」，而我們

主要為探討「如何作出存在無限多解的 n 個點及相關性質」，並利用廣義費馬點和拿破崙多邊

形的性質，來簡化作過 n 點之正 n 邊形的方法。 

 

壹、 研究動機 

以平面上不共線之三點為頂點可以畫出一個三角形，在學三角形的外心時也學到：「給定平面

上不共線之三點可找到通過此三點的外接圓」。此時，我突然想到那麼是否也可以找到通過這

三個頂點正三角形呢?以此類推，正方形呢?甚至是正 n 邊形呢?這個突然浮現的問題讓我開始

了這一連串的探索。 

貳、 研究目的 

一、 是否存在通過平面上任意不共線三點的正三角形、正方形、正五邊形…，甚至推廣到正

n 邊形。 

二、 通過已知三點之正 n 邊形的面積和周長的最大值探討。 

三、 探討作通過已知三點之正 n 邊形時，不共線之三點是否一定會有解。 

四、 探討須具備甚麼條件，才存在通過平面上不共線的 n 點之正 n 邊形。 

五、 推廣費馬點和拿破崙三角形，並探討已知 n 點所成的 n 邊形之廣義費馬點、拿破崙多邊

形與通過已知 n 點之正 n 邊形的關係及性質。 

六、 利用廣義費馬點和拿破崙多邊形的性質，簡化作通過平面上 n 點之正 n 邊形的方法。 

 

參、 研究器材 

筆、尺、圓規、GSP 軟體。 

肆、 文獻探討 

在全國科展第 51 屆高中數學組「你泥中有我，我泥中有你」中，有與本研究類似的研究探討。

以下為兩篇作品的異同之處： 

一、 我們主要研究「通過平面上不共線的相異 3 點，可否存在使之每點恰有一邊經過的正 n

邊形」，然後再推廣到「不共線的相異 n 點」；而參考文獻則以後者開頭，所以內容上

後者有部分重疊到。 

二、 參考文獻在過 n 點之正 n 邊形上探討的主要內容為「是否存在」，而我們主要為探討「如

何作出存在無限多解的 n 個點」以及「其中之性質」。 

三、 我們將研究的內容拓展到了「廣義費馬點」和「拿破崙多邊形」，並利用相關性質簡化

作通過平面上 n 點之正 n 邊形的方法。 
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伍、 研究過程 

一、 名詞定義： 

(一) 「通過已知點之正多邊形」：已知A點、B點、C點為平面上ΔABC的三個頂點或

不共線之任意三點，若存在一正n邊形，使得A點、B點、C點三點都在其邊上，

則我們稱此正n邊形為「過已知三點之正n邊形」。另外，在本研究中，我們再增

加一項限制條件：已知之三點需分別在正多邊形的三個相鄰邊上。 

(二) 旋轉角的「正負」性質：在作圖時，需要將某些邊作旋轉，若為逆時針旋轉，則

旋轉角為正；若為順時針旋轉，則旋轉角為負。 

(三) 「固定點」、「移動點」：以右圖為例，已知A

點、B點、C點為平面上不共線之任意三點，因

為在作通過此三點之正多邊形時，須先分別作

過  、  的圓，我們將兩圓相交的頂點A定義

為「移動點」，而B、C兩點定義為「固定點」

（原因將於p.11解釋）。雖然A、B、C三點的位

置是相對且可互換的，但文後若無特別說明，

也都以此假設。 

(四) 過已知點之正多邊形的「旋轉」：仍以右圖為

例，過A、B、C三點之正三角形的頂點  以過A、

B、  三點之外接圓的圓心為旋轉中心，順（或逆）時針旋轉至  
 （或  

  ），則

另外二個頂點也會分別旋轉至  
 、  

 （或  
  、  

  ），我們稱為正Δ      的「旋

轉」 

(五) 過已知點之最大正多邊形：將正多邊形         旋轉，當其面積與周長為最大

值時，稱此正多邊形為「過已知點之最大正多邊形」。 

 

二、 預備定理： 

(一) 維維安妮定理：正三角形內任一點到三邊的距離之和等於定值。 

(二) 費馬點：若P點為平面上之一點，使得P點到ΔABC的三個頂點之距離和最小，則

P點稱為ΔABC的費馬點；另外，存在唯一的費馬點與三個頂點的連線形成三個

120∘的夾角。 

(三) 拿破崙定理：以三角形各邊分別向外（內）側作正三角形，則這三個正三角形的

外心會構成一個正三角形，稱此三角形為外（內）拿破崙三角形，且任意三角形

之內、外拿破崙三角形有共同之外心。 
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三、 問題分析與討論 

研究一：通過已知三點之正ｎ邊形的存在性探討 

(一) 求作「通過平面上已知三點之正三角形」。 

1. 作法： 

(1) 已知A點、B點、C點為平面上不共線的三點，分別以A點、C點為旋轉中心，將AB、AC旋

轉－30∘，可得B Á、A Ć。 

(2) 作AB、AC的中垂線，使其分別交B Á、A Ć於D、E兩點。 

(3) 分別以D、E為圓心，DB、EC為半徑作圓得圓D及圓E。 

(4) 如圖，在圓 D 上取一點  ，作    ⃡      交圓 D 於  ，再分別作    ⃡      、    ⃡      相交於  ， 

則正三角形      即為所求。 

（1）、（2）                    （3）                           （4） 

2. 證明： 

∵∠DBA、∠DAB=30∘ 

∴∠BDA=120∘ 

又∵∠    為圓周角，  

  可得∠    =1/2∠BDA =60∘。 

同理，         ， 

因此，Δ      為過已知A、B、C三點之正三角形。 
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3. 討論： 

(1) 性質1-1：ΔABC之費馬點P為圓D與圓E的兩交點之一。 

設ΔABC之費馬點為P點，則∠APB=∠APC=120 ， 

∴∠A  B+∠APB =∠A  C+∠APC=180 ， 

因此，A、  、B、P共圓，且A、  、C、P共圓， 

可得P點在圓D、E上， 

即圓D與圓E交於ΔABC之費馬點P。 

(2) 以作圓D之方法作過B、C二點之圓F，則點  在圓F上。 

∵∠      =60  
 

 
∠BFC 

∴∠      為圓F之圓周角 

因此，點  必在圓F上。 

由此得知：如圖，在作過已知三點之正三角形時，不論以哪一點作為移動點來作圖，

皆不會影響作圖結果。 

(3) 性質1-2：ΔDEF為ΔABC之外拿破崙三角形 

由外拿破崙三角形之定義可知ΔDEF為ΔABC之外拿破崙三角形。 

∵ΔABC各邊向外作正三角形的另一頂點也會分別落在圓D、E、F上 

∴點D、E、F分別為ΔABC各邊向外作的正三角形的外心。 

因此，ΔDEF為ΔABC之外拿破崙三角形。 

(二) 求作「通過平面上已知三點之正方形」。 

1. 作法： 

(1) 已知 A 點、B 點、C 點為平面上不共線的三點，作AB、AC中點 D、E。 

(2) 分別以 D、E 為圓心，AB、AC為直徑作圓得圓 D 及圓 E。 

(3) 於圓 D 上作 1  ⃡      交圓 E 於點 N2，再作 1  ⃡      、 2  ⃡     。 

(4) 如圖，以 1 2為邊長，∠AN1B 為內角作通過 A、B、C 三點的正方形       4，則

正方形       4即為所求。 

（1）、（2 ）           （3）                         （4） 
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2. 證明：  

∵  為直徑，∴∠    =90∘，同理，        ∘， 

又∵四邊形       4的四邊等長 

∴四邊形       4為過已知A、B、C三點之正方形。 

3. 討論： 

若以作圓D、E之方法作過  之圓F，則  、  卻不在圓F上。 

連    

∵∠C   4=∠C  B+∠B   4=90∘ 

∴∠C  B<90∘ 

∴  不在圓F上 

同理， 4也不在圓F上。 

由此可得性質1-3-1：在作過已知三點之正方形時，以不同點當作移動點會得到不同作圖

結果。 

(三) 求作「通過平面上已知三點之正五邊形」 

1. 作法： 

(1) 已知A點、B點、C點為平面上不共線的三點，分別以A點、C點為旋轉中心， 

將AB、AC旋轉－18∘可得AB、CA。 

(2) 作AB、AC中垂線，使其分別交AB、CA於D、E兩點。 

(3) 分別以D、E為圓心，DB、EA為半徑得圓D及圓E。 

(4) 在圓D上取一點N，作 1  ⃡      交圓E於  ，再作 1  ⃡      、 2  ⃡     。 

(5) 如圖，以 1 2為邊長，∠A  B為內角作通過A、B、C三點的正五邊形       4  ，

則正五邊形       4  即為所求。 

 

（1）、（2）                   （3）、（4）                    （5） 
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2. 證明： 

∵∠DAB=∠DBA=18∘ 

∴∠BDA=144∘=    ̂，∠    =
（        ̂）

 
=108∘ 

同理，     =1  ∘。 

又∵五邊形       4  的邊長皆相等 

∴五邊形       4  為過已知A、B、C三點之正五邊形。 

3. 討論： 

以作圓D、E之方法作過  之圓F，但  、 4、  卻不在圓F上。 

其證明原理、結論與正方形相同。 

由此可得性質1-3-2：只有過已知三點之正三角形時才沒有移動點、固定點之分。 

(四) 求作「通過平面上已知三點之正n邊形」 

1. 作法： 

若欲作過平面上已知A、B、C三點之正n邊形，可先假設其內角為x∘（文後若無特別說

明，都以此原則假設），則作法如下： 

(1) 分別以B、A為旋轉中心，將  和  旋轉（90－x） ∘或（
   

 
－90） ∘，可得A'B和

AC'。 

(2) 再分別以A、C為旋轉中心，將  和  旋轉（x－90） ∘或（90－
   

 
） ∘，且分別

交A'B和AC'於D、E兩點。 

(3) 分別以D、E為圓心，  和  為半徑作圓D及圓E。 

(4) 在圓D上作  A ⃡      、  C ⃡      ，且  C ⃡      交圓E於N2，再作  B ⃡      。 

(5) 如下圖，以    為邊長，∠Ａ  Ｂ為內角作通過A、B、C三點的正n邊形         ，

則正n邊形         即為所求。 

 並非任意之三點都可作出通過此三點的正n邊形，在研究三將會有更詳細的討論。 
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2. 證明： 

(1) 分為以下三種情況說明： 

a. 當n＝3，則x＜90∘， 

∠DAB＝∠DBA＝
      

 
＝（90－x）∘ 

若依照角度的正負性質區分： 

∠DBA＞0 ⇒∠DBA＝（90－x）∘ 

∠DAB＜0 ⇒∠DAB＝－（90－x）∘＝（x－90）∘ 

∴成立。 

 

b. 當n＝4，則x＝90∘， 

∠DBA＝∠DAB＝
      

 
＝（90－x）∘＝0∘ 

∴成立。 

 

c. 當n＞4，則x＞90∘， 

∠DBA＝∠DAB＝
    （      ）

 
＝（x－90）∘ 

∠DBA＜0⇒∠DBA＝－（x－90）∘＝（90－x）∘ 

∠DAB＞0⇒∠DAB＝（x－90）∘ 

亦成立，故得證。 

 因為只涉及角度的旋轉，所以上述證明的逆命題「藉由分別旋轉（90－x） ∘ 

和（x－90） ∘使之相交所得到的圓可作出x∘的圓周角」，是沒有問題的。 

 因為n＝3、4、5剛好分屬以上三種不同的討論部分，數字又小、圖形較簡單，所以文

後的舉例多從正三角形、正方形、正五邊形來作對比。 

(2) （x－90）∘＝（
(   )    

 
   ） ∘＝（90－

   

 
 ）∘ 

同理，（90－x）∘＝（
   

 
－90）∘ 

得證。 
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研究二：過已知三點之正多邊形的面積最大值探討 

(一) 將過A、B、C三點之正多邊形         旋轉時，會發現其面積和周長會有最大值。在研

究初期，我發現正三角形的面積最大值似乎和ΔABC之費馬點或圓D、圓E的交點P有關（引

理1-1）。如下圖，Δ      為通過ΔABC之最大正三角形，則 1 2⊥  ， 2  ⊥  ， 

   1⊥  。 

但是基於以下原因，推斷P點只是在某些情況下，才和費馬點重合： 

1. 因為∠APB＝∠BPC＝∠CPA＝12 °才能夠經由作過A、

B、C三點之  、  、  的垂線相交而得60°角，但120

∘角卻與其它正多邊形的內角無關。 

2. 當ΔABC內有任一角≧120°時，費馬點即為兩較短邊相

交的頂點，這時此作法便無法成立。 

所以可知P點只有在作通過A、B、C三點之正三角形時，

剛好與費馬點重合。 

我們又想到：任何正三角形皆相似，唯不同在邊長和面積，

故我們決定從邊長著手說明：先將右上圖分解成右下圖之

實線部分，如果可證明「若 1 2⊥  ，則 1 2≧  
   

 」為

真，就可證明Δ      為過ΔABC之最大正三角形（若 

∠BAC=120∘，則圓D與圓E相切，稍後解釋）。 

證明：如下圖，分別作 1 2和  1  2之垂直線過  和  
 

 

∵皆為90∘ 

∴兩垂線皆交圓Ｄ於同一點G，且  為圓Ｄ直徑。 

同理，作 1 2和  1  2之垂直線過  和  
 也皆交圓Ｅ於同一點H，且  為圓Ｅ直徑；

最後過G點作  
  之平行線可得  。 

由上述條件可知四邊形      、四邊形    
   

 為矩形。 

∴ 1 2    ，且  
   

    ……○1  

又知ΔGHI為直角三角形 

∴     ……○2  

由○1 ○2 可知 1 2＞  
   

  

得證。 

結論： n＝3時，若 1 2⊥  ，則 1 2出現最大值。 
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如下圖，我們將上頁結論代入不同的n值也得到相同結果： 

定理2：若       ，則多邊形        的面積  多邊形  
   

    
 的面積， 

       當  
   

    時等號成立。 

1. n＝3： 

2. n＞３： 

由以上四圖還發現：  

1. 性質2-1：P、D、  三點共線，且P、E、  三點共線。 

證明： 

∵∠  AP=90∘ 

∴ 1 為直徑 

∴ P、D、  三點共線 （同理，P、E、  三點共線），得證。 

功能：直接作        交圓D就可得ΔABC之最大正n邊形的頂點  ，可簡化作圖。 

2. 性質2-2：不只最大正三角形，最大正n邊形也符合  ⊥    、  ⊥    、 

  ⊥    。 

證明： 

∵  APB為圓內接四邊形 

∴∠  AP+∠  BP＝180∘ 

又知  ⊥ 1 2⇒∠    ＝90∘ 

∴∠    ＝90∘⇒  ⊥ 1   

同理，  ⊥     

得證。 
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接下來，討論圓D、圓E相切的情況。我發現只有在作正三

角形時，且∠BAC=120∘，圓D、E才會相切，且若 1 2通

過D、E兩點，則 1 2    
   

 。 

證明： 

(1) 將n=3代入定理1可得∠EAC=∠DAB=30∘ 

因此，當∠BAC=120∘時，D、A、E共線，得  ＋  ＝   

∴圓D、E相切。 

(2) 連    
 、    

  

∵Δ    
  、Δ    

  為直角三角形 

∴       
 ，       

  

兩式相加，得 1 2    
   

  

(二) 事實上，並非所有情況的過ΔABC之最大正n邊形都是如此，此作法也可能會使A點在

    
 ⃡         上，其原因我們留待性質5-6說明，而此時通過ΔABC之最大正n邊形為  

   
    

 在

旋轉至       前，先與A點重合的那頂點  
 或  

 所作出的正n邊形。 

 （旋轉  
   

    
 時，  

 會先與A重合）        （旋轉  
   

    
 時，  

 會先與A重合） 

(三) 上文所謂的最大正多邊形皆指Ａ為移動點時的相對極大值，而真正的最大正多邊形還是

得分別將Ａ、Ｂ、Ｃ作為移動點，各作出其對應之最大值再進行一次比較，才能找到絕

對的極大值。而所謂的「ΔABC有頂點只在       的某邊延長線上」須以Ａ為移動

點為前提，如左上圖；若將C作移動點，還是可以作出通過ΔABC之最大正方形。 
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研究三：探討作過已知三點之正n邊形時，不共線之三點是否一定會有解 

(一) 引理3-1：若將  固定，然後將A點沿著過A點垂直  的直線往上移，我們發現從正方形

開始（n≧4），A與  的距離會有限制值，若超過限制值就會無解（但正三角形卻沒有，

稍後解釋）；當此距離剛好等於限制值時，正n邊形是只有一解；然後我們又發現了這距

離的限制值其實就是以  為底邊的正n邊形任意相鄰之四頂點所形成之梯形的相似形的

高，如下圖之四邊形BQRC（文後若無說明，皆令Ａ點與  的距離限制值為   ⃡    與  的距

離）： 

      （Q、A、R共線，只有一解）             （A超過範圍，無解，如圖所示） 

 結論是要作「以  為底邊的正n邊形任意相鄰之四頂點所形成之梯形的相似形的高」，但

正三角形只有３個頂點，故得引理3-2：在作過A、B、C三點的正三角形時，我們找不到

Ａ點向上移動之限制值。 

(二) 依照性質3-1的方式，因為是將B、C兩點固定，故我們將B點、C點命名為「固定點」，而

將A點命名為「移動點」。上述所謂之無解指的是「當移動點為Ａ點時，無法作出過A、

B、C之正多邊形」，若將移動點改為B或C時，還是可能有解，但文後若無特別說明，無

解的討論皆以假設移動點為A點來討論。 
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(三) 因為A點向上移動時有   ⃡    這個限制邊界，接下來我們在不超過此限制的條件下，將A往左

右兩個方向移動，發現兩側亦有限制邊界的存在，但是卻不是在  和  上（但正三角形

仍無限制，其說明詳見性質3-1）。 

而如果持續將A點向兩側延伸移動，則會發生無解的情況： 

(四) 引理3-3：Ａ點兩側限制區域的探討： 

1. 探討： 

我發現到將A點移動至兩側的限制邊界時，∠BAC=∠      ，意思就是當把  固定，

∠BAC=∠      時A的所有軌跡所形成的集合即為A點兩側可移動的範圍，根據圓周角

的定義：對同一弧之圓周角相等，所以我們知道此集合會是個弧，如下圖   ̂。同  ，

若A落在弧上，則過A、B、C三點之正n邊

形就會只有一解；換句話說：只要A在此弧

外（Ⅱ、Ⅳ區）就必定無解。但因為   ̂被

   ⃡    所截，而我們已知在   ⃡    以上（Ⅲ、Ⅳ區）

皆無解，我們得到了結論：因其逆否命題「若

其有解，則A點必不在Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ區內」等

價，意即  ̂、  、  ̂即為A點移動的臨界

邊界。 

2. 作法： 

(1) 分別以B、C為旋轉中心，將  旋轉（1   
 

 
 ）∘和（

 

 
  

1  ）∘交於I。 

(2) 以I為圓心，  為半徑作圓恰通過Q、R兩點。 

(3)   ̂、  ̂即為所求。 
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3. 證明： 

∵∠R＝x∘ 

⇒∠RQC＝（
     

 
） ∘ 

⇒∠BQC＝（x－
     

 
） ∘＝（

      

 
） ∘ 

分以下三種情況說明： 

(1) 
      

 
≦90  （x≦120⇒ n≦6，如圖一、二） 

∠BIC=2∠BQC=（3x－180）∘ 

∠IBC=（
    (      )

 
）∘=（180－

  

 
）∘ 

∠ICB＝－∠IBC＝（ 
  

 
－180）∘ 

(2) 
      

 
>90  （x>120⇒n>6，如圖三） 

∠BIC＝360∘－2∠BQC＝540∘－3x∘ 

∠CBI 
    （ 4    ）

 
 （180－

  

 
）∘ 

∠BCI＝－∠CBI＝（
  

 
－180）∘ 

都成立，故得證。 

4. 討論： 

將n=3，x=60帶入上述公式： 

180－
 

 
x＝180－

 

 
 60＝90∘ 

由結果可知：這兩條平行，意即沒有交點 I，自然也就無法作

出 A 點可移動之兩側限制，而我們已由引理 3-2 知 n＝3 時，

無 A 點之向上限制，可得性質 3-1：任何三角形都必有無限多個通過其之正三角形。 

(五) 定理3：綜合引理3-1、引理3-3，得到了有解和無解的界限的結論：如下圖，在一開始作

圖時，先分別以A點、B點、C點為移動點，將n值帶入找出移動點可移動的範圍並判斷哪

一點作為移動點時落在範圍內，進而再作出通過ΔABC之正n邊形；如三點皆在圖形外，

則一定無解，無法作圖。 

（A點為移動點，無解）     （C點為移動點，無解）      （B點為移動點，無限多解） 

n<6(圖一) 

n=6(圖二) 

n>6(圖三) 
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研究四：過已知n點之正n邊形性質探討 

(一) 更改對點的命名：為因應及區分接下來的討論，原本在本研究中，對已知點的命名方式

不適合沿用在接下來的研究中，故文後的命名將在不影響研究的前提下作些許改變。例

如：ΔBAC→Δ      ；D點、E點→  點、  點。 

(二) 在研究過程中，我們推測由「過已知三點之正三角形」推廣至「過已知ｎ點之正ｎ邊形」

時，已知ｎ點的位置可能存在限制。最後發現： 

定理4-1：通過已知三點之正n邊形若是有無限多組解（定理3），這些正n邊形除了會通過

點  、  、  外，也都會交於點  、  、 、  這n－3個點。而將  、  、 、  連

成一個n邊形後（如下圖），我發現了此n邊形許多與費馬點、拿破崙定理相關的性質及

推廣。 

證明： 

如右圖，以正方形為例，已知存在Δ      ，並已作出過其之任意一個正方形和最大

正方形，且令   4、  
  4

 交於 4，    與    交於  ，∠  
     =∠  

     =θ∘ 

作      
   

 於  ，    ⊥  
  4

 於   

可知  4                

∵       
  4

 ＝  
   

 ＝     

∴    ＝     

又∵  4               ， 

∠     4           ∘，    ＝     

∴Δ 4     Δ      (AAS全等) 

得   4      …○1   

∵   
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∴        1   －     
        

又∵           ，Δ     4  Δ       

∴          …○2  

∵ 為不定值 

∴可知多個過Δ      之正方形皆交於 4，

且   4      ，          。 

n＝6時則作3個直角三角形，如右圖；n＝8

時作4個，以此類推，可得結論： 

n＝2k時，多個過  、  、  三點之正ｎ邊

形除了會通過點  、  、  外，也都會交於

點  、  、 、  這n－3個點，且 

                    ，         
   

 
  

 在「你泥中有我」文獻中將可以作出無限多組通過n點之正n邊形的n邊形視為特例，而

我們發現這種n邊形其實只要由三個相鄰點就可決定，如定理4-1，有了  、  、  就

可作出 4、   、  。因為此文獻中已發現存在可作出無限多組解的n邊形，故我們

以定理4-1為基礎，繼續後續之研究。 

 文後的研究內容將以過已知三點之正三角形性質為基礎來加以延伸。 

(三) 過n點之正n邊形的性質： 

1. 根據定理1在      上作出圓  後，我發現作出       後，       為正n邊形（定

理4-2），且圓  、  、 、  皆交於一點P（性質4-1）。  
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證明： 

(1) 定理4-2：       為正n邊形。 

如下圖，以n＝4為例，已知存在       4，並已作出過其之任意一個正方形和最大正方

形，令∠  
     =∠  

     =θ∘ 

作      
   

 於  ，    ⊥  
  4

 於  ，並已知   4      ，       4為各內角皆為

90∘的四邊形，可知  4               。 

∵  4               ， 

∠     4           ∘，   4       

∴Δ     4  Δ      （AAS全等） 

得    ＝     

∵  
   

 ＝    ，  
  4

      ，    ＝     

∴  
   

 ＝  
  4

  

又∵  
   

 ＝  
  4

 ，       4各內角皆為90∘ 

∴  
   

   
  4

 為正方形。 

以此類推，得證。 

(2) 性質4-1：圓  、  、 、  皆交於一點P。 

以n＝5為例，已知              4  1   ，∠      ∠       2  

作      之外接圓  ，並在圓  上取一點 4使

∠     4  1  ∘；同理，作   4 4之外接圓 4，再

取  ；最後，連接    。 

在五邊形       中， 

∵∠   ∠     ∠ 4  1  ∘ 

∴∠   (      1  )  1  ∘ 

又∵∠      ∠        ∠ 4     2  

∴       (       2)   2  

又∵∠          (1    2)°  1    

∴ 、  、  、  共圓 

⇒P為圓  、  、 、  之共同交點。 

以此類推，故得證。 
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2. 性質2-1、性質2-2之延伸：過       的最大正n邊形也會符合Ｐ、  、  共線（性

質4-2）以及          （性質4-3），證法同原性質。 

研究五：試推廣費馬點和拿破崙三角形，並探討已知 n 點所成的 n 邊形之廣義費馬點、拿破

崙多邊形與通過已知 n 點之正 n 邊形的關係及其性質 

(一) 費馬點的推廣： 

1. 引理5-1：維維安尼定理的推廣。 

P是圓  、     的共同交點（性質4-1），又從引理1-1進而發現P點就是       的

費馬點（意即∑    
 
   為最小值），證明之前，我們需要先將維維安尼定理往正n邊形

推廣當預備引理： 

證明：如圖，設正n邊形       內任一點K到各邊之距離依次為  、  …  ，正n邊

形面積為S，邊長為a，連接   、   …   ，則 

Δ     +Δ     +…+Δ     =S 

 

 
   +

 

 
   +…+

 

 
   =S 

  +  +…+  =
  

 
 為定值， 

得證。 

2. 定理5-1：圓  、  之交點P為       之費馬點。 

如下圖，設已存在由定理4-1得之n邊形       及圓

  、  之交點P，由性質4-3可知如分別作過

  、  、 、  之   、   …   的垂線會形成一正n

邊形。 

在       中取任意一點K不與Ｐ重合，設K到各邊之

距離依次為  、  …  ，並連接   、   …   。 

利用勾股定理可知：    >   

∴∑    
 
   >∑   

 
   …○1  

而由引理5-1可知∑   
 
   =∑    

 
   …○2  

綜合○1 ○2 可得∑    
 
   <∑    

 
    

得證。  
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3. 廣義費馬點其他的性質： 

a. 性質5-1-1：∠        （
   

 
）∘ 

證明： 

已知         為圓內接四邊形 

=>∠         ∠        180∘ 

且∵∠       ∠         ∠          

∴∠       ∠         ∠         

又∵∠       ∠         ∠         360∘ 

得∠        （
   

 
）∘，得證。 

b. 如右圖，我們已知在作狹義費馬點P時要以三角形個邊分別向外

側作等邊三角形，且        。可將此性質推廣至性質5-1-2： 

分n為奇數或偶數兩種情況： 

(a) n=2k+1：作           交圓    於    ，則      =      =…=      ，

         為頂角為（
   (   )

 
）   的等腰三角形（n=3時，Δ        為正三角形）。 
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證明： 

i.           (
   (   )

 
)  ，且            

∵  在  上 

∴          (
   (   )

 
)  

⇒         (
   

 
)  

⇒           (1   
   

 
  )   (1   

    

    
)   (

   

    
)   (

   

 
)   

同理，             (
   

 
)              

⇒        
̂            

̂ ⇒    ̂        ̂  

∴           ，得證。 

ii.       =      =…=       

先備知識：外拿破崙多邊形 

由外拿破崙多邊形的證明可知  對稱Ｐ於      ，故下圖即為： 

設已存在一正ｎ邊形         ，並有任意一點Ｐ在         內，且       為Ｐ點向

         各邊外部作對稱所得的圖形。 

以n=5為例，令   中點為  ，   4垂直平分  4於  ，    ⊥   4於   

可得知     
 

 
   …○1  

∵   為圓  之弦 

∴         

又∵        ，   ⊥   4，    ⊥   4 

∴        為長方形 

⇒         …○2  

由○1 ○2 ，得 4   2     

以此類推，       2        …○3  

又∵                …○4  

由○3 ○4 ，得      =      =…=       

得證。 

  



~ 20 ~ 

 

(b) n=2k：                       。 

作過       之最大正n邊形       ，證明與奇數邊類似，但因為      已經垂

直      和          ，且正ｎ邊形       的各對邊距離皆相等，故得證。 

c. 我們試著將這結論帶入到任意n邊形看是否會成立，卻發現圓  、  、   不會交於

同一點，利用GSP也觀察出其費馬點P以不在圓的任何交點上，此篇所推出的廣義費

馬點只存在於由定理4-1所得到的n邊形       中。 

(二) 拿破崙定理(定理5-2)之推廣 

1. 定理5-2-1：外拿破崙三角形的推廣 

(1). 由引理1-2可知，在作過Δ      之正三角形時，Δ      恰為Δ      之外拿破崙

三角形，後來在作出       後，再將  、  、   連成一n邊形，如下圖，我發

現         也都是正n邊形。意即我們將外拿破崙三角形推廣到了「外拿破崙多邊形」，

但作法卻不是原本的「向多邊形外部作正多邊形再找外心」，而是向外作「頂角為

（
   (   )

 
）   的等腰三角形」的外心。 

證明： 

作過       最大正n邊形    …   

連      ，由性質4-2再連      

=>可知   為圓  之直徑 

=>  為   中點 

∴在Δ       中，       
 

 
       

故          …             …○1  

又∵      為Δ       之兩腰中點連線段 

∴               

∵               

∴∠        ∠        

且∠          ∠          

⇒∠           ∠          =x∘…○2  

由○1 ○2 可知：          為一正n邊形， 

得證。 
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(2). 在發現此定理後，我們試著尋找是否任意n邊形都存在外拿破崙n邊形，卻仍然發現此

篇所推出的外拿破崙n邊形只存在於由定理4-1所得到的n邊形       中。 

2. 定理5-2-2：內拿破崙三角形的推廣  

(1). 既然已經證明外拿破崙多邊形，我們也就開始尋找內拿破崙多邊形的存在性。我們發

現：內拿破崙多邊形的各頂點  為向所得到的n邊形       的各邊內側作正n邊形之

外心 （定理4-1），而其外心也恰分別為各邊      向內側作中垂線與圓  的交點，

如下圖。故得知：內外拿破崙多邊形只有在n＝3時才具有共通性，都是在邊上作正三

角形，但在本質上作法完全不同。 

證明： 

如右圖，已知        (
   (   )

 
)  ，且        (

   

 
)   

∵                (
       (   )

 
)        

∴  、  、  、  共圓，得證。 

(2). 而內拿破崙多邊形分成以下兩種情況： 

a. n=2k+1：如圖，  、     可連成一正n邊形，但卻不是按照順序排列，而是每兩個

跳一個數字。 
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b. n=2k：如圖，  =    、  =    、…、  =  ，故只能說  、     可連成一正k邊形 （其

中，n=4時，則只存在    ，無法形成正多邊形）。 

討論： 

為了方便分辨（譬如只講內拿破崙三角形會不知道原本       之n到底是3還是6），

故我們再將內拿破崙多邊形細分為奇內拿破崙多邊形和偶內拿破崙多邊形（舉前例，

如果n＝3，則我們稱之為奇內拿破崙三角形；反之，如果n＝6，則我們稱之為偶內拿

破崙三角形）。 

(3). 而在找到以上這些性質後，我們試著尋找是否任意n邊形都存在內拿破崙n（k）邊形，

然後發現此篇所推出的內拿破崙n（k）邊形只存在於定理4-1所得到的n邊形       中。 

3. 性質5-2：       之內、外拿破崙多邊形有共同外心O' 。 

 

  



~ 23 ~ 

 

(三) 過ｎ點之正n邊形、廣義費馬點、內拿破崙多邊形之綜合性質 

1. 我發現過  、  、 、  之正n邊形在旋轉時，其外心軌跡為一弧，而其弧恰為

  、  、 、  之內拿破崙多邊形的外接圓之部分集合，進而發現了性質5-3： 

過  、  、 、  之正n邊形的各頂點  、外心Ｏ，和       之內拿破崙多邊形

       （ ）之關係，可分n為奇數或偶數討論： 

(1). n=2k+1：   、O、  共線，且Ｏ在       之外接圓上。 

 

(2). n=2k：   、O、       共線，且O在       之外接圓上。 

證明： 

i.   、O、  共線。 

∵    ̂        
̂  

∴                  

⇒             為         之角平分線 

⇒O 在             上，得證。 
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ii. Ｏ在       ( )之外接圓上。 

已知       (
   

 
)  ，且 O 在             上。 

⇒              (
   

 
)   

又∵    ̂  (
7  

 
)   2       

∴O在       ( )的外接圓上，得證。 

2. 性質5-4：由性質5-3進而發現「過       正n邊形之外心（O）、廣義費馬點（P）、

內拿破崙多邊形落在同一圓O'上（n=4時，    為直徑）」。 

3. 性質5-5：連過       之最大正n邊形之外心O與其費馬點P得  ，則  恰為圓O'之直

徑。 

證明： 

以n＝4為例，如右圖，連   ，由性質4－2連  4 4，

再由性質5－3連    4。 

∵  4為圓 4直徑 

∴∠    4      ∠     

又∵∠         

∴  為圓O'之直徑，得證。 
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4. 性質5-6：過       之正多邊形的外心在內拿破崙多邊形之外接圓上（性質5-4）移動

時有限制，而其外心（此暫令為O’）可移動的這段弧，我將之命名為「有效區」，而

有效區的範圍目前未知，尚待發現。而在研究二所說的其實就是看過       之最大

正n邊形之外心O（性質5-5）是否落在有效區上，且過其之正n邊形有解、無解或許也可

用此判斷，故只要能得知有效區位置將會是一大助益。 
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研究六：探討是否能利用廣義費馬點和拿破崙多邊形的性質，簡化作過n點之正n邊形的方法 

已知Δ      、  、  ，求作       及過       之正n邊形、費馬點、內外拿破

崙多邊形時，若是將       及過其之正n邊形、費馬點、內、外拿破崙多邊形依序作出，

會非常耗費時間，而由定理3與定理5-1分別可知：過已知n點之正n邊形有無限多解，且圓  、

  之交點P將為       之費馬點，因此，我們將研究三、四、五加以整合，得到以下更快

的作法。 

1. 如圖，以    為邊，作出正n邊形         。（定理5-2-1） 

2. 以   為半徑，  為圓心作圓，則圓  與圓    交於    。（性質4-1） 

3. 連      得       。 

4. 在    ̂上取一點  作    
           交    ̂於  ，再作    

           交   4̂於  …最後作    
           會恰經過  ，

如此得過       之正n邊形       。（定理4-2） 

5. 作         之外心  ，並以  為圓心，   為半徑作圓交圓  於  。（性質5-2） 

6. 將  、  、 、  （ ）連接後就得       之內拿破崙多邊形。 （定理5-2-2、5-4） 

 由上述式子可知我們作圖的順序是： Δ      →       之費馬點→外拿破崙n邊形→

       →過       之正n邊形→       之內拿破崙n邊形，與原先應有的順序大

不相同，其原因就是我們將某些性質取「逆命題」的形式，才能先作出，而某些步驟可

視需要性省略。 

 作法４的缺點在於不一定可直接作出解，可能要試個幾次才能作出，但若未來我們找的

到過       之正n邊形的外心在其內拿破崙多邊形之外接圓上（性質5-4）可移動的範

圍的話，我們就可在範圍內直接取一點並利用性質5-3之逆定理退回去求出過       之

正n邊形，不會有問題。 

(1) n=2k+1： 

   1.                           2. 

 

 

 

 

 

 

 

   3.                            4. 
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5.                                        6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) n=2k（因為只有第5、6步驟不同，故省略前面步驟之圖）： 

5.                                         6. 
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陸、 研究結果與討論 

研究一：通過已知三點之正多邊形存在性 

(一) 通過已知三點之正三角形有無限多解。 

(二) 通過已知三點之正方形，可分為恰有一解、無解、無限多解三種情形。 

(三) 通過已知三點之正五邊形，可分為恰有一解、無解、無限多解三種情形。 

(四) 通過已知三點之正n邊形，可分為恰有一解、無解、無限多解三種情形。 

 

研究二：過已知三點之正多邊形最大值 

通過已知三點之正n邊形若是有無限多組解，則存在通過其之最大正n邊形。 
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研究三：過已知三點之正多邊形有解、無解的判別 

利用移動點所形成的限制區域，可作為通過已知三點之正 n 邊形為「恰有一解、無

解、無限多組解」的判別。其中，通過已知三點之正三角形必有無限多組解。 

 

 

（A當移動點，無解）       （C當移動點，無解）         （B當移動點，無限） 

研究四：過已知n點之正n邊形性質探討 

通過已知三點之正n邊形若是有無限多組解，這些正n邊形除了會通過點  、  、  外，

也都會交於點 4、  、 、  這n－3個點。  

研究五：費馬點、內、外拿破崙三角形之推廣及性質 

(一) 通過已知三點之正n邊形若是有無限多組解，則廣義費馬點即為下圖之P點。 
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(二) 如圖，通過已知三點之正n邊形若是有無限多組解，則存在外拿破崙多邊形         。 

(三) 如圖，通過已知三點之正n邊形若是有無限多組解，則存在內拿破崙多邊形         （當

n為奇數）或內拿破崙多邊形         

 
（當n為偶數）。 

研究六：利用廣義費馬點和拿破崙多邊形的性質，簡化作過n點之正n邊形的方法 

綜合研究三、四、五，可得簡化作n邊形       及過其之正n邊形、n邊形       之費馬

點、內（外）拿破崙多邊形的作法。 

柒、 未來展望 

一、探討有解、無解與過已知n點之正n邊形的外心在其軌跡上限制的關係。 

二、改變條件，希望能夠找出更多作過已知點之正多邊形的方法，例如：三點不必都在通過

其之正多邊形的相鄰邊上，或是兩點在同一邊上等相關研究。 

捌、 參考資料 

一、 黃家禮（95），幾何明珠，九章出版社。 

二、 H.S.M.考克瑟特、S.L.格雷策，幾何學的新探索，凡異出版社。 

三、 全國科展第51屆高中數學組「你泥中有我，我泥中有你」。 



【評語】030408  

․ 本文主要分為兩部分：(1) 過已知 3點之正n邊形性質之探討；

(2) n邊形之廣義費馬點，拿破崙多邊形之性質研究，並藉此

簡化作〝過 n點之正 n邊形〞的方法，題材新穎，思路清晰，

證明完整值得肯定。 

․ 展示板內容宜簡化，突顯重點，簡報時礙於時間限制亦應化

繁為簡，這樣更佳。 
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