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走完一圈有多遠 

-探討 1×1×n 之長方體面上一點出發走遍 6 面回到原出發點的最短路徑 

摘要 

延續 彰化縣第 52 屆科展優等作品「走完一圈有多遠-探討 111  之正立方體面上一點出

發走遍 6 面回到原出發點的最短路徑」除了找到該報告的缺漏外，更進一步地討論在 n11

之長方體面上一點出發的情形。 

我們利用 三角不等式、畢氏定理、二次函數等概念得到 

1.從 n11 長方體頂點出發，走遍六面回到原點的最短路徑長為
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2.從 11n 之長方體上 11 面上中心點出發走遍六面回到原點的最短路徑長為

 

  1,
1,

22

123 22
















n

n

n

n  

3.從 n11 之長方體上 n1 面上中心點出發走遍六面回到原點的最短路徑長為 
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壹、 研究動機 

在第 47 屆全國科展「長方體上的螞蟻—兩點間最短路徑之最大值研究」中，賴旼華、

黃曉薇、洪筱茹探討了不需走遍 6 面的情形下，找尋長方體面上彼此距離最遠的兩點。在第

52 屆彰化縣中小學科展中，林孟甫、陳韋宏進一步探討了在 111  之正立方體中，從一點出

發，走遍 6 個面並回到原出發點的最短距離。這兩項研究題目引起了我們的興趣，我們發現

在前述的研究中，其最短路徑只經過某些特定面，因此，我們考慮，如果一定得經過所有面

的話，最短路徑可能為何呢？最後將研究題目訂為：「走完一圈有多遠-探討 n11 之長方體

面上一點出發走遍 6 面回到原出發點的最短路徑」。我們的研究題目異於上一屆的是：上一屆

所探討的是 111  的正立方體，而我們所探討的是 n11 的長方體。原本以為，正立方體所

探討出來的結果應與長方體相差不遠，但實際深入探討後才發現，其實結果是迥然不同的。

我們以出發點的位置分成三個部分來探討—長方體頂點、 11 之面上中心點與 n1 之面上中

心點出發，開始了尋找最短路徑的研究。 

貳、 研究器材 

電腦、Word、Excel、Geogebra 軟體 

參、 研究目的 

在一個 n11 的長方體，面上一點出發，走遍六個面的最短路徑長及路徑走法。 

一、從頂點出發。 

二、從 11 正方形的中心點出發。                      
三、從 n1 長方形的中心點出發。 

 
圖 1 
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肆、 名詞解釋 

一、東面、西面、南面、北面、天面、地面：如圖 2 所示。在後續討論時，從頂點出發，是

假設西、南、地面三面共點處之頂點 A出發，而從面上中心點出發時，所指的面為南面

或天面兩對角線交點O出發。 

二、走遍：當路徑與六面的頂點或稜邊均有碰觸，則我們稱此路徑走遍六面。如圖 3。 

                                        
               圖 2                                  圖 3                                                              
三、走遍六面：不論是西、南、地三面共點處 A出發，或是南面及地面的中心點O出發，本

研究均以翠綠色線來表示走遍六面的路徑，最後回到原來的點，又為了方便描述起見，

回到原來的點分別以 'A 或 'O 表示。 
四、穿透：當落在某面的路徑長度不為 0，則我們稱穿透該面；反之，則不穿透該面，如圖 3

所示，A 在南、西、地三面共點處，則此路徑依序穿透南、 東、北、西四面，而不穿透

天、地兩面。 

五、路徑展開圖：依路徑展開所得的展開圖稱之為路徑展開圖，圖 3 的路徑展開圖為圖 4、 
圖 5 的路徑展開圖為圖 6。 

 
          
                 
 
 
 
              圖 4                  圖 5                     圖 6 
六、  BAd , ：表示在路徑展開圖中，如從起點 A到終點 B 之最短路徑。在圖 7 中，

 BAd , BCAC  ；圖 8 中，  BAd , AB  

                    

                  圖 7                                圖 8 
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伍、 文獻探討 

在林孟甫、陳韋宏的研究成果「走完一圈有多遠-探討 1×1×1 正立方體面上一點出發走遍

6 面回到原出發點的最短路徑」，整篇報告中的幾個重點： 

一、如何讓人相信最短路徑一定會被討論到，而不會被遺漏。 

雖然也可稱為窮舉法，但這份報告利用分類的技巧來讓人相信最短路徑一定會被討論，

而不會被遺漏。 
(一)從三面交點 A 出發，以位於南、地、西三面共點處 A 出發的例子為例，走遍 6 個

面的情形，由於頂點接觸三個面，所以只需討論路徑與其他未接觸三面討論，於是

就依以下兩種分類討論： 
1. 穿透天東北三面。(如圖 9) 

                                     
                                       圖 9 

2. 天或東或北三面其中一面未被穿透。(如圖 10) 

                                     

                                      圖 10 

然後再分別針對上述兩類來討論得到可能的最短路徑，如此一來，最短路徑就不

會被遺漏了! 

 (二)從面上中心點出發，林孟甫、陳韋宏的報告中是利用呈現在其對面的路徑可能呈現

的情形分類                                                                         

討論，得 

1.截出 1 個三角形        2.分出 2 個四邊形          3.截出 2 個三角形 

               圖 11                 圖 12                    圖 13
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     4.截出 3 個三角形        5.截出 4 個三角形        6.只碰到 1 點。 

           圖 14                    圖 15                 圖 16 
    然而，在分類的過程，林孟甫、陳韋宏在分出 2 個四邊形的分類中，似乎少了

下面這兩個路徑展開圖， 

          
                    圖 17                               圖 18 

 (右圖的路徑需碰觸到紅色及藍色邊一次，左圖的路徑則是碰觸到四條紅邊之一即可。) 

不過對結果似乎並沒有毀滅性的影響，然而，為免後續討論因遺漏而造成不可挽回

的失誤，我們在之後的討論除了延續其想法外，我們將其遺漏的兩個圖也併入考慮! 

 

二、討論最短路徑的使用的數學概念與原理。 

大致上，他們利用以下兩個定理來研究： 

定理 1：已知：如圖 19，△ ABC 中，內部一點P  

求證： AB ＋ AC ＞ PB＋PC                    

證明： 

如圖 20，延長 BP 交 AC 於一點 E 

（1） 在△ ABE 中， AB ＋ AE ＞ BE                          圖 19 

             即 AB ＋ AE ＞ BP ＋ PE ……○1  

（2） 在△ PEC 中， 

             EP ＋EC ＞ PC   ……○2        

（3） 第○1 式加第○2 式得到 

             AB ＋ AE ＋ EP ＋ EC ＞ BP ＋ PE ＋PC  

                  得到  AB ＋ AC ＞ PB ＋PC                圖 20 
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定理 2： 

如圖 21， A、 B 兩點在直線 L的同側, 如何在直線 L取一點R 使 AR ＋BR 最短？ 

 

 

                   

圖 21 

做法：（1）以直線 L當對稱軸做 B 的對稱點 'B  

     （2）連接 'AB ，交直線 L於R 點，.則 AR ＋BR 最短 

證明:如圖 22， 

（1） ∵ B 和 'B 點是以 L 為對稱軸得到，∴ BR ＝ RB'  

（2） 在直線 L 上任取一點 P ，則 BP ＝ PB'     

       AP ＋ BP ＝ AP ＋ PB' ＞ BA                                    

又 AR ＋ BR ＝ AR ＋ RB' ＝ BA                   

          得到 AP ＋ BP ＞ AR ＋ BR                         圖 22 
 
以下，我們將分別討論 n11 的長方體，從三面交點 A 出發，以及從面上中心點

O 出發時，走遍 6 面的最短路徑長之研究過程。 
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陸、 研究過程與方法： 

一、從三面共點出發，走遍六面回到原點 

我們考慮一頂點出發，走遍 6 面，回到原點的最短路徑，在此，我們也是利用分類的方

式，討論得到可能呈現最短路徑的路徑展開圖。在不失一般性的情形下，我們假設從南、地、

西三面共點的 A點出發，並分成下兩種情形來討論走遍六面回到原點： 

                                
                                    圖 23 

(一)、在穿透天東北三面的情形下，如圖 23 所示，為其中一種情形，為了不遺漏所有可能

的情形，我們可以依走遍 6 面的先後次序，得到以下樹狀圖： 
                             

A

A
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因為天地兩面均為 11 正方形，而東西南北四面均為 n1 長方形，以及 A與 'A 表示相

同點，以走法 1 為例，走法 1 代表從 A點出發，依序經過南→東→天→北→西，回到 A點

依路徑依序展開的路徑展開圖，如圖 25。 

 
  圖 24                                圖 25 

走法 16 代表從 A 點出發，依序經過西→北→天→東→南，回到 A 點依路徑依序展開

的路徑展開圖，如圖 27。 

 

   圖 26                                 圖 27 

而圖 25、27 是同一類圖形，我們針對所有的走法討論發現，上面樹狀圖所對應的展開

圖可以分成 7 類，如圖 28 到圖 34 所示，其中走法 1、16 的路徑展開圖都是圖 28，且 A及 'A

代表的都是立體圖上的 A點，走法 2、15、19、24 的路徑展開圖都是圖 29，走法 3、6、12、

13 的路徑展開圖都是圖 30，走法 4、8、10、14 的路徑展開圖都是圖 31。 

 

       .          
             圖 28             圖 29             圖 30                   圖 31 
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走法 5、11、17、22 的路徑展開圖為圖 32，走法 7、9、18、21 的路徑展開圖為

圖 33，走法 20、23 的路徑展開圖為圖 34。 

                              
圖 32                      圖 33                    圖 34 

在不同的 n 值，呈現在路徑展開圖中的最短路徑公式並不相同，如圖 36，得到的最

短路徑長為  A,A'd  'AA ，然而，圖 35 及圖 37 卻因拉直線會有部份路徑落於路徑展

開圖的外部(如下圖中紅圈部份顯示有些路徑落在展開圖外了!)，而這樣的路徑展開圖我

們稱為「不合法」，因為路徑應全程落在路徑展開圖中才行。換言之，在這樣的路徑展

開圖中的路徑，在路徑展開圖中無法以直線呈現，我們必須進一步討論 n 在什麼樣的範

圍內，可以拉直線？而什麼樣的範圍的 n 值，又會有什麼不一樣的最短路徑公式呢？ 
 

  

 
 (對應圖 28) 
   圖 35 

 
(對應圖 28) 

圖 36 
 

(對應圖 28) 
圖 37 

我們利用 Geogebra 模擬，以下的五個圖，是依 n 值由小變大的過程中，呈現在圖

上的最短路徑的情形。圖 38 是比較小的 n 值，其最短路徑會是三折線(如綠色部份)，依

n 值的變大而讓最短路徑可以拉成一直線(如圖 40)，再隨著 n 值的再變大最短路徑長變

成兩折線(如圖 42)…，而圖 39 可視為從拉成三折線變成一直線時的臨界圖形(也就是說，

當 n 值再小一點，圖形如圖 38，而n 值再大一點，圖形如圖 40)，而圖 41 可視為從拉成

一直線變成 2 折線的臨界圖形(也就是當n 值小一點，圖形會像圖 40，而n 值大一點，圖

形如圖 42)。 

圖 39 及圖 41 是所謂的臨界圖形，此時最短路徑剛好會通過展開圖中的格點，利用

'AA 交於格點上的性質，我們可以求得此臨界圖形的 n 值。 
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  (對應圖 28)         (對應圖 28)             (對應圖 28) 
    圖 38               圖 39                   圖 40 

    
       (對應圖 28)                         (對應圖 28) 
         圖 41                               圖 42 

定理 1： 

1.如圖 39，若 'AA 通過格點 B,C(即展開圖中的頂點位置)，則 1n ； 

2.如圖 41，若 'AA 通過格點 D(即展開圖中的頂點位置)，則 2n 。 

證明： 

1、將圖形擺放至座標平面，依之間長度關係，可設 
   (0,0)A  

   
1)(2,

)(1,




nC

nB
 

   因為 'AA 通過 B,C 兩點，利用相似形比例概念，得到 

  

























1
2
22

2
21
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n

n
n

n

 

   化簡得 1 n  
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2、如圖 41，設 (0,0)A ，則 ),2(2' nnA  ， )(2,nD   

   因為 'AA 通過 D點，所以 n
n

n
＝

2
22




 ，化簡得到 2n 。 

因此，我們可以知道，當 1n 時，圖形可視為圖 38，而當 21  n ，圖形可視為

圖 40，而當 2n ，圖形可視為圖 42。 
於是，我們可以進一步得到在此類展開圖中，最短路徑的公式如下： 
 

1.對應圖 28 
 
  

 
 

圖 43 

  

 
圖 44 

 
圖 45 

當 10  n 時， 

 A,A'd 212 2 n  

當 21  n 時，

 A,A'd  22 n  

而當 2n 時，  A,A'd 22 22 n  

 
對於其他的展開圖，仿照前述定理的方式，我們可以依序得到展開圖的最短路徑： 
 

2.對應圖 29 

 
圖 46 

 
 

圖 47  
          圖 48 

21n ，  A,A'd  

 2222 211  nn  

121  n  
 A,A'd  

   22 13  nn  

1n ，  A,A'd  

  2222 112  nn  

3.對應圖 30 
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圖 49 

 
 

 
 

圖 50  
圖 51 

10  n ，  A,A'd  

  2222 112  nn  
31  n ，  A,A'd  

   22 13  nn  

3n ，  A,A'd  

2222 13  nn  

4.對應圖 31 

 
圖 52 

對於任意的 n 值，  A,A'd   2222 112  nn  
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5.對應圖 32 

 
             圖 53 

 

                 圖 54 

1n ，  A,A'd    22 22  nn  1n ，  A,A'd   2222 211  nn  

  
6.對應圖 33 

 
圖 55 

對於任意的 n 值，  A,A'd   22 112 n  

 7.對應圖 34 

 
圖 56 

對於任意 n 值，  A,A'd   22 112 n  
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接下來，進一步比較這些公式中，何者最短？我們將利用以下兩定理，比較出在這

些展開圖中的最短路徑。 
 
定理 2 

如圖 57 所示，已知： Lyx  ， 

則 22 yx  最小值=
2

2L
。 

  證明                                     圖 57 
 Lyx  ， xLy  ， 
故 22 yx   

 

，
222

2

22
2

22
2

222

2
2

2
2

22

222

22

LLL
x

L
L

L
Lxx

LLxx

xLxLx

L-xx







































            

當
2
L

x  時，
2

2
22 L

yx  為最小值，此時
2
L

y  ， 

同時，利用     222
LaLL-a  ，當 a 愈大，則    22

aLL-a  也愈大， 
因此            222222 22121213  nnnnnn 。 

 
 

 

定理 3 

對於正數 a、b 、 c、 d ， 22 ba  + 22 dc 
2

2 dcba 
 。 

證明 

22 ba  可視為兩股分別為 ba, 的直角三角形斜邊 

22 dc  可視為兩股為 dc, 的直角三角形斜邊 

在座標平面上，令          dc,ba   Ec,ba   Da,b   Ca,   B,A 000  ，如圖 58 所示： 
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圖 58 

     則 AC = 22 ba     CE = 22 dc   

     由定理 2 知     
22

dbca

22

22







 








  dcbadcba  

又由三角形不等式可得知 AECEAC   

因此 22 ba  +  22 dc    22
dbca             

故 22 ba  +  22 dc 






 








 
22

22
dcbadcba

2
2 dcba 
  

        有了定理 2、定理 3，即可輕鬆比較圖 43~圖 56 中的  A,A'd  22 n ， 

且根據上述分析，我們找到的最短路徑長＝
 











2,42

20,22
2 nn

nn
 

其相對應的路徑展開圖如圖 59 及圖 60： 

                            

       圖 59                             圖 60 
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(二)、天或東或北三面其中一面未被穿透。 

    首先我們探討天面不穿透的情形，以圖 61 為例，此為從 A點出發，穿透南、東、北、西

面，而路徑僅需碰觸天面的邊，所得的路徑展開圖為圖 62。 

                           

                      圖 61                           圖 62 

其中，紅邊代表天面的邊，由於路徑限定碰觸紅邊，利用鏡射原理，我們可以求得在此

路徑展開圖中，   '', PAAPAAd  。進一步我們發現，此走法與圖 60 中的最短路徑走法相

同，因此，此種走法不會較短。 

進一步討論其他不穿透天面或東面的路徑展開圖，我們歸納發現大柢不出以下三種路徑

展開圖 

                              
圖 63                         圖 64                 圖 65 

我們可以發現在圖 63 的最短路徑與圖 48 的最短路徑相同；圖 64 的最短路徑與圖 45 的

最短路徑相同；圖 65 的最短路徑與圖 56 的最短路徑相同。因此，其中一面未被穿透的情形

所得的最短路徑並不會更短，因此仍維持前述結論。 
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二、從 11 面上中心出發，走遍六面走回原點 

接下來，我們討論從 n11 長方體上、 11 面上中心點出發，走遍六面回到原點最短路

徑。 

  
圖 66 

仿照前述樹狀圖的方法，我們僅須考慮以下路徑展開圖中的最短路徑走法即可!(為保證

走遍六面，紅邊、藍邊的部分是路徑必須碰到的部份) 
                          

        

     圖 67                   圖 68                   圖 69 

          

圖 70        圖 71                圖 72                   圖 73 

接下來，我們進一步討論在不同的 n 值，其最短路徑與n 的關係： 
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(一)、對應圖 67 

 
圖 74 

當 1n 時，  O,O'd

22

2
1

2
32 

















n 。 

  
圖 75 

而當 10  n 時，  O,O'd )2(2 n 。 
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(二)、對應圖 68 

 
圖 76 

當
4

173
n 時，  O,O'd  
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22
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2
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
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
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圖 77 

當
4

173
 n

4
171

時，

 O,O'd

2222
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


































 nn 。 

 

圖 78 

當
4

171 2 n 時，

 O,O'd
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2
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



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
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圖 79 

當 2n 時，

 O,O'd
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2
5

2
1

2
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2
1









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



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nn  

(三) 對應圖 69 

 

圖 80 

在此展開圖中，無論 n 的範圍為何，其線段都是成立

的。公式為   22 222 n  
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(四) 對應圖 70 

 
圖 81 

若其鏡射後線段為一直線，則該線段便為最短距離。如

圖，公式為   22 222 n ，此公式適用於任何＞0 的 n

值。 

(五) 對應圖 71 

 
圖 82 

當 1n 時， 

最短路徑為  O,O'd 22 )2()2(  nn  

(六) 對應圖 72(此部份是林孟甫、陳韋宏所遺漏的部份！) 

 
             圖 83 

最短路徑為  O,O'd   22 222 n  

(七) 對應圖 73 

 
        圖 84 

當 1n 時，

22 3)12()',(  nOOd  

 
       圖 85 

當 1n 時，

22 122)',(  nOOd  
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接下來，我們必須討論在不同的 n 值，要採用何種公式才會最短？由前述定理可知，

 22 n 會小於任何的式子，因此在 1n 時，我們將用  22 n 。 

在 1n 時，首先我們比較
22

2
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2
32 

















n 及   2222 n 。由於

  10441449)12(3
2
1

2
32 22

2
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2
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

















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



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



nnnnnn ，

  884222 2
2

22






  nnn ；又     0428841044 22  nnnnn (當 1n )，因此，

  22 222 n 不是最短路徑。 

再接下來比較
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2
1

2
32 

















n 與

2222

2
5

2
1

2
1

2
1




































nn 及

22
22

22

2
1

2
12

2
1

2
1




































nn 。 

22

2
1

2
32 

















n 長度可視為由  0,0A 點，經點 










2
1,

2
3

n 走至 C  12,3 n 的直線距離，

同時此種走法路徑呈一直線，而
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2
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
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1,

2
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n 走至  12,3 nC 的距離。 

22
22

22

2
1

2
12

2
1

2
1







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
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


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

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
nn 可視為由  0,0A 經點 










2
1,

2
1

n 、點









12,

2
5

n 再走至  12,3 n 的距離。由於直線距離最短，所以採用公式  22 123  n 為最短

路徑長。 

因此，當 1n 時，  O,O'd 22 )12(3  n ；而 1n 時，  O,O'd )2(2 n 。 

其展開路徑圖，可視為圖 86 與圖 87。 

      

                                                    

                   圖 86                                圖 87 
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三、從 1n 之南面上中心點出發，走遍六面回到原點 

繼續仿照前述方法，討論在 n11 長方體， n1 面上中點的情形，分別找到的展開圖及

其最短路徑與 n 值的關係分成如下 11 類，請留意，由於要走遍 6 面，因此在某些路徑展開圖

中，需接觸到紅色、藍色邊。 
(一) 

 

圖 88 

 
     圖 88-1            圖 88-2               圖 88-3               圖 88-4 
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(二) 

  
圖 89 
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圖 89-1      圖 89-2            圖 89-3                 圖 89-4 
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(三) 

 
圖 90 

 
圖 90-1 
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 (四) 

 
圖 91 

                   

             圖 91-1         圖 91-2             圖 91-3 
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(五) 

 

圖 92 
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 (六) 

 
圖 93 

           
            圖 93-1                  圖 93-2                  圖 93-3 
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(七) 

 
圖 94 

                     
       圖 94-1                  圖 94-2                      圖 94-3 
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(八) 

 
圖 95 

                       

 圖 95-1                             圖 95-2 
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(九) 

 
圖 96 

 
圖 96-1 
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(十) 

 
圖 97 

 
圖 97-1 
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(十一) 

  
   圖 98 

                            
圖 98-1                         圖 98-2 
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由於每一個展開圖的最短路徑公式複雜，我們除了運用根式運算、二次函數比較大小等

方法外，我們更藉助電腦的幫忙，得到以下結論。 
從 n11 之長方體上 n1 面上中心點出發走遍六面回到原點的最短路徑長為 
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柒、結論 

一、從 n11 長方體頂點出發，走遍六面回到原點的最短路徑長為
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       圖 99                                圖 100 
二、從 11n 之長方體上 11 面上中心點出發走遍六面回到原點的最短路徑長為
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          圖 101                                     圖 102 

三、從 n11 之長方體上 n1 面上中心點出發走遍六面回到原點的最短路徑長為 
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 圖 103         圖 104                圖 105                  圖 106 
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【評語】030405  

本作品是探討如何從一個長方體(1x1xn)的一個面上點，在走遍

6個面之後回到原出發點的最短路徑。這個成果引用了原來在立方

體上的研究成果，以一個有創意的展開方式，進而求出正確的最短

路徑長，是一個具體而且有新的貢獻的成果。美中不足的是出發點

只限制在面的頂點或中點，往後的研究可考慮面上的任意點。 
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