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得獎感言 

美麗的一筆畫 

「第一名，新北市私立康橋雙語學校……」是我們嗎？是我們，我們得了數

學組第一名。我們竟然從一群喜歡數學和熟悉河內塔玩法的愛好者,到一群可以

參加全國科展,並獲得第一名的高手了。 

    鑽研數學，探索數學的奧妙是我們最大的興趣。真正組隊參賽科展，卻

是從二月開始，也開始從「喜歡和興趣」淬鍊為「磨練和成長」。為了求更好的

表現，每天的午休時間、假日的休閒時間我們終日與數字為伍，卻樂此不疲。因

為要找出規律算式，我們一次次的將紀錄分解成有用的、沒用的式子……，過程

中雖然有老師不斷的打氣，並且不厭其煩的引導我們用新的數學工具去突破難關。

在這長期研究的過程中，有夥伴因耐不住不知道結果的研究煎熬，而選擇放棄，

最後剩下我們三個人一直努力撐著。 

    也許是歷經煎熬吧，每每出現小突破，都讓我們興奮不已，終於雙塔、

三塔……一個個一般式讓我們找出來，而為了簡化我們的算式，我們學會了函數、

等比級數和指數的運算，這些都讓我們的數學功力大增。 

    到了進入國展的那幾天，我們有些興奮，有些緊張，也會胡思亂想。尤

其是第一天，一進入會場，就得一直安慰自己不要緊張，因為我們知道：只要一

緊張，就會影響我們的表現，也相對的會影響我們的成績。所幸，我們的表現和

平常的表現差不多，評審提出的問題也回答的還不錯，可能有點希望哩！「雖然

高手如雲，應該會有個佳作或第三名吧！」心中暗暗盤算著。 

    到了頒獎典禮那一天，當聽到榮獲第三名的學校，沒有我們時，心裡暗

暗的嘆了一口氣。第二名是誰都聽不清楚，突然聽到「第一名，新北市私立康橋

雙語學校……」是我們，我們又叫又跳喜出望外的奔向前台領獎。 

    我們榮獲全國第一名科展，最要感謝的是老師諄諄教誨，另外也要感謝

評審的肯定，要感謝隊友的合作與打氣，要感謝的人實在太多太多，只好跟所有

幫助過我們的人說聲：謝謝你們！謝謝你們讓我們發現了數學之美，謝謝你們讓

我們絢麗的童年，增添了美麗的一筆畫。  
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大家一起來搶鏡頭，耶！ 

 
同心協力，贏得勝利 

 
比賽前的再衝刺 



 

1 
 

三柱鼎立—三柱搬盤遊戲最佳移動模式之探討 

摘要 

    本次的研究主題是由河內塔遊戲延伸而成的，我們在不增加河內塔的柱數〈維持 3柱〉，

而增加原始擺盤子的塔數，由河內塔的單塔移動、雙塔的雙塔互換，到三塔的三塔輪換，探

討不同塔數的最佳移動模式與最少移動次數間的規律，並推導出一般式。 

我們的研究是將實際搬盤遊戲過程階段化與模式化，將移動次數表格化，由表格的次數

找出規律的算式，再套用等比級數公式、乘法分配律與數的合成與分解，去求出搬盤遊戲的

一般式。 

壹、研究動機 

    有一次數理資優班的探索課，我們上的是河內塔，單塔我們很快就解決了，因為真的是

太簡單了，就連規律都很簡單。這時我們突然有個主意：如果把它變成兩個塔位置要對調，

會不會更好玩？是不是也有一定的規律呢？我們就這樣開始了研究搬盤遊戲的旅程…… 

貳、研究目的 

一、探討河內塔的盤數與最少移動次數的關係。  

二、探討雙塔最佳移動模式的技巧與最少移動次數的規律。  

三、探討三塔最佳移動模式的技巧與最少移動次數的規律。  

參、研究設備及器材 

一、A4 紙（在紙上畫出 3 條線段代表不同的柱子）。  

二、圍棋黑、白子、圓形磁鐵（以圍棋的黑、白子或圓形磁鐵代替小圓盤，在棋子或

磁鐵貼上 1、2、3、4、5、……標籤代表由小到大的圓盤）。  

三、筆記本、電腦、相機（幫助資料整理及彙整）。  

肆、遊戲說明 

一、名詞解釋  

（一）起始柱：遊戲開始時放盤子的柱子。  
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（二）目標柱：遊戲結束狀態，盤子的堆放柱。  

（三）暫存柱：非起始柱與目標柱，遊戲過程中，讓位時暫時停放的柱子。  

（四）盤號：為了便於記錄與說明將盤子由小到大分別以數字和起始柱編號，a1、a2、

a3、……、ax-1、ax；b1、b2、b3、……、bx-1、bx；c1、c2、c3、……、cx-1、cx。  

（五）底盤：遊戲進行一直放在最下面的最大號盤子。ax、bx、cx 代表底盤。  

（六）讓位：在搬盤的過程，小號盤需先移開，讓大號盤到達目標柱後才移動。  

（七）歸位：大號盤到達目標柱後，原移開的小號盤才移動到目標柱的大號盤上方。 

二、遊戲規則：  

（一）河內塔  

1. 有 3 根柱子（A、B、C），在一根柱子上（例 A 柱），由上到下疊著由小到大的圓盤。 

2. 一次移動一個圓盤，拿起某一根柱子的最上面圓盤，放在別的柱子上，大圓盤不可

放在小圓盤上面。 

3. 把所有的圓盤，都移到與開始不同的同一根柱子上，由上而下，由小到大依序排列，

就算完成。 

【圖 1】河內塔 

 

 

 

（二）雙塔  

1. 有 3 根柱子，在兩根柱子上（例 A 和 C 柱），由上到下疊著由小到大的圓盤。 

2. 套用河內塔的移動規則，將 A、C 柱上的圓盤互做對換。 

3. 移動時兩個相同號數的圓盤，不分大小可以疊放在一起。 

【圖 2】雙塔 
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（三）三塔  

1. 有 3 根柱子，在三根柱子上，由上到下疊著由小到大的圓盤。 

2. 套用雙塔的移動規則，將 A、B、C 柱上的圓盤輪換位置。 

【圖 3】三塔 

 

 

 

伍、文獻探討 

一、歷屆相關得獎作品分析  

參展組別 得獎名次  研究範疇 

第 27 屆國小組 第三名 河內寶塔與九連環 

以盤數的增加、柱數的增加、遊

戲規則改變或最後完成的形狀

的變化探討河內塔的問題。 

第 43 屆高中組 第一名 將錯就錯 Knuth 河內塔 

第 51 屆國中組 團隊合作 
n 柱河內塔的捷徑建構

與通式的尋找 

第 49 屆國中組 第一名 
三柱輪換之移動策略—

雞尾酒法 

利用四根柱子討論 3 柱上皆有 n

個盤子的三柱輪換 

二、我們的研究特色  

（一）我們的研究範疇主要鎖定不增加柱數（維持 3 柱），探討雙塔互換和三塔輪

換的規律。  

（二）雙塔互換的討論在歷屆國展作品中尚無人研究過，我們的作品應屬首例；而

我們的「三塔輪換」與 49 屆國中組第一名的「三柱輪換之移動策略—雞尾酒

法」最大的不同在於我們沒有「暫存柱」(第 4 柱)，我們的三塔輪換是道地的

在三柱上完成三塔的輪換動作。  
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陸、研究過程 

一、研究架構  

【圖 4】「三柱鼎立」研究架構圖 

 

二、河內塔的圓盤數與最少移動次數的關係  

（一）設河內塔的最少移動次數為 H（x）觀察其移動情形。  

【圖 5】河內塔移動模式探討（盤數 x，起始柱 A，目標柱 C） 

 

由移動模式可看到河內塔的遞迴關係 H（x）＝H（x-1）× 2＋1 

H（1）＝1＝20 

H（2）＝H（1）×2＋1＝20 × 2+1＝21＋20 

H（3）＝H（2）×2＋1＝（21+20）× 2+1＝22＋21＋20……等比級數 

  …… 

則 H（x）＝2x-1+2x-2＋…＋21＋20＝
12

)12(20



x

＝2x－1（x 代表總圓盤數） 

【表 1】河內塔圓盤數與最少移動次數關係 

總盤數 1 2 3 ……. x 

最少移動次數H（x） 1 3 7 …… 2x－1 

（二）設 Hn（x）為各號盤移動次數，統計其移動次數  
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1. 由【圖 1】可知，底盤 Hn（x）只要移動一次，就可以抵達目標柱 C，Hn（x-1）需先

移到暫存柱 B 讓位，等底盤歸位後，再移到目標柱，所以整個移動軌跡如下： 

【表 2】各號盤移動軌跡（盤數＝x，起始柱 A，目標柱 C） 

移動盤號 移動軌跡 移動次數 

x 號盤 A C（目標柱） 1（20） 

x-1 號盤 A B C 2（21） 

x-2 號盤 A C B A C 4（22） 

x-3 號盤 A B CA B CA  B C 8（23） 

2. 紅色   為大 1 號盤的目標柱，而黑字則是為讓位（讓大 1 號盤）而移去的非目標柱。 

3. 由各號圓盤移動次數可見 Hn（x-1）＝Hn（x）× 2 

Hn（x）＝1＝20 

Hn（x-1）＝Hn（x）× 2＝20 × 2＝2＝21 

Hn（x-2）＝Hn（x-1）× 2＝21 × 2＝22 

…… 

Hn（1）＝2x-1 

【表 3】河內塔圓各號盤移動次數與圓盤數的關係 

盤號 x x-1 x-3 ……. x 

移動次數 Hn（x） 1 2 4 …… 2x-1 

4. 河內塔的最少移動次數也等於各號盤的移動次數的和 

H（x）＝Hn（x）＋Hn（x-1）＋Hn（x-2）＋……＋Hn（1） 

H（x）＝20＋21＋22＋……＋2x-1＝
12

)12(20



x

＝ 2x－1 

（三）無論利用河內塔的遞迴關係或各號盤移動的總和，我們都可以找到相同的一

般式，可見利用這兩種方法去求得一般式是可行的，接下來的搬盤遊戲我們

也會因各模式的狀況，而擇一求取一般式。  

三、雙塔最佳移動模式與最少移動次數探討  

（一）雙塔的最佳移動模式探討  
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【圖 6】雙塔最佳移動模式（4 階段 2 模式） 

 

【表 4】：雙塔四階段移動次數統計，紅字表示底盤移動數 

次數    階段 
 

圓盤數 
階段 1 階段 2 階段 3 階段 4 總次數 

2 1(+1) 2(+1) 2(+1) 1 9（6+3） 

3 5(+1) 6(+1) 6(+1) 5 25（22+3） 

4 14(+1) 14(+1) 14(+1) 14 59（56+3） 

5 34(+1) 30(+1) 30(+1) 34 131（128+3） 

6 75(+1) 62(+1) 62(+1) 75 277（274+3） 

7 159(+1) 126(+1) 126(+1) 159 572（569+3） 

（二）雙塔模式與移動次數統計分析  

1. 雙塔最佳移動模式為四階段 2 模式。階段 2 與階段 3 同模式；階段 4 是階段 1 的還

原，可視為同模式。 

2. 底盤移動次數（3 次）另計，則移動次數，階段 1＝階段 4；階段 2＝階段 3。 

3. 雙塔移動總次數＝第 1 階段 × 2＋第 2 階段 × 2＋3 

（三）雙塔第 2 階段與第 3 階段移動模式探討  

1. 將集中一柱的兩種盤（2 x）盤，移往另一柱的移動模式其最少移動次數設為 A（x）。 

【圖 7】雙塔第 2 階段與第 3 階段 A（x）移動模式分析 

 

【表 5】：A（x）移動次數與河內塔移動次數紀錄 

圓盤數(x) 1 2 3 4 5 6 

A（x） 2 6 14 30 62 126 

H（x） 1 3 7 15 31 63 

2. 由 A（x）的移動模式與移動次數，發現與河內塔移動模式雷同，移動同號盤的兩個，
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故不會因大小產生讓位，只算 2 次，所以 A（x）的最少移動次數是 H（x）的兩倍。 

3. A（x）＝H（x）× 2＝（2
x
－1）×2＝2

x＋1
－2 

4. 第 2 階段與第 3 階段移動盤數為 x－1 盤，（見圖 6） 

 故移動次數 A（x－1）＝2(x－1)＋1－2＝2x－2 

（四）雙塔第 1 階段與第 4 階段移動模式探討  

1. 將兩柱上相同的盤子(各 x 盤)集中成一柱，或將集中一柱的兩種盤(2x 盤)，分開成兩

柱的移動模式其最少移動盤數設為 B（x） 

【圖 8】雙塔 第 1 與第 4 階段移動模式 

  

【表 6】：B（x）移動次數紀錄 

圓盤數(k) 1 2 3 4 5 6 

最少移動次數 B（x） 1 5 14 34 75 159 

2. B（x）的移動模式包括同號盤的堆疊，遞迴狀況較複雜，次數統計也無法歸納出 B

（x）移動次數的規律，於是我們進一步統計 B（x）各圓盤移動次數。 

【表 7】：B（x）各圓盤移動次數紀錄 

盤號 

總盤數 
1 2 3 4 5 6 7 合計 

1 1       1 

2 4 1      5 

3 9 4 1     14 

4 20 9 4 1    34 

5 41 20 9 4 1   75 

6 84 41 20 9 4 1  159 

7 169 84 41 20 9 4 1 328 

3. 設 B（x）第 1 號盤的移動次數為 B1（x） 

 Bn（x）為盤數 x 各號盤移動的次數，Bn（x）代表底盤，由下而上依序為 Bn（x）、 Bn

（x-1）、Bn（x-2）、…、Bn（2）、Bn（1） 

4. 由移動次數紀錄發現 

B1（1）＝Bn（x）＝1＝20 
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B1（2）＝Bn（x-1）＝4＝22 

B1（3）＝Bn（x-2）＝9＝8＋1＝23＋1 

B1（4）＝Bn（x-3）＝20＝16＋4＝24＋22 

B1（5）＝Bn（x-4）＝41＝32＋8＋1＝25＋23＋1 

B1（6）＝Bn（x-5）＝84＝64＋16＋4＝26＋24＋22 

B1（7）＝Bn（x-6）＝169＝128＋32＋8＋1＝27＋25＋23＋1 

…… 

5. 由 B1（x）的次數變化規律，發現也與等比級數的相關。 

（1）若 x 為奇數則 

B1（x）＝ 2x＋2 x－2＋2 x－4＋2 x－6＋……＋23＋1 

B1（x）為等比級數的和＋１；首項＝23  比值＝22   項次＝
2

1x  

B1（x）＝
12

) 12 (2
2

2
1-x

 23






＋1＝
3

) 12 (2 13 x

＋1＝
3

 322 32 x

＝
3

 52 2 x

 

（2）若 x 為偶數則 

B1（x）＝2x＋2 x－2＋2 x－4＋2x－6＋……＋22 

B1（x）為等比級數的和；首項＝22  比值＝22   項次＝
2
x   

B1（x）＝
12

) 12(2
2

2
x 22






＝
3

) 1(222 x

＝
3

 22 22 x

＝
3

 42 2 x

 

6.  B（x）＝Bn（1）＋Bn （2）＋Bn（3）＋……＋Bn（x-1）＋Bn（x） 

         ＝B1（x）＋B1（x-1）＋B1（x-2）＋……＋B1（2）＋B1（1） 

 B1（1）＝
3

 52 2 x

＝
3

 52 3 
； B1（2）＝

3
 42 2 x

＝
3

 42 4   

（1）若 x 為奇數；奇數項＝
2

1x
；偶數項＝

2
1x

 

B（x）＝
3

 52 2 x

＋
3

 42 1 x

＋
3

 52 x

＋……＋
3

 42 4 
＋

3
 52 3   

B（x）＝
3

 
2

14
2

152......222 312 



  xxxxx ─

 

B（x）＝
3

)12(2 3  x

─
6

55 x
─

6
44 x
＝

3
22 33 x

─
6

55 x
─

6
44 x  
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B（x）＝
6

1792 4  xx

 

（2）第 1 階段與第 4 階段移動盤數為 x－1，（見圖 6）  

故 B（x－1）＝
6

17)1(92 41  xx

＝
6

892 3  xx

 （x－1 為奇數，故 x 為偶數。） 

（3）若 x 為偶數；奇數項＝
2
x
；偶數項＝

2
x

 

B（x）＝
3

 42 2 x

＋
3

 52 1 x

＋
3

 42 x

＋
3

 52 1 x

＋……＋
3

 42 4 
＋

3
 52 3   

B（x）＝
3

 
2

4
2

52......2222 3112 xxxxxx   ─
 

B（x）＝
3

)12(2 3  x

─
6

5x
─

6
4x

＝
6

1692 4  xx

 

（4）第 1 階段與第 4 階段移動盤數為 x－1（見圖 6）， 

 故 B（x－1）＝
6

16)1(92 41  xx

＝
6

792 3  xx

 （x－1 為偶數，故 x 為奇數。） 

（五）  雙塔移動次數計算  

1. 由【表 4】可得知雙塔移動總次數＝第 1 階段× 2＋第 2 階段× 2＋3 

設雙塔移動總次數為 D（x），則 D（x）＝A（x－1）× 2＋B（x－1）× 2＋3 

A（x－1）× 2＝（2x－2）×2 ＝2x＋1－4 

B（x－1）× 2＝
6

792 3  xx

× 2＝
3

792 3  xx

 ……x 為奇數 

B（x－1）× 2＝
6

892 3  xx

× 2＝
3

892 3  xx

  ……x 為偶數 

2. 若總盤數 x 為奇數，則總移動次數 

D（x）＝2x＋1－4＋
3

792 3  xx

＋3＝
3

9794212-32 11x   xx

 

D（x）＝
3

10-72 1 x

－3x 

3. 若總盤數 x 為偶數，則總移動次數 

D（x）＝2x＋1－4＋
3

892 3  xx

＋3＝
3

9894212-32 11x   xx

 

2x+3＝2x+1× 4 
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D（x）＝
3

11-72 1 x

－3x 

四、不規則雙塔的最少移動次數探討  

    原先雙塔兩根柱上的圓盤必須相等，若兩柱上的圓盤數不相等，那麼一般式應做如何修

正？  

（一）將不規則雙塔分為小號盤圓盤數相同，與大號盤圓盤數相同兩種模式探討。  

【圖 9】不規則雙塔模式（x 代表較小的圓盤， y 代表較大的圓盤。） 

小號盤圓盤數相同 Ds（x+y，x） 大號盤圓盤數相同 Db（x+y，y） 

  

（二）分析小號盤圓盤數相同移動模式  

1. 設不規則雙塔（小號盤圓盤數相同）最少移動次數為 Ds（x+y，x）； 

A 柱盤數為 x＋y，B 柱盤數為 y。 

【圖 10】y 為奇數的不規則雙塔移動模式 

階段 1（模式 1） 階段 2（模式 2） 階段 3（模式 2） 階段 4（模式 1） 完成 

     

【圖 11】y 為偶數的不規則雙塔移動模式 

階段 1（模式 1） 階段 2（模式 2） 階段 3（模式 2） 階段 4（模式 1） 完成 

     

2. 移動情形因 y 為奇數或偶數而有所不同，都可分為 4 階段 2 模式。 

3. 底盤移動另計，則移動次數階段 4＝階段 1，階段 2＝階段 3。 

4. 將 y 為奇數，階段 1 與階段 4 的模式設為 M（x） 

5. y 為偶數，階段 1 與階段 4 的模式為 B (x) (與雙塔同) 
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6. 將階段 2 與階段 3 的模式設為 C（y-1，2x） 

（三）不規則雙塔 Ds（x+y，x）階段 2 與階段 3 的 C(y-1，2x)移動規律探討  

【表 8】不規則雙塔第 2 階段與第 3 階段移動模式次數紀錄（將 2x 視為 1 個單位） 

y 的盤數 1 2 3 4 5 6 

y-1 移動次數= H（y-1） 0 1 3 7 15 31 

2x 移動次數 0 1 3 7 15 31 

1.  無論 y 為奇數或偶數，y-1 盤和 2x 盤都移動 H（y-1）次。 

2.  C（y-1，2x）移動次數＝y-1 的移動次數＋2x 盤的移動次數。 

3.  2x 移動一次的次數＝A（x）＝2x＋1－2；而 2x 盤移動 H（y-1）次， 

 故 2x 移動的次數＝（2x＋1－2）×（2y-1-1） 

  C（y-1，2x）＝（2y-1-1）＋（2x＋1－2）×（2y-1-1）＝（2y-1-1）×（2x＋1－1） 

（四）探討 y 為奇數，不規則雙塔模式 1 的移動規律【如圖 10】  

1. 分析 M(x)移動模式，發現 M(x)移動模式可套用雙塔的移動模式找出規律。 

【圖 12】M(x)移動模式：將 A 柱與 C 柱上各 x 盤移至 B 柱上 

 B(x-1)＋1 A(x-1)＋1  A(x-1) 完成 

    

2.  M（x）＝B（x-1）＋1＋A（x-1）＋1＋A（x-1）＝B（x-1）＋A（x-1）× 2＋2 

3.  雙塔移動模式中已知 

A（x－1）× 2＝2x＋1－4 

B（x－1）＝
6

792 3  xx

……x 為奇數；B（x－1）＝
6

892 3  xx

……x 為偶數 

4.  若 x 為奇數，則 

  M（x）＝
6

792 3  xx

＋2x＋1－4＋2＝
6

7922 21  xx

＋
6

62 1 x

－2 

         ＝
6

199102 1  xx

＝
6

19952 2  xx

 

5.  若 x 為偶數，則  M（x）＝
6

892 3  xx

＋2x＋1－4＋2＝
6

20952 2  xx

 

（五）不規則雙塔 Ds（x+y，x）移動盤數計算  
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1.  y 為奇數，則 Ds（x+y，x）＝M（x）× 2＋C（y-1，2x）× 2＋1 

（1）C（y－1，2x）＝（2y-1－1）×（2x+1－1） 

   C（y－1，2x）×2＝（2y－2）×（2x+1－1）＝2x+y+1－2x+2－2y＋2 

（2）x 為奇數，則 M（x）＝
6

19952 2  xx

； M（x）× 2＝
3

19952 2  xx

 

（3）x 為偶數，則 M（x）＝
6

20952 2  xx

； M（x）× 2＝
3

20952 2  xx

 

2.  x 為奇數，y 為奇數，則總移動盤數 

Ds（x+y，x）＝
3

19952 2  xx

＋2x+y+1-2x+2－2y＋2＋1 

＝
3

9193252 22   xx

＋2x+y+1-2y－3x＝
3

1022 2 x

＋2x+y+1-2y－3x 

＝
3

102 3 x

＋2x+y+1-2y－3x 

3.  x 為偶數，y 為奇數，則總移動盤數 

Ds（x+y，x）＝
3

20952 2  xx

＋2x+y+1-2x+2－2y＋2＋1＝
3

112 3 x

＋2x+y+1-2y－3x 

4.  y 為偶數，則 Ds（x+y，x）＝B（x）× 2＋C（y－1，2x）× 2＋1 

（1）若 x 為奇數，B（x）＝
6

1792 4  xx

，B（x）× 2＝
3

1792 4  xx

 

（2）若 x 為偶數，B（x）＝
6

1692 4  xx

，則 B（x）× 2＝
3

1692 4  xx

 

5. 若 x 為奇數，y 為偶數，則總移動盤數 

Ds（x＋y，x）＝
3

1792 4  xx

＋2x+y+1-2x+2－2y＋2＋1 

      ＝
3

9173242 22   xx

＋2x+y+1-2y－3x＝
3

82 2 x

＋2x+y+1-2y－3x 

6. 若 x 為偶數，y 為偶數，則總移動盤數 

Ds（x＋y，x）＝
3

1692 4  xx

＋2x+y+1-2x+2－2y＋2＋1＝
3

72 2 x

＋2x+y+1-2y－3x 

五、不規則雙塔（大號盤圓盤數相同）最少移動次數探討  

（一）分析大號盤圓盤數相同不規則雙塔移動模式  

1. 設不規則雙塔（大號盤圓盤數相同）最少移動次數為 Db（x+y，y）；  

A 柱盤數為 x＋y，B 柱盤數為 y。 
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2. 探討移動模式 

  【圖 13】大號盤圓盤數相同不規則雙塔 Db（x+y，y）移動模式 

階段 1 

 

階段 2 

 

階段 3 

 

階段 4 

 

階段 1：將 x 與 2 個 y-1 盤都集中到 A 柱；將 C 柱底盤移到 B 柱。 

階段 2：將 x 盤與 2 個 y-1 盤都移到中間(B 柱)。A 柱的底盤移到 C 柱。 

階段 3：將 x 盤與 2 個 y-1 盤都移到 A 柱。B 柱的底盤移到 C 柱。 

階段 4：將 x 盤與 2 個 y-1 盤分別置換至 A 柱與 C 柱，完成互換。 

（二）分析各階段的移動模式與次數  

1. 將階段 1 與階段 4， x 移動的次數設為 E1（x，y-1）； 

  階段 2 與階段 3，x 移動的次數設為 E2（x，y-1） 

 【表 9】不規則雙塔（大號盤圓盤數相同）移動次數分析 

階段 1 階段 2 階段 3 階段 4 
B(y-1)＋E1（x，y-1）
＋1 

A(y-1)＋E2（x，y-1）
＋1 

A(y-1)＋E2（x，y-1）
＋1 

B(y-1)＋E1（x，y-1） 

2. D（x+y，y）＝B(y-1) ×2＋A(y-1) ×2＋3＋E1（x，y-1）× 2 ＋E2（x，y-1）× 2 

            ＝D (y) ＋E1（x，y-1）× 2 ＋E2（x，y-1）× 2 

3. 探討第 E1（x，y-1）的規律 

（1）將 E1（x，y-1）x 的移動視為 1 個單位，設 t1（y）為 E1（x，y-1）的移動次數 

【表 10】不規則雙塔第 1 階段與第 4 階段移動模式次數統計 

y 2 3 4 5 6 

t1（y） 2 4 10 20 42 

t1（2）＝2＝21 

t1（3）＝4＝22 

t1（4）＝10＝2＋8＝21＋23 

t1（5）＝20＝4＋16＝22＋24 

t1（6）＝42＝2＋8＋32＝21＋23＋25 

…… 

雙塔移動次數

D(y) 
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若 y 為奇數則 t1（y）＝22＋24＋……＋2y-1； 

t1（y）＝
12

) 12 (2
2

2
1-y

 22






＝
12

) 12 (2
2

12



y

＝
3

42 1 y

 

若 y 為偶數，則 t1（y）＝21＋23＋……＋2y-1； 

t1（y）＝
12

) 12 (2
2

2
y 21






＝
12

) 12 (2
2 

y

＝
3

22 1 y

 

（2）E1（x，y-1）x 移動一次的次數為 H(x)＝2x-1；故 E1（x，y-1）＝H（x）× t1（y） 

若 y 為奇數，則 E1（x，y-1）＝（2x-1）×
3

42 1 y

＝
3

4222 121   yxyx

 

若 y 為偶數，則 E1（x，y-1）＝（2x-1）×
3

22 1 y

＝
3

2222 111   yxyx

 

4. 探討 E2（x，y-1）的規律 

E2(x，y-1)移動視為一個單位，設 t2（y）為第 2. 3 階段 E2(x，y-1)移動的次數 

【表 11】不規則雙塔第 2 階段與第 3 階段移動模式次數統計 

y 1 2 3 4 5 6 
t2(y) 1 2 4 8 16 32 

t2（1）＝1＝20 

t2（2）＝2＝21 

t2（3）＝4＝22 

…… 

t2（y）＝2y-1 

E2（x，y-1）＝H（x）× t2（y）＝（2x－1）× 2y-1
＝2x+y-1－2y-1 

（三）不規則雙塔 Db（x+y，y）最少移動次數計算  

1.  Db（x+y，y）＝E1（x，y-1）)× 2＋E2（x，y-1）× 2 ＋D(y)  

2.  E2（x，y-1）× 2＝2
x+y
－2

y
 

3. 若 y 為奇數，則 D（y）＝
3

10-72 1 y

－3y ……(雙塔公式) 

E1（x，y-1）× 2＝
3

4222 121   yxyx

× 2＝
3

8222 232   yxyx
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Db（x+y，y）＝
3

8222 232   yxyx

＋2x+y－2y ＋
3

10-72 1 y

－3y 

＝ y
yyyxyxyx

3
3

108142324223242 3


 

 

＝ y
yxyx

3
3

272272 3


 

 

4. 若 y 為偶數，則 D（y）＝
3

11-72 1 y

－3y …….(雙塔公式) 

E1（x，y-1）× 2＝
3

2222 111   yxyx

× 2＝
3

4222 222   yxyx

 

Db（x+y，y）＝
3

4222 222   yxyx

＋2x+y－2y ＋
3

11-72 1 y

－3y 

＝ y
yxyx

3
3

772272 2


 

 

六、三塔的圓盤數與最小移動次數的關係  

（一）三塔移動模式分析  

1. 三塔移動模式可分成 6 個階段 3 個模式 

  【圖 14】三塔 6 階段移動模式 

（1）將 A、C 柱上 x－1 盤移到 B 柱上，

再將 A 柱上的底盤 ax移到 C 柱。 

 

（2）將 B 柱上的 3（x－1）盤移到 C 柱，

再將 B 柱上的底盤 bx移到 A 柱。 

 

（3）將 C 柱上的 3（x－1）盤移到 B 柱，

再將 C 柱上的底盤 ax移到 A 柱。 

 

（4）將 B 柱上的 3（x－1）盤移到 A 柱，

再將 C 柱上的底盤 cx移到 B 柱。 

 



 

16 
 

（5）將 A 柱上的 3（x－1）盤移到 B 柱，

再將 A 柱上的底盤 ax移到 C 柱。 

 

 

（6）將 B 柱上的 c（x－1）盤移到 C 柱，

b（x－1）盤移到 A 柱，c（x－1）盤

移到 B 柱。 

 

2. 三塔六階段移動次數統計 

【表 12】三塔不同盤數六階段移動次數（底盤移動以紅字表示） 

階段 
盤數 

1 2 3 4 5 6 總計 

1 1 1 1 1 1 0 5 

2 2(+1) 3(+1) 3(+1) 3(+1) 3(+1) 4 23（18+5） 

3 10(+1) 9(+1) 9(+1) 9(+1) 9(+1) 15 66（61+5） 

4 30(+1) 21(+1) 21(+1) 21(+1) 21(+1) 42 161（156+5） 

5 74(+1) 45(+1) 45(+1) 45(+1) 45(+1) 98 357（352+5） 

6 166(+1) 93(+1) 93(+1) 93(+1) 93(+1) 214 757（752+5） 

7 354(+1) 189(+1) 189(+1) 189(+1) 189(+1) 450 1565（1560+5） 

3. 三塔移動模式與移動次數統計可發現三塔的移動模式可分為三種： 

（1）階段 1：將 A、C 柱上 x －1 盤移到 B 柱上，再移動底盤。 

（2）階段 2~階段 5：移動 3（x－1）盤，再移動底盤。 

（3）階段 6：將集中在 B 柱的 3（x－1）盤，分別移往底盤處。 

4. 三塔移動模式較雙塔複雜，集中 3（x－1）盤與分散 3（x－1）盤並不相等，也就是

階段六比階段一複雜。 

（三）三塔階段 2~5 移動規律探討  

1. 設三塔第 2~5 階段移動模式為 Q（x）。 

【圖 15】Q（x）移動模式 
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【表 13】三塔第 2~5 階段 Q（x）模式與河內塔 H（x）移動次數比較 

圓盤數(x) 1 2 3 4 5 6 
Q（x） 3 9 21 45 93 189 
H（x） 1 3 7 15 31 61 

2. 由移動模式與移動次數可以看出 Q（x）＝H（x）× 3＝（2x－1）×3＝2x×3－3 

3. 三塔第 2~5 階段實際移動盤數為 x-1 盤，故 Q（x-1）＝2x-1×3－3 

（四）三塔階段 1 移動規律探討  

1. 設階段 1 將 x 盤集中到一柱的移動模式的移動盤數為 P（x） 

【圖 16】P（x）移動模式 

 

 【表 14】P（x）移動次數統計（底盤移動另計） 

圓盤數(x) 1 2 3 4 5 6 

最少移動次數 P（x） 2 10 30 74 166 354 

2. P（x）與 B（x）一樣包含同號盤堆疊，遞迴關係較複雜，我們無法由移動模式與次

數統計歸納出 P（x）的移動次數的規律故細分 P（x）各圓盤移動次數統計 

【表 15】：P（x）各圓盤移動次數統計；x 代表 3（x）盤一起移動次數；  

盤號 
盤數 1 2 3 4 5 6 合計 

1 2      2 

2 2＋ 2 2     10 

3 2＋ 6 2＋ 2 2    30 

4 2＋ 14 2＋ 6 2＋ 2 2   74 

5 2＋30 2＋ 14 2＋ 6 2＋ 2 2  166 

3. 設 P△（x）為 x 移動次數，探討 P△（x）移動次數規律 

P△（2）＝2＝21 

P△（3）＝6＝21＋22 

P△（4）＝14＝21＋22＋23 

…… 
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P△（x）＝ 21＋22＋………＋2x-1＝
12

)12(2 1



x

＝2x－2 

4. 探討第一盤的移動次數 P1（x-1）的規律 

P1（x）＝2＋P△（x）×3＝2＋（2x－2）×3＝2＋2x×3－6＝ 2x×3－4 

5.階段一 P（x）移動規律探討 

P（x）＝P1（x）＋P1（x－1）＋P1（x－2）＋……＋P1（2）＋P1（1） 

P（x）＝2x×3－4＋2x-1×3－4＋2x-2×3－4＋……＋22×3－4＋2 

＝ （2x＋2x－1＋2x－2＋……＋22）×3－（x－1）×4＋2 

＝ 22（2x－1－1）× 3－4x＋4＋2＝2x+1×3－12－4x＋6＝2x+1×3－4x－6 

6. 三塔第 1 階段實際移動盤數為 x-1 盤，故 P（x-1）＝2x×3－4x－2 

（五）三塔階段 6 移動規律探討  

1.將階段 6 集中為一柱的盤子歸位到 3 柱的最少移動次數設為 R（x）。 

【圖 17】R（x）移動模式 

 

【表 16】：R（x）最少移動次數統計 

圓盤數(x) 1 2 3 4 5 6 

最少移動次數 R（x） 4 15 42 98 214 450 

2. 無法由移動次數及模式歸納出 R（x）的移動次數的規律 

3. 細分 R（x）各盤數移動次數統計 

【表 17】：R（x）各圓盤移動次數統計（ x 代表三盤一起移動次數） 

盤號 
盤數 

1 2 3 4 5 6 合計 

1 4      4 

2 3＋2 4     15 

3 8＋2 3＋3 4    42 

4 18＋2 8＋2 3＋3 4   98 

5 38＋2 18＋2 8＋2 3＋3 4  214 

6 78＋2 38＋2 18＋2 8＋2 3＋3 4 450 
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4. 探討 R△（x）移動次數規律 

R△（x）＝R△（x－1）×2＋2 

R△（2）＝3＝1＋2 

R△（3）＝8＝3×2＋2＝（1＋2）×2＋2＝2＋22＋2 

R△（4）＝18＝8×2＋2＝（2＋22＋2）×2＋2＝22＋23＋22＋2 

R△（5）＝38＝18×2＋2＝（22＋23＋22＋2）×2＋2＝23＋24＋23＋22＋2 

R△（6）＝78＝38×2＋2＝（23＋24＋23＋22＋2）×2＋2＝24＋25＋24＋23＋22＋2 

…… 

R△（x）＝2x-2＋2x-1＋2x-2＋……＋22＋2＝2x-2＋2（2x-1－1）＝2x-2＋2x－2 

＝2x-2＋2x-2×22－2＝2x-2×5－2 

5. 探討 R1（x）移動次數規律 

R1（x）＝R△（x）×3＋2＝（2x-2×5－2）×3＋2＝2x-2×15－6＋2 

R1（x）＝2x-2 × 15－ 4 

6. 探討 R（x）移動次數規律 

R（x）＝R1（x）＋R1（x－1）＋……＋R1（2）＋R1（1）＋1…..R(2)少 1 

R（x）＝2x-2× 15－4＋2x-3× 15－4＋2x-4× 15－4＋……＋20×15－4＋4＋1 

R（x）＝（2x-2＋2 x-3＋2 x-4＋……＋20）× 15－（x－1）× 4＋5 

       ＝（2x-1－1）× 15－4x＋4＋5＝2x-1× 15－15－4x＋9＝2x-1× 15－4x－6 

7. 三塔第 6 階段實際移動盤數為 x-1 盤，R（x-1）＝2x－2× 15－4x－2 

（六）三塔移動次數計算  

W（x）＝P（x-1）＋Q（x-1）×4＋R（x-1）＋5（5 次底盤移動） 

W（x）＝2x×3－4x－2＋(2 x-1×3－3)× 4＋2 x-2×15－4x－2＋5 

＝2x×3－4x－2＋2 x-1×12－12＋2 x-2×15－4x－2＋5 

＝2x×3＋2 x-1×12＋2 x-2×15－4x－4x－2－12－2＋5（將 2 的次方數整合為 2x-2） 

＝2x-2×22×3＋2 x-2×12×2＋2 x-2×15－ 8x－11＝2x-2×12＋2 x-2×24＋2 x-2×15－ 8x－11 

＝2x-2×（12＋24＋15）－8x－11＝2x-2×51－8x－11 

柒、研究結果 

一、河內塔：  

河內塔最少移動次數 H（x）＝2x－1（x 代表總圓盤數） 

二、雙塔：   

雙塔的最佳移動模式為四階段 2 模式（圖 6），最少移動次數 D（x）因盤數的奇、偶而
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不同。 

（一）若總盤數 x 為奇數，則總移動次數 D（x）＝
3

10-72 1 x

－3x 

（二）若總盤數 x 為偶數，則總移動次數  D（x）＝
3

11-72 1 x

－3x 

三、不規則圓盤數雙塔（小號盤盤數相同）  

小號盤盤數相同的不規則雙塔最佳移動模式為四階段 2 模式（圖 10），最少移動次數

Ds（x＋y，x）因盤數的奇、偶而產生了四種不同的一般式。 

（一）若 x 為奇數，y 為奇數，則 Ds（x+y，x）＝
3

102 3 x

＋2x+y+1-2y－3x 

（二）若 x 為偶數，y 為奇數，則 Ds（x+y，x）＝
3

112 3 x

＋2x+y+1-2y－3x
 

（三）若 x 為奇數，y 為偶數，則 Ds（x+y，x）＝
3

82 2 x

＋2x+y+1-2y－3x
 

（四）若 x 為偶數，y 為偶數，則 Ds（x+y，x）＝
3

72 2 x

＋2x+y+1-2y－3x 

四、不規則圓盤數雙塔（大號盤盤數相同）  

大號盤盤數相同的不規則雙塔最佳移動模式為四階段 2 模式（圖 11），最少移動次數

Db（x+y，y）因盤數的奇、偶而產生了兩種不同的一般式。 

（一）若 y 為奇數，則 Db（x+y，y）＝
3

272272 3   yxyx

-3y  

（二）若 y 為偶數，則 Db（x+y，y）＝
3

772272 2   yxyx

-3y 

五、三塔最佳移動模式  

三塔的最佳移動模式為六階段 3 模式（圖 14），最小移動次數 W(x)因盤數不同而有 3

種方式 

（一）W(1)＝5 

（二）X=2 or 3，W(x)＝2x-2 × 51－8x－12 

（三）若 x≧4，則 W(x)＝2x-2 × 51－8x－11 
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捌、討論 

一、雙塔與三塔 VS 單塔 

    河內塔的目標柱一開始是空的，而雙塔和三塔的目標柱都被另一塔的盤子堆疊著，所以

若要雙塔互換，就需掌握以下幾個技巧。 

（一）  底盤讓位： 

河內塔的移動只會產生小號盤讓位問題，而雙塔和三塔，因為目標柱被其他的塔佔住，

所以就需擇一底盤讓位，才能讓所有的底盤順利就位。 

【圖 18】雙塔與三塔底盤讓位移動 

雙塔底盤移動次數：3 次 

 
三塔底盤移動次數：5 次 

 

河內塔底盤只要移動 1 次，就能到目標柱，雙塔底盤需移動 3 次，三塔底盤需

移動 5 次，才能分別抵達目標柱。  

（二）  合併為一柱：  

雙塔為了讓底盤 ax到達 B 柱，比 ax小的 a(x-1)盤和 c(x-1)盤都需移往 C 柱。合併為

一柱的過程中，同號盤就可以疊放在一起，減少因讓位而增加遞迴的次數。 

【圖 19】雙塔與三塔的合併 

雙塔的合併 

 

三塔的合併 
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合併為一柱的雙塔與三塔其實只要掌握小號盤先移開大號盤就位(到目標

柱)小號盤再歸位(到大號盤上方)，雙塔與三塔的移動就如河內塔般的簡單。  

二、雙塔分奇、偶的一般式  

    影響雙塔一般式分奇、偶的關鍵主要在於 B(x-1)同號盤堆疊模式也因奇數和偶數有不一

樣的堆疊方式。 

（一）總盤數 x 若為奇數，則奇數號盤 1. 3. 5. ……、x-2 都要移動 2 個盤子到 B 柱

（移動次數 2），而偶數號盤則將 A 柱的同號盤移往 C 柱，就能使同號盤堆

疊在一起（移動次數 1）。  

（二）若總盤數為偶數，則奇數盤只要移動 1 次，偶數盤則要移動 2 次，才能完成

同號盤堆疊模式。  

【圖 20】雙塔 1 號盤與 2 號盤堆疊情形（代表 1 號盤的堆疊；代表 2 號盤的堆疊） 

總盤數為奇數：完成 1. 2 號盤堆疊共需 5 次 

 

總盤數為偶數：完成 1. 2 號盤堆疊共需 7 次 

 

奇數盤和偶數盤堆疊次數不同，所以雙塔 D(x)的一般式的也因總盤數為奇數和

偶數有不同的一般式。  

三、三塔的堆疊與歸位模式探討  

（一）堆疊模式 P(x)探討  

    為了讓階段六的各盤能作最有效的歸位移動，階段一 P(x)的同號盤堆疊順序就很

重要。依據我們的底盤讓位模式，ax先讓位給 bx與 cx就位，同號堆疊的原則由下而上

就需掌握 acb 或 bca（原因在接下來的歸位探討再加說明）。 
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【圖 21】奇數盤與偶數盤堆疊方式 

奇數盤堆疊方式 

  
偶數盤堆疊方式 

  

兩種堆疊方式都只要移動 2 次，就能使同號盤堆疊在一起，所以三塔一般式沒

有奇、偶數之分。  

（二）R(x)模式 x-1 盤歸位探討：  

【圖 22】x-1 號盤不同堆疊順序與歸位次數比較 

 

盤 號 順 序

ba c 歸位

次數為 5 次 

 

盤 號 順 序

bca 

歸位次數為 4

次 

堆疊的順序會影響到歸位移動的次數，以我們的底盤移動方式就需配合 acb

或 bca 的堆疊方式，才能移出最少次數。  

（三）  R(x)模式其他不同盤號歸位探討：  

 

…
… 

…
… 
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【圖 23】x-2 號與其它盤歸位方式 

  

x-2 號盤歸位次數為 3 次 x-3 號盤歸位次數為 2 次 

1、 由實際的搬盤活動，我們發現總盤數為 x 的狀況，歸位的次數如下： 

【表 18】盤號與歸位所需最少移動次數紀錄 

盤數 x x-1 x-2 ≦ x-3 
移動次數 5 4 3 2 

2. 總盤數為 3 盤的 x-2 盤（1 號盤），因為不需考慮其上的盤子，所以其歸位的次數亦

為 2 次，因此也影響了三塔最少移動次數的一般式 W（x）＝2x-2×51－8x－11 僅適用

於盤數>3 的狀況。 

3. 若總盤數為 2 或 3 則一般式需修正為 W（x）＝2x-2×51－8x－12 

玖、結論 

一、在這搬盤遊戲的日子裡，我們一共找出了五種三柱搬盤遊戲的最佳移動模式與推

算最少移動次數的一般式。  

二、在推算搬盤遊戲移動次數的一般式時，我們借助了等比級數公式、乘法分配律、

數的分解與合成來簡化我們的一般式。  

三、階段化和模式化幫助我們在進行相關的新遊戲時，有現成的模組元件可套用，而

達到事半功倍的效果。  

四、未來的應用與建議  

（一）在雙塔的研究，我們曾深入探討不同盤數的雙塔互換，但因為時間的關係，

我們沒繼續探討不同盤數三塔的輪換，可以提供後人繼續探討。  

（二）我們建議未來有興趣研究不規則三塔輪換的人，可以應用我們找出的 3 個三

塔基本模組--P（x）、Q（x）與 R（x），去找出更多不規則三塔的一般式。  
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【評語】080406 

1. 本作品將河內塔的推導，以雙塔、三塔來探究其最佳移動模式

的技巧及規律，相當深入並有多元巧思，富數學性及趣味性。 

2. 對於河內塔玩出新心得邏輯推演，具可看性。 
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