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摘要 

 

    有 5 對男女舞者穿著 5 種不同顏色的舞衣(男舞者舞衣顏色各異，女舞者舞衣

亦然)，圍成內、外兩圈跳舞。每當他們跳完一小節後，內圈的舞者會以順時針方

向移動一個位置來交換舞伴，現在如果女生排在內圈(如圖一)，那麼外圈的男生該

怎麼排，才能使得排定跳舞位置時，以及每次交換舞伴後，恰好都只有 1 對男女

舞者穿著同顏色的舞衣。 

    我們探討 3 對、5 對、7 對、……15 對男女舞者的跳舞位置，觀察這些位置的

排法，找到一種有規律的排列方式，將它稱為間隔排法，間隔排法中的間隔數以 n

表示，後來利用間隔排法排出 m 對男女舞者的跳舞位置，並說明間隔排法的適用

性，最後歸納得到：當(m、n)=1 且(m、n-1)=1 時，就可利用間隔排法排出符合條件

的跳舞位置。 
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壹、研究動機： 

學校的數學網站裡有一道題目如下：有 5 對男女舞者穿著 5 種不同顏色的舞衣(男

舞者舞衣顏色各異，女舞者舞衣亦然)，圍成內、外兩圈跳舞。每當他們跳完一小節後，

內圈的舞者會以順時針方向移動一個位置來交換舞伴，現在如果女生排在內圈(如圖二

~1)，那麼外圈的男生該怎麼排，才能使得排定跳舞位置時，以及每次交換舞伴後，恰好

都只有 1 對男女舞者穿著同顏色的舞衣(如圖二~2)。 

這個問題，我和同學討論了很久，於是我們去請教老師，老師除了提供我們思考的

方向外，並要我們增加跳舞人數，做更進一步的探討。 
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貳、研究目的： 

ㄧ、探討 3 對(3 男 3 女)、5 對(5 男 5 女)、7 對(7 男 7 女)、……m 對(m 男 m 女，m 為奇

數)男女舞者跳舞時的位置排法，這些排法必須使得排定跳舞位置時，以及每次交換

舞伴後，恰巧都只有 1 對男女舞者穿著同顏色(數字)的衣服。 

二、觀察符合條件的排法，從中找出規律。 

 

參、研究設備及器材：紙、筆、電腦、簡易跳舞模型 

 

肆、研究過程： 

ㄧ、研究過程流程圖 
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說明間隔排法的適用性 

☆說明(m、n)=1且(m、n-1)=1時，可利用間隔排法排出跳舞位置 

☆舉例說明 

 

探討間隔排法 

☆利用間隔排法排列跳舞位置 

☆發現(m、n)=1且(m、n-1)=1時，可利用間隔排法排列跳舞位置 

探討 3對、5對、7對、……、m對舞者跳舞時的位置排法 

☆找出符合條件的位置排法 

☆發現間隔排法 



 

二、定義： 

 (一)為了方便說明及避免過多的顏色名稱，我們就用數字 1、2、3、……m 分別來標記這 m

種顏色(如圖三)，此外內圈為女生排列的位置，以紅色圓圈表示，且依序由 1 到 m 排成

一圈，而外圈男生排列的位置，以藍色圓圈表示。 

  

(二)符號 

1.m：跳舞的對數，本研究中 m 要為奇數，且要大於等於 3。 

2.n：間隔數，是指外圈要排定位置的第 i 個人與前一個已排定位置的第(i-1)個人，兩者之

間的間隔數量，如圖三外圈的 1 和 2、2 和 3、3 和 4，其間隔數都是 2，本研究中 n

為 2 到 m-1。 
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(三)名詞解釋 

1.數字差：內圈數字 m，依順時針方向到等同外圈數字 m 的位置之間隔數，此間隔數稱為

數字差，如圖四數字 4 的數字差為 1，數字 5 的數字差為 3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【說明】：(1)表ㄧ是圖四內圈數字 m 的數字差。 

表ㄧ 

m 1 2 3 4 5 

數字差 0 2 4 1 3 

(2)當 m 的數字差為 k 時，表示內、外圈的 m 會在第 k 次交換舞伴後相遇，例如 5

的數字差為 3，表示內、外圈的 5 會在第 3 次交換舞伴後相遇，而數字差為 0

的數，表示排定跳舞位置時即相遇。 

(3)要排出符合條件的跳舞位置，m 的數字差要為 0、1、2、……m-1 這 m 個數都

要有，缺一不可，否則無法在每次交換舞伴後，恰巧都只有 1 對相同的數字相

遇。 

2.間隔排法：排外圈的跳舞位置是按照固定的間隔數去排下一個數字，這樣的排法將它稱

為間隔排法，如第四頁圖三和第五頁圖四的排法皆為間隔排法，圖三中的

n=2，圖四中的 n=3。 
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(四)排列跳舞位置的過程：舉 5 男 5 女以間隔排法說明之。 

1.先排內圈女生位置，其方式為依順時針方向，從數字 1、數字 2、……由小到大依序排

列，如圖五~1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.再排外圈男生位置，其方式為按間隔數依序排列，本研究中都先排定數字 1，且與內

圈的 1 構成一對，如圖五~2，這時排列的間隔數 n=3。 
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三、探討 3 男 3 女、5 男 5 女、7 男 7 女、……、15 男 15 女跳舞時的位置排法 

(一) 舉例說明圖中符號的意義，圖六為 5 男 5 女以間隔排法排列跳舞位置。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【說明】：1.m=5 表示有 5 個男生、5 個女生。 

2.n=4 表示間隔數為 4。 

3.列出內圈每個數的數字差。 

 

 (二)3 男 3 女的排法 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我發現：有 1 種間隔排法，其數字差為 0、1、2。 
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(三)5 男 5 女的排法：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我發現：有 3 種間隔排法，其數字差皆為 0、1、2、3、4。 
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(四)7 男 7 女的排法： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我發現：有 5 種間隔排法，其數字差皆為 0、1、2、3、4、5、6。 
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(五)9 男 9 女的排法：  
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我發現：1.並非所有間隔排法都可以排出符合條件的跳舞位置。 

2.有 3 種間隔排法，此時的 n 分別為 2、5、8，數字差皆為 0、1、2、3、4、5、

6、7、8。 

3.觀察圖十~2 和圖十~5 知，當 n 為 3、6 時，有些位置會一直重覆排，但有些

位置卻沒有人排，此時數字差皆為 0、1、2、3、4、5、6、7、8。 

4.觀察圖十~3 和圖十~6 知，當 n 為 4、7 時，有 3 對男女生穿著同數字的衣服，

此時數字差皆為 0、3、6。 

(六)11 男 11 女的排法：  
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我發現：有 9 種間隔排法，其數字差皆為 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10。 
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(七)13 男 13 女的排法： 
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我發現：有 11 種間隔排法，其數字差皆為 0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10、11、

12。 
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 (八)15 男 15 女的排法：  
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我發現：1.並非所有間隔排法都可以排出符合條件的跳舞位置。 

2.有 3 種間隔排法，此時的 n 分別為 2、8、14。數字差皆為 0、1、2、3、4、5、

6、7、8、9、10、11、12、13、14。 

3.觀察第 15 頁的圖十三~2、圖十三~4、圖十三~5，第 16 頁的圖十三~8、圖十

三~9、圖十三~11 知，當 n 為 3、5、6、9、10、12 時，有些位置會一直重覆

排，但有些位置卻沒有人排。 

4.觀察第 15 頁的圖十三~3、圖十三~5、圖十三~6，第 16 頁的圖十三~9、圖十

三~10、圖十三~12 知，當 n 為 4、6、7、10、11、13 時，不只 1 對男女生穿

著同數字的衣服。 

5.觀察第 15 頁的圖十三~5、第 16 頁的圖十三~9 知，當 n 為 6、10 時，同時具

有位置重覆排列和不只 1 對男女生穿著同數字的衣服。 

 (九)將(二)~(八)的發現整理成表二 

表二 

人數(m) 
間隔排法中符合條件的 n值 位置會重覆排列的 n 值 不只 1 對男女生穿著同數字

的衣服的 n 值 

m=3 n=2 ╳ ╳ 

m=5 n=2、3、4 ╳ ╳ 

m=7 n=2、3、4、5、6 ╳ ╳ 

m=9 n=2、5、8 n=3、6 n=4、7 

m=11 
n=2、3、4、5、6、7、8、9、

10 
╳ ╳ 

m=13 
n=2、3、4、5、6、7、8、9、

10、11、12 
╳ ╳ 

m=15 n=2、8、14 n=3、5、6、9、10、12 n=4、6、7、10、11、13 

分析表二發現：1.當 m=3、5、7、11、13 時，都可利用間隔排法排出跳舞位置，此時的 n 為 2

到 m-1。 

2.當 m=9 時，n 要為 2、5、8 才可利用間隔排法排出跳舞位置。 
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3.當 m=15 時，n 要為 2、8、14 才可利用間隔排法排出跳舞位置。 

4.上述 1~3 中可利用間隔排法排出跳舞位置，其(m、n)=1 且 

(m、n-1)=1。 

5.位置有重覆排列的情形，其(m、n)≠1。 

6.不只有 1 對男女生穿著同數字的衣服，其(m、n-1)≠1。 

 

 (十)探討上述(九)的發現並說明其正確性和適用性 

1.為了方便探討上述(九)的發現並究其原因，我們不妨將 m 男 m 女利用間隔排法排列跳舞

位置時，外圈數字(m)與被對應的內圈數字整理成表三，表三中的間隔數為 n。 

表三 

A 外圈數字(m) 1 2 3 4 5 …… m 

B 

與外圈數字(m)相對應

的內圈數字(當數字大

於 m 時，要減去 m) 

1 1+n 1+2n 1+3n 1+4n …… 1+(m-1)n 

C 

數 字 差 (B

欄的數減 A

欄的數) 

原始 0 n-1 2n-2 3n-3 4n-4 …… 1+m‧n-n-m 

整理後 0 n-1 2(n-1) 3(n-1) 4(n-1) …… (m-1)(n-1) 

 

2.表三中 B 欄內的數，可由排列跳舞位置的過程中發現，每增加一個間隔數 n，就排下一個

位置。 

3.表三中 B 欄內的 1、1+n、1+2n、1+3n、……、1+(m-1)．n 這 m 個數要為模 m 的一組完全

剩餘系，因為如果它不是，則內、外圈的數就無法「一對一」對應，這會造成有些位置

一直重覆排列，但有些位置卻沒有人排，像第 10 頁的圖十~2、圖十~5，第 15 頁的圖十三

2、圖十三~4、圖十三~5，第 16 頁的圖十三~8、圖十三~9、圖十三~11。 

4.說明表三中 B 欄內的這 m 個數為模 m 的一組完全剩餘系。 

(1)定義 1：設 m 是給定的正整數，kr(r=0、1、2、3、……、m-1)表示所有形如 qm+r(q∈Z)

的整數組成的集合，則 k0、k1、k2、……、km-1稱為模 m 的剩餘類。在模 m 的剩

餘類 k0、k1、k2、……、km-1中各取一個數 ar∈k，r=0、1、2、3、……、m-1，則

這 m 個數 a0、a1、a2、……、am-1為模 m 的一組完全剩餘系。 

(2)引理 1：m 個整數做成模 m 的一個完全剩餘系的充分必要條件是這 m 個數兩兩對模 m 不

同餘。 

【說明】：由定義 1 即知引理 1 成立。 

(3)性質 1：若 na≡nb(modm)且(m、n)=1 則 a≡b(modm) 

【說明】：∵na≡nb(modm) ⇒ m│na-nb ⇒ m│n(a-b) 

∵(m、n)=1 ∴m│a-b ⇒ a≡b(modm) 
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(4)引理 2：若 a1、a2、a3、……、am是模 m 的一組完全剩餘系，且(m、n)=1，則 na1、na2、na3、……、

nam也是模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：如果 i≠j，1≦i，j≦m，使 nai≡naj(modm)，因為(m、n)=1，則由性質 1 知 ai≡aj(modm)，

這與所假設的互相矛盾。這表明 na1、na2、na3、……、nam中沒有任意兩數對模 m

同餘，故再由引理 1 知它們是模 m 的一組完全剩餘系。                 

(5)定理 1：若 0、1、2、3、……、m-1 是模 m 的一組完全剩餘系，且(m、n)=1，則 0、n、

2n、3n、……、(m-1)．n 也是模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：由引理 2 即知定理 1 成立。 

(6)性質 2：若 a1≡b1(modm)，a2≡b2(modm)，則 a1±a2≡b1±b2(modm) 

【說明】：∵a1≡b1(modm) ∴m│a1-b1 ⇒ a1-b1=mt1 ⇒ a1=b1+mt1……① 

∵a2≡b2(modm) ∴m│a2-b2 ⇒ a2-b2=mt2 ⇒ a2=b2+mt2……② 

由①±② ⇒ a1±a2=(b1±b2)+m(t1±t2) ⇒ (a1±a2)-(b1±b2)= m(t1±t2) 

∴m│(a1±a2)-(b1±b2) ⇒ a1±a2≡b1±b2(modm) 

(7)引理 3：若 a1、a2、a3、……、am是模 m 的一組完全剩餘系，則對任意整數 b，會有 b+a1、

b+a2、b+a3、……、b+am也是模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：由引理 1 知，只要證明 b+a1、b+a2、b+a3、……、b+am這 m 個數對模 m 兩兩不同

餘即可。如果 i≠j，1≦i，j≦m，使 b+ai≡b+aj(modm)，則由性質 2 知 ai≡aj(modm)，

這不可能，因為 a1、a2、a3、……、am中沒有任意兩數對模 m 同餘，所以 b+a1、

b+a2、b+a3、……、b+am是模 m 的一組完全剩餘系。 

(8)定理 2：若 0、n、2n、3n、……、(m-1)．n 是模 m 的一組完全剩餘系，則對於整數 1，

會有 1+0、1+n、1+2n、1+3n、……、1+(m-1)．n 也是模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：由引理 3 即知定理 2 成立。 

(9)推論 1：若 0、1、2、3、……、m-1 是模 m 的一組完全剩餘系，且(m、n)=1，則由定理 1

知 0、n、2n、3n、……、(m-1)．n 也是模 m 的一組完全剩餘系。若 0、n、2n、

3n、……、(m-1)．n 是模 m 的一組完全剩餘系，則由定理 2 知，對於整數 1，會

有 1+0、1+n、1+2n、1+3n、……、1+(m-1)．n 也是模 m 的一組完全剩餘系。 

(10)結論 1：要使表三中 B 欄內的 1、1+n、1+2n、1+3n、……、1+(m-1)．n 這 m 個數為模 m

的一組完全剩餘系，其條件是(m、n)=1。 

5.表三中 C 欄內的 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)這 m 個數要為模 m 的一組完全

剩餘系，因為如果它不是，就表明有些數字差會相同，這樣就無法在排定跳舞位置時或

是每次交換舞伴後，都只有 1 對男女舞者穿著同數字的衣服，像第 10 頁的圖十~3、圖十

~6，第 15 頁的圖十三~3、圖十三~5、圖十三~6，第 16 頁的圖十三~9、圖十三~10、圖十

三~12 一樣，有不只 1 對穿著同數字的衣服。 
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6.證明表三中 C 欄內的 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)這 m 個數為模 m 的一組完

全剩餘系。 

(1)定理 3：若 0、1、2、3、……、m-1 是模 m 的一組完全剩餘系，且(m、n-1)=1，則 0、n-1、

2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)也是模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：由定理 1 即知定理 3 成立。 

(2)結論 2：要使表三中 C 欄內的 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)這 m 個數為模 m

的一組完全剩餘系，其條件是(m、n-1)=1。 

7.綜合結論 1 和結論 2 知：若(m、n)=1 且(m、n-1)=1 時，則可利用間隔排法排出符合條件的

跳舞位置，如下面的例 1；反之，若(m、n)≠1 或(m、n-1)≠1 時，

則無法利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置，如下面的例 2、

例 3。 

﹝例 1﹞：當 m=9、n=5 時，可利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置，如圖十四~1。 

【說明】：(m、n)=(9、5)=1，(m、n-1)=(9、4)=1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

﹝例 2﹞：當 m=9、n=3 時，無法利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置，如圖十四~2。 

【說明】：(m、n)=(9、3)≠1，(m、n-1)=(9、2)=1 
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﹝例 3﹞：當 m=9、n=4 時，無法利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置，如圖十四~3。 

【說明】：(m、n)=(9、4)=1，(m、n-1)=(9、3)≠1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、討論 

一、本研究中以間隔排法排出跳舞位置時，我們規定 m 要為奇數，因為若 m 為偶數，則(1)

當 n 為奇數時，(m、n-1)≠1；(2) 當 n 為偶數時，(m、n)≠1，皆無法使用間隔排法排

出符合條件的跳舞位置。 

二、當 m 為質數時，因為(m、n)=1 且(m、n-1)=1，故所有的間隔排法都可以排出符合條件

的跳舞位置，此時，間隔排法有 m-2 種。 

三、若(m、n)=1 且(m、n-1)=1 時，我們可以利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置。 

四、排列跳舞位置除了可由間隔排法找到外，還有其它不具規律的排法，將它稱為非間隔

排法，但要找到非間隔排法有些繁瑣，不值得推廣，我們僅找出 m 較小時的一些非間

隔排法，如附件二。 

 

陸、結論 

一、若(m、n)=1 且(m、n-1)=1，就可利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置。 

二、若(m、n)≠1 或(m、n-1)≠1，則無法利用間隔排法排出符合條件的跳舞位置，說明如

附件一。 

 

柒、參考資料 

一、張文忠  基礎數論-原理及解題  台北  中央圖書出版社  347~351 頁  2002 年 
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捌、附件 

  一、說明結論二 

(一)若(m、n)≠1，則表三中 B 欄內的 1+0、1+n、1+2n、……、1+(m-1)．n 這 m 個數不是

模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：1.由定理 1 知，若 0、1、2、3、……、m-1 是模 m 的一組完全剩餘系，且(m、

n)=1，則 0、n、2n、3n、……、(m-1)．n 也是模 m 的一組完全剩餘系。反之，

若(m、n)≠1，則 0、n、2n、3n、……、(m-1)．n 不是模 m 的一組完全剩餘系。 

2.由定理 2 知，若 0、n、2n、3n、……、(m-1)．n 是模 m 的一組 完全剩餘系，

則對於整數 1，會有 1+0、1+n、1+2n、1+3n、……、1+(m-1)．n 也是模 m 的

一組完全剩餘系。反之，若 0、n、2n、3n、……、(m-1)．n 不是模 m 的一組

完全剩餘系，則對於整數 1，也不會有 1+0、1+n、1+2n、1+3n、……、1+(m-1)．

n 是模 m 的一組完全剩餘系。 

3.設(m、n)＝d，且 d＞1，則 m＝m1d，n＝n1d 

∵ m 為奇數(說明於第 21 頁的討論一)， ∴ m1、d 亦為奇數 

∵ d 為奇數且大於 1， ∴ d≧3 ，且 2m1≦m－1 

從 0、n、2n、3n、……(m-1)．n 這一列數中，取兩數 m1n、2m1n 

則 2m1n－m1n＝m1n＝m1dn1＝mn1  

⇒m│2m1n－m1n，即 2m1n≡m1n(modm) 

∵2m1n≡m1n(modm) ，由性質 2 知，1+2m1n≡1+m1n(modm) 

所以當(m、n)≠1 時，則表三中 B 欄內的 1+0、1+n、1+2n、……、1+(m-1)．n

這 m 個數不是模 m 的一組完全剩餘系。 

(二)若(m、n-1)≠1，則表三中 C 欄內的 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1) 這 m 個

數不是模 m 的一組完全剩餘系。 

【說明】：1.由定理 1 知，若 0、1、2、3、……、m-1 是模 m 的一組完全剩餘系，且(m、

n-1)=1，則 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)也是模 m 的一組完全剩

餘系。反之，若(m、n-1)≠1，則 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)不

是模 m 的一組完全剩餘系。 

2.設(m、n-1)＝d，且 d＞1，則 m＝m1d，n-1＝n1d 

∵ m 為奇數(說明於第 21 頁的討論一)， ∴ m1、d 亦為奇數 

∵ d 為奇數且大於 1， ∴ d≧3，且 2m1≦m－1 

從 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)……、(m-1)(n-1)這列數中， 

取兩數 m1(n-1)、2m1(n-1)， 

則 2m1(n-1)－m1(n-1)＝m1(n-1)＝m1dn1＝mn1  

⇒m│2m1(n-1)－m1(n-1)，即 2m1(n-1)≡m1(n-1)(modm) 

所以當(m、n-1)≠1 時，則表三中 C 欄內的 0、n-1、2(n-1)、3(n-1)、……、(m-1)(n-1)

這 m 個數不是模 m 的一組完全剩餘系。  

~22~ 



二、非間隔排法 

(一)七男七女 
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(二)九男九女 
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【評語】080404 

主題有趣，作者從探討 3 對、5 對…m 對的位置排法，提出「間

隔排法」，並應用同餘和完全剩餘系的概念，說明間隔排法的適用

性。探討過程完整，步驟清楚，值得肯定。未來可再繼續探討非間

隔排法以充實成果。 
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