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「心圓異碼」－尋找隱藏的第六顆心 

 

摘要 

由費瑪點的定義（連接所有頂點的距離和最短），偶然讓我們思索，△ABC 同平面是否存在

點Ｏ，使得 ＣＡＯＡＯＣＢＣＯＣＯＢＡＢＯＢＯＡ  。我們稱點為「周界點」。 

利用反演，我們用尺規作圖找出了此點在任意三角形的作圖方法。利用周界點定義藉由雙曲

線變動關係找出周界點，找出任意三角形的周界點位置，在用 GＳＰ找出任意三角形周界點

變動軌跡。進行雙曲線追蹤時，發現此點在某些三角形中可能不存在，我們推導出此點存在

的充要條件為： 

√ａ
2

− (ｃ − ｂ)2 ＋√ｂ
2

− (ｃ − ａ)2 ＞ √ｃ
2

− (ｂ − ａ)
2
（三邊長ｃ≥ｂ≥ａ） 

藉由ＧＥＯ，我們研究三角形的周界點軌跡和存在區間。我們更進一步探討在平面中不存在

周界點的三角形在空間中使能找到周界點。 
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壹、研究動機 

今年彰化縣承辦鹿港燈會，各地人潮湧入，需解決交通壅塞的問題，路徑規劃成為一大

考驗。我們的研究方向來自在數學課時，我們學到費瑪點的性質：在一圖形中找到一個Ｐ點，

連接所有頂點的總距離合最短即是費瑪點。這使我們聯想是否有這樣的點，該點與三角形的

三頂點相連接後可形成三塊「等周長」的三角形呢？我們稱這樣的點為「周界點」。 

 

 

貳、研究目的 

周界點可能位在三角形的內部、邊上、外部甚至是不存在，我們將找出周界點的作圖方

式、存在的判別式以及相關性質的研究，進而更了解周界點隱藏的另一面。因此本研究將周

界點的定義如下（圖 2－l)：存在一點Ｏ，使得

ＣＡＯＡＯＣＢＣＯＣＯＢＡＢＯＢＯＡ  ，則Ｏ稱作△ＡＢＣ周界點。 

 

 

 

 

參、研究器材 

ＧＳＰ、ＧＥＯ、ＥＸＣＥＬ、ＭＡＰＬＥ 

  

圖２－１ 
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肆、研究過程 

一、等腰三角形的周界點探究 

等腰三角形的周界點一定位在底邊中垂線。理由如下： 

如圖 (4－1)已知 ＡＣＡＢ ，又Ｏ必須滿足

ＣＡＯＡＯＣＢＣＯＣＯＢＡＢＯＢＯＡ  ，可推得 ＯＣＯＢ ，因此Ｏ在ＢＣ的

中垂線ＡＤ ⃡       上。（圖４－１） 

 

 

假設ａ＞ｂ，則推得ｘ＞ｙ。由周界點定義得知：ａ＋ｘ＋ｙ＝ｘ＋ｘ＋ｂ ，化簡得ａ＋ｙ

＝ｘ＋ｂ，可將ｘ轉化成對ｙ作圖（圖４－２），ｘ＝ｙ＋（ａ－ｂ）（以較大兩邊－最小邊

作圖） 

 

分別以 Ｂ、Ｃ為圓心，長度為 ａ－ｂ為半徑作圓，推得OA＝OD ＝OE ＝ｙ，於是周界點

變成△ＡＤＥ的外心，且△ＡＤＥ的外接圓恰好與圓Ａ與圓Ｂ外切。以下我們將利用反演性

質找出待作點Ｄ、Ｅ。 

b 

a a 

y 

a-b 
a-b 

y y 

E D 

O 

C B 

A 

圖４－１ 

圖４－２ 
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c3

c2

c1

kD

A

B

C

可利用的反演性質如下（圖４－３）： 

 

圓Ｏ是平面上的定圓，對於平面上異於Ｏ點的任意點Ｐ其對應點在Ｐ’在ＯＰ          上，且滿足

ＯＰ          ‧ＯＰ          ’＝k2，稱此變換Ｉ為反演變換。（註：對點Ｐ作反演得Ｐ’，稱其為Ｐ的「反演點」，

對圖形Ｆ作反演得Ｆ’，稱其為Ｆ的「反形」） 

以圓冪中的切割線性質可推得反演變換的作圖法： 

（１）Ｐ在圓內：連ＯＰ          ，作過Ｐ⊥ＯＰ          交圓Ｏ於Ａ、Ｂ兩點，其過Ａ與圓Ｏ的 

切線交ＯＰ          於Ｐ’， 即為所求。 

（２）Ｐ在圓外：作過Ｐ點與圓Ｏ的切線，連切點Ａ、Ｂ，交ＯＰ̅̅ ̅̅ ̅̅ 於Ｐ’，即為所求。 

已知反演作圖後，我們所需利用的即為反演中的保角性：在反演變換中，兩條曲線在交點處

其交角不變，故兩圓相切（交角為０°）其反形必相切或平行。 

 

以點Ｃ作為反演中心，k2為反演冪。以知

兩圓ｃ
１
、ｃ

２
與ｃ

３
相切，對兩圓作反演

變換Ｉ（Ｃ，k2），圓ｃ
１
其反形不變，圓

ｃ
２
的反形為ｃ

２
′。圓ｃ

１
與圓ｃ

2
′也相切。

利用此保角性質，可作一圓，過一已知點

且與兩已知圓相切。（圖 ４－４） 

 

 

 

 

k

P

B

A

OP'

圖 4－３ 

圖 ４－４ 
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作過Ｃ點且與圓ｃ
１
、圓ｃ

２
皆外切的圓（圖 ４－５），由結果推得圓ｃ

１
、圓ｃ

２
、圓ｃ

３
相

切，故其反形也都相切（ｃ
１
反形不變、ｃ

２
反形為ｃ

２

′
、ｃ

３
反形為ＤＥ ⃡       ）。根據保角性交角

不變，故ＣＤ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、ＣＥ̅̅ ̅̅ ̅̅ 與兩圓交點Ｄ'、Ｅ'即為切點。則成功作出待作條件。 

依據邊長的不同我們將分成兩種不同的方法： 

（一）腰長＞底長（過已知點與兩已知圓外切）（圖 ４－６） 

（１）作△ＡＢＣ，腰長ａ＞底長ｂ，並於Ｂ、Ｃ為圓心，長度為 ａ－ｂ為半徑作圓 

 

 

 

 

 

c3

c2'c2

c1

E'

D'

E

D

B'

A

C

B

b

aa

CB

A

圖 ４－５ 

圖 ４－６ 
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E'

O

F'

FE

D

B C

A

（２）已Ａ為反演中心，取ＡＤ̅̅ ̅̅ ̅̅ 為反演半徑，（圓Ｂ、Ｃ經反演不動）作Ｂ、Ｃ之外公切線交

圓Ｂ、Ｃ於Ｅ、Ｆ，連ＡＥ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、ＡＦ̅̅ ̅̅ ̅̅ 交圓Ｂ、Ｃ於Ｅ’、Ｆ’ ，以△ＡＥ’Ｆ’為三角形作外心Ｏ即

為周界點。（圖４－７） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）底長＞腰長（方法：過兩點與一已知圓外切） 

（１）作△ＡＢＣ，腰長ａ＜底長ｂ，並以 A 為圓心，長度為ｂ－ａ為半徑作圓（圖４－８） 

 

（２）以△ＢＣＤ作其外心Ｏ即為周界點。（圖 ４－９） 

 

b

a a
b-a

DB C

A

O

D

B C

A

圖 ４－７ 

圖 ４－８ 

圖 ４－９ 
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但當圓Ａ半徑（ｂ－ａ）≧底邊上的高時，明顯的可看出無法作出外切圓（因Ｂ、Ｃ、Ｄ三

點共線）（圖４－１０） 

 

故圓Ａ半徑（ｂ－ａ）＝底邊上的高時，為周界點存在的條件臨界值。令ＡＢ＝２ｘ，ＢＣ

＝２ｙ，則ＡＤ＝２ｙ－２ｘ，由畢氏定理可推得ｘ：ｙ＝５：８，也就是腰長：底長＞５：

８時周界點才存在。（圖 ４－１１） 

 

當等腰△ＡＢＣ的周界點Ｏ在底邊BC 的中點，令 ACAB＝ ＝ ｘ，BC ＝ ２ｙ， AO ＝ｚ，

由周界點定義及畢氏定理可推得，４ｙ＝ ｘ＋ ｙ＋ ｚ以及 x 2 ＝ y 2 ＋ z 2 ，因此推出ｘ：

ｙ：ｚ＝５：３：４（圖 ４－１２） 

 

 

1.等腰三角形中，腰長：底長＞５：６，周界點位於三角形內部 

2.等腰三角形中，腰長：底長＝５：６，周界點位於三角形底邊中點 

D
B C

A

2x-2y

y

2x

D
B C

A

圖 ４－１０ 

圖 ４－１１ 

圖 ４－１２ 
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二、任意三角形之周界點探究 

△ABC 中，若Ｏ為周界點，ＯＡ＝ｘ；ＯＢ＝ｙ；ＯＣ＝ｚ，ＢＣ＝ａ， ＣＡ＝ｂ， ＡＢ

＝ｃ。假設ａ＞ｂ＞ｃ，由周界點定義可推得ａ＋ｙ＋ｚ＝ｂ＋ｚ＋ｘ＝ｃ＋ｘ＋ｙ，因此

ａ＋ｙ＝ｂ＋ｘ；ｂ＋ｚ＝ｃ＋ｙ；ａ＋ｚ＝ｃ＋ｘ。由於ａ＞ｂ＞ｃ，推得ｘ＞ｙ＞ｚ。 

（圖 ４－１３） 

   

可把ｘ、ｙ皆表示成ｚ，因而作圖目的轉為ｚ的作圖。 

其中ｘ＝ｚ＋（ａ－ｃ），ｙ＝ｚ＋（ｂ－ｃ）。分別以 Ａ、Ｂ為圓心，ＡＤ（長度為 ａ－

ｃ）與ＢＥ（長度為ｂ－ｃ)為半徑畫圓，推得ＯＣ＝ＯＤ＝ＯＥ＝ｚ，於是周界點變成△Ｃ

ＤＥ的外心，且△ＣＤＥ 的外接圓恰好與圓Ａ與圓Ｂ皆外切（圖４－１４）。 

欲通過以知點並與兩圓外切的圓，我們利用反演的保角性質作之先以結果來反推，分析如下: 

1. 已知條件：圓 A、圓 B 及△ＡＢＣ（藍色） 

2. 待作條件：點Ｄ、點Ｅ及圓Ｏ（紅色）（圖４－１５） 

 

c b

a

D

B

A

C

O

E

圖 ４－１３ 圖４－１４ 

圖４－１５ 
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c2'

c2

c1
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c2'
c2
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H'H

G
F' E'

FE

D

A B

（一）任意三角形時，周界點的作圖 
給定一個 △ ＡＢＣ，令 ＡＢ＞ＡＣ＞ＢＣ（圖 ４－１６），其周界點的作圖如下： 

1. 分別以 B、C 為圓心，ＡＣ－ＢＣ、ＡＢ－ＢＣ為半徑作圓。再以Ａ為圓心切線長ＡＤ

為半徑畫出反演圓。（圖 ４－１７） 
  

 

 

 

 

 

 

 
 

2. 以Ａ為反演中心，ＡＤ為反演半徑，對圓ｃ 其反形得ｃ 。（圖４－１８） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

３.  作圓ｃ 與ｃ
２

之公切線交圓ｃ 與ｃ
２

於點 G、點 H。（圖４－１９） 

 

                    c1 
  
  

 
 
 
 
 
 
 

A

C

B
圖４－１６ 圖４－１７ 

圖４－１８ 

圖４－１９ 
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c2' c2

c1

C

O

E

D

A
B

４.  連ＡＧ、ＡＨ與圓c 、c 交於Ｇ’、Ｈ’。作△ＡＧ’Ｈ’之外心，則Ｏ為△ＡＢＣ的周界點。

 
（一）任意三角形時周界點存在性的探討 
有些三角形以直觀方式可察覺所有與圓ｃ 、圓 ｃ

２
皆外切的圓皆不可能通過 Ａ點。我們以

固定最長邊ＡＢ，拉動Ｃ點，尋找圖形的變動關係。 

１. 可作出一圓過點Ａ且與圓ｃ 、圓 ｃ
２

外切，故周界點存在。（圖４－２１） 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c2'
c2

c1

C

O

G'

H'H

G

F'
E'

FE

D

A B

（圖４－２０） 

圖４－２０ 

圖４－２１ 
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２.當外切圓Ｏ轉化成直線（與公切線重疊）為周界點不存在之臨界。（圖４－２２） 

 

3. 無法作出一圓過點Ａ且與圓ｃ 、圓 ｃ
２

外切（相切情形為內切圓），故周界點不存在

 

我們發現
ＡＥ

ＡＢ
隨著圖形變動逼近周界點不存在的臨界時，比值為遞減關係。以下我們將利用

此關係導出以三邊長判斷周界點是否存在的判別式。 

c2'
c2

c1

C

E

D

A
B

c2'
c2

c1

C

E

D

A
B

圖 ４－２２ 

（圖４－２３） 

圖４－２３ 
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△ABC 的周界點存在的充要條件為：任意時
ＡＥ

ＡＢ
＞臨界點

ＡＥ

ＡＢ
，也就是

ＡＥ

ＡＢ
的一般式必須大

於臨界時的特殊式。（圖４－２４） 

 

 

 

已知一△ＡＢＣ三邊長為ｃ≥ｂ≥ａ  可利用反演定義得ＡＪ＝
( )

  

利用△ＡＥＦ ～△ＡＢＨ→ＡＥ：ｃ＝ｒ：ｂ－ａ （ＡＥ＝ＡＪ − ｒ） 

得ｒ＝
（ ）［ ( ) ］

( )
， ＡＥ＝

［ ( ) ］

( )
，ＡＦ＝

( )
( )

 

由此可知
ＡＥ

ＡＢ
的一般式為: ( )

( )
。 

c2' c2
b

Ck

c

b-a

r

a

c-a

F
J

H D

E

I

A
B

圖４－２４ 
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作過Ｃ點且與公切線Ｌ（藍色）垂直的線段交Ｌ於Ｇ點。（圖４－２５） 

於臨界值時△ＡＩＣ≅△ＡＧＣ（ＲＨＳ全等），得知ＣＧ與圓ｃ
３

相切，故

ＡＧ＝ｋ(僅存在於臨界值時的特殊條件)。 

由畢氏定理得知：ＢＫ＝ a − (c − b)  ＝ＧＨ (ＢＫ//ＧＨ)。 

利用△ＡＥＦ～△ＡＢＨ→ＡＥ：ＡＢ＝ＡＦ: ＡＨ（ＡＨ＝ＡＧ + ＧＨ） 

→ＡＥ＝
［ ( ) ］

( ) ( ( ) )
 

由此可知 
ＡＥ

ＡＢ
 的特殊式為: ( )

( ) ( ( ) )
。 

可知：一般式＞特殊式→ 
( )
( )

 > 
( )

( ) ( ( ) )
 

經化簡：k + a − (c − b)  ＞ c − (b − a)      由ｋ＝ b − (c − a)   

得周界點的判別式為: a − (c − b) ＋ b − (c − a)  ＞ c − (b − a) （ｃ≥ｂ≥ａ） 

再經由餘弦定理可轉換為 ＋ > （ｃ≥ｂ≥ａ） 

圖 ４－２５ 
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以下我們將判別式 a − (c − b) ＋ b − (c − a)  ＞ c − (b − a) （ｃ≥ｂ≥ａ）轉換為圖

形並作解釋（圖４－２６）： 

 

我們發現此判別式可轉換成圖形：分別以Ａ、Ｂ、Ｃ為圓心，ａ、ｂ、ｃ為半徑作圓，作三

圓之公切線，此三段公切線段長（橘色）即為判別式的三項， 故我們以此三線段長作三角形

（圖４－２７），即可將判別式轉化為當三角形存在時，周界點即存在。（圖形判別式即為此

三角形之兩邊之和大於第三邊）故我們可不經計算，直接由尺規作圖得知任意三角形周界點

之存在與否。 

 

 

ab

c-a c-b

b-a
c

W

V

B

C

A

圖４－２６ 

圖４－２７ 
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我們以前述周界點作圖（圖４－２８），以及圖形判別式（圖４－２９）作驗證，當圖形變動

至周界點不存在之臨界時，三角形轉化為直線。（兩較小邊和等於最大邊） 

 
（三）任意三角形之周界點位置 

1.銳角三角形周界點位置 

（１）討論在邊上的情形。△ＡＢＣ中的三邊皆不等長，假設周界點Ｏ在最大邊ＢＣ上， 

令ＢＣ＝2a， ＣＡ＝2b，ＡＢ＝2c（圖４－３０），其中 a＞b＞c，令ＯＡ＝y，ＯＣ＝x，則

ＯＢ＝2a-x，由周界點定義推得４ａ＝ｘ＋ｙ＋２ｂ＝ｙ＋２ｃ＋２ａ－ｘ，可解出ｘ＝ａ

－ｂ＋ｃ ; ｙ＝３ａ－ｂ－ｃ 。因此推得ＯＡ＝３ａ－ｂ－ｃ，ＯＢ＝ａ＋ｂ－ｃ，ＯＣ＝

ａ－ｂ＋ｃ。（圖４－３１） 

 
 

cos∠ABC=
)2)(2(2

)2()2()2(
)2)((2

)3()()2( 222222

ca
bac

ccba
cbacbac 





 

化簡得 8a 3 －(a+b+c)[ 3a +(b－c) 2 ]＝０，該式為周界點位於不等邊三角形的邊上的判別式。

此外，由ＯＡ＞ＯＢ、ＯＡ＞ＯＣ可推得△ABC 為銳角三角形，故周界點在邊上的不等邊三

角形必為銳角三角形。 

ab

c

HK

J

B
A

C

2

    

圖 ４－２８ 圖 ４－２９ 

圖４－３０ 圖４－３１ 
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Ｏ是銳角△ＡＢＣ的周界點，若 ＢＣ＞ＣＡ＞ＡＢ，則ＯＡ＞ＯＢ＞ＯＣ。 

令 ＢＣ＝ａ， ＣＡ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ，由周界點定義可知：ＯＡ＝ａ－ｘ，ＯＢ＝ｂ－ｘ ， 

ＯＣ＝ｃ－ｘ，相當於分別將ａ、ｂ、ｃ 接上 ｘ，因此我們稱 ｘ為「接距」。（圖４－３２） 

 

結果：（１）接距 x 的公式解： 

利用和角公式及餘弦定理，代入化簡得下列方程式：Tx 2 +Ux+V=0，我們稱該方程式為「接

距方程式」。解方程式得知 x=
T

TVUU

2

42 
 

其中： T=－4s +4(a 2 +b 2 +c 2 )s 2 －2(a 4 +b 4 +c 4 ) 

U=－4(a 3 +b 3 +c 3 )s 2 +3(a 4 +b 4 +c 4 )s+(a 5 +b 5 +c 5 )+2abc(a 2 +b 2 +c 2 )+abc(ab+bc+ca) 

V=2(a 4 +b 4 +c 4 )s 2 －2(a 5 +b 5 +c 5 )s－abc(a 3 +b 3 +c 3 )－a 2 b 2 c 2
 

      （２）周界點在銳角界角形內部的判別式： 

周界點Ｏ在銳角三角形 ABC 的內部的充分條件為 

 ∠ACO ＜∠ACB；∠ABO＜ ABC，cos ∠ACO＞cos ∠ACB； cos ∠ABO ＞ cos ∠ABC 

)(2

)()( 222

xab

xcxab




＞

ab

cba

2

222 
;

)(2

)()( 222

xbc

xaxbc




＞

ac

bca

2

222 
 

合併化簡得（３ａ－ｂ－ｃ）ｘ+ ｂｃ(２cosＡ－cosＢ－cosＣ) ＞ ０ 

2.直角三角形周界點位置 

三邊不等長的直角三角形周界點位在三角形斜邊中線的延長線上，與直角頂點距離兩倍於斜

邊中線的位置。（∵△ＡＢＣ△ＯＣＢ△ＣＯＡ△ＢＡＯ）（圖４－３３) 

 

 

 

 

 

 

 

4

圖 ４－３２ 

圖４－３３ 
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３.鈍角三角形周界點位置 

由反證法可推得三邊不等長的鈍角三角形周界點位在三角形外部。 

證明：△ＡＢＣ中ＢＣ＞ＣＡ＞ＡＢ，Ａ＞９０°，令周界點Ｏ存在。 

 （l）假設周界點位於△ＡＢＣ內部，∵ＢＣ＞ＣＡ＞ＡＢ，由周界點定義推得ＯＡ＞ＯＢ

＞ＯＣ，由大角對大邊可推得２＞１；４＞３，則由外角定理可推得ＢＯＣ＝ 

１＋２＋３＋４＞ 2（１＋３）＝２Ａ＞180°，與凹四邊形的角度性質矛盾。  

 （2）假設周界點位於 △ ABC 邊上，則與前述周界點於邊上必為銳角三角形性質矛盾。

由（1）（2）得知，三邊不等長的鈍角三角形周界點位在三角形外部。（圖４－３４) 

 

三、由存在判別式探討周界點存在區間 

（一）為尋求任意三角形中周界點的位置，我們將三角形座標化，但若將等周長作為唯一限

制，則無法有系統地討論出所有三角形的周界點，ｅｘ：邊長 10、10 、10 和 8 、8 、14

兩者雖等周長但無法分為同類。 

為解決此問題，藉由相似形性質我們可以對三角形進行縮放而不失周界點的一般性，固可將

所有相似三角形視為同一類而不須討論ｅｘ：8 、8 、14→10、10、17.5 如此一來即可用下

列敘述的方式以周長和固定邊的比值(     )來對三角形進行分類與解析。 

（二）根據周界點定義 ＣＡＯＡＯＣＢＣＯＣＯＢＡＢＯＢＯＡ   

經移項消去可得 ＡＢＢＣＯＣＯＡ  、 ＢＣＣＡＯＡＯＢ  、 ＡＢＣＡＯＣＯＢ   

可看出此三式各為一條單支的雙曲線，且由上方三式可看出周界點同時在三條單支的雙曲線

上，故周界點為任兩單支雙曲線的交點，如（圖 ４－３５） 

  ｒ =
周長

固定邊
   

圖 ４－３４ 
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（三）給定一固定邊且等周長之三角形，置入平面座標系中，令Ｏ（０，０）、Ａ（－ｃ，０）、

Ｂ（ｃ，０)、Ｐ（ｘ，ｙ）其中ｃ為一常數，而ｘ、ｙ皆為變數。由上述定義可知，令 

Γ:
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 且 ２ａ＝ＡＰ+ＢＰ，則Ｐ∈Γ。因周長必為底長的ｒ倍(ｒ＞２)，故令周長

為ｒ(２ｃ)，且令θ為橢圓的參數角。(圖４－３６) 

 

 

1. 座標（ｘ，ｙ）轉換為橢圓參數式 

２ｃ＋２ａ＝２ｒｃ 

ａ＝ｃ（ｒ－１） 

ｂ2＝ 22 ca   

ｂ＝ ｃ rr 22   （ｂ＞０） 

(ｘ，ｙ)＝(ａcos 𝜃， ｂ sin 𝜃)＝(ｃcos 𝜃 (r－1)，ｃsin 𝜃 rr 22  ) 

2. 長度轉換 

  藉由焦半徑公式ＰＡ̅̅ ̅̅ ̅̅ ＝ａ＋
ｃ

ａ
ｘ，ＰＢ̅̅ ̅̅ ̅̅ ＝ａ－

ｃ

ａ
 

將 a,c,x 值帶入得 

ＡＣ= c(r-1+cosθ)  ＢＣ= c(r-1-cosθ)  ＡＢ= 2c 

由於兩邊和大於第三邊，所以ｒ必定大於２，ＢＣ邊必定大於０ 

A B 

P 

θ 

圖 ４－３５ 

圖 ４－３６ 
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3. 帶入周界點存在判別式求 cosθ區間  

由於此判別式的三邊長並不具有輪換性，故我們嘗試將判別式經左右化簡後得 

0)(4)(2)(4)(5 222222333333444  cbaabcaccbbabcaccbabcabacba

經化簡後得： 0)(4)(6 24444 ＞scabcabcbas      (ｓ＝
2

cba 
) 

將 ＡＣ、ＢＣ、ＡＢ代入判別式得：  

])2()cos1-c(r)cos1-c(r[)(6 4444 crc  θθ －

)]cos-1-(r2)cos1-(r2c)cos-1-)(rcos1-(rc[4 22222 θθθθ ccr  ＞0 

    得： 362 2  rr
3)2(2  rr > θ2cos > 362 2  rr

3)2(2  rr  

結論：藉由 θcos 的範圍限制，我們可以求出周界點的存在區間。 

（四）我們固定底邊長，以ｒ值為變因進行追蹤。 

1.由相似原理將所有三角形的固定邊座標訂為（１,０）、（－１,０） 

(1)當ｒ固定時(縮放後周長相等)，三角形的頂點會落在同一橢圓的邊上，因此cosθ變

化時，我們可以發現周界點的軌跡。（圖４－３７） 

 

 

圖４－３７ 
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(2)當ｒ符合條件時(ｒ＞２)，皆可找出與其對應的橢圓，之後作法與(1)相同，故周界點存在

判別式成立時，我們可以找出任意三角形周界點軌跡與存在區間。 

例：ｒ＝２.２５ 代入 362 2  rr
3)2(2  rr > θ2cos > 362 2  rr

3)2(2  rr  

得： ０.７５＞ θ2cos ＞０ → ０ > cos 𝜃 > −
√3

2
 且 

√3

2
> cos 𝜃 > 0（圖４－３８） 

 

ｒ＝２.２５時，周界點存在區間的討論 

(1)θ＝90∘：雙曲線不相交，無周界點（圖４－３９） 

 

θ有解範圍 

圖４－３８ 

圖４－３９ 
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（2）30∘＜θ＜ 90∘：有周界點（圖４－４０） 

 

（3）θ≦30∘：雙曲線發散，無周界點（圖４－４１） 

 
四、空間中周界點的存在性探討 

（一）設平面上有一周界點 O 滿足： 

ＣＡＯＡＯＣＢＣＯＣＯＢＡＢＯＢＯＡ   

圖４－４０ 

圖４－４１ 
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以等腰三角形 ABC 邊長(５,５,８)為例。 (圖４－４２) 

 

 

 

 

 

→ＢＣ̅̅ ̅̅ ̅̅ − ＢＡ̅̅ ̅̅ ̅̅ ＝ＯＡ̅̅ ̅̅ ̅̅ − ＯＣ̅̅ ̅̅ ̅̅ ＝３， 可知Ｂ、Ｏ皆在以Ａ、Ｃ為焦點，貫軸長為３之雙曲線

上但不同支，由雙曲線定義可知，此雙曲線的焦距＝５、貫軸長＝３→共軛軸長＝４ 

可推得Ｏ點所在那一側的漸進線與貫軸銳角夾角tan 𝜃 =
４

３
 與tan∠𝐶𝐴𝑀相同，故漸進線

與中垂線(ＡＭ̅̅ ̅̅ ̅̅
)平行，所以沒有交點，則Ｏ不存在。 

將平面不存在周界點的三角形置入空間中，探討在空間中是否存。以上述三角形為例，將其

置入空間中： 

令Ｏ為空間中的周界點，可得出周界點與Ａ,Ｃ所在的平面，根據周界點性質可得出Ｏ仍落在

此平面中焦點為Ａ,Ｃ焦距＝５、貫軸長＝３、共軛軸長＝４的單支雙曲線上，此雙曲線與ｘ

-ｙ平面的雙曲線全等，固可視為將 x-y 平面上的單支雙曲線以貫軸為轉軸做旋轉得一單邊二

葉雙曲面，且不與中垂面(雙曲面退化)相交，故空間中亦無周界點 O。（圖４－４３） 

 

  

圖４－４２ 

圖４－４３ 
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在ｘ－ｙ平面上，任意邊長三角形的周界點的位置可視為兩單支雙曲線的交點，若無交點(與

圖形同向的漸進射線不相交)，則周界點亦不存在。（圖４－４４）  

 

空間中一般的三角形與上述討論的等腰三角形概念相似。 

將平面中單支雙曲線以自身的貫軸為轉軸做旋轉得單邊二葉雙曲面，可發現皆不相交。 

 

我們得到結果：平面中若無周界點存在，則空間中亦不存在 

 

 

圖４－４４ 

（圖４－４５） 

圖４－４５ 
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（二）討論平面中存在周界點的三角形，在空間中的存在情形 

已知平面中一△ＡＢＣ，及其周界點Ｏ’ （圖４－４６），分別以Ａ、Ｂ、Ｃ為球心，ＯＡ、

ＯＢ、ＯＣ為半徑，在空間中做球。（圖４－４７） 

 

 

 

 

找一球半徑為ｔ使其與其他三球相切，則此球心與三頂點構成之三角形的周長為 

ＡＢＯＢＯＡ  ＋2ｔ、 ＢＣＯＣＯＢ  ＋2ｔ、 ＣＡＯＡＯＣ  ＋2ｔ，將ｔ消除後仍符合

周界點定義，推得此球的球心 O 即為空間中的周界點，因與三球相切的球可有無限多個，所

以周界點在空間中的解為一直線或曲線。 

（三）空間中特殊等腰三角形周界點的函數推導 

已知等腰三角形的腰長：底邊為５：６在平面時，底邊中點有一周界點(3，4)，我們將此情形

推廣至空間中，底邊 6 放於原點至＋x 軸，A(0，0，0)、B(6，0，0)、C (3，4，0)。 

假設 ABC 在空間中有周界點 O(x，y，z)，由前述證明等腰三角形周界點位於中垂線上，故 x

座標為 3。由 BCOCOBABOBOA  ： 

5)4(3632 22222222  zyzyzy  

（1 )化簡得 22222 )4(3 zyzy  → 22 9)4( yy   

( 2）化簡 22222 )4(13 zyzy   

由（1 ) ( 2）得: yyz 2415 22  ，y≦0 ，x＝3。  

所以腰長：底邊為５：６的等腰三角形不僅在平面存在周界點，空間中解的圖形為一雙曲線。 

圖４－４６ 
圖４－４７ 
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伍、研究結果 

△ABC 的周界點Ｏ，滿足 ＣＡＯＡＯＣＢＣＯＣＯＢＡＢＯＢＯＡ  的點，研究

成果如下： 

（一）等腰三角形周界點 

１.作圖原理：反演、中垂線 

２.作圖方法概述：因腰長底長的不同，分為兩種情形 

（１）腰長＞底長（過已知點與兩已知圓外切）：以腰長減底長為半徑，與底邊兩頂點做圓，

做兩圓公切線，連接頂角交兩圓於兩點，這兩點與頂角之外心即為周界點 

（２）底長＞腰長（過兩點與已知圓外切）：以底長減腰長為半徑，做底邊中垂線與圓相交於

一點，此交點與底角頂點之外心即為周界點 

３.等腰三角形之周界點存在判別式：底長：腰長＞５：８ 

４.周界點位置： 

（１）等腰三角形中，腰長：底長＞５：６，周界點位於三角形內部 

（２）等腰三角形中，５：６＞腰長：底長＞５：８，周界點位於三角形外部 

（二）三邊不等長的三角形周界點 

１.作圖原理：反演作圖、周界點定義 

２.作圖方法概述：先分別以最大角與次大角頂點為圓心 ，最大邊與最小邊之差、次大邊與

最小邊之差為半徑作出兩圓。以最小角為反演中心，對一圓作反演，作反形與另一圓之公切

線，切點與反演中心連線，交前述兩頂點圓於兩點，此兩點與反演中心的外心即為周界點。 

３.三邊不等長的周界點存在判別式： 

給定△ABC 邊長分別為ａ、ｂ、ｃ 

（１）√a2 − (c − b)2＋√b2 − (c − a)2 ＞ √c2 − (b − a)2（ｃ≥ ｂ ≥ａ） 

（２）√
1−cosA

a
＋√

1−cosB

b
>√

1−cosC

c
（ｃ≥ ｂ ≥ａ） 

（３）可根據圖形判別式之兩邊之和大於第三邊，周界點即存在。 

４.周界點位置： 

（1）周界點位於三角形邊上的判別式為：8a 3 －(a+b+c)[3a +(b－c) 2 ]=0 （ａ＞ｂ＞ｃ） 

（2）三邊不等長的鈍角三角形周界點恆位在三角形外部 

（3）三邊不等長的直角三角形周界點位在三角形斜邊中線的延長線上，與直角頂點距離兩倍

於斜邊中線的位置 

（4）三邊不等長的銳角三角形△ ABC 中， ＢＣ＝a， ＣＡ＝b，ＡＢ ＝ c ( a ＞ b ＞ c ) ， 

其周界點在三角形內部的判別式為(３ａ－ｂ－ｃ)ｘ＋ｂｃ(２cosＡ－cosＢ－cosＣ) ＞０ 

接距 x＝
T

TVUU

2

42 
  

 

2
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（三）以橢圓對三角形作分類： 

 

1. ，藉由縮放及改變ｒ值將三角形分類 

 

令Ａ（－ｃ，０）、Ｂ（ｃ，０)、Ｐ（ｘ，ｙ），座標（ｘ，ｙ）轉換為橢圓參數式 

(ｘ，ｙ)＝ (ｃcos 𝜃 (r－1)，ｃsin 𝜃 rr 22  ) 

ＡＣ= c(r-1+cosθ) ＢＣ= c(r-1-cosθ) ＡＢ＝ 2c 

2.將ＡＣ、ＢＣ、ＡＢ帶入周界點存在判別式 

362 2  rr
3)2(2  rr > θ2cos > 362 2  rr

3)2(2  rr  

 藉由 θcos 的範圍限制，我們可以求出周界點的存在區間。 

（四）空間中周界點的存在性探討 

１. 平面中周界點可視為兩單支雙曲線的解 

２. 探討空間中的性質，將平面中單支雙曲線以貫軸為轉軸做旋轉得單邊二葉雙曲面，若平面

上無交點，則空間中的雙曲面亦無交點，故三角形在平面無周界點時，在空間中亦不存在。 

３. 已知平面中一△ＡＢＣ，及其周界點Ｏ，分別以Ａ、Ｂ、Ｃ為球心，ＯＡ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、ＯＢ̅̅ ̅̅ ̅̅ 、ＯＣ̅̅ ̅̅ ̅̅ 為

半徑做球。找一球半徑為ｔ使其與其他三球相切，則此球心與三頂點構成之三角形的周長

仍符合周界點定義，推得此球的球心Ｏ’即為空間中的周界點，因與三球相切的球可有無

限多個，所以周界點在空間中的解為一曲線。 

陸、討論與展望 

一、討論 

(一)周界點的軌跡變動探討 

１﹒藉由 Geogebra 軌跡追蹤，我們得知周界點的軌跡圖形可藉由 r 的範圍來分類 

 

  令 

 

  ｒ =
周長

固定邊
   

  ｒ =
周長

固定邊
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（１）ｒ≧2.67，周界點的位置及軌跡不會超過ｘ軸（臨界值，腰長：底長＝５：６） 

 

（２）2.67> r > 2.25，周界點的位置及軌跡會超過Ｘ軸（圖 ６－２） 

 

（３）ｒ＜2.25，周界點存在區間為兩個不等式區間（圖 ６－３） 

 

（圖 ６－１） 

圖 ６－１ 

圖 ６－２ 

圖 ６－３ 
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令周界點Ｏ座標為（ｘ,ｙ），依周界點定義解聯立，可得其軌跡函數（圖 ６－４） 

 

 

 

 

 

 

 

 

推得下列的聯立方程式可代表周界點座標，但完整的軌跡函數仍待深入研究。 

{
 

   √(ｘ − １)
2
＋ｙ

2
－√（ｘ＋１）

2
＋ｙ

2
＝2 cosθ

√(ｘ − １)
2
＋ｙ

2
− √[x − (r − 1)cosθ]

2
+ *y − (√𝑟2 − 2𝑟) sinθ+

2

= r − 3 + cosθ

 

二、展望 

周界點可望在生活中提供多元的應用，諸如管線配置(自來水，瓦斯，電纜)、路徑規劃（地圖

繪製等）、晶體電路、電阻…… ，而對於純數學的貢獻也有一定的潛力。未來也可望將三角

形的周界點應用，進一步延伸至多邊形的探討、與費瑪點的位置關係或將研究範圍擴及三維，

進而找出周界點在立體空間的性質。 

柒、結論 

△ABC 邊長為ａ、ｂ、ｃ 

一、作圖方法：定義反演作圖 

二、周界點存在判別式： 

１.√a2 − (c − b)2＋√b2 − (c − a)2 ＞ √c2 − (b − a)2（ｃ≥ ｂ ≥ａ） 

由上式可化簡為：√
1−cosA

a
＋√

1−cosB

b
>√

1−cosC

c
（ｃ≥ ｂ ≥ａ） 

２.可根據圖形判別式之兩邊之和大於第三邊，周界點即存在。 

三、周界點位置：可由判別式判斷其位置關係  

四、以橢圓對三角形作分類： 

    藉由 θcos 的範圍限制，我們可以求出周界點的存在區間： 

362 2  rr
3)2(2  rr > θ2cos > 362 2  rr

3)2(2  rr  

五、空間中周界點的存在性探討 

１. 平面中周界點可視為兩單支雙曲線的解，故在平面無周界點時，在空間中亦不存在。 

２. 在平面中周界點存在，在空間中的解為一曲線或直線。 

（ｒ =
周長

固定邊
  ） 

B（1，0） A（-1，0） 

r-1+cosθ r-1-cosθ 

圖 ６－４ 

P（(r-1)cosθ，(√𝑟2 − 2𝑟）sinθ) 
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【評語】040416 

1. 參考資料豐富，但沒有直接關係。 

2. 若周界點要在有條件下才能成立，顯然不足與“五心”相提並

論，所以“第六顆心”的題目不是那麼合適。 

3. p12 	  不宜稱為臨界點。 

4. 自創「接距」概念，再加檢討，精神可嘉。 

 

040416-評語
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