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摘要 

我們定義『驚奇的數』是指一個完全平方數  ，其中   ，若


2

1

a

n

n，恰為另一個完全平

方數時，則稱a
2為『驚奇的數』。本研究是找出哪些以驚奇的數為邊長的三邊形數是平方數。

將問題轉換成連續股的直角三角形問題後，發現：當  
 為驚奇的數時，滿足二階遞迴式為

             。本研究亦推廣上述結果，利用    方程式與矩陣計算來求哪些邊長的 邊

形數亦同時為四邊形數。處理方法分為兩類：一類可以使用矩陣計算來討論，已討論出附帶方

程式部分的初始解情形。另一類無法使用矩陣計算，利用因式分解的技巧處理，發現與切比雪

夫多項式有著密切關係。 
 

一、研究動機 

數學專研時間，老師發下   題的題目，給我們寫十五分鐘。時間一到，立即研討，其中

有一題是有關『驚奇的數』的問題，特別引起我們的注意，於是舉手向老師提問。老師說：「呵

呵!其實，我是故意不讓大家一下子就算出來這一題的。」在老師的挑戰性問法下，我們便開

始研究起這”驚奇的數”了。 
我們使用參考文獻[1]的矩陣方法，與高二下學期第三章「矩陣」有相當的關聯性，這些

雖然並不在高中課程內，但學習這些知識可以處理更廣泛的矩陣問題。 

二、研究目的 

1.找出所有驚奇的數，並以一般式及遞迴式表示。 
2.探討哪些 邊形數亦同時為四邊形數，並以一般式及遞迴式討論之。 
3.探討切比雪夫多項式與我們研究的巧妙關係。 

三、研究設備及器材 

人、計算紙、筆、橡皮擦、電腦 

四、研究過程或方法 

(一)預備知識 

我們討論驚奇的數時，先將問題轉換為連續股直角三角形的問題，再推導之；至於求出哪

些邊長的 邊形數亦同時為四邊形數，需使用 Pell 方程式的矩陣形式去討論之。 
 

1. Pell 方程式:𝑥  𝑑𝑦  1，其中𝑑   且𝑑不為平方數，求𝑥、𝑦的整數解。設(𝑥𝑚，𝑦𝑚)為方

程式的解，設其初始解為 𝑥 , 𝑦  ，則可以寫出下列矩陣形式: 



2 
 

[
𝑥𝑚

𝑦𝑚
]  [

𝑥 𝑑𝑦 

𝑦 𝑥 
]
𝑚  

[
𝑥 

𝑦 
] 

2. 連續股直角三角形的兩股分別為𝑘, 𝑘 + 1，且𝑘為非負整數，斜邊√ 𝑘 +  𝑘 + 1亦為整數的

情況。除了𝑘   之外，其餘為  , ,  ,    , 1,   ,  11 ,1  ,1   …。 
 

(二)驚奇的數與連續股直角三角形的關係 

1.驚奇的數  
  

定義：所謂驚奇的數是指一個完全平方數  其中   ，且


2

1

a

n

n恰為另一個完全平方數  。 

我們經過初步的計算後發現1,   以及1  1都是驚奇的數。又因為驚奇的數是一個平方數，

所以我們把驚奇的數之通式寫成  
 ，其中    ，故得   1、    、    1。試著討論

此數列的一般式：

𝑎2 𝑎2+  

 
   ，其中  為驚奇的數，   。 

我一時不知從何下手，便開始窮舉。經過漫長的窮舉，我得到了      ，此時我很興

奮，看到了第四項，直覺告訴我有著一個遞迴關係，感覺後一項約等於前一項的 倍，接著就

發現了一個二階遞迴的關係式: 

              
根據此遞迴關係式，容易得到   1   ，此時我的       1，    11 ，此時

   1   1  ，感覺上這遞迴式似乎是對的，於是開始試著去證明它。 
2.將問題轉換為整數邊長的直角三角形連續股問題 

定理 1：  必為奇數的型式 

[證明]  

當   𝒌, 𝒌  𝑵，以之代入方程式，得到：
  𝑘2   𝑘2+  

 
    𝑘   𝑘 +   ，由於𝑘   ，但

因為𝑘 、  皆為平方數，故 𝑘 +  也就必須是一個平方數。但平方數除以 4 必定整除或餘 1，
又 𝑘 +  除以 餘 ，故不是一個平方數，所以假設不真，矛盾，因此 a 為奇數之型式。 

 

問題：若{  }   
 為一數列使得  為驚奇的數，則  的遞迴式為何？ 

討論：因為  
 為驚奇的數，由定理 1 得知  必為奇數。設    𝑘   + 1則因 

∑ 

𝑎 

   

 
  𝑘   

 +  𝑘   + 1   𝑘   
 +  𝑘   +   

 
   𝑘   + 1    𝑘   

 +  𝑘   + 1     

故若設             ,        ,           𝑘   , 𝑘   + 1,√ 𝑘   
 +  𝑘   + 1 ，則

|               |  1且       
 +        

         
  

由此可知，若{  }   
 數列使得  為驚奇的數存在，則存在上述數列    ，反之亦然。 
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我們列出前幾組的𝑘, 𝑘 + 1, √ 𝑘 +  𝑘 + 1並檢查√ 𝑘 +  𝑘 + 1是否為整數，收錄

√ 𝑘 +  𝑘 + 1為整數的𝑘值，並計算 𝑘 + 1之值，根據定義  𝑘 + 1  即為所求。 
將驚奇的數之前幾項及部分結果列之如【表 1】所示： 

𝑘 𝑘 + 1 √ 𝑘 +  𝑘 + 1 是否符合    𝑘 + 1 
0 1 1 是 1 
1 2 √  否  
2 3 √1  否  
3 4 5 是 7 
4 5 √ 1 否  
5 6 √ 1 否  
6 7 √   否  
7 8 √11  否  
… … … 否  
20 21 29 是 41 
119 120 169 是 239 
696 697 985 是 1393 
4059 4060 5741 是 8119 
23660 23661 33461 是 47321 

【表 1】 
 

由之前的討論之假設： 
    𝑘   + 1。 

從幾何上來看，𝑘 是連續股之直角三角形中的短股，除了𝑘   外。 
 
試著來證明，假設直角三角形三邊長為     、   、  +   。根據窮舉的結果，  ,   數

對的前幾項為(1,2)、(2,5)、(5,12)、(12、29)、(29,70)…(  ,   )…，   我們觀察(  ,   )有如

下關係： 

  +     + +    
     +  

因為這是一個連續股的直角三角形，所以  ,   數對可以列出一關係式 
|           |  1 

將上式的  代換成  + ，得|   +       + 
    

  |  1 
定理 2：令{  }   

 為一遞迴數列：    ，   1且        +     ，其中    
則數列         ,      ,           + 

    
 ,    +   ,   + 

 +   
  滿足     

 +      
       

 且 
               +      + 

    
  1，當 為奇數 

              + 
    

     +    1，當 為偶數 
註：當  1，  代表連續股直角三角形的三邊長。 
[證明]  
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我們使用數學歸納法。 
當   ，      

    
 ,      ,   

 +   
    1, ,1  

當  1，      
    

 ,      ,   
 +   

     , ,   
當   ，      

    
 ,      ,   

 +   
     1,  ,    

設  𝑘時成立，即 𝑘     𝑘  ,   𝑘  ,   𝑘   代表連續股直角三角形的三邊長。 
  𝑘     𝑘     𝑘+  𝑘    𝑘+ 

 +  𝑘
   1，當𝑘為奇數 

  𝑘     𝑘     𝑘+ 
 +  𝑘

     𝑘+  𝑘  1，當𝑘為偶數 
於是 𝑘+     𝑘+   ,   𝑘+   ,   𝑘+    代表三角形三邊長。則 
  𝑘+ 

   𝑘+ 
     𝑘+  𝑘+  

=[   𝑘+ +  𝑘 
   𝑘+ 

 ]      𝑘+ +  𝑘  𝑘+  
=   𝑘+ 

 +   𝑘+  𝑘 +  𝑘
   𝑘+ 

     𝑘+ 
    𝑘+  𝑘 

=  𝑘+  𝑘    𝑘+ 
   𝑘

   
所以我們推得： 
當𝑘 + 1為奇數 

  𝑘+      𝑘+      𝑘+  𝑘+    𝑘+ 
   𝑘+ 

     𝑘+ 
 +  𝑘

     𝑘+  𝑘  1 
當𝑘 + 1為偶數 

  𝑘+      𝑘+      𝑘+ 
   𝑘+ 

     𝑘+  𝑘+    𝑘+  𝑘    𝑘+ 
 +  𝑘

   1 
也就是  𝑘 + 1成立 
由數學歸納法知，原命題成立。 
因此我們可以求得{  }   

 的一般式 

   
√ 

 
[ 1 + √    (1  √ )

 
] 

則{𝑘 }   
 ： 

𝑘  {
         +   ，當 為偶數

        + 
    

 ，當 為奇數
 

可以求得 

𝑘  
1

 
[(1 + √ )

  + 
+ (1  √ )

  + 
  ] 

又因為    𝑘   + 1，推得 

   
1

 
[(1 + √ )

    
+ (1  √ )

    
] 

計算          可得  ，也就是 
               

符合原來的猜測。 

(三)
      

 
數列與驚奇的數的關係 

原先的研究主題是探討哪些邊長的三邊形數
   +  

 
亦同時為四邊形數。現將三邊形數
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   +  

 
改成數學意義等價的

      

 
，探討滿足

      

 
的數是否亦同時為四邊形數。而

      

 
的幾

何意義是一個四邊形數減掉一個邊長相等的三邊形數，如下圖: 

 

因為 邊形數的一般式為
   

 
  +

   

 
 ，其中   ，3 邊形數的一般式、4 邊形數的一般

式、5 邊形數的一般式、…、 邊形數的一般式之間成等差數列，數列的首項 3 邊形數的一般

式為
   +  

 
，數列的公差為

      

 
，於是把

      

 
   ，以 b

2 代入 ，得
        

 
   。化簡得

關係式: 

    (
 

 
)
 

 1 

顯然這是 Pell 方程式𝑥  𝑑𝑦  1的形式，將  、
 

 

 
分別以𝑥 、𝑦 簡化之。初始解

 𝑥 , 𝑦     ,  ，它可以寫成一矩陣的形式: 

[
𝑥𝑚

𝑦𝑚
]  [

𝑥 𝑑𝑦 

𝑦 𝑥 
]
𝑚  

[
𝑥 

𝑦 
] 

也就是 

[
𝑥𝑚

𝑦𝑚
]  [

  
  

]
𝑚  

[
 
 
] 

可以馬上得到 𝑥 , 𝑦  、 𝑥 , 𝑦  分別是 1 ,1  、   ,   ，這組數據和驚奇的數的數據有著非

常密切的關係，列於【表 2】如下: 
n  (當邊長為  的三邊形數亦為四邊形數時) 

 (符合
 2  2   

 
   ， ,    ) 

1 1 3 
2 7 17 
3 41 99 
4 239 577 
5 1393 3363 

【表 2】 
我們從【表 2】觀察出以下幾個性質： 
1. 將【表 2】中的 (當邊長為  的三邊形數亦為四邊形數時)所構成的數列：1, , 1,   ,1   …，
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依序將其相鄰兩項之差再除以 2 可得：   
   

 
   、1    

    

 
 1  ，恰為 (符合

 2  2   

 
   ， ,    )所構成的數列： , 1  ,  ,    ,     …。 

同樣地，將 (符合
 2  2   

 
   ， ,    )所構成的數列： , 1  ,  ,    ,     …將其相鄰

兩項之差再除以 2 可得:    
    

 
   、 1  

     

 
  1 ，恰為 (當邊長為  的三邊形數

亦為四邊形數時)所構成的數列：1, , 1,   ,1   …。 

2.  (符合
 2  2   

 
   ， ,    )所構成的數列： , 1  ,  ,    ,     …，發現     1，

1    + 1，   1   1，       + 1，         1，數值始終是平方數 1。 
 

(四)從三邊形數推廣為 邊形數 

1. 當   時，與驚奇的數之關係 

之前求哪些邊長為平方數的三邊形數亦為四邊形數。那我想推廣變成求哪些邊長為平方

數的 邊形數亦為一四邊形數。則 邊形數的一般式為
   +  

 
+      

      

 
 

   

 
  +

   

 
 。

此時假設
   

 
  +

   

 
    ，將    ,    代入可得:       +         

 

𝑎
  ，移項可

得到： 

         (
 

𝑎
)
 

    ， 

看出這是一個 𝑥   𝑦   ,  ,    ,    的形式。為了處理 𝑥   𝑦   這種情形，我們

從網路上查到一份有關 Pell 方程式的資料(參考文獻[1])。 
引理 1：矩陣方法 
將 Pell 方程式推廣為 𝑥   𝑦   ,  ,    ,    的形式。先求出主方程式: 𝑥   𝑦   的

初始解 𝑥 , 𝑦  ，然後再求出附帶方程式:𝑥    𝑦  1的初始解 𝑥 , 𝑦  ，根據其文章一系列

循序漸進的論證過程，我們可證得𝑥𝑚, 𝑦𝑚可表為下列形式: 

[
𝑥𝑚

𝑦𝑚
]  [

𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
]
𝑚  

[
𝑥 

𝑦 
] 

 

    因此可以使用這個公式解決主方程式:         (
 

𝑎
)
 

    的問題，也就是求出哪

些邊長為  的 邊形數亦為四邊形數的問題。 

我們可以利用矩陣討論驚奇的數，也就是將   代入主方程式得到    (
 

𝑎
)
 

  1，

將 、
 

𝑎
分別以 、 代換得𝑥   𝑦   1，由主方程式：𝑥   𝑦   1得到初始解
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 𝑥 , 𝑦    1,1 ，再求出附帶方程式𝑥   𝑦  1的初始解 𝑥 , 𝑦  =(3,2)，可推得𝑥   、

𝑥   1…，跟之前以連續股的直角三角形所推導出來的結果殊途同歸，再次驗證我們的結果

是正確的。我們接著研究哪些邊長為  的六邊形數亦為邊長為 的四邊形數，因為六邊形數和

三邊形數有密切的關係。代入   可得方程    (
 

 
)
 

 1，同乘負號可得: 

 
 

 
        1 

一樣可以化為𝑥   𝑦   1的形式，顯然數對  ,
 

𝑎
 的所有整數解與數對(

 

 
,  )的所有整數解

恰吻合，皆為(1,1)、(7,5)、(41,29)、(239,169)…，容易看出   1, ,  ,1  …，其遞迴式為：

  +     +    ，它和  有一樣的遞迴式。 
 
2.研究 邊形數亦為四邊形數的問題分類 

 
流程圖的解釋如下： 

初步將 邊形數亦為四邊形數的問題分為兩部分：一是矩陣可以解的；二是矩陣無法解的。 

(1)矩陣可以解的(當      不是平方數時) 

根據矩陣計算，若想要求出主方程式:         (
 

𝑎
)
 

    的通解，我們要先討論出附

帶方程式:         (
 

𝑎
)
 

 1的初始解。 

1. 當 為偶數，主方程式:         (
 

𝑎
)
 

    可同除以 2，即化為(
   

 
)    (

 

𝑎
)
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時，所以由矩陣公式，得附帶方程式:   (
   

 
) (

 

𝑎
)
 

 1。 

2. 當 為奇數，主方程式:         (
 

𝑎
)
 

    ，所以由矩陣公式，得附帶方程

式:         (
 

𝑎
)
 

 1。 

假設 為奇數時且附帶方程式無解，這也就是      為平方數。因為      是平方數，所

以   必為偶數，也就是 為偶數。但是這假設矛盾，所以附帶方程式無解的情況只會發生

在 為偶數，這也就是為什麼我們上面的流程圖會先將 邊形數亦為四邊形數的問題先分 為

奇數與偶數，再將 為偶數的情況分為可以使用矩陣解以及無法使用矩陣解的情形。 

由於，不論奇數或偶數的情況下，所需討論的方程式皆可表示為    (
 

𝑎
)
 

 1的形式，分別

令  
   

 
或       。因為以 來討論此方程式的初始解會比較方便，以下就是我們所掌握

的 值與初始解的關係，列【表 3】如下： 
 

方程式    (
 

𝑎
)
 

 1  的初始解： 

當      時 
初始解( ,

 

 
)    ,    

當     +   時 
初始解( ,

 

 
)     +  ,    

當      時 
初始解( ,

 

 
)       ,    

當    +  時 
初始解( ,

 

 
)     +  ,    

當  𝒌     時 
初始解( ,

 

 
)    𝒌    ,  𝒌  

當  𝒌      時 
初始解( ,

 

 
)   𝒌    , 𝒌  

【表 3】 
以證明當  𝑘      為例： 
方程式 𝑘   1    𝑘        𝑘   1 恆成立 
 
(2)矩陣無法解的 

當
   

 
為平方數時，則   (

   

 
) (

 

𝑎
)
 

 1，無解，所以我們不能以上述的矩陣公式去計

算之。因此，我們回歸到原來的問題(
   

 
)    (

 

𝑎
)
 

 
   

 
，此時我們可以假設

   

 
 𝑘 ，代
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入原式可得 

𝑘    (
 

𝑎
)
 

 𝑘  1， 

為方便討論，將  ,
 

 
 以  ,   取代，並以𝑘值來討論，數對  ,

 

𝑎
 的所有正整數解。即是求方程

式𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1的解。隨著 k 值逐一討論，發現： 
(1)當𝑘為任意正整數時， 𝑥, 𝑦    1,1 為解； 
(2)當𝑘   𝑥， 𝑥, 𝑦    𝑥,  𝑥  1 ，為方程式的解； 
(3)當𝑘   𝑥  1， 𝑥, 𝑦    𝑥,  𝑥   𝑥 為方程式的解； 
(4)當𝑘   𝑥   𝑥， 𝑥, 𝑦    𝑥,  𝑥   𝑥 + 1 為方程式的解。 
 
    我們發現： 𝑥, 𝑦    1,1 為共同的解，稱為第一鏈；當𝑘   𝑥時， 𝑥, 𝑦    𝑥,  𝑥  1 都

會成為方程式的解，稱之第二鏈；當𝑘   𝑥  1，也就是𝑘  1 ,   ,   ,   時， 𝑥,  𝑥   𝑥 會

成為方程式的解，這一部分，稱之為第三鏈，以此類推，以第 鏈來稱呼同一系列、符合相同

關係的 𝑥, 𝑦 。把這些結果列於【表 4】： 

 
【表 4】 

繼續向前推進，列出更多鏈的關係，整理出【表 5】，如下所示： 
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【表 5】 

1. 由【表 5】可以針對𝑘與 𝑥, 𝑦 的關係整理出【表 6】如下： 
第 鏈 𝑘  𝑥, 𝑦  舉例 
第一鏈 𝑥  1,1  (1,1),(1,1), 

(1,1) 
第二鏈  𝑥  𝑥,  𝑥  1  (2,7),(3,17), 

(4,31) 
第三鏈  𝑥  1  𝑥,  𝑥   𝑥  (2,26),(3,99), 

(4,244) 
第四鏈  𝑥   𝑥  𝑥,  𝑥   𝑥 + 1  (2,97),(3,577) 
第五鏈 1 𝑥  1 𝑥 + 1  𝑥, 1 𝑥    𝑥 +  𝑥  (2,362), 

(3,3363) 
第六鏈   𝑥    𝑥 +  𝑥  𝑥,   𝑥    𝑥  1 𝑥  1  (2,1351), 

(3,19601) 
第七鏈   𝑥    𝑥 +   𝑥  1  𝑥,   𝑥  11 𝑥 +   𝑥   𝑥  (2,5042) 
第八鏈 1  𝑥  1  𝑥 +   𝑥     𝑥, 1  𝑥     𝑥 + 1  𝑥    𝑥 + 1  (2,18817) 

【表 6】 
    求解主方程式𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1時，嘗試以因式分解的方法，求出𝑥,𝑦的解，我們把𝑘,𝑥,𝑦
的關係列之如表，經市賽的口試教授及指導老師的提點後。查閱文獻[6][7]知：方程式

 𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1的解𝑦與𝑘分別為第一類及第二類切比雪夫多項式。 
第一類切比雪夫多項式：𝑻𝟎   ，𝑻   ，𝑻 +       𝑻 +     𝑻     

第二類切比雪夫多項式：𝑼𝟎   ，𝑼    ，𝑼 +       𝑼 +     𝑼     

並以 Pell 方程式定義切比雪夫多項式：𝑇 
   𝑥  1 𝑈   

  1 
經過移項可得：𝑈   

 𝑥  𝑇 
  𝑈   

  1 
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恰與主方程式： 𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1 
發現𝑘對應著𝑈   ，𝑦對應著𝑇 ，也就是𝑈   為𝑘的解，𝑇 為𝑦的解。 
3.初步結果的呈現 

     邊形數亦為四邊形數的方程式可化簡為         (
 

𝑎
)
 

    (A 式)，觀察係數後

可以得到 𝑥 , 𝑦    1,1 。因此可將上述(A 式)代換為     𝑥   𝑦     。根據之前的

求法要求出方程式𝑥        𝑦  1 (B 式)的初始解，逐一檢查出      的情況。以下

為三邊形數到五十邊形數的簡表【表 7】整理，以下為 值與遞迴式的關係： 
  主方程式  值 遞迴式 

3 𝑥   𝑦   1 -7,-1,1,7,41,239   +     +     
4 𝑥  𝑦    -2,-1,0,1,2,3,4,5   +     +     
5  𝑥   𝑦  1 89,9,1,1,9,89,881   +  1   +     
6  𝑥  𝑦  1 5,1,1,5,29,169   +     +     
7  𝑥   𝑦    265,7,1,31,1177   +      +     
8  𝑥  𝑦    3,1,1,3,11,41   +     +     
9  𝑥   𝑦    209,7,1,23,689   +      +     
10  𝑥  𝑦    1  
11  𝑥   𝑦    305,9,1,25,849   +      +     
12  𝑥  𝑦    89,5,1,13,233 

34,2,2,34,610,10946 
  +  1   +     

13 11𝑥   𝑦    44521,113,1,281,110713 
3537,9,9,3537 

  +       +     

14  𝑥  𝑦    29,3,1,7,69   +  1   +     
15 1 𝑥   𝑦  11 3161,31,1,71,7241   +  1    +     
16  𝑥  𝑦    79,5,1,11,175   +  1   +     
17 1 𝑥   𝑦  1  153,7,1,15,329   +      +     
18  𝑥  𝑦    64,11,2,1,4,23,134   +     +     
19 1 𝑥   𝑦  1  1609,23,1,47,3289   +      +     
20  𝑥  𝑦    1  
21 1 𝑥   𝑦  1  1849,25,1,49,3625   +      +     
22 1 𝑥  𝑦    18721,493,13,1,25,949,36037 

3,111,4215,160059 
  +      +     

23  1𝑥   𝑦  1  6049,233,9,1,17,441,11449   +      +     
24 11𝑥  𝑦  1  2773,139,7.1,13,259,5167   +      +     
25   𝑥   𝑦   1 17159,1,31511 

13189529,271,41,1995199 
  +         +     

26 1 𝑥  𝑦  11 961,69,5,1,9,125,1741   +  1   +     
27   𝑥   𝑦     14057,71,1,127,25145   +  1    +     
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28 1 𝑥  𝑦  1  469,1,829 
98644,76,4,5116 
55807,43,7,9043 

  +  1     +     

29   𝑥   𝑦     342409,353,1,617 
14535,15,15,14535 

  +       +     

30 1 𝑥  𝑦  1  9859,329,11,1,19,569,17051   +      +     
31   𝑥   𝑦     14455,1,24751 

609,15,587481 
  +         +     

32 1 𝑥  𝑦  1  1425,181,23,3,1,5,39,307,2417   +     +     
33  1𝑥   𝑦     745999,5921,47,1,79,9953,1253999   +  1    +     
34 1 𝑥  𝑦  1  1,2  
35   𝑥   𝑦   1 827961,6369,49,1,81,10529,1368689   +  1    +     
36 1 𝑥  𝑦  1  108809,1649,25,1,41,2705,178489 

4,260,17156 
  +      +     

37   𝑥   𝑦     95881,191,1,311,156121 
8527,17,7,3497,1755487 

  +       +     

38 1 𝑥  𝑦  1  14981,441,13,1,21,713,24221   +      +     
39   𝑥   𝑦     2839,1,4559 

761977,103,17,125663 
  +        +     

40 1 𝑥  𝑦  1  44539,1,71059 
3051,9,1037331 
209,131,15143129 

  +  11      +     

41   𝑥   𝑦     460529,4345,41,1,65,6889,730169   +  1    +     
42   𝑥  𝑦  1  40249,2243,125,7,1,11,197,3535,63433   +  1   +     
43  1𝑥   𝑦     41401,127,1,199,64873   +       +     
44  1𝑥  𝑦     4729,43,1, 67,7369 

1538,14,2,206,22658 
987,9,3,321,35307 

  +  11   +     

45   𝑥   𝑦   1 8161,1,12649   +     1   +     
46   𝑥  𝑦   1 61069,155,1,239,94165 

7481,19,5,1951 
  +       +     

47   𝑥   𝑦     820497,21607,569,15,1,23,873,33151   +      +     
48   𝑥  𝑦     43709,911,19,1,29,1391,66739   +      +     
49   𝑥   𝑦     1701167,1,2585423 

26313,39,167150697 
2521,407,1744639609 

  +           +     

50   𝑥  𝑦     37824,3821,386,39,4,1,6,59,584,5781   +  1   +     
【表 7】 
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備註:【表 7】中之𝑥、𝑦分別表 、
 

𝑎
。 

當  1 ,  ,  時，可以將多條遞迴式合併成一條新的遞迴式。 
 
4.數據的歸納與整理、漏解問題 

以 7 邊形數為例：由矩陣計算可求出 a 值 1 的下一項為 31，繼續推得下一項為 1177。但

是無意間將 1、31 分別代回遞迴式  +      +    的  、  ，卻求得    ，依照此方法，

將 7、1 分別反代回遞迴式  +      +    的  、  ，求得       ，如此一來會產生新

數列，顯示先前所疏漏的解。 

我們發現 值數列有五個類型： 
(1)僅有有限個數解，(如【表 7】淡紫色部分)，  1 ,  ,   ,   )，這是由於方程式

𝑥   
   

 
 𝑦  1的𝑦 係數

   

 
為平方數，沒有實數解，因此  就無法寫成遞迴形式。 

(2)逆推的數列呈會絕對值相等但為負號的數(如【表 7】淺綠色部分)； 

(3)逆推的數列呈會等值的數(如【表 7】淺黃色部分)； 

(4)逆推的數列呈會出現異於前述數列的值(如【表 7】淺藍色部分)； 

(5)利用窮舉與手算，發現有遺漏的解，(如【表 7】部分，p=12,13)。 

說明如下： 
如   時的， 值 1 由矩陣計算可以求出下一項是 7，1、7 分別反代入由矩陣所推得的

遞迴式  +     +    的  、  ，可求得    1，卻和   1差一個負號；繼續推出     

卻和  差一個負號，這一部分以綠色的底色表示。 

有些數列反代後會呈現等值的數列，如 6 邊形數 值 1 由矩陣計算可以求出下一項是 5，

由 1、5 分別反代回遞迴式  +     +    的  、  ，可求得   1，     恰與  、  ，

這一部分以黃色的底色表示。 

除此之外，有一部分反代回遞迴關係式，會得到新的數列，如前述的 7 邊形數，反代後

所呈現的新數列(以前兩項為例)：    、       並未出現在原來的數列中，代回原方程

式檢查，發現這些新數列亦為方程式的解，這表示「反代」的方式產生新的解，這顯示「反

代」是有意義的，值得我們後續探討；這一部分以淺藍色底色表示。 

我們依照矩陣的公式去討論 13 邊形數的情形時，發現其 𝑥 , 𝑦  遠大於其他邊形數的

 𝑥 , 𝑦  ，13 邊形數的 𝑥 , 𝑦    1  ,   ，代入矩陣公式可推得其遞迴式  +       +    ，

由於  + 的係數異常的大，好奇心的驅使我去驗證此遞迴式是否涵蓋了所有的解。由矩陣公

式可得到 𝑥 , 𝑦    1,1 ， 𝑥 , 𝑦      1,    ，於是從 1 窮舉，尋找有沒有遺漏掉的解，神

奇的是發現了 𝑥 
 , 𝑦 

     , 1 ，然後將 𝑥 
 , 𝑦 

  代入矩陣公式得到 𝑥 
 , 𝑦 

        ,     ，在

這邊我們可以將 13 邊形數的情形視為有 2 組初始解 1,1 、  , 1 ，一遞迴式  +  

     +    ，造出兩條數列，這一部分稱為第五類型。 
5.遞迴式係數的推導 

我們試著歸納 邊形數  的一般式，所以需要先求初始解 𝑥 , 𝑦  。以下為 邊形數 𝑥 , 𝑦  

及遞迴式的簡表【表 8】，強調 𝑥 , 𝑦  與遞迴式係數的關係: 
邊形數 𝑥  𝑦  遞迴式 
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3 3 2   +     +     
4 1 1   +     +     
5 5 2   +  1   +     
6 3 2   +     +     
7 19 6   +      +     
8 2 1   +     +     
9 15 4   +      +     
10 1 1  
11 17 4   +      +     
12 9 4   +  1   +     
13 197 42   +       +     
14 5 2   +  1   +     
15 51 10   +  1    +     
16 8 3   +  1   +     
17 11 2   +      +     
18 3 1   +     +     
19 35 6   +      +     
20 1 1  

  【表 8】 
由【表 8】可觀察到，若將遞迴式  +     +    的形式，則可以發現   𝑥 ，將遞

迴式簡化為𝑥 +   𝑥 +  𝑥 (  𝑥)。由原來的公式: 𝑥   𝑦   ，其初始解 𝑥 , 𝑦  ，

𝑥    𝑦  1的初始解 𝑥 , 𝑦  。進一步可推得: 

[
𝑥 + 

𝑦 + 
]  [

𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
] [

𝑥 

𝑦 
]  [

𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
]
 

[
𝑥 

𝑦 
] 

定理 3： 

𝑥 +   𝑥 𝑥 +  𝑥  

 [證明] 

令  [
𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
]， 

現在求|
𝑥  𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥  𝑥|   之𝑥解。(使𝑑      𝑥   )，也就是特徵方程。 

即求 𝑥  𝑥  
   𝑦  𝑦    𝑥   𝑥 𝑥 + 𝑥 

    𝑦 
    

 𝑥   𝑥 𝑥 + 1   ( 由公式定義) 

得𝑥  
    √   

2  

 
 𝑥  √𝑥 

  1 

取  [
𝑥  √𝑥 

  1  

 𝑥 + √𝑥 
  1

] 
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令可逆矩陣  [
  
 𝑑

]使     ，即

[
𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
] [

  
 𝑑

]  [
  
 𝑑

] [
𝑥  √𝑥 

  1  

 𝑥 + √𝑥 
  1

] 

所以

{
 
 

 
   𝑎+     𝑎   𝑎√  

2  

   +        + √  
2  

   +   𝑎      √  
2  

   +        + √  
2  

，則

{
 
 
 

 
 
 

𝑎 
    

√  
2  

 

  
   

√  
2  

 

  
    

√  
2  

𝑎

  
   

√  
2  

 

 

令  𝑑  1，則  [

    

√  
2  

   

√  
2  

1 1

] 

可得    
 

    

√  
2  

 
   

√  
2  

[
 
 
 
 1

    

√  
2  

 1
    

√  
2  ]

 
 
 
 

 
 

 2   

√  
2  

[
 
 
 
 1

    

√  
2  

 1
    

√  
2  ]

 
 
 
 

 

                      

故 
                    

[

  𝑦 

√𝑥 
  1

 𝑦 

√𝑥 
  1

1 1

]

[
 
 
  𝑥  √𝑥 

  1   

  𝑥 + √𝑥 
  1  

]
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

1
     

√  
2  

1

 

1
    

√  
2  

1

 

]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 

  𝑦 

√𝑥 
  1

 𝑥  √𝑥 
  1  

 𝑦 

√𝑥 
  1

 𝑥  √𝑥 
  1  

 𝑥  √𝑥 
  1   𝑥 + √𝑥 

  1  
]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 

1
     

√  
2  

1

 

1
    

√  
2  

1

 

]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 

1

 
 𝑥  √𝑥 

  1  +
1

 
 𝑥 + √𝑥 

  1  
1

 

  𝑦 

√𝑥 
  1

 𝑥  √𝑥 
  1  +

1

 

 𝑦 

√𝑥 
  1

 𝑥 + √𝑥 
  1  

1
     

√  
2  

 𝑥  √𝑥 
  1  +

1
    

√  
2  

 𝑥 + √𝑥 
  1  

1

 
 𝑥  √𝑥 

  1  +
1

 
 𝑥 + √𝑥 

  1  

]
 
 
 
 
 

 

又[
𝑥 + 

𝑦 + 
]    [

𝑥 

𝑦 
]，且[

𝑥 

𝑦 
]  [

1
1
] 
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也就是𝑥 +   𝑥 𝑥 +  𝑥 ，可得   𝑥 。 
 

6.遞迴式的合併 

我們發現在以下情況下，可以將多條遞迴式合併成另一條遞迴式。 
合併前： 
  主方程式 a 值 遞迴式 

12  𝑥  𝑦    89,5,1,13,233 
34,2,2,34,610,10946 

  +  1   +     

28 1 𝑥  𝑦  1  469,1,829 
98644,76,4,5116 
55807,43,7,9043 

  +  1     +     

44  1𝑥  𝑦     4729,43,1, 67,7369 
1538,14,2,206,22658 
987,9,3,321,35307 

  +  11   +     

【表 9】 
合併後： 
  主方程式 a 值 遞迴式 

12  𝑥  𝑦    13,5,2,1,1,2,5,13,34,89,233,610   +     +     
28 1 𝑥  𝑦  1  5116,469,43,4,1,7,76,829,9043   +  11  +     
44  1𝑥  𝑦     206,43,9,2,1,3,14,67,321,1538   +     +     

【表 10】 
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我們試著去觀察係數 𝑥 與係數 𝑥 的關係，列之如【表 11】： 
  係數 𝑥  係數 𝑥   𝑥 

 𝑥 
 

關係 

12 18 3 6 1          
28 1298 11 118 1    11    11  
44 110 5 22 11          

【表 11】 
由上表可以看出當遞迴式可以合併時，則係數 𝑥 必為係數 𝑥 的倍數，且此倍數恰為係數 𝑥 

的平方減 3，也就是
   

 x′    𝑥     ，同乘 𝑥 得 

  𝑥       𝑥    𝑥  
移項可得： 

  𝑥       𝑥    𝑥    
另外，根據我們先前所推得理論，遞迴式的係數 恰為附帶方程式的初始解𝑥 的兩倍，亦即

   𝑥 。於是我們想試著將𝑥 代入附帶方程式，解得𝑦 ，發現𝑥 、𝑦 的小數部分皆為 0.5，例

如當  1 時，主方程式 𝑥  𝑦   ，𝑥  1. ，將𝑥 代入附帶方程式𝑥   𝑦  1解得

𝑦   . ，此時我們使用矩陣計算[
𝑥 

𝑦 
]  [

𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
] [

𝑥 

𝑦 
]  [

1.  . 
 . 1. 

] [
1
1
]  [

 
 
]，[

𝑥 

𝑦 
]  

[
𝑥  𝑦 

 𝑦 𝑥 
] [

𝑥 

𝑦 
]  [

1.  . 
 . 1. 

] [
 
 
]  [
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]，我們成功的將第二列的解與第一列合併了，而且新

的遞迴式  +     +    之  + 的係數與附帶方程式的初始解依然符合   𝑥 的關係。我

們的這種作法其實就是想取一個比𝑥 更理想的初始解𝑥 ，條件從𝑥 為整數，放寬至只要 𝑥 為

整數即可，使得遞迴式的係數變小，來合併遞迴式。至於  𝑥       𝑥    𝑥   為什麼成

立我們仍在努力驗證中。 
 
(五)去除邊長為平方數的限制 

    回到三邊形數轉四邊形數的情況，由於驚奇的數對於三邊形數長有限制，現在討論只限

定邊長為正整數的情形，可列出: 

   + 1 

 
   ，其中 、    

其中 為三邊形數的邊長， 為四邊形數的邊長。由於我們目前尚未有一套完整的做法，所以

我們配方左式可得: 

   
1

 
  +

1

 
   

1

 
 

  √   +
1

 
     

1

 
 

將  1, , …依序代入上是檢查 是否為正整數，前幾組解列於【表 12】： 
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邊長為  之 
三邊形數的邊長 

  

四邊形數的邊長 
  

三邊形數的邊長 
  

四邊形數的邊長 
1 1 1 1 
49 35 8 6 

1681 1189 49 35 
57121 40391  288 204 

1940449 1372105 1681 1189 
【表 12】 

備註:數字皆為驚奇的數：1, 49, 1681, 57121, 1940449, ….。 
觀察：邊長為 的三邊形數的邊長：1, 8, 49, 288, 1681,…，發現將相鄰兩項相減可依序得到

7,41,239,1393,8119，恰為驚奇的數之正平方根：√1、√  、√1  1、√  1 1、√ 1      ，

也就是說，邊長為 的三邊形數的邊長：1, 8, 49, 288, 1681,…恰為驚奇的數之正平方根的級數

和。例如:8=√1 + √  , 49=√1 + √  + √1  1, 288=√1 + √  + √1  1 + √  1 1。 
 

五、研究結果 

(一)、驚奇的數:  
 轉成四邊形數:  

 的研究結果 

    本研究所討論之驚奇的數，其本身是一個完全平方數且邊長為 2
na 的三邊形數，幾何意義

為解釋上，邊長為 2
na 的三邊形數亦同時為四邊形數 2

nt 。我們推導出 na 、 nt 的遞迴式與一般

式，列之如【表 13】： 
 遞迴式 一般式 
驚奇的數:  

 
               

   
1

 
[(1 + √ )

    
+ (1  √ )

    
] 

四邊形數:                   
   

√ 

 
[ ( +  √ )

  + 
+ (   √ )

  + 
] 

【表 13】 
(二)、推廣型驚奇的數  

 轉成四邊形數  
 的研究結果 

當
      

 
中的 是一個完全平方數  

 時，
  
2   

2   

 
亦為完全平方  

 時，其 nb 和 nu 的遞迴式與

一般式如【表 14】所示： 
 遞迴式 一般式 
推廣型驚奇的數  

                
   

1

 
[(1 + √ )

  
 (1  √ )

  
] 

四邊形數  
                 

   
√ 

 
[( +  √ )

  
 (   √ )

  
] 

【表 14】 
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(三)、邊長為  
 的六邊形數亦為四邊形數  

 的研究結果 

當六邊形數  
     

  1 是一個完全平方數 2
nv 時，其 nc 和 nv 的遞迴式與一般式如【表 15】

所示： 
 遞迴式 一般式 
六邊形數:          1                

   
√ 

 
[(1 + √ )

    
 (1  √ )

    
] 

四邊形數:  
                 

   
√ 

 
[ ( +  √ )

  + 
+ (   √ )

  + 
] 

【表 15】 
 
(四)、 邊形數亦為四邊形數的研究結果 

利用 Pell 方程式與矩陣計算試著找出 邊形數和四邊形數之間的關係，發現：在    的

情況下，  1 ,  ,  是無解的，其他的 邊形數都可以同時為四邊形數。 邊形數的邊長 2
na

的遞迴式、前幾項以及轉換後的 Pell 方程式列之如【表 16】： 
 
  主方程式 a 值 遞迴式 

3 𝑥   𝑦   1 -7,-1,1,7,41,239   +     +     
4 𝑥  𝑦    -2,-1,0,1,2,3,4,5   +     +     
5  𝑥   𝑦  1 89,9,1,1,9,89,881   +  1   +     
6  𝑥  𝑦  1 5,1,1,5,29,169   +     +     
7  𝑥   𝑦    265,7,1,31,1177   +      +     
8  𝑥  𝑦    3,1,1,3,11,41   +     +     
9  𝑥   𝑦    209,7,1,23,689   +      +     
10  𝑥  𝑦    1  
11  𝑥   𝑦    305,9,1,25,849   +      +     
12  𝑥  𝑦    89,5,1,13,233 

34,2,2,34,610,10946 
  +  1   +     

13 11𝑥   𝑦    44521,113,1,281,110713 
3537,9,9,3537 

  +       +     

14  𝑥  𝑦    29,3,1,7,69   +  1   +     
15 1 𝑥   𝑦  11 3161,31,1,71,7241   +  1    +     
16  𝑥  𝑦    79,5,1,11,175   +  1   +     
17 1 𝑥   𝑦  1  153,7,1,15,329   +      +     
18  𝑥  𝑦    64,11,2,1,4,23,134   +     +     
19 1 𝑥   𝑦  1  1609,23,1,47,3289   +      +     
20  𝑥  𝑦    1  
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21 1 𝑥   𝑦  1  1849,25,1,49,3625   +      +     
22 1 𝑥  𝑦    18721,493,13,1,25,949,36037 

3,111,4215,160059 
  +      +     

23  1𝑥   𝑦  1  6049,233,9,1,17,441,11449   +      +     
24 11𝑥  𝑦  1  2773,139,7.1,13,259,5167   +      +     
25   𝑥   𝑦   1 17159,1,31511 

13189529,271,41,1995199 
  +         +     

26 1 𝑥  𝑦  11 961,69,5,1,9,125,1741   +  1   +     
27   𝑥   𝑦     14057,71,1,127,25145   +  1    +     
28 1 𝑥  𝑦  1  469,1,829 

98644,76,4,5116 
55807,43,7,9043 

  +  1     +     

29   𝑥   𝑦     342409,353,1,617 
14535,15,15,14535 

  +       +     

30 1 𝑥  𝑦  1  9859,329,11,1,19,569,17051   +      +     
31   𝑥   𝑦     14455,1,24751 

609,15,587481 
  +         +     

32 1 𝑥  𝑦  1  1425,181,23,3,1,5,39,307,2417   +     +     
33  1𝑥   𝑦     745999,5921,47,1,79,9953,1253999   +  1    +     
34 1 𝑥  𝑦  1  1,2  
35   𝑥   𝑦   1 827961,6369,49,1,81,10529,1368689   +  1    +     
36 1 𝑥  𝑦  1  108809,1649,25,1,41,2705,178489 

4,260,17156 
  +      +     

37   𝑥   𝑦     95881,191,1,311,156121 
8527,17,7,3497,1755487 

  +       +     

38 1 𝑥  𝑦  1  14981,441,13,1,21,713,24221   +      +     
39   𝑥   𝑦     2839,1,4559 

761977,103,17,125663 
  +        +     

40 1 𝑥  𝑦  1  44539,1,71059 
3051,9,1037331 
209,131,15143129 

  +  11      +     

41   𝑥   𝑦     460529,4345,41,1,65,6889,730169   +  1    +     
42   𝑥  𝑦  1  40249,2243,125,7,1,11,197,3535,63433   +  1   +     
43  1𝑥   𝑦     41401,127,1,199,64873   +       +     
44  1𝑥  𝑦     4729,43,1, 67,7369 

1538,14,2,206,22658 
987,9,3,321,35307 

  +  11   +     

45   𝑥   𝑦   1 8161,1,12649   +     1   +     
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46   𝑥  𝑦   1 61069,155,1,239,94165 
7481,19,5,1951 

  +       +     

47   𝑥   𝑦     820497,21607,569,15,1,23,873,33151   +      +     
48   𝑥  𝑦     43709,911,19,1,29,1391,66739   +      +     
49   𝑥   𝑦     1701167,1,2585423 

26313,39,167150697 
2521,407,1744639609 

  +           +     

50   𝑥  𝑦     37824,3821,386,39,4,1,6,59,584,5781   +  1   +     
【表 16】 

當  1 ,  ,  時，可以將多條遞迴式合併成一條新的遞迴式。 
 

(五)、遞迴式  +     +    及附帶方程式：         ，有    𝟎關係 

    型如 𝑥   𝑦   的主方程式，欲求出其初始解 𝑥 , 𝑦  ，先求出附帶方程式：

𝑥    𝑦  1的初始解 𝑥 , 𝑦  。當  不是平方數時，把𝑥    𝑦  1的𝑥解寫成遞迴式：

  +     +    ，可得證   𝑥 。 
 
(六)、無法使用矩陣計算，方程式𝒌       𝒌   ，探討𝒌、 、 之間的關係 

 𝑘  𝑥, 𝑦  

第一鏈 𝑥  1,1  

第二鏈  𝑥  𝑥,  𝑥  1  
第三鏈  𝑥  1  𝑥,  𝑥   𝑥  
第四鏈  𝑥   𝑥  𝑥,  𝑥   𝑥 + 1  
第五鏈 1 𝑥  1 𝑥 + 1  𝑥, 1 𝑥    𝑥 +  𝑥  
第六鏈   𝑥    𝑥 +  𝑥  𝑥,   𝑥    𝑥  1 𝑥  1  
第七鏈   𝑥    𝑥 +   𝑥  1  𝑥,   𝑥  11 𝑥 +   𝑥   𝑥  
第八鏈 1  𝑥  1  𝑥 +   𝑥     𝑥, 1  𝑥     𝑥 + 1  𝑥    𝑥 + 1  
‧‧‧ ‧‧‧ ‧‧‧ 
第 n 鏈 𝑼        𝑥, 𝑻  𝑥   

【表 17】 
由文獻[6][7]可知：方程式 𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1的解𝑦與𝑘分別為第一類𝑻  𝑥 及第二類𝑼      

切比雪夫多項式。 
 

六、討論 

我們的研究最初以窮舉的方式蒐集數據，設法將問題轉換成直角三角形連續股問題。在

研究過程中，找到高雄中學李老師的《論 Pell 方程式及其推廣》一文，文中說明了一種簡潔

的表達方法：矩陣，可用來描述 𝑥   𝑦   方程的通解，使得方程式的解呈現出一種簡潔

而有系統的美。這篇文章幫助我們更全面處理 邊形數亦為四邊形數的問題，但是發現在一些

特定的情況下，此矩陣計算會漏解；另外找𝑥   𝑦  1的初始解是有困難的；少數情況下無
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法以矩陣計算討論 邊形數亦同時為四邊形數，我們以因式分解討論之，如此其解為有限個數，

缺點是隨著 的增大，其計算量也更加複雜。 

 

研究至此，有下列五點需要更進一步突破： 
(一)在找尋𝑥   𝑦  1的初始解時，雖然找出六類的初始解，但尚未對任意的   有完整

的掌握，至少希望能把足夠大的範圍填滿，需要一些努力及時間，克服這個問題。 

(二)在解：奇數邊形     𝑥   𝑦     ；偶數邊形(
   

 
)    (

 

𝑎
)
 

 
   

 
的方程式當   

或
   

 
是平方數時，會出現矩陣計算尚未求出的新解，利用反代回遞迴式，得出許多的新解。

偶數邊形的部份我們目前已證明出會漏解的情形。我們懷疑：矩陣計算在特定情況下會漏解，

但究竟為何，還需要更多的努力，找出矩陣計算漏解之原因以及漏解的通則。 
(三)在某些情況下，我們可以將多條遞迴式合併為一條新的遞迴式。我們試圖改進高雄中學

李老師的《論 Pell 方程式及其推廣》的矩陣計算，以減少漏解的情況。原文獻所提供的方法

為求出附帶方程式的最小正整數初始解 𝑥 , 𝑦  ，可推得其遞迴式係數為 𝑥 ；我們想試著放

寬條件至只要使遞迴式係數為正整數即可，也就是新遞迴式係數 𝑥 我們允許𝑥 為小數點為五，

且𝑥 亦為附帶方程式的解。這樣的想法其實就是在設法縮小遞迴式係數，以求得更多的解，

改進之前矩陣計算的疏漏，但至於嚴謹的證明與  𝑥       𝑥    𝑥   為什麼成立？以及

理解此演算法的意義是我們的未來的重要目標。 
(四)無法以矩陣解時，以因式分解方式求方程𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1的解時，觀察𝑘與數對 𝑥, 𝑦 的

規律性，發現：當將𝑦表示成𝑥的函數時，其係數恰好與        的係數吻合，除了與切比雪夫

多項式的關係，似乎還隱藏著某些未知的連結，找出這些連結的原因，是我們未來努力的方

向。 

(五)當去除
𝑎2 𝑎2+  

 
   三邊形數邊長為平方數的限制，求得解  ,   ，列出前幾項如下： 

 

   
三邊形數的邊長 

  

四邊形數的邊長 
  

三邊形數的邊長 
  

四邊形數的邊長 
1 1 1 1 
49 35 8 6 

1681 1189 49 35 
57121 40391  288 204 

1940449 1372105 1681 1189 
【表 18】 

(備註:邊長為  的三邊形數的邊長(驚奇的數)：1, 49, 1681, 57121, 1940449, ….。) 
 我們從【表 18】觀察出以下幾個性質，但尚未證明： 
1.邊長為  的三邊形數的邊長(驚奇的數) ：1, 49, 1681,57121,1940449,…，皆會出現在邊長為

a 的三邊形數的邊長：1, 8, 49, 288, 1681,…。 
2.將 a 三邊形數的邊長所構成的數列 1,8,49,288,1681…相鄰兩項相減可依序得到 7( 8-1=7) ,41 
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( 49-8=41) ,239 ( 288-49=239) ,1393 ( 1681-288=1393)，可以觀察出其恰為  三邊形數的邊長

(驚奇的數)之正平方根：√1=1、√  =7、√1  1=41、√  1 1=239、√ 1      =1393 

3.邊長為 a 的三邊形數的邊長：1, 8, 49, 288, 1681,…恰為驚奇的數之正平方根的級數和。例

如:8=√1 + √  , 49=√1 + √  + √1  1, 288=√1 + √  + √1  1 + √  1 1。 
 

七、結論 

最初的研究是求：哪些邊長邊長為  的三邊形數亦同時為四邊形數，後來以直角三角形

連續股的方法解決此問題。並探討出在數學意義上與
𝑎2 𝑎2+  

 
等價的

𝑎2 𝑎2   

 
，滿足

𝑎2 𝑎2   

 
的數

可否亦同時為四邊形數。 
解決問題後，擬推廣成：邊長為  的 邊形數亦同時為四邊形數。即是將問題化成方程

     𝑥   𝑦     ，求𝑥, 𝑦   的解，但直角三角形連續股的方法在此並不適用。於是

我們找到高雄中學李老師的《論 Pell 方程式及其推廣》一文，使用矩陣這項工具，先求出

𝑥    𝑦  1方程式的初始解，用來描述 𝑥   𝑦   方程式的通解，使得方程式的解呈現

出一種簡潔而有系統的美，更幫助我們全面地處理此問題。 
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經過研究，我們要先將問題分為 為偶數或是奇數兩類。由於無法使用矩陣的情況只會發生在

 為偶數時，所以再將 為偶數時的情況再細分成：(1)矩陣可以解的，要找出𝑥   𝑦  1的

初始解，再以矩陣表示     𝑥   𝑦     的通解。我們目前已構造出6類情形的初始解，

尚須多一點時間去整理、涵蓋 為任意數的情況。其中矩陣可以解的又可以在細分成○1 附帶方

程式之初始解 𝑥 , 𝑦  皆為整數○2 附帶方程式之初始解 𝑥 , 𝑦  的小數點為五，此時多條遞迴式

的解，可以合併成一條新的遞迴式。(2)矩陣不可以解的：要找出𝑘 𝑥  𝑦  𝑘  1的解。在

(1)(2)中，求解的意義是代表這些 邊形數恰為四邊形數。我們目前已掌握：  10, 20, 52, 100, 

164, 244, 340, 580, 724, 884, 1060, 1252, 1460, 1684, 1924, 2180, 2740, 3044, 3364, 3700, 4052, 

4420, 4804, 5204, 5620, 6052, 6500，這些 邊形數不可能同時為四邊形數。 
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    接著，我們研究邊長為  的 邊形數亦為四邊形數，將條件放寬為：邊長為 的 邊形數

亦為四邊形數，目前研究到邊長為 的三邊形數亦為四邊形數的情形。 
    雖然我們已經從研究過程中得到部分的結果，但還有討論中所述的 5 項要點以及邊長為

  的 邊形數亦為四邊形數的應用，需要突破、繼續思考。往後，將努力解決邊長為  的 邊

形數亦同時為邊長為  的 邊形數的問題，期盼我們能有所突破，持續進步。 
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【評語】040415 

基本來說，本作品主要的貢獻是在研究邊長為 a2的 P 邊形數

在什麼情形下可以同時為四邊形數。作者指出廣義的 Pell Equation

無法用來刻劃此問題之解答，卻並未詳細說明失敗之主因為何，作

者嘗試用反推，切比雪夫多項式，合併遞迴等方式去處理此一難題，

雖未能完全解決問題，卻也獲致不少結論，並且展現出多樣的思路

和科學的精神，是一件難得的作品。 
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