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摘要 

本文主要在探索圓錐曲線上，以某點 A 為固定頂點的內接三角形，所具有的特殊性質。當

A 點的兩夾邊斜率相乘為固定數時，我們用了一個較為簡潔的方法證明之前文獻已有的結

論：『 A 點的對應邊必通過一定點。』另外，本文證明出 A 點的兩夾邊斜率相加為固定數時，

若為圓、橢圓與雙曲線， A 點的對應邊必通過一定點；但在拋物線的情況下， A 點的對應邊

則會產生一系列的平行直線。本文也針對一些相乘或相加的特殊固定值作了詳細的分析。此

外，若角 A 為固定角度的情形下，我們也利用了 GeoGebra 繪出其包絡線的圖形。 

 

壹、 研究動機 

老師在專題課中出了此題： 

 

題目：在拋物線 4xy2 ： 上有一點 )2,1(A ，通過 )2,5( P 的一條直線交拋物線於 B,C 

兩點，試問 ABC 的形狀？ 

(A) 銳角 (B) 鈍角  (C)直角   (D)不確定 

 

此題答案為(C) 直角 。 

 

老師並說：「以 A 為直角的所有拋物線內接直角三角形都會通過 )2,5( P 。」於是

我們利用剛剛學到的 Geogebra 展開驗證，如下圖所示： 
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這讓我們想到：是否在 A 為定點、角 A 為直角的狀態下，任意移動 B、C 兩點，使得 BC  

通過一定點 P？同時，是否所有圓錐曲線(拋物線、橢圓、雙曲線)都有類似之性質？因此， 

我們利用課堂上所學的 GeoGebra 數學繪圖軟體，開始研究圓錐曲線上，在各種條件下的 

三角形特定邊是否交於一點。其中我們發現大多數的狀況下會交於一點，少部分是例外， 

於是開始了我們一連串的探討與證明。 

 
    在我們研究的過程中，發現中華民國第四十五屆中小學科學展覽會高中組數學科有

一件得獎的作品『圓錐曲線-探討圓中隱藏的點』，已經對這一系列的問題加以探索，我

們除了以不同的方法得到同樣的結論，並以這個證明的方法得知圓、橢圓與雙曲線，在

斜率相加為固定數時，第三邊也會通過某個定點；而拋物線的第三邊則會是一系列的平

行線。對於這樣的擴充結果，我們感到雀躍不已。 

 
分區科展之後，我們在評審委員、指導老師以及他組參賽同學的建議以及幫助之下， 

又完成了此固定數為『特殊常數』時的證明，讓本文的結論又更加地完備。 

 

貳、 研究目的 

一、探討各種圓錐曲線內接三角形移動時的特殊關係。 

二、利用動態幾何軟體 Geogebra 找出二次曲線的幾何性質，並利用數學知識完成其證明。 

 

參、 研究工具 

Geogebra(動態幾何繪圖軟體)、電腦、紙、筆 

 

肆、 研究過程或方法 

   併入研究結果。 
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伍、 研究結果 

一、 證明方法： 

我們利用平移的方法，將圓錐曲線上任意點 A 平移至 0 0O( , ) ，使得證明過程簡化許

多。如下圖(以圓為例)： 

 

二、 圓 

(一) 斜率相加為固定值 k ： 

設有一圓 222 ryx   

圓上一定點 ),( 00 yxA ，動點 ),( 11 yxB  

),( 22 yxC 跟著 B 點移動 

則 22
0

2
0 ryx   

令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m  

設直線 BC


的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

則圓方程式變成 22
0

2
0 )()( ryyxx   

22
00

22
00

2 22 ryyyyxxxx   

22
0

2
0 ryx   
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022 0
2

0
2  yyyxxx  

1. 討論斜率相加為固定值 k 時： 

令 1 2m m k   

1 nymx  

     022 00
22  nymxyyxxyx  

      0222121 00
2

0
2

0  xymynxynyxmx  

將左右式同除以 2x  

      0212221 000

2

0 












 mx

x

y
mynx

x

y
ny  

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m  

利用根與係數的關係，可得： 

 
k

ny

mynx





0

00

21

22
 

   000 2122 nykmynx   

000 222 nkykmynx   

1
222 000 




















n
k

xky
m

k

y
 

將此式與 1mx ny  比較 





























1
222
1

000 n
k

xky
m

k

y
nymx

 

m 0 n 0    

0 0 02y 2ky 2x
x ,y

-k -k


    

移動前的 BC 必通過 

  



















 








k

xky

k

kxy
y

k

xky
x

k

y
yx 0000

0
00

0
0

00

2
,

222
,

2
y,x  

其中， k 不為 0。 
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       (圖：圓方程式 122  yx ，定點  1,0 ，斜率相加=5。) 

 

2. 討論固定值 0k  時： 

設OB  : y tx 


的方程式 ，則 1m t ， 2m -t  

將 y tx 代入平移後的圓方程式　 022 0
2

0
2  yyyxxx ，可得： 

   22
0 02 2 0x x x tx y tx       2 2

0 02 2 0t 1 x x ty x      

利用根與係數的關係，可得兩根之和 0 0
2

2 2

1

- x - ty

t



 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

B的 x 座標即為 0 0
2

2 2

1

- x - ty

t 
 

接下來討論OC : y -tx  ，代入 

022 0
2

0
2  yyyxxx ，可得： 

   22
0 02 2 0x x x -tx y -tx     

   2 2
0 02 2 0t 1 x x - ty x    

利用根與係數的關係 

兩根之和 0 0
2

2 2

1

- x ty

t
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移動後的 A 點 x 坐標為 0 

C的 x 坐標即為 0 0
2

2 2

1

- x ty

t




 

CB  斜率即為 

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
0 0

0 0

- x ty - x - ty
-t -t

4tx xt 1 t 1
- x ty - x - ty 4ty y-

t 1 t 1

   
         


 

 

 0

0

x

y
是一個固定數  BC 是一系列的平行線。 

 
(圖：圓方程式 122  yx ，定點  1,0 ，斜率相加=0。) 

 

 (二) 斜率相乘為固定值 k ： 

設有一圓 222 ryx   

圓上一定點 ),( 00 yxA ，動點 ),( 11 yxB  

),( 22 yxC 跟著 B 點移動 

則 22
0

2
0 ryx   

令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m  

設直線 BC


的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

則圓方程式變成 22
0

2
0 )()( ryyxx   
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22
00

22
00

2 22 ryyyyxxxx   

22
0

2
0 ryx   

022 0
2

0
2  yyyxxx  

1. 討論斜率相乘為固定值 k 時： 

令 1 2m m k  

1 nymx  

     022 00
22  nymxyyxxyx  

      0222121 00
2

0
2

0  xymynxynyxmx  

將左右式同除以 2x  

      0212221 000

2

0 












 mx

x

y
mynx

x

y
ny  

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m  

利用根與係數的關係，可得： 

k
ny

mx





0

0

21

21
 

 00 2121 nykmx   

00 221 nkykmx   

1
1

2

1

2 00 



















n

k

ky
m

k

x
 

將此式與 1mx ny  比較 































1
1

2

1

2
1
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ky
m

k

x
nymx

 

 0 0m n    

1

2
y,

1

2
x 00








k

ky

k

x
 

移動前的 BC 必通過 

  0 0 0 0 0 0
0 0

2 2

1 1 1 10 0
x ky kx x ky y

x x , y y x , y ,
k k k k

                    
 

其中， k 不為 1。 
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(圖：圓方程式 122  yx ，定點  1,0 ，斜率相乘=5。) 

 

2. 討論固定值 1k  時： 

設OB  : y tx 


的方程式 ，則 1m t ，
1

2m
t

  

將 y tx 代入平移後的圓方程式　 022 0
2

0
2  yyyxxx ，可得： 

   22
0 02 2 0x x x tx y tx     

   2 2
0 02 2 0t 1 x x ty x     

利用根與係數的關係兩根之和 0 0
2

2 2

1

- x - ty

t



 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

B的 x 坐標即為 0 0
2

2 2

1

- x - ty

t 
 

討論
x

OC : y
t

   

2
2

0 02 2 0
x x

x x x y
t t

         
   

 

2 0
0

2
2 0

2

y1
1 x x x

tt

        
   

 

   2
02 02 2

0t 1 x t x 2ty x     
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利用根與係數的關係 

兩根之和 0
2

2

1

2
0- t x -2ty

t



 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 C的 x 坐標即為 0
2

2

1

2
0- t x -2ty

t 
 

CB  的斜率即為 

 
 

0 0 0
2 2

0 0 0
2 2

2 2 2

2 2 2

2
0

22
00 0 0

2 2 2
00 0 0 0

- t x -2ty - x - ty1
-t

2t -2 yt t 1 t 1 2t y -2y y
-

x- t x -2ty - x - ty -2t x 2x - 2t -2 x-
t 1 t 1

   
         


 

 

 0

0

y
-

x
是一個固定數   BC


是一系列的平行線。 

 
(圖：圓方程式 122  yx ，定點  1,0 ，斜率相乘=1。) 

(三) BAC 固定 

角度固定時，形成包絡線 
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(圖：圓方程式 122  yx ，定點 A，  45BAC 。) 

 

三、 橢圓 

(一) 斜率相加為固定值 k ： 

設有一橢圓 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

橢圓上一定點 ),( 00 yxA ，動點 ),( 11 yxB ， ),( 22 yxC 跟著 B 點移動， 

則 1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x
 

令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m  

設直線 BC


的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

則橢圓方程式變成 1
)()(

2

2
0

2

2
0 





b

yy

a

xx
 

2 22 2
0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

2 2
1

x x x y y yx y

a a a b b b
       

1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
0

a a b b
      

 

1. 討論斜率相加為固定值 k 時： 

令 1 2m m k   
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1 nymx  

 
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
mx ny 0

a b a b

          
  

 

0
222121

2
0

2
02

2
02

2
0 






 






 







 

xy
b

my

a

nx
y

b

ny
x

a

mx
 

將左右式同除以 2x  

0
212221

2
0

2
0

2
0

2

2
0 






 













 












 

a

mx

x

y

b

my

a

nx

x

y

b

ny
 

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m  

利用根與係數的關係，可得： 

k

b

ny
b

my

a

nx
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0
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2
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2
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0
22  nxbmyankyaka  
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2
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n
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xbkya
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將此式與 1mx ny  比較 






























1
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2
0

2
0
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0 n
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 0 0m n    
2 2

0 0 0
2

2 2 2y a ky b x
x ,y

k a k


  

 
 

移動前的 BC 必通過 

 
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 02 2

2y 2a ky 2b x 2y -kx a ky 2b x
x x , y y x , y ,

-k -k-a k -a k

    
        

   
 

，其中 k 不為 0。 
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             (圖：橢圓方程式 1
49

22


yx

，定點  2,0 ，斜率相加=5。) 

 

2. 討論固定值 0k  時： 

設OB  : y tx 


的方程式 ，則 1m t ， 2m -t  

將 y tx 代入平移後的橢圓方程式　 
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
0

a a b b
    ，可得： 

   22
00

2 2 2 2

tx 2y tx2x xx
0

a a b b
     

   2 2
0 02 2 02 2 2 2a t b x b x a ty x     

利用根與係數的關係 

兩根之和 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x - a ty

a t b



 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

B的 x 坐標即為 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x - a ty

a t b
 

討論OC : y -tx   

2 2
0 0

2 2 2 2

2x x 2y yx y
0

a a b b
   

   22
00

2 2 2 2

-tx 2y -tx2x xx
0

a a b b
      

   2 2
0 02 2 02 2 2 2a t b x b x - a ty x    
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利用根與係數的關係兩根之和 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x a ty

a t b





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0  C的 x 坐標即為 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x a ty

a t b




 

CB  的斜率即為 

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2

- b x a ty - b x - a ty
-t -t

a t b a t b 4b tx b x

- b x a ty - b x - a ty 4a ty a y
-

a t b a t b

   
   

      

 

 


2

0
2

0

b x

a y
是一個固定數  BC


是一系列的平行線。  

 

(圖：橢圓方程式 1
49

22


yx

，定點  2,0 ，斜率相加=0。) 

 

(二) 斜率相乘為固定值 k ： 

設有一橢圓 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

橢圓上一定點 ),( 00 yxA ，動點 ),( 11 yxB ， ),( 22 yxC 跟著 B 點移動， 

則 1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x
。 

令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m  
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設直線 BC 的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

則橢圓方程式變成 1
)()(

2

2
0

2

2
0 





b

yy

a

xx
 

2 22 2
0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

2 2
1

x x x y y yx y

a a a b b b
       

1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x 0
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y

a a b b
      

 

1. 討論斜率相乘為固定值 k 時： 

令 1 2m m k  

1 nymx ，  
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
mx ny 0

a b a b

           
  

， 

0
222121

2
0

2
02

2
02

2
0 






 






 







 

xy
b

my

a

nx
y

b

ny
x

a

mx
 

將左右式同除以 2x  

0
212221

2
0

2
0

2
0

2

2
0 






 













 












 

a

mx

x

y

b

my

a

nx

x

y

b

ny
 

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m  

利用根與係數的關係，可得：

0
2

0
2

1 2mx

a k
1 2ny

b






 

   2 2 2 2
0 0b 2b x m ka 2ka y n    

1
2 2

0 0
2 2 2 2

2b x -2ka y
m n

ka -b ka -b

   
    

   
 

將此式與 1mx ny  比較 

1

1
2 2

0 0
2 2 2 2

mx ny

2b x -2ka y
m n

ka -b ka -b

 

        
   

 

 0 0m n  
2 2

0 0
2 2 2 2

2b x -2ka y
x ,y

ka -b ka -b
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移動前的 BC 必通過 

 
   2 2 2 22 2

0 00 0
0 0 0 02 2 2 2 2 2 2 2

ka b x - ka b y2b x -2ka y
x x ,y y x , y ,

ka -b ka -b ka -b ka -b

                
 

其中，
2

2

b
k

a
 。 

 

(圖：橢圓方程式 1
49

22


yx

 ，定點  2,0  ，斜率相乘=5。) 

 

2. 討論固定值
2

2

a

b
k  時： 

設 2OB  : y b tx 


的方程式 ，則 2
1m b t ，

2

1
2m

a t
  

將 2y b tx 代入平移後的橢圓方程式　 
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
0

a a b b
    ，可得： 

   2 2

0

2
2

00
2 2 2 2

b tx 2y b tx2x xx

a a b b
     

   2 2
0 02 2 02 2 2a b t 1 x x a ty x     

利用根與係數的關係兩根之和 0 0
2

2 2

1

2

2 2

- x a ty

a b t





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0  B的 x 坐標即為 0 0
2

2 2

1

2

2 2

- x a ty

a b t




 

討論
2

1
OC : y x

a t
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2 2
0 0

2 2 2 2

2x x 2y yx y
0

a a b b
     

2

2 02 2
0

2 2 2 2

1 1
x 2y x

2x xx a t a t 0
a a b b

   
   
        

   2 2 2 2 2
0 01 2 2 02 2 2a b t x a b t x a ty x     

利用根與係數的關係 

兩根之和
2 2 2

0 0
2

2 2

1

2

2 2

- a b t x a ty

a b t





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

C的 x 坐標即為
2 2 2

0 0
2

2 2

1

2

2 2

- a b t x a ty

a b t




 

CB  的斜率即為 

 
 

2 2 2
0 0 0 0

22 2 2

2 2 2 2
0 0 0 0
2 2

2 2 2 21
11

2 2 2 2 1
1

2 2
2

2 22 2 2 2
0 0

2 2 2 2
00

2 2 2 2

- a b t x a ty - x a ty
-b t

2y a b ta t a b t a b t 1 y

x- a b t x a ty - x a ty -2x a b t-
a b t a b t 1

    
           

  
 

 

 0

0

y

x
 是一個固定數  BC 是一系列的平行線 

 

(圖：橢圓方程式 1
49

22


yx

，定點  3,0 ，斜率相乘=
9

4
。) 

         (三) BAC 固定 

角度固定時，形成包絡線 
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           (圖：橢圓方程式 1
49

22


yx

，定點 A， 05BAC 。) 

 

四、 雙曲線 

(一) 斜率相加為固定值 k ： 

設有一雙曲線 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

曲線上一定點 ),( 00 yxA ，動點 ),( 11 yxB ， ),( 22 yxC 跟著 B 點移動， 

則 1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x
。令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m ， 

設直線 BC


的方程式為: 1mx ny   0n0,m   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

則雙曲線方程式變成 1
)()(

2

2
0

2

2
0 





b

yy

a

xx
 

1
22

2

2
0

2
0

2

2

2

2
0

2
0

2

2


b

y
y

b

y

b

y

a

x
x

a

x

a

x

 

1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x
 

0
22

2
0

2

2

2
0

2

2

 y
b

y

b

y
x

a

x

a

x
 

 

1. 討論斜率相加為固定值 k 時： 

令 11 2m m k mx ny    ， 可得 
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  0
22

2
0

2
0

2

2

2

2







 








 nymxy

b

y
x

a

x

b

y

a

x

 

2 20 0 0 0
2 2 2 2

1 2 1 2 2 2
0

mx ny nx my
x y xy

a b a b

               
     

 

將左右式同除以 2x  

2
0 0 0 0

2 2 2 2

1 2 2 2 1 2
0

ny nx my mxy y

x xb a b a

                     
        

 

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m  

利用根與係數的關係，可得： 

0 0
2 2

0
2

2 2

1 2

nx my

a b k
ny

b

  
  

  
 
 

 

0 0 0
2 2 2

2 2 1 2nx my ny
k

a b b

         
   

 

0 0 0
2 2 2

2 2 2nx my k nky

a b b


  2 2 2 2

0 0 02 2 2 0a k a nky a my b nx      

2 2
0 0 0

2

2 2 2
1

y a ky b x
m n

k a k

          
 

將此式與 1mx ny  比較 

2 2
0 0 0

2

1

2 2 2
1

mx ny

y a ky b x
m n

k a k

 


           

 

 0 0m n  
2 2

0 0 0
2

2 2 2y a ky b x
x ,y

k a k


  

 
 

移動前的 BC 必通過 

 
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 02 2

2y 2a ky -2b x 2y -kx a ky -2b x
x x , y y x , y ,

-k -k-a k -a k

   
        

   
 

，其中 k 不為 0。 
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(雙曲線方程式 1
49

22


yx

 ，定點(3,0) ，斜率相加=5。) 

 

2. 討論固定值 0k  時： 

設OB  : y tx 


的方程式 ，則 1m t ， 2m t   

將 y tx 代入平移後的雙曲線方程式　
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
0

a a b b
    ，可得： 

   22
00

2 2 2 2

tx 2y tx2x xx
0

a a b b
     

   2 2
0 02 2 02 2 2 2-a t b x b x a ty x     

利用根與係數的關係兩根之和 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x a ty

-a t b





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

B的 x 坐標即為 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x a ty

-a t b




 

討論OC : y -tx   

0
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y

a a b b
     

   
0

22
00

2 2 2 2

-tx 2y -tx2x xx

a a b b
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   2 2
0 02 2 02 2 2 2-a t b x b x a ty x     

利用根與係數的關係 

兩根之和 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x a ty

-a t b





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

C的 x 坐標即為 0 0
2

2 22 2

2 2

- b x a ty

-a t b




 

CB  的斜率即為 

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2

- b x a ty - b x a ty
-t -t

-a t b -a t b 4b tx b x

- b x a ty - b x a ty -4a ty a y
-

-a t b -a t b

    
   

       
 
 

 


2

0
2

0

b x

a y
 是一個固定數  BC 是一系列的平行線 

 

(雙曲線方程式 1
49

22


yx

 ，定點  29,4 ，斜率相加=0。) 

 

(二) 斜率相乘為固定值 k ： 

設有一雙曲線 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

曲線上一定點 ),( 00 yxA ，動點 ),( 11 yxB ， ),( 22 yxC 跟著 B 點移動， 

則 1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x
。 

令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m  
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設直線 BC 的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

原雙曲線方程式變成 1
)()(

2

2
0

2

2
0 





b

yy

a

xx
 

1
22

2

2
0

2
0

2

2

2

2
0

2
0

2

2


b

y
y

b

y

b

y

a

x
x

a

x

a

x

 

1
2

2
0

2

2
0 

b

y

a

x


 

0
22

2
0

2

2

2
0

2

2

 y
b

y

b

y
x

a

x

a

x
 

1. 討論斜率相加為固定值 k 時： 

令 1 2m m k  

1 nymx  

  0
22

2
0

2
0

2

2

2

2







 








 nymxy

b

y
x

a

x

b

y

a

x

 

0
222121

2
0

2
02

2
02

2
0 






 






 







 

xy
b

my

a

nx
y

b

ny
x

a

mx

 

將左右式同除以 2x  

0
212221

2
0

2
0

2
0

2

2
0 






 













 












 

a

mx

x

y

b

my

a

nx

x

y

b

ny

 

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m  

利用根與係數的關係，可得： 

0
2

0
2

1 2mx

a k
-1 2ny

b






 

   2 2 2 2
0 0b 2b x m ka 2ka y n     

1
2 2

0 0
2 2 2 2

2b x 2ka y
m n

ka -b ka -b

   
    

    
 

將此式與 1mx ny  比較 
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1

1
2 2

0 0
2 2 2 2

mx ny

2b x 2ka y
m n

ka -b ka -b

 

             

 

 0 0m n    
2 2

0 0
2 2 2 2

2b x 2ka y
x ,y

ka -b ka -b
  

 
 

移動前的 BC 必通過 

 
   2 2 2 22 2

0 00 0
0 0 0 02 2 2 2 2 2 2 2

ka -b x - ka -b y2b x 2ka y
x x , y y x , y ,

ka -b ka -b ka b ka b

                  
 

其中，
2

2

b
k -

a
 。 

 

(雙曲線方程式 1
49

22


yx

 ， 定點(3,0)，斜率相乘=5。) 

 

2. 討論
2

2

b
k

a
  時 

設 2OB : y b tx 


的方程式 ，則 2
1m b t ，則 2 2

1
m -

a t
  

將 2y b tx 代入平移後的雙曲線方程式 0
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
- -

a a b b
  ，可得： 
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   2 2

0

2
2

00
2 2 2 2

b tx 2y b tx2x xx
- -

a a b b
   

   2 2
0 02 2 02 2 2-a b t 1 x x - a ty x    

利用根與係數的關係， 

兩根之和 0 0
2

2 2

1

2

2 2

- x a ty

-a b t





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

B的 x 座標即為 0 0
2

2 2

1

2

2 2

- x a ty

-a b t




 

討論
2

1
OC :y - x

a t
   

0
2 2

0 0
2 2 2 2

2x x 2y yx y
- -

a a b b
   

0

2

2 02 2
0

2 2 2 2

1 1
- x 2y - x

2x xx a t a t- -
a a b b

   
   
      

   2 2 2 2 2
0 01 2 2 02 2 2a b t - x a b t x a ty x    

利用根與係數的關係 

兩根之和
2 2 2

0 0
2

2 2

1

2

2 2

a b t x a ty

-a b t





 

移動後的 A 點 x 坐標為 0 

C的 x 坐標即為
2 2 2

0 0
2

2 2

1

2

2 2

a b t x a ty

-a b t




 

CB  的斜率即為 

 
 

2 2 2
0 0 0 0

22 2 2

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2

2 2 2 21
11 1

2 2 2 2 1
1 1

2 2
2

2 22 2 2 2
0 0

2 2 2 2
00

2 2 2 2

a b t x a ty - x a ty
- -b t

-2y a b ta t -a b t -a b t y

xa b t x a ty - x a ty 2x a b t-
-a b t -a b t

    
           

  
 

 

 0

0

y

x
 是一個固定數 

 BC 是一系列的平行線 
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(雙曲線方程式 1
49

22


yx

 ， 定點(3,0)，斜率相乘=
9

4
- 。) 

(三) BAC 固定 

角度固定時，形成包絡線 

 

(雙曲線方程式 1
49

22


yx

 ， 定點(3,0)，  120BAC 。) 

五、 拋物線 

(一) 斜率相加為固定值 k ： 

設有一拋物線 cyx 42   

線上一定點 ),( 00 yxA ，動點 1 1B( x , y )  ， 2 2C( x , y ) 跟著 B 點移動， 

則 0
2

0 4cyx  。 
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令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m  

設直線 BC 的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

原拋物線方程式變成    0
2

0 4 yycxx   

0
2

00
2 442 cycyxxxx   

0
2

0 4cyx   

2
0x 2x x 4cy    

討論斜率相加為固定值 k 時 

令 1 2m m k   

1 nymx  

   042 0
2  nymxcyxxx  

      02 2
0 01 2mx x -4cn y 2nx -4cm xy     

將左右式同除以 2x  

    021244 00

2














 mx

x

y
nxcm

x

y
cn  

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m 利用根與係數 

k
cn

cmnx



4

42 0

 
    0244c 0  nxckm  
將此式與 1mx ny  比較 








0)24()4(

1

0 nxckmc

nymx
 

 0 0m n    

移動前的 BC 無必通過的點 

 

於是我們用 Geogebra 將斜率相加為固定值的圖繪製出來，發現當 B 點移動 
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時， BC 為一系列的平行線，於是我們開始研究這個結果的證明。 

 

(拋物線方程式 2

2

1
xy   ，定點(0,0) ，斜率相加=2。) 

 

 
設有一拋物線 cyx 42   

線上一定點  0 0A x ,y ，動點
2t

B t,
4c

 
 
 

 

2s
C s,

4c

 
 
 

跟著 B 點動，則 2 4
2

0
0 0 0

x
x cy y

4c
    

令 AB斜率為 1m ， AC斜率為 2m ， kmm 21  ， 

2 22
0

0
0

1
0 0

t -xt
-y t x4c 4cm

t-x t-x 4c


   ，

2 22
0

0
0

2
0 0

s -xs
-y s x4c 4cm

s-x s-x 4c
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0
1 2

t s 2x
m m k

4c

 
    

BC 的斜率即為

2 2

0

s t
- 4ck-2xt s4c 4c

s-t 4c 4c


   

 04ck-2x

4c
是一個固定數 BC 是一系列的平行線。 

 

(二) 斜率相乘為固定值 k ： 

設有一拋物線 cyx 42   

線上一定點 ),( 00 yxA ，動點 1 1B( x , y )  ， 2 2C( x , y ) 跟著 B 點移動， 

則 0
2

0 4cyx  。令 AB斜率為 1m ， AC 斜率為 2m ， 

設直線 BC 的方程式為: 1mx ny   0 0m ,n   

將 A 點平移至  O 0,0 ，B 點平移至 B，C 點平移至 C  

原拋物線方程式變成    0
2

0 4 yycxx   

0
2

00
2 442 cycyxxxx   

0
2

0 4cyx  2
0x 2x x 4cy    

討論斜率相乘為固定值 k 時，令 1 2m m k  

  2
01 2 4 0mx ny x x x cy mx ny        

04422 2
0

2
0

2  cnycmxyxynxxmxx  

將左右式同除以 2x ，可得：     021244 00

2
















mx
x

y
nxcm

x

y
cn  

x

y
的解即為 BO 的斜率 1m 及 CO 的斜率 2m 。 

利用根與係數的關係，可得： 

   01 2
4 1

4 0
mx

k -2x m - ck n
cn

 
     

將此式與 1mx ny  比較 

   
1

10

mx ny

m -2x n -4ck
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 0 0m n   0x -2x ,y -4ck    

移動前的 BC 必通過    0 040 0 0 0 0( x x , y y ) -2x x ,-4ck y x , ck y          

 

(拋物線方程式 2

2

1
xy  ，定點(0,0)，斜率相乘=2。) 

 

陸、 討論 

　 　由研究結果發現， A 的兩夾邊斜率相加為固定數以及斜率相乘為固定數時， A 所

對應的邊通過一定點或為一系列的平行線；但 A 為固定角時， A 所對應的邊包絡出

圓錐曲線的圖形。 

 

柒、 結論 

一、 圓錐曲線內三角形兩邊斜率相加為定值，第三邊通過之定點為： 

(一) 圓: 













k

xky

k

kxy 0000 2
,

2
 

0k  時：一系列平行線，斜率為 0

0

x

y
 

(二) 橢圓：
2 2

0 0 0 0
2

2y -kx a ky 2b x
,

-k -a k

 
 
 

 

0k  時：一系列平行線，斜率為
2

0
2

0

b x

a y
。 
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(三) 雙曲線：
2 2

0 0 0 0
2

2y -kx a ky -2b x
,

-k -a k

 
 
 

  

0k  時：一系列平行線，斜率為
2

0
2

0

b x

a y
 。 

(四) 拋物線：一系列平行線，斜率為 
c

xck

4

24 0
 

 

二、 圓錐曲線內三角形兩邊斜率相乘為定值，第三邊通過之定點為： 

(一) 圓: 













1
,

1
0000

k

yky

k

xkx
 

1k  時：一系列平行線，斜率為 0

0

y

x
 。 

(二) 橢圓：
   2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

ka b x - ka b y
,

ka -b ka -b

  
 
 
 

 

2

2

b
k

a
 時：一系列平行線，斜率為 0

0

y

x
 。 

(三) 雙曲線：
   2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

ka -b x - ka -b y
,

ka b ka b

 
 
  
 

 

2

2

b
k

a
  時：一系列平行線，斜率為 0

0

y

x
 。 

(四) 拋物線：  00 4, yckx   

 

捌、 參考資料 

一、南一版出版社。高中數學(四)。林福來等。 

二、GeoGebra 使用手冊。 

三、中華民國第四十五屆中小學科學展覽會作品說明書『圓錐曲線－探討圓中隱藏的點』。 

四、中華民國第五十二屆中小學科學展覽會作品說明書『圓錐曲線內接 n 邊形斜率的研究』。 



【評語】040411 

本科展作品為一平面幾何的作品。作者探索在圖錐曲線上，以

某定點 A 為固定頂點的內接三角形，所具有的特殊性質。並對一些

現有結果給簡單的証明。也利用 Geo Gebra 繪出一些幾何圖形。全

文構思完整。但在取材與創新上若能加強，則更為完備。 
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