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摘要 

在平面上取一∆ABC及一點P，連接PA、PB、 PC形成△ BPC、△ CPA和△ APB，同時作

△ BCP、 △ ACP和△ ABP的內心、外心、重心或垂心，得D、E、F三點，當∆DEF存在時討論： 

一、	P和△ DEF有何關係？ 

二、△ ABC和△ DEF有何關係？  

三、若對新三角形重複上述的「步驟」，一連串新形成的三角形有何性質？ 

在整個研究的流程中，我們一開始藉操作數學軟體的方法，將每一個對應的情況找出來並加

以證明，接著更進一步觀察圖形中豐富的幾何性質，使我們除了心的對應關係之外，又看到

了更深更廣泛的關係，我們也使用三角函數來幫助我們精確地算出其邊、角、面積關係。當

我們討論完四心的情況之後，接著我們更嘗試作出兩點推廣:(1)疊代討論極限(2)內部點推廣

到平面上的任一點，這些都使得我們的題目更加多元。 
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壹、研究動機 

發想於98年能力競賽第三區的筆試一第二題(可見下【圖一】)。題目中提到兩個三角形，

一個三角形的垂心卻可以對應到另一個三角形的外心，而且兩個三角形全等。如此的結果開

啟我們探討類似方式建構出來的三角形，並尋找是否有類似的性質，這便開啟了我們的研究。 

我們這次的研究靈活的使用了幾何圖形豐富的性質證明了心的對應關係，並配合高中所

學到的「遞迴關係」、「三角函數」和「平面向量」的知識，幫助我們計算複雜的面積關係

以便釐清這一系列的問題。 

問題二：設 H 為 ABC 的垂心，且 , ,D E F 三點分別為 ,ABH BCH  與

CAH 的外心。 

(1) 試證： H 為 DEF 的外心。               (10 分) 

(2) 試證： ABC 與 DEF 全等。               (6 分) 

 

(註：原題目並無附圖，僅為示意圖) 

【圖一】 
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貳、研究目的與問題 

平面上一△ ABC，作它的內心、外心、重心或垂心P，連接PA、PB、 PC，形成△ BCP、

△ ACP和△ ABP，再作△ BCP、△ ACP和△ ABP的內心、外心、重心或垂心D、E、F。 

一、名詞定義： 

本研究中，有兩個主要的名詞：特定點、特殊點特定點三角形，如下： 

【定義一】 特定點 

本研究的特定點是指三角形的重心、內心、外心、垂心或費馬點，這些點皆可

由尺規作圖唯一決定。 

【定義二】 原三角形與特殊點特定點三角形 

取平面上一△ ABC，稱之為原三角形，找一特殊點۾並連接PA、PB、PC，如

此可得三個三角形△ BCP、△ ACP和△ ABP，分別作△ BCP、△ ACP和△ ABP的特

定點D、E、F，在不共線不共點的情況下可得一△ DEF，而△ DEF是「由特定點

形成的三角形」，我們稱之為特定點三角形，例如：若特殊點為重心、特定點為

重心時則稱△ DEF為重心的重心三角形。 

 

二、研究問題： 

（一）△ ABC以及△ DEF兩個三角形之間的討論 ： 

１、共用重心的性質：△ ABC各邊中點D、E、F之連線所決定的三角形共用重心 

２、心的遞移性質：△ ABC的垂心是垂足△ DEF的內心 

３、△ ABC的內心是各邊切點所形成之△ DEF的外心 

４、△ ABC的外心是各邊中點所形成之△ DEF 的垂心 

５、△ ABC與△ DEF之間的心，有「垂內外垂」的推遞關係 

因此，我們想在本研究中針對原三角形與特殊點特定點三角形之間： 

「共用心」及「心的推遞」性質深入探討，並研究這兩個三角形之間的關係。 

兩個三角形之間有什麼關係？就我們所學的幾何知識來看，兩個三角形之間可能有： 「全等」、

「相似或縮放」、「等積」、「共用特殊心」、「共圓」等性質，在本研究也將聚焦於這兩

個三角形之間的上述關係。 

（二）彙整研究問題如下： 

１、原三角形與新三角形是否全等、相似或等積。 

２、原三角形與新三角形是否共用尤拉線、圓或共用九點圓圓心。 

３、原三角形與新三角形是否有鏡射、縮放或旋轉的關係。 

４、探討三角形內一點特殊點，將原三角形分為三個三角形，探討此三個三角形的

特定點所連成的三角形的四心與原三角形的四心是否有對應關係。 

參、 研究設備及器材 

一、 電腦、Geogebra軟體、GSP數學繪圖軟體 

二、紙、筆 
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肆、 研究過程或方法 

 在接下來的第一、二點，先從我們的研究發想點──98年能力競賽第三區的筆試一第二題，

開始研究，及其相關的性質。 

一、特殊點P為原三角形△ ABC之垂心，特定點選外心，△ DEF為垂心的外心三角形

則 P 點為 △ DEF 的外心，且 △ ABC ≅△ DEF。 

 

【圖二】 

(一) 證明：(P 為 △ DEF 的外心)： 

 

1、 令∠CAP = ∠CBP = BAP∠、	ߙ = ∠BCP = ABP∠、ߚ = ∠ACP =  ߛ

∠FAB = ∠FBA = x、∠FPB = ߠ = x + BPD∠、ߛ = ߮ 

     ∵ ∠APB = ∠APF + ∠PBF = x + ߚ + x + ߛ = ∠CAP +∠CBP +∠ACB 

															= ߙ + ߙ + ߚ +  	ߛ
											∴ x = 同理有，ߙ y = z、ߛ =  ߚ

2、 △ BPF 和 △ BPD 中，BPതതതത = BPതതതത、∠FBP = ∠FPB = ∠DBP = ∠DPB	
= ߙ + ，ߛ ∴△ BPF ≅△ BPD(ASA) 

      ∴ PFതതതത = PDതതതത൫對應邊相等൯，同理有PDതതതത = PEതതതത、PEതതതത = PFതതതത，	
												故PDതതതത = PEതതതത = PFതതതത， ∴ P 為 △ DEF 的外心 

且∵ DFതതതത為PBതതതത中垂線PFതതതത = FBതതതത、DBതതതത = PDതതതത，綜合上點，同理可得	
FBതതതത = BDതതതത = DCതതതത = CEതതതത = EAതതതത = AFതതതത 

(二) 證明：(△ ABC ≅△ DEF)： 

1、 由三角形內角和180°，在△ ABC 得 ߙ)2 + ߚ + (ߛ = 180° 

      ∠AFB = 180°− 2x = 180°− ߙ2 = ߙ)2 + ߚ + (ߛ − ߙ2 = ߚ)2 +  (ߛ
																∠ECD = y + ߚ + y + z = ߚ)2 + (ߛ = ∠AFB 

2、 △ ABF 和 △ DCE 中，∠AFB +∠ECD，AFതതതത = FBതതതത = DCതതതത = CEതതതത 
       △ ABF ≅△ DEC(SAS)，故ABതതതത = DEതതതത൫對應邊相等൯ 

3、 同理，BCതതതത = EFതതതത、CAതതതത = FDതതതത， ∴△ ABC ≅△ DEF(SSS) 
【小結一】垂心的外心三角形的外心是原三角形的垂心且 △ ۰۱ۯ ≅△ ۲۳۴ 
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二、△ ABC 之垂心為 P、外心為 O， △ DEF為垂心的外心三角形，則 O 點為 △
DEF 的垂心。 

 
【圖三】 

證明： 

△ ODE 中，FEതതതത ⊥ APതതതത൫FEሬ⃖ሬሬ⃗ 為APതതതത中垂線൯，APതതതത ⊥ BCതതതത൫P 為 △ ODE 垂心൯， 

又ODതതതത ⊥ BCതതതത൫ODതതതത為BCതതതത中垂線൯，故APതതതത ∥ ODതതതത，FEതതതത ⊥ ODതതതത。 

同理可得DFതതതത ⊥ OEതതതത，即 F 為△ ODE之垂心，由三角形的三頂點加上其垂心

（Orthocentric		system），「任一點皆為其餘三點所構成的三角形的垂心」性質可

知，F為△ ODE之垂心，所以O亦為△ DEF之垂心，故得證。 

【小結二】垂心的外心三角形的垂心是原三角形的外心 

綜合【小結一】垂心的外心三角形的外心是原三角形的垂心且 △ ۰۱ۯ ≅△ ۲۳۴可知： 

（一）垂心的外心三角形與原三角形的外心和垂心互換 

（二）兩者共用尤拉線，且共用九點圓及其圓心 

（三）垂心的外心三角形是以九點圓圓心(外心和垂心中點)當縮放中心，將原三角形旋轉180°

所得 
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三、 特殊點Ｐ點為原三角形△ ABC的重心，特定點選重心，三角形△ DEF為重心的重心三角

形。 

觀察Ｐ點與重心三角形△ DEF的關係，猜測Ｐ點為重心三角形△ DEF的重心。 

 

【圖四】 

(一) 證明： 

1、 G、H、I 為BCതതതത、ACതതതത、ABതതതത中點，
ୌୋതതതതത

୅୆തതതത
= ୍ୌതതതത

୆େതതതത
= ୍ୋതതത

୅େതതതത
= ଵ

ଶ
⋯(1) 

		D、E、F為△ PBC、△ PAC、△ PAB的重心。 

	利用比例關係推得	 ୔ୈ
തതതത

୔ୋതതതത
= ୔୉തതതത

୔ୌതതതത
= ୔୊തതതത

୔୍തതത
= ଶ

ଷ
，故

ୈ୉തതതത

ୌୋതതതതത
= ୉୊തതതത

ୌ୍തതതത
= ୈ୊തതതത

ୋ୍തതത
= ଶ

ଷ
⋯(2) 

又FEതതതത ∥ IHതതത ∥ BCതതതത、DEതതതത ∥ GHതതതത ∥ ABതതതത、DFതതതത ∥ GIഥ ∥ ACതതതത 

2、 綜合上述(1)(2)，得
ୈ୉തതതത

୅୆തതതത
= ୉୊തതതത

୆େതതതത
= ୈ୊തതതത

୅େതതതത
= ଵ

ଷ
 

事實上，可把 △ DEF 看作是 △ ABC 以 P 點為中心，旋轉 180°後縮放
ଵ
ଷ

倍  

            	，故兩個三角形共用重心，亦可說是△ GIH以P點內縮 
ଶ
ଷ
。 

(二) 觀察：由上述過程可發現，不論P點是否為原三角形的重心，△ DEF皆可視 

為 △ GIH以P點縮放成 
ଶ
ଷ
，也可視為△ ABC以某個「縮放中心」，旋轉180°後縮放 

1
3倍。 

△ DEF 和 △ ABC 共用重心的情形，算是縮放時的「特例」。這引起我們想找出這個 

「縮放中心」有何特別之處。 
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（三）在此換個角度，從向量的觀點出發 

 

【圖五】 

P為△ ABC內一點、G為△ ABC重心、G′ 為△ DEF重心，M、N、O為△ ABC各邊中點。 

1. 由重心的向量性質可知：൝
3QGሬሬሬሬሬ⃑ ＝QAሬሬሬሬሬ⃑ ＋QBሬሬሬሬሬ⃑ ＋QCሬሬሬሬሬ⃑

3QG'ሬሬሬሬሬሬ⃑ ＝QDሬሬሬሬሬ⃑ ＋QEሬሬሬሬሬ⃑ ＋QFሬሬሬሬሬ⃑
，Q為平面上一點。 

2. 又因D為△ PBC重心，在其中線DMതതതതത上 ୔ୈതതതത

ୈ୑തതതതത
= 2處，故QDሬሬሬሬሬ⃑ ＝

ଶ
ଷ
QMሬሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଷ
QPሬሬሬሬሬ⃑ ，同理可得 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧QDሬሬሬሬሬ⃑ ＝

ଶ
ଷ
QMሬሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଷ
QPሬሬሬሬሬ⃑

QEሬሬሬሬሬ⃑ ＝
ଶ
ଷ
QNሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଷ
QPሬሬሬሬሬ⃑

QFሬሬሬሬሬ⃑ ＝
ଶ
ଷ
QOሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଷ
QPሬሬሬሬሬ⃑

 Q為平面上一點。 

3. 且因M、N、O為△ ABC各邊中點，

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧QMሬሬሬሬሬሬ⃑ ＝

ଵ
ଶ
QBሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଶ
QCሬሬሬሬሬ⃑

QNሬሬሬሬሬ⃑ ＝
ଵ
ଶ
QCሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଶ
QAሬሬሬሬሬ⃑

QOሬሬሬሬሬ⃑ ＝
ଵ
ଶ
QAሬሬሬሬሬ⃑ + ଵ

ଶ
QBሬሬሬሬሬ⃑

 Q為平面上一點。 

4. 綜合以上可得3QG'ሬሬሬሬሬሬ⃑ ＝QPሬሬሬሬሬ⃑ ＋
ଶ
ଷ
൫QMሬሬሬሬሬሬ⃑ + QNሬሬሬሬሬ⃑ + QOሬሬሬሬሬ⃑ ൯ = QPሬሬሬሬሬ⃑ + ଶ

ଷ
൫QAሬሬሬሬሬ⃑ ＋QBሬሬሬሬሬ⃑ ＋QCሬሬሬሬሬ⃑ ൯	

= QPሬሬሬሬሬ⃑ + 2QGሬሬሬሬሬ⃑ 	

故QG'ሬሬሬሬሬሬ⃑ ＝
ଵ
ଷ
QPሬሬሬሬሬ⃑ + ଶ

ଷ
QGሬሬሬሬሬ⃑ ，所以P − G’ − G共線，且

୔ୋ'തതതതത

ୋ'ୋതതതതത
= 2。 

5. 也就是任意點P在G時，QG'ሬሬሬሬሬሬ⃑ ＝QGሬሬሬሬሬ⃑ ，即 G = G'， △ ABC和△ DEF共用重心。 
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（四）P點是垂心時，發現此時縮放中心是原三角形的九點圓圓心。 

 

【圖六】 

1、 令△ ABC的垂心為H、重心為G、外心為O、九點圓圓心為U，由尤拉線比例性

質可知HGതതതത：GOതതതത=2：1，而九點圓的圓心U為垂心H和外心O的中點，即 

HUതതതത：UGതതതത：GOതതതത = 3：1：2。又U可表示成O以G旋轉180度並縮放	ଵ
ଶ
，定義為Oଵ(因

為△ DEF為△ ABC以G旋轉180度再縮放 
ଵ
ଶ
) 

2、 因為△ DEF為△ DଵEଵFଵ以H縮放 
ଶ
ଷ
得到的，所以其外心也從Oଵ變成Oଶ，	HOଶതതതതതത：

OଵOଶതതതതതതത=2：1，及HOଶതതതതതത：OଶUതതതതത=2：1	
3、 綜合「垂心的重心三角形的垂心是原三角形的重心」（後面討論會再加以說明）

後知道原重心G為△ DEF的垂心Hଶ後，即可推出HOଶതതതതതത：OଶUതതതതത：UHଶതതതതതത：HଶOതതതതതത= 

2：1：1：2	

4、 也就是說對垂心Hଶ和外心Oଶ而言，是以垂心H和外心O以U旋轉180°再縮放 
ଵ
ଷ
，

這樣也就可以說明△ DEF是△ ABC以U旋轉180°再縮放 
ଵ
ଷ

倍。 

由此，我們可以得到以下結果： 

【小結五】重心的重心三角形的重心是原三角形的重心 

【小結六】垂心的重心三角形即原三角形以原三角形之九點圓圓心當縮放中心後旋轉૚ૡ૙°，

再縮放 
૚
૜
倍。 
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四、 特殊點P為原三角形△ ABC 之外心，特定點選重心， △ DEF 為外心的重心三角形	
則 P 點為 △ DEF 的垂心 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【圖七】 

 

證明： 

擬證：D 在 EF 上的垂直線過 P 

1、 M、N分別為ABതതതത、ACതതതത邊上的中點，故MNതതതതത ∥ BCതതതത 

    		୔୉
തതതത

୔୒തതതത
= ୔୊തതതത

୔୑തതതതത
= ଶ

ଷ
，故 △ PMN ≈△ PFE，又MNതതതതത ∥ EFതതതത 

2、 綜合上述可知MNതതതതത ∥ BCതതതത ∥ EFതതതത，又PLതതതത ⊥ BCതതതത，故PLതതതത ⊥ EFതതതത 
3、 ∵ D 在PLതതതത上(重心在中線上)，故DPതതതത ⊥ EFതതതത，同理可得EPതതതത ⊥ DFതതതത，FPതതതത ⊥ DEതതതത 
     ∴ P 為 △ DEF 的垂心 

【小結七】外心的重心三角形的垂心是原三角形的外心 
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五、特殊點P為原銳角三角形△ ABC之外心，特定點選外心，△ DEF為外心的外心三角

形，則P為△ DEF的內心  

 

【圖八】 

證明：  

∵ P 為 △ ABC 的外心，故PAതതതത = PBതതതത = PCതതതത = R。 

1、 ∵ DEതതതത、EFതതതത、FDതതതത分別為PBതതതത、PAതതതത、PCതതതത的中垂線。	
在 △ PGE 和 △ PIE 中： 

(1)∠GPE = ∠PIE = 90° 

(2)PEതതതത = PEതതതത 

      (3)GPതതതത = PIഥ = ଵ
ଶ
R。 

      ∴△ PGE ≅△ PIE(RHS 全等) 
2、 ∠PEG = ∠PEI൫對應角相等൯ ∴ EPതതതത為∠FED 的角平分線，	

同理有FPതതതത為∠EFD 的角平分線、DPതതതത為∠EDF 的角平分線。 

∴ P 為 △ DEF 的內心 

【小結八】在銳角三角形中，外心的外心三角形的內心是原三角形的外心 
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六、特殊點P為原鈍角三角形△ ABC之外心，特定點選外心，△ DEF為外心的外心三角

形，則P為△ DEF的傍心 

 

【圖九】 

 證明： 

1、 在圓內接四邊形OHFG中 

 OHF = OGF =90，OH =OG =
1
2
R，OF =OF  △ OHF ≅△ OGF 

2、 同理可得△ OGE ≅△ OIE,	△ OHD ≅△ OID  

 FO為 HFG 的角平分線、EO為 GEI 的角平分線、DO為 HDI 的角平分線 

 O為△ DEF的傍心 

【小結九】在鈍角三角形中，外心的外心三角形的傍心是原三角形的外心 

綜合【小結八】和【小結九】可知三角形由銳角變成鈍角，其外心也會跟著從三角

形內部跑到外部，而此時外心的外心三角形則會從內心轉變成傍心 

  



12 

七、 跳脫一對一的圖形，進一步對三角形重複做外心的外心三角形，我們試著找出新三角

形的面積與原三角形的面積的關係： 

(一) 當原三角形為銳角三角形時 

 

【圖十】 

1、 首先把△ DEF分成三個圓內接四邊形做觀察 

在圓內接四邊形OHFG中， 2GOH C    

 1= =
2

OG OH R， = OHF=90OGF  
， =OF OF   

 ∴△ OGF ≅△ OHF(RHS 全等) 
= =GOF HOF C    

1= = tan
2

FG FH R C  

同理可得
1 tan
2

EG EI R B  、
1 tan
2

DI DH R A   

2、 由
1
2

底高即知△DEF 得的面積  

1
4R

ଶ(tanA + tan B + tanC) =
1
4R

ଶ tan A tan B tanC 

∴
△ DEF
△ ABC =

1
4R

ଶ tan A tan B tanC
2Rଶ sin A sin B sin C =

1
8 cosA cosB cosC 

  

VAIO
矩形
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（二）當原三角形為鈍角三角形時 

 

【圖十二】 

3、 如圖所示，令 OBC OCB     、 ABC   、 ACB    

△ DEF面積 

=OHDI OHFG OGEI   

=  1 1 1 1 1 1 1 1 12 tan 2 tan 2 tan
2 2 2 2 2 2 2 2 2

R R R R R R                          
 

=  21 tan tan tan
4
R          

= 21 tan tan tan tan
4 1 tan tan
R  

 
 

 
   

 

=  21 tan tantan tan
4 1 tan tan
R  

 
 

 
   

 

=  21 tan tan tan
4
R      

    =－ 21 tan tan tan
4
R A B C  ( B   且 C   ) 

∴
△ DEF
△ ABC =

−14R
ଶ tan A tan B tanC

2Rଶ sin A sin B sin C =
−1

8 cosA cos B cosC 

綜合以上兩種情形，可得 

【小結十一】新三角形與原三角形的面積的比值為
1

8cos cos cosA B C
， 

且 8 8cos cos cos 1A B C    
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八、特殊點 P 為原三角形△ ABC 之內心，特定點選外心，△ DEF 為內心的外心三角形	
則P 點為 △ DEF 的垂心 

 
【圖十三】 

證明： 

已知CPതതതത ⊥ DEതതതത，今欲證明P為△ DEF的垂心，代表C − P − F共線，且B − P − E共線 

1、 首先證明C − P − F共線： 

∠APB＝∠PAC＋∠PBC＋∠ACB＝∠PAC＋∠PBC＋2∠ACP					(1)	
＝∠APF＋∠FPB  

＝∠PAF＋∠PBF  

＝∠PAB＋∠FAB＋∠PBA＋∠FBA  

＝∠PAB＋∠PBA＋2∠FAB = ∠PAC＋∠PBC＋2∠FAB 

2、 由最後一式和(1)式可得∠FAB＝∠ACP 

∠APF＝∠FAB＋∠PAB＝∠ACP＋∠PAC 

∠APF＋∠APC＝∠ACP＋∠PAC＋൫ߨ −∠ACP＋∠PAC൯ =  即得證，ߨ

【小結十二】內心的外心三角形的垂心是原三角形的內心 
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九、Ｉ為 △ ABC 的內心、Ｏ為 △ ABC 的外心， △ DEF為內心的外心三角形 

 △ ABC 與 △ DEF共用外心且共圓。 

 

 
【圖十四】 

(一) 證明：共用外心 

1、 作過 O 點垂直DEതതതത的直線OPሬ⃖ሬሬ⃗ ，	CIഥ ⊥ DEതതതത（DEതതതത為CIഥ中垂線），故CIഥ ∥ OPതതതത。 

2、 ∠ACI = ∠ICB൫角平分線൯，∠ICB = ∠OPB(CIഥ ∥ OPതതതത)	
∠QSC = 180°−∠CSQ −∠CQS = 180°−∠ESR −∠ERS=∠RES 

      (∠CSQ 與∠ESR 對頂角相等，∠CQS = ∠ERS = 90°) 

      	∠OPT = 180°− ∠POT −∠OTP = 180°−∠DOU −∠DUO	
      =∠ODU(∠POT＝∠DOU，∠OTP = ∠DUO = 90°) 

3、 連接ODതതതത與OEതതതത，在∆DOU 與∆EOU中： 

(1)OUതതതത=OUതതതത	(2)∠OUE = ∠OUD (3)∠ODU = ∠OEU	
故∆DOU ≅ ∆EOU(AAS)，ODതതതത = OEതതതത，O在DEതതതത的中垂線上 

4、 同理可證，O也在EFതതതത、DFതതതത的中垂線上，故O為∆DEF 的外心	
由此可知，∆ABC與∆DEF 共用外心 
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【圖十五】 

(二) 證明：A、B、C、D、E、F共圓 

1、 這裡先用到前面第十五頁【小結十二】內心的外心三角形的垂心是原三角形的

內心中的性質：B − I − E與C − I − F會共線 

由於AIതതത ⊥ EFതതതത(中垂線)，故四邊形AFIE為箏形，∠FIE = ∠FAE。 

2、 ∠FDE = 180°−∠BIC = 180°−∠FIE = 180°− ∠FAE。 

3、 四邊形AFDE內，∠FAE + ∠FDE = ∠FAE + 180°− ∠FAE = 180°，對角互補，

故四邊形AFDE為圓內接四邊形。 

4、 同理可證，四邊形BDEF與四邊形CEFD也為圓內接四邊形，故A、B、C、D、 

E、F六點共圓。 

【小結十三】內心的外心三角形的外心是原三角形的外心，且原三角形與內心的外心三

角形頂點共圓。 
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十、共圓關係的深入討論： 

在【小結十三】原三角形與其內心的外心三角形共圓的推導中，可知不停作其內心的外

心三角形，其所得三角形都會共圓，因此我們想研究這一系列的三角形： 

 

【圖十六】 

(一)由遞迴式討論三角形的角度： 

從先前證明中可知：I為△ ABC的內心，△ DEF為外心三角形且由先前的推導可知 

∠D = 90°− ଵ
ଶ

∠A = ଵ
ଶ

∠B + ଵ
ଶ

∠C 

 

為研究方便，我們將原三角形定義為△ ଴，設∠A଴ܥ଴ܤ	଴ܣ = B଴∠、ߙ = C଴∠、ߚ =  ߛ

，△  。௡為作ｎ次內心的外心三角形ܥ௡ܤ	௡ܣ

設∠ܣ଴ = ܽ௡ × α + ܾ௡ × β + ܿ௡ × 我們將其一連串生成的三角形角度寫成一個數列的話可得ߛ

下表 

 ܽ௡ ܾ௡ ܿ௡ 

 ଴ 1 0 0ܣ∠

 ଵ 0ܣ∠
1
2 

1
2 

ଶ 1ܣ∠
2 

1
4 

1
4 

ଷ 1ܣ∠
4 

3
8 

3
8 

ସ 3ܣ∠
8 

5
16 

5
16 

 

將「ߙ的係數」表成一個數列稱之為數列{a௡}，則我們發現恆有2a௡ାଵ = 	1 −	a௡，利用此關係
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式可推得此數列的一般項：a௡ାଵ = 	
ଵ
ଷ
− ଵ

ଷ
(− ଵ

ଶ
)୬ିଵ，n ≥ 0	且 nϵN，同理推得{b௡}及{c௡}的一般

項：  

b௡ାଵ =	
ଵ
ଷ
− ଵ

଺
ቀ− ଵ

ଶ
ቁ
୬ିଵ

，n ≥ 0	且 nϵℕ， c௡ାଵ =	
ଵ
ଷ
− ଵ

଺
ቀ− ଵ

ଶ
ቁ
୬ିଵ

，n ≥ 0	且 nϵℕ 

由此可知∠A௡ = 	a௡ × α + 	b௡ × β + c௡ × γ	且lim୬→∞ ∠An=
ଵ
ଷ
ߙ) + ߚ +  60°=(ߛ

同理可證 n趨近於無限大時，∠A = ∠B = ∠C = 60°，△ ABC 為正三角形。 

(二) 利用三角學證明面積嚴格遞增： 

由於此一系列的三角形皆共用外接圓，由正弦定理
௔

ୱ୧୬ ஺
= ௕

ୱ୧୬ ஻
= ௖

ୱ୧୬ ஼
= 2ܴ與三角形面積公

式△＝
௔௕௖
ସோ

可知三角形面積△=2Rଶ sin A sin B sin C，因此原三角形ABC和新產生的三角形

' ' 'A B C 的面積關係為： 

∆AᇱBᇱCᇱ面積

∆ABC 面積
=
ቀsinA + B

2 ቁቀsinB + C
2 ቁቀsin C + A

2 ቁ
sinA sinB sin C =

cosC2 cos
A
2 cos

B
2

sin A sin B sin C =
1

8 sinA2 sin
B
2 sin

C
2

 

再利用半周長s, a, b, c的半角關係，可得
ୟୠୡ

଼(ୱିୟ)(ୱିୠ)(ୱିୡ)
 

再利用算幾不等式可知： 

2b = (a + b − c) + (b + c − a) ≥ 2ඥ(a + b − c)(b + c − a) 
2c = (b + c − a) + (c + a − b) ≥ 2ඥ(b + c − a)(c + a − b) 
2a = (c + a − b) + (a + b − c) ≥ 2ඥ(c + a − b)(a + b − c) 

 

三式相乘即得
abc

(a + b − c)(b + c − a)(c + a − b) ≥ 1 

因此
∆୅ᇲ୆ᇲେᇲ

∆୅୆େ
1 表示面積遞增，又由角度的遞迴式可知，形狀會趨於正三角形。不停作其內心

的外心三角形時，且面積會嚴格遞增，最後形狀會趨近正三角形，其面積為
ଷ√ଷ
ସ
ܴଶ。 
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十一、 P點為原三角形 △ ABC內外任意一點，特定點選垂心，則 △ ABC 與 △ DEF 面積 

    相等 

 

【圖十七】 

證明分兩部分，P在內部及P在外部的情形，為方便起見，在求垂心時，不以∆ABC的邊當底邊

作高求垂心。如在作∆PBC的垂心時，分別作B、C在底邊PC、PB的高，交於垂心D 

(一) 【證明】P在內部，參考【圖十七】 

1、 考慮頂點輪換，故在不失一般性的情形下只證明其中一種形式 

2、 ∆ABC  

=∆BIA+∆ACF+∆BIF+∆BCF(將∆ABC分成四個三角形) 

=∆BIE(AEതതതത平行IBഥ )+	∆ADF(CDതതതത平行AFതതതത)+	∆BIF+∆BEF(CEതതതത平行BFതതതത) 
3、 ∆DEF 

=∆BDE+∆DFI+∆BIF+∆BEF 

=(∆BIE+∆IDE)+	∆DFI+∆BIF+∆BEF 

=∆BIE+∆IDA+∆DFI+∆BIF+∆BEF 

=∆BIE+(∆IDA+∆DFI)+	∆BIF+∆BEF 

=∆BIE+∆ADF+∆BIF+∆BEF=∆ABC 

4、 故當P在內部時，△ ABC 與 △ DEF 面積相等 
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(二) 【證明】P在外部，參考【圖十八】 

 
【圖十八】 

1、 ∆ABC 

=∆MBA+∆MBC+∆MAC 

=∆MBG+∆MBH+∆MAD 

=∆MGH+∆MAD 

2、 ∆DEF 

=∆NED+∆NEF+∆NDF 

=∆NEJ+∆NEK+∆NDA 

=∆NJK+∆NDA 

3、 由於藍、綠兩組平行線形成平行四邊形，∆MAD=∆NDA，剩下 

要證明∆MGH=∆NJK 

 

【圖十九】 
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4、 事實上可以將∆FHI	和∆CKL合起來形成平行四邊形，原題即等價證明： 

一平行四邊形ＡＢＣＤ被兩平行於其中一組對邊的直線L、M相交另一

組對邊於E、F、G、H，交對邊於I、J，試證： 

∆BHJ與∆DFI面積相等 

 
【圖二十】 

5、 設AHതതതത：HGതതതത：GBതതതത = DEതതതത：EFതതതത：FCതതത = m：n：o，BCതതതത = l，AKതതതത = h 

6、 ∆BHJ 

=
ଵ
ଶ
GJഥ × ୬ା୭

୫ା୬ା୭
h = ଵ

ଶ
୫ା୬

୫ା୬ା୭
l × ୬ା୭

୫ା୬ା୭
h  

7、 ∆DFI 

=
ଵ
ଶ
IEഥ × ୫ା୬

୫ା୬ା୭
h = ଵ

ଶ
୬ା୭

୫ା୬ା୭
l × ୬ା୭

୫ା୬ା୭
h = ∆BHJ得證 

8、 故當P在外部時，△ ۰۱與ۯ △۲۳۴面積相等 

 

(三) 綜合以上兩點，P點為平面上的一點，特定點選垂心，若其垂心三角形存在則 

△ ABC 與 △ DEF 面積相等，得證。 

【小結十四】平面上任一點的垂心三角形與原三角形面積相等 

 

在這裡討論一個比較特別的點：費馬點。費馬點的定義為「三角形內含周界，到三頂

點距離和最小的點」，其中它有一個比較特別的性質，即當三角形三內角皆小於120°時，

費馬點與三頂點連線形成的線段，皆夾120°；當三角形三內角有一內角大於等於120°時，

費馬點即為該內角的頂點。故利用前項的特殊性質，再加以用解析幾何的方法，得到

了下一個特別的性質。 
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十二、 特殊點P為原三角形△ ABC 之費馬點，特定點選垂心，△ DEF費馬點的垂心三角

形，則P 點為 △ DEF 的重心 

 

 

【圖二十一】 

證明： 

 

如圖，設A(−a, 0)、B൫b, √3b൯、C൫c,−√3c൯，其中 a、b、c ≥ 0，則 P(0,0)	
為	 △ ABC 之費馬點。 

1. △ PAB 之垂心 ቊ
x = b

y = − ୟାୠ
√ଷୠ

x，得H୔୅୆ ቀb,−
ୟାୠ
√ଷ
ቁ 

 

    △ PAC 之垂心 ൜
x = c

y = ୟାୡ
√ଷୡ

x，得H୔୅େ ቀc,
ୟାୡ
√ଷ
ቁ 

 

   △ PBC 之垂心 ቐ
y + √3c = − ଵ

√ଷ
(x − c)

y − √3b = ଵ
√ଷ
(x − b)

，得H୔୆େ ቀ−b − c, ୠିୡ
√ଷ
ቁ 

2. PH୔୅୆ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃑ + PH୔୅୆ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃑ + PH୔୅୆ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃑ = ቀb + c − b − c,− ୟାୠ
√ଷ

+ ୟାୡ
√ଷ

+ ୠିୡ
√ଷ
ቁ = 0ሬ⃑ 	

由重心至三頂點向量和 = 0 之性質得 P 為 △ H୔୅୆H୔୅େH୔୆େ之重心 

【小結十五】原三角形三內角皆小於૚૛૙°時，費馬的垂心三角形的重心是原三角形的費馬點 
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伍、 研究結果 

    一、經過前面的論證，彙整研究結果如下： 
(一) 原三角形與特殊點之特定點三角形有共圓關係： 

       內心的外心三角形與原三角形 

       且這一系列的三角形面積遞增而收斂至
ଷ√ଷ
ସ
ܴଶ，形狀最後會趨近於正三角形。 

(二) 原三角形與特殊點之特定點三角形共用尤拉線與九點圓圓心的有： 
1、垂心的重心三角形與原三角形共用九點圓圓心 

2、垂心的外心三角形與原三角形共用九點圓圓心 (且共用九點圓) 

(三) 原三角形與特殊點之特定點三角形全等的是： 
  1、垂心的垂心三角形與原三角形 (頂點與原三角形重合) 
  2、垂心的外心三角形與原三角形  

    (以原三角形的九點圓圓心(外心及垂心的中點)旋轉180°) 
(四) 原三角形與特殊點之特定點三角形相似的是： 

     三角形任意點的重心三角形與原三角形 (縮放
ଵ
ଷ
倍) 

(五) 原三角形與特殊點之特定點三角形等面積的是： 
     三角形任意點的垂心三角形與原三角形等面積 

(六) 心和心的對偶性有下列兩組： 
1、垂心的外心三角形的外心是原三角形的垂心 
2、垂心的外心三角形的垂心是原三角形的外心 

(七) 任一點成立的性質有： 

1、任意點的垂心三角形的等積性質 

2、任意點的重心三角形與原三角形相似且面積為原三角形的
ଵ
ଽ
倍 

二、外心三角形系列 

 外心的外心三角形 內心的外心三角形 垂心的外心三角形 重心的外心三角形 

性

質 

1.△ DEF的內切圓

與△ ABC的外接圓

共用圓心 

1.共用外接圓 1.△ DEF與△ ABC的外

心和垂心位置互換 

2.共用尤拉線 

3.共用九點圓 

1.有隔代遺傳的味

道 

新

舊

面

積 

關

係

與

例

圖 

△ ABC的面積比 

△ DEF的面積為
|8 cosܣ cosܤ cosܥ| 

疊代時面積遞增，其

最大值發生於正三

角形 

△ DEF與△ ABC全等 

面積相等 

疊代時以相同倍率k
遞增 
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三、 從心的對應觀點，將研究結果彙整如下表： 

特殊點 特定點 結果 
與原三角形 

全等或相似 
面積關係 

外心 

外心 外心的外心三角形的內心是原三角形的外心 無  

重心 
外心的重心三角形的外心是原三角形的重心 

外心的重心三角形的垂心是原三角形的外心 
相似 

1
9倍 

垂心  無 等積 

內心 

外心 
內心的外心三角形的外心是原三角形的外心 

內心的外心三角形的垂心是原三角形的內心 
無  

重心 內心的重心三角形的內心是原三角形的重心 相似 
1
9倍 

垂心  無 等積 

重心 

外心 重心的外心三角形的重心是原三角形的外心 無  

重心 重心的重心三角形的重心是原三角形的重心 相似 
1
9倍 

垂心 重心的垂心三角形的重心是原三角形的垂心 無 等積 

垂心 

外心 
垂心的外心三角形的外心是原三角形的垂心 

垂心的外心三角形的垂心是原三角形的外心 
全等  

重心 垂心的重心三角形的垂心是原三角形的重心 相似 
1
9倍 

垂心 垂心的垂心三角形即原三角形 全等 等積 

費馬點 垂心 費馬點的垂心三角形的心是原三角形的重心 無 等積 

彙整研究結果，聚焦於下列幾個議題： 

（一）垂心的外心三角形DEF與原三角形ABC有全等關係，兩三角形的外心與垂心

互換，並以九點圓圓心做為鏡射中心且共用九點圓。 

（二）內心的外心三角形DEF 與原三角形共圓，如果對三角形重複做內心的外心三角

形，其面積嚴格遞增且其極限值發生於正三角形。 

（三）平面中不為邊上任一點的垂心三角形與原三角形面積相等。 
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陸 、 討論 

由研究結果的表觀察，發現「X心的重心三角形的X心是原三角形的重心」的性質在特殊

點為內、外、重、垂心時皆成立，猜測為一般性的結果。 

要推導到一般性的結果，我們先引入兩個引理： 

(1) 任意點的重心三角形縮小性質： 

由前面提到「重心的重心三角形」所推廣得到的結果，我們可知：任意點P的

重心三角形是由P為縮放中心將中點所連成的三角形往P點的方向縮為
ଶ
ଷ
。 

(2) 中點三角形心的位置： 

 

【圖二十二】 

將∆ABC三邊上的中點	D、E、F連起來，我們可以得到四個全等的三角形：

∆ADE、∆FED、∆DBF、∆EFC，我們這裡所要探討的是，給定∆ABC內部的特

殊點P，我們想要以縮放、旋轉、鏡射的觀點來討論P在∆ADE、∆FED的位置。 

在【圖二十二】中我們可以得到: 

	P′為P在∆ADE的位置，其作法為以A為縮放中心將P往A的方向縮 
ଵ
ଶ
。 

P"為P在∆FED的位置，其作法為以DEതതതത的中點K為旋轉中心將P′旋轉180°。 

由以上兩個引理我們可以推導出「X心的重心三角形的X心是原三角形的重心」的一般性結果，

我們的證明如下： 

我們先說明外心的情形，進而推廣到對外內重垂心皆成立。 

 

【圖二十三】  
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1、 P 是∆ABC的外心，G是∆ABC的重心，D、E、F分別為ABതതതത、BCതതതത、ACതതതത中點。 

由前面引理(1)的結果，我們知道∆D′E′F′是以P為縮放中心縮為	ଶ
ଷ
，如此可得外

心的重心三角形∆DEF。 

2、 再由引理(2)的結果，經過伸縮變換找出P、G在∆ADE相對應的位置	Pᇱ、Gᇱ，在

經過旋轉變換找出P、G在∆DEF相對應的位置	P”、G” (由重心的重心三角形的

結果可知，G” = G)。	

3、 當我們將∆D′E′F′以P為縮放中心縮為	ଶ
ଷ
時，其內部每一點也會以相同的形式往

內縮，因此∆DEF的特殊點P”也會往P的方向縮	ଶ
ଷ
，也就是要證明P”經過縮	ଶ

ଷ
的變

換之後將變換至G點，因此我們引入孟氏定理來計算其線段比例。	
  

    將某些重要的點畫出來【圖二十四】，由孟氏定理可知： 

AP'തതതത

P'Pതതതത
×
PP"തതതതത

P"Gതതതതത ×
GJഥ
JAഥ

=1 

1
1×

PP"തതതതത

P"Gതതതതത ×
3
1 =1 

∴
PP"തതതതത

P"Gതതതതത =
1
3 

       如此我們證明了∆DEF的外心為∆ABC的重心。 

 

 
 

    【圖二十四】  

 

由推導的過程中，我們可知無論P為任一特殊點，我們都可以以相同的推導方式證明，因此「X
心的重心三角形的X心是原三角形的重心」成立。 
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柒 、 結論與未來展望 

由前面研究結果可知，除了一般性的結果，如垂心三角形會與原三角形等面積、「X心的

重心三角形的X心是原三角形的重心」，有關特定點為內心時，並沒有特殊的發現，接下來希

望能從角平分線的性質再做更深入的探討。 

從前面研究結果的表格可知，並非每一種組合都有特別的結果，像是內心的部分；再加

上表格上所發現的性質大多是利用數學繪圖軟體一個一個作圖，量化它的角度、面積，再計

算比值，得到一些特別的性質最後再給予書面證明。假使今日無法使用如此方便的軟體，又

要如何得到這些性質？所以我們下一步的研究就是想寫出內、外、重、垂心）的「構造方法」

(如外心對應到中垂線、內心對應到角平分線，角度的遞移等等)，希望能找出將這些性質組合

後，能夠不需畫圖就能預測將會出現的性質、三角形的形狀，這將有助於我們找出表格空缺

的答案，希望這在將來能帶來更多的突破！ 

此外，在研究完一對一的圖形，我們進一步以原三角形重複做一個動作(例如重複做重心

的外心三角形，見下圖)，我們發現這種經過「疊代」的圖形，可能會出現有面積有極值或是

隔代相似（如疊代兩次相似）的特殊情況，在我們接續的方向中，我們想要討論疊代時，新

三角形與原三角形： 

(1)是否會收斂 (2)是否會全等 (3)是否會相似(4)面積的變化關係  

    下圖為原三角形△ ABC重複做重心的外心三角形，得到△ AଵBଵCଵ、△ AଶBଶCଶ，這部份我

們觀察到它的面積是以相同倍數遞增，並以一定點U點向外發散，而且還具有隔代遺傳的特殊

性質，其疊代奇數次的三角形、疊偶數次的三角形與原三角形兩組各自會相似，我們希望接

下來的時間能夠把他研究完，這樣搭配上外心的外心三角形、內心的外心三角形及重心的外

心三角形就能對特定點為外心的研究作一個完整的解釋。 

 

【圖二十五】 

目前我們已經把特殊點為四心特定點為外心的研究作一個整理，我們期望接下來可以推

廣到任意點的外心三角形並討論它的性質。除此之外，我們將對特定點為垂心的部分做討論

與比較，並像特定點為外心時一樣探討他的「相同處」與「不同處」。最後，我們希望能「重

複一種動作」的疊代，推廣成「重複做兩個動作」的疊代(如重複先做外心的垂心三角形再做

垂心的外心三角形)或是更複雜的疊代，並試著找出其規律或通式。而終極目標是將平面的三

角形換成空間中的三角錐，尋找它能夠唯一決定的點，觀察其性質。 



【評語】040410 

本科展作品探討一平面幾何的問題，作者們利用數學軟體去找

尋一些特殊點的特定點三角形的關係。並利用三角函數去算出其邊，

角與面積關係。最後，再探討其疊代後的極限性質。此作品為一古

典平面幾何課題，內容豐富及論証嚴謹。但在創新部份，若能加強，

則更加完善。 
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