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摘要 

    問題與想法：邊長 1 的正三角鏡 ABC 中，光由原點 B 射到CA 上一點 P(圖一)，

再依反射定律繼續反射下去，我們想探討：是否能回到原點 B？而若回到原點 B，

所走路徑及反射次數可找到通式？考慮圖二探討此問題。圖二中的每一頂點都對

應△ABC 中每一頂點。 

 

 

 

 

 

 

 

              圖一                                      圖二 

    主要結論：我們算出每一反射點在圖二中的座標得以下結論： 

(1) CP 為有理數時， Nbaba
a

b
CP  ,,1),(, ，導出第一個相交頂點在展開圖的

座標為 ( , )a b b 。再利用展開圖中，同名點構成的直線特徵(如圖三)得：由 B 射

出光時，會返回原點 B。並知反射後回到 B 所需的次數與路徑可由 a、b 決定，

公式如下： 















B→C→A→B )1(6  (mod3) 2ba

B→A→C→B )1(6  (mod3) 1ba

B→B   )1(2  (mod3) 0ba

次，路徑為，次數為若

次，路徑為，次數為若

為次，路徑，次數為若

a

a

a

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    圖三                                   圖四 

   (2) 當CP 為無理數時，我們得到由 B 射出的光線不會返回 B。 

且所有無窮多的反射點，在邊上的分布具有稠密性。 
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壹、研究動機 

有天老師上數學課時，提到直線的鏡射，我們靈機一動，想到了正三角鏡的

萬花筒。在三角鏡中以一頂點為光源向對邊發射，使其在內部不斷地反射 

（如圖 1）。以邊為對稱軸，將三角鏡無限翻轉（如圖 2、圖 3）。可從這些無數

的入射線、反射線都呈一直線地無限延伸。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1、三角鏡內的反射光  圖 2、入射線與反射線會共線 圖 3、展開圖 

 

我們將研究光點是否會射回原點（光源），若會，則探討入射、反射的總次

數是多少次?若不會反射回原點（光源），則探討光源打在邊上的這無數點的分

布，在這邊上是否具有稠密性? 

貳、研究目的 

一、由原點 B 射到邊 AC 上一點 P ，若CP長為有理數

（如圖 4），令 1
1

0,,,1),(, 
m

Nbaba
a

b
CP ，則 

 若 0(mod3)a b  ，則射回原點 B 所需總次數為何？ 

 若 1(mod3)a b  ，則射回原點 B 所需總次數為何？ 

 若 2(mod3)a b  ，則射回原點 B 所需總次數為何 

             圖 4、由原點 B 射出

光線 

二、由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P ，若CP長為

無理數，則它經過無窮多次的入射、反射，都無法

回到三頂點，欲探討射在每一邊上的這些無窮多

點，在邊上的分布是否具有稠密性？（如圖 5）。 

 

 

圖 5、以
2

3
CP 為例，反射多次皆無法回到原點 

参、研究器材 

紙、筆、電腦、Geogebra 繪圖軟體、Visual Basic 
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肆、研究方法 

一、入射線與反射線經邊對稱之後成一直線 

 

圖 6 

<證明> 

如圖 6 所示，△ ABC為正三角形， B 點為其光源， 

光線射向反射面 AC 交於 P ，反射至 AB交於 D， 

RS 為反射線中過 P 的法線，即RS AC 。 

設入射角 BPR 為 θ， 

∵入射角＝反射角  ∴ BPR RPD    

以 AC 為軸作翻轉：△ ABC得△ AB C ，△ APD得△ 1APP
，反射線BP得 1PP ， 

→△ APD △ 1APP → 1 90APD APP    
 

→ 1 1 2(90 ) 2 180BPP APD APP RPD BPR            

故得 1B P P  共線.。 

可知入射線BP與以反射面為軸將反射線BP翻轉所得 1PP 共線， 

同理，入射線 1PP 以反射面為軸將反射線翻轉所得
1 1PP共線， 

由此可推，原入射線BP將可與反射線經邊對稱後呈一直線。 

 

二、展開圖坐標化 

（一）建立坐標系 

以 B 為原點，BC 、BA為單位長度，以BC 為 x軸

正向、以BA為 y 軸正向，且 60ABC  ，令 x軸為

0L ，與 x軸平行的直線依序為 1L 、 2L 、 3L ……，令

y 軸為 0L，與 y 軸平行的直線依序為 1L、 2L、

3L……，且 1n nL L  和 1n nL L 
  的長度均為一單位長度

（如圖 7）。            圖 7  
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（二）光線與三角鏡交點坐標的一般化 

   1. 橫軸交點的坐標為 ( , )nP nq n  

(1) 設 10 1AP q  （如圖 8），令 nP 為入射線 L 與 nL 的交點（ 1,2,3,...n  ） 

 
圖 8 

 (2) 由圖 9 

 
圖 9 

    【說明】在△ 1BAP 與△ 2BCP 中  ∵ 1 2//L L
  
∴△ 1BAP ～△ 2BCP  

對應邊成比例得 1
2

2 2

    1
2

2   

APBA q
CP q

BC CP CP
      

∴ 2P 的 x坐標為 2CP 的長度 2q  
同理，在△ 1BAP 與△ 3BB P 中∵ 1 2//L L

  
∴△ 1BAP ～△ 3BB P  

對應邊成比例得 1
3

3 3

    1
3

3   

APBA q
B P q

BB BP B P
    

 
 

∴ 3P 的 x坐標為 3B P 的長度3q  
(3)

 4P 的 x坐標為 4q，可歸納出 nP 的 x坐標為 nq  
→ 1 2 3( ,1),  (2 ,2),  (3 ,3)...P q P q P q ( , )nP nq n

 

2.縱軸交點坐標為 ( , )n

n
P n

q


 

(1) 由圖 10  

 

 

 

 

 

 

圖 10 

令 nP 為入射角線 L 與 nL 的交點（ 1,2,3,...n  ） 
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(2) 由圖 11 

 
圖 11 

      【說明】在△ 1BP A與△
1 1B PP 中  

             ∵
0 1//L L 

  
∴△ 1BP A～△

1 1B PP  

 對應邊成比例 1

1
1 1

      1

1   

AP AB q

qPB P B P B

  
   

1

1 1
1

q
P B

q q

      

 ∴
1P的 y 坐標為

1CP 長＝ '

1

1 1
1 ( 1)CB B P

q q
     

 
(3) 由圖 12 

 
圖 12 

      【說明】在△ 1BCP與△ 2BAP 中  ∵ 1 2//L L 
   

∴△ 1BCP～△ 2BAP   

  對應邊成比例得
2 1

2
2AP CP

q
     ∴

2P 的 y 坐標為
2AP  長度

2

q  

(4)
 3P 的 y 坐標為

3

q
，可歸納出

nP 的 y 坐標為
n

q  

→
1 2 3

1 2 3
(1, ),  (2, ),  (3, )...P P P

q q q
   ( , )n

n
P n

q


 

3. 右斜線交點坐標為 ,
1 1

n

nq n
P

q q

 

 

  
 

入射線 L 與右斜線 1L ， 2L ， 3L …， 

分別交 L 於 1P， ''

2P ， 3P （圖 13） 

                                                               

證明：              圖 13 

∵ L 過 (0,0)和 ( ,1)q 兩點  ∴ : 0L x qy    又 :nL x y n   

解
0x qy

x y n

 


 
 得 ,  

1 1

nq n
x y

q q
 

 
 ∴ ,

1 1
n

nq n
P

q q

 

 

  
 

1

q
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結論： 

令 q 為直線 L 與第一條橫線交點之 x 座標值， 

     則入射線 L 與平行橫軸( BC )的直線 nL 的交點坐標 ( , )nP nq n  

       入射線 L 與平行縱軸( AB )的直線 nL 的交點坐標 ( , )n

n
P n

q
  

       入射線 L 與平行右斜線( AC )的直線 nL 的交點坐標 ,
1 1

n

nq n
P

q q

 

 

  
 

伍、研究過程 

一、由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P，若 ,   ( , ) 1
b

CP a b
a

  為有理數， 

此時我們將探討由 B 點射出是否會返回原點 B？ 

若會，進而探討返回 B 所需反射的總次數是否有公式解？ 

 （一）實驗範例 

1. 分母為 3 1a n   （如圖 15） 

CP  n 
（不經過 A、C 點，直接打回原點） 

B 點→B 點 

打回原點 B 

總需次數 

2 (3 2)n   

 

圖 15 1

11
CP  ，總共打 20 次 

1/2 1 2 2 

1/5 2 8 8 

1/8 3 14 14 

1/11 4 20 20 

2. 分母為 3a n  （如圖 16） 

CP  n B 點→ C 點→ A 點→ B 點 

打回原點 B 

總需次數 

2×(3n－1)×3 

 

圖 16 
1

6
CP  ，總共打 30 次 

1/3 1 4 4 4 12 

1/6 2 10 10 10 30 

1/9 3 16 16 16 48 

3. 分母為 3 1a n  （如圖 17） 

CP  n B 點→ A 點→ C 點→ B 點 
打回原點 B 

總需次數 

2×(3n)×3 

 

圖 17 
1

7
CP  ，總共打 36 次 

1/4 1 6 6 6 18 

1/7 2 12 12 12 36 

1/10 3 18 18 18 54 

圖 14 
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（二） 證明過程： 

若CP為有理數，必會反射回原點 B（取
1

1
b

CP
m a

   ） 

證明：如圖 18，由△ 1APP～△CBP可知
1

1 1
1

q

m m





，得 1 1
a

q m
b

     

入射線過 (0,0)、P1 ( ,1)q ，故方程式為
x

y
q

 ( 1)
a

x qy y
b

     

令光線碰到的第一個頂點(格子點)為 (( 1) , )
a

k k
b


 

∵ k N 且 ( 1)
a

k N
b
 

 
∴b k  

∵要取第一個交點∴ k b取 的最小值為 ，得第一個相交頂點為 ( , )a b b  

 

   圖 18 

 （三）取 1
1


a

b

m
CP ，反射後回到原點的坐標為 

0 (mod3) ( - , ) A,C

1 (mod3) (3( - ),3 )

2 (mod3) (3( - ),3 )

a b B a b b

a b B a b b

a b B a b b

 


 
  

若 ，反射後回到原點 的座標為 ，且必不射至 點

若 ，反射後回到原點 的座標為

若 ，反射後回到原點 的座標為
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1. 探討同名點所構成直線特徵 

 

 

圖 19 

如圖 19 所示： 

由同名 A 點構成直線方程式，為 5 xy 、 2 xy 、 1 xy 、 4 xy ……，

→可得同名 A 點構成的直線之通式 (mod3) 1,  kkxy 。 

由同名 B 點構成直線方程式，為 6 xy 、 3 xy 、 0 xy 、 3 xy ……，

→可得同名 B 點構成的直線之通式 (mod3) 0,  kkxy 。 

由同名 C 點構成直線方程式，為 4 xy 、 1 xy 、 2 xy 、 5 xy ……，

→可得同名 C 點構成的直線之通式 (mod3) 2,  kkxy 。 

 

 

 

 

B 

B 

B 

A 

A 

A 

A 

C 

C 

C 

C 

6y x   

5y x   

4y x 

 5y x    3y x   
2y x   

1y x 

 5y x    y x

 5y x    1y x   

2y x 

 5y x    
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(1) 若 )3(mod0ba  B→B(如圖 20)即由 B 點不經過 A、C 點直接打回原點 B 

 

圖 20 

<證明> 

令入射線 L 與同名點 B 的連線 y x k  交於點 ( , )a b b ，  

( , )a b b 代入 y x k  中  ( )b a b k    2k a b    。 

若欲光線不經過 A,C 直接射回到原點 B， 

則 2 0 (mod3)k b a   2  (mod3)a b   (mod3)a b  0 (mod3)a b   ， 

故當 )3(mod0ba 時(如圖 20)，光源由原點 B 射出時必不經過 A,C 點，而直接

打回原點 B。 

 

 

 

 

 

 

 

 

6y x   

5y x   

4y x 

 5y x    3y x   

2y x   

1y x 

 5y x    y x

 5y x    1y x   

2y x 

 5y x    

B 

A 

C 

B 

B 

B 

A 

A 

A 

C 

C 

C 

B 
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(2) 若 )3(mod1ba (如圖 21)，即由 BCAB 

 

圖 21 

<證明> 

若 )3(mod1ba ，入射線 L 打到的第一個頂點坐標為 ( , )a b b 代入同名點直線

y x k   

2 1 1b a b k k a b a b k            2 Ck  先過 點 

入射線 L 打到的第二個頂點坐標為 (2( ),2 )a b b 代入方程式 y x k  中 

2 2( ) 2 4 2( 2 ) 2( ) 2b a b k k a b a b a b             

2   k 1    k    再過A點  

入射線 L 打到的第三個頂點坐標為 (3( ),3 )a b b 代入方程式 y x k  中 

3 3( ) 3 6 3( 2 ) 3( ) 3b a b k k a b a b a b             

3 0   k 0     k     第三次回到原點B
 

故若 )3(mod1ba (如圖 21)，即由 BCAB 

 

6y x   

5y x   

4y x 

 5y x    3y x   

2y x   
1y x 

 5y x    y x

 5y x    1y x   

2y x 

 5y x    

B 

A 

C 

B 

B 

B 

A 

A 

A 

C 

C 

C 

B 

C 

A 
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(3) 若 2(mod3)a b  (如圖 22)，即由B A C B  
   

 

 

圖 22 

<證明> 

若 2(mod3)a b   

入射線 L 打到的第一個頂點坐標為 ( , )a b b 代入方程式 y x k  中 

2 2b a b k k a b a b          2   k 1     k    先過A點 

入射線 L 打到的第二個頂點坐標為 (2( ),2 )a b b 代入方程式 y x k  中 

2 2( ) 2 4 2( 2 ) 2( ) 4b a b k k a b a b a b             

4 1   k 2     k     再過C點  

第三個頂點坐標為 (3( ),3 )a b b 代入方程式 y x k  中 

3 3( ) 3 6 3( 2 ) 3( ) 6b a b k k a b a b a b             

6 0   k 0        k     第三次回到原點  

故若 2(mod3)a b  (如圖 22)，即由B A C B    

 

  

6y x   

5y x   

4y x 

 5y x    3y x   

2y x   

1y x 

 5y x    y x

 5y x    1y x   

2y x 

 5y x    

B 

A 

C 

B 

B 

B 

A 

A 

A 

C 

C 

C 

C 

B 

A 
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2. 由 B 點射出返回 B 點所需反射次數之公式解證明： 

觀察
1 b

CP
m a

  的圖形反射後原點 B 的坐標為 ),( yx （如圖 23） 

 

圖 23 

可知直線 L 和每一條紅、藍、綠線各恰有一交點，則圖中共有 )1( x 條紅線， 

)1( y 條紫線， )1(  yx 條綠線

  個交點有 3)(2)1()1()1(  yxyxyx ，再加上最後回到原點 B 

共有 2( ) 3 1 2( 1)x y x y      個交點 次反射了 )1(2  yx  
(1) 若 0(mod3)a b  時，光點由 B(0,0) 不經過 A、C 兩點，直接打到 ( , )B a b b  

 ,x a b y b   帶入，總反射次數＝  2 ( ) 1 2( 1)a b b a      

(2) 若 1(mod3)a b  時，光點依序擊至 B(0,0)→C ( , )a b b →A (2( ),2 )a b b  

→B (3( ),3 )a b b ，如圖 24 所示，反射次數應為(1)結論的 3 倍 

總反射次數＝3 [2( 1)] 6( 1)a a     

(3) 若 2(mod3)a b  時，光點依序擊至 B(0,0)→A ( , )a b b →C (2( ),2 )a b b  

→B (3( ),3 )a b b  總反射次數＝3 [2( 1)] 6( 1)a a     

 
圖 24 

故得結論，取
1

1,   ( , ) 1
b

CP a b
m a

    ，反射後射回所需的反射次數為 















B→C→A→B)1(6  (mod3) 2ba

B→A→C→B)1(6  (mod3) 1ba

B→B)1(2  (mod3) 0ba

次，，次數為若

次，，次數為若

次，，次數為若

a

a

a

 

 

二、由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P，若CP長為無理數，則

它經過無窮多次的入射、反射，都無法回到三頂點，欲證明

射在每一邊上的這些無窮多點，在邊上具有稠密性（如圖

25）。 

               圖 25、以
3

2
CP  為例，反射多次皆無法回到原點 

L 

B(0,0) 

(1) 

(2) 

(3) 

B ( , )x y  
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稠密性之詳細證明過程如下 

(一) 展開圖中光線與三角鏡的交點座標之整理與簡化：

 

                  

        為了討論光線與三角鏡邊上交點之稠密性，我們將這些交點分成

( , )nP nq n 、 ( , )n

n
P n

q
 及 ,

1 1
n

nq n
P

q q

 

 

  
三類，，並加以討論。但由於這些點

在展開圖上的分布是屬於二維空間分布(如圖 26)，不易討論其稠密性，故定

義  x x x  。將三類點 Pn、P’
n、P’’

n 轉換成 Pn0、P’
n0、P’’

n0 ，亦即將這些

點平移至兩條座標軸上(如圖 27)： 

 

 

圖 27、將三類點都投影到 X 軸或 Y 軸上 

    其中新的 Pn0、P’
n0、P’’

n0 三類點中的 Pn0會分佈在 X 軸上，而 P’
n0、P’’

n0

會分佈在 Y 軸上。接下來我們分別將 Pn0 的 x 座標值與 P’
n0、P’’

n0 的 y 座標值

作  x x x  運算，此時圖將變成(如圖 28)： 

圖 26、未經變換之圖形(Pn 為紫色點、P
’
n 為紅色點、P

’’
n 為綠色點) 
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              圖 28                       圖 29、做對稱之後三類點皆在 Y 軸上 

 然後再將點以 y=x 為對稱軸做對稱，新座標通式為 (圖 29) 

經過上述變換之後，我們發現此新的三類點都分布在 Y 軸上並且介於 

[0，1]區間之中，即分布在圖 29 中BA線段上。因此我們可以將 Y 軸與點視為一

條數線，而三類點之座標則表示為： ,  ,  
1

n n n

n n
P nq P P

q q
      


 

接下來，我們將利用 ,  ,  
1

n n n

n n
P nq P P

q q
      


的通式證明其稠密性。 

(二) 所須之定理： （高斯符號 [x]：不大於 x 的最大整數。） 

【預備定理】對於任意無理數 0  ，任意正數 0  ，存在 k N  

使得  k k    或  1 1k k       

證明：0<   kk  <1     0  , 存在n N 使得
1

10n
  

在區間 0,1 內，取10n 個  k k  的點（值），其中 1, 2,3,...,10nk  ， 

(1) 這10n 個  k k  的值必均不相等。 

【註】：假設存在兩個 1k , 2k 使得    1 1 2 2k k k k       

則    1 2 1 2( )k k k k     ＝整數，得
   1 2

1 2

k k

k k

 






， 

但 為無理數（矛盾）。     故這10n 個  k k  的值均不相等 

(2) 必可找到 1 2,  k k N 且 2 1k k ，使得    1 1 2 2k k k k       1 ，其中
1

1

10n
   

【註】：若 Nkk  21,     
n

kkkk
10

1
)()( 1122   皆成立 

則  1,0,BA 區間內這 n10 個點中的任兩個點距離皆大於
n10

1
 

 1
10

1
10

n

nBA 矛盾 

∴必可找到 1 2,  k k N ,且 2 1k k ，使得    1 1 2 2k k k k       1 ,其中 1

1

10n
   

(3) 取 Nkk 21, 且 12 kk     

       1212 kkkk  ……○1   或        11212   kkkk ……○2  
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由(2)
 

   1 1 2 2k k k k       1  ∴    2 1 2 1 1k k k k         

   由○1 ○2 知    2 1 2 1 1k k k k         或    2 1 2 1 11k k k k          

   取
12 kkk  故得     1  kk 或   11   kk  

   取  1  故得     kk  或   11   kk  

【定理一】對於任意無理數 0  ，令 k N ，取  r k k   ， 10  r ， 0  ， 

則存在 k N , k k  ，使得    ( ) ( )k k k k          

即 n N  ，  n n  稠密於 0,1 之區間
 

證明：由預備定理知： 0 ,存在 0k N ,     000 kk 或   11 00   kk  

取 0kkk    kk 即 。若
 
 








(2)0

(1)

00 ─

─





kk

kkr
 

由(1) (2)得       rkkkkr 00  

而      0 0k k k k        或        100   kkkk  

       300 ─  rkkkkr  

或       411 00 ─  rkkkkr
 

由(4)得      00 kkkk  為負數 

但      10 00   kkkk ，故第(4)式永遠不會成立 

已知 0kkk   ，由(3)式可得     rkkr  

即         kkkkkk ，故         kkkk 得證 

 為無理數，可設點  ( )A k k  為 (0,1)的一定點， 

由上述的證明知必存在 k N ，使得    ( ) ( )k k k k          

證明了存在一個點  ( )P k k   可任意的逼近點  ( )A k k   

即驗證了 n N  ，坐標為  ( )n n  這樣的無窮多點在 0,1 是稠密的。 

(三)依據定理一可知
 

,  ,  
1

n n n

n n
P nq P P

q q
      


分別稠密於 0,1 邊上。 

 

   

圖 30                           圖 31 
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(四) 以
2

31


m
CP 為例  

3

332
1


 mq  

1. 以電腦繪圖 

(1)在 BA邊上找出 nP nq 這樣無窮多的點 1P、 2P 、 3P 、 4P 、 5P 、 6P 、 7P …… 

(2)在 BA邊上找出 
q

n
Pn

這樣無窮的點 1P、 2P 、 3P 、 4P、 5P、 6P …… 

(3)在 BA邊上找出 



1

"
q

n
Pn 這樣無窮的點 1P 、 2P 、 3P 、 4P 、 5P 、 6P 、…… 

(4)由電腦繪圖看出以上這些點在 BA上的分佈是稠密的。（如圖 32） 

 

圖 32 

2. 以
2

31


m
CP 為例

3

332
1


 mq 入射線 L 打到CB 邊上的一點 P，進行

反射，整理如下 

 

 

( , )nP nq n
 

為入射線與水平線之交點 

當 n=1,2,…時, 取[ ]nq 之值 

( , )n

n
P n

q


 

為入射線與左斜線之交點 

當 n=1,2,…,時, 取[ ]
n

q
之值 

)
1

,
1

("
 q

n

q

nq
Pn

 

為入射線與右斜線之交點 

當 n=1,2,…時, 取 ]
1

[
q

n
之值 

交

於

BA

者 

210]
3

3-32
[p1   

240)]
3

3-32
[4(p4   

281)]
3

3-32
[8(p8   

2111)]
3

3-32
[11(p11   

2152)]
3

3-32
[15(p15   

0425)]
3-32

3
[4(p4 

0532)]
3-32

3
[5(p5   

01064)]
3-32

3
[10(p10 

01171)]
3-32

3
[11(p11   

2-32]

1
3

332

3
[p3 




  

2-65]

1
3

332

6
[p"6 




  

2-86]

1
3

332

8
[p"8 






 

由上可知：此三類型的點 ( , )nP nq n 、 ( , )n

n
P n

q
 、 )

1
,

1
("

 q

n

q

nq
Pn 在BA皆有其分佈。 

上述已證過這三堆 ,  ,  
1

n n n

n n
P nq P P

q q
      


無窮多點，每一堆各在BA上

的分布都是稠密的（如圖 31）。今再證： 
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【定理二】當 nP nq 
n

n
P

q
  及 nP 

1

n

q 
這三堆無窮多點混雜在BA上時 

欲證明這些無窮多點 nP nq 
n

n
P

q
  及 nP 

1

n

q 
混雜在 BA邊上時 

，其分佈亦為稠密。 

 
                        圖 33 

(1)在[0，1]之間取兩點 1K < 1k q >、 2K < qk2 >，且< 1k q > < qk2 > 0 d  

(2) 
q

n
 在[0，1]的區間中是稠密的， 

故可取兩點 1M <
q

m1 >、 2M <
q

m2 > 且使<
q

m1 >-<
q

m2 >=s，其中 s，0<s<d 

而在兩點 1M 、 2M 之間必可到另一點 3M  <
q

m3 > 

(3) 
q

n
 在[0，1]的區間其有稠密性， 

只要在[0，1]之間找一段長為 s 的區間則<
q

m
>存在 

(4) 1 2k k d s  ，∴ 1K 、 2k 兩點之間必可找到一段為 s 的區間， 

找到一點 M<
q

m
>且< 1k q >  <

q

m
>  < 2k q >如圖 33， 

故在兩數 1K < 1k q >、 2K < qk2 >之間必可找到一個數<
q

m
>介於其間……○1  

    
圖 34 

  (5)同理在 1K < 1k q >、 2K < qk2 >之間必可找到一個數
1

r
R

q
 


介於其間， 

如圖 34……○2  

(6)由○1 ○2 知在 1K < 1k q >、 2K < qk2 >間必可找到一點 M<
q

m
>及一點

1

r
R

q
 


 

(7)同理可知在 1M <
q

m1 >、 2M <
q

m2 >兩點之間也必可找 K<kq>、R<
1q

r
>的點 

(8)由此可知無窮多點的< nq >,<
q

n
>,<

1q

n
>混雜在[0,1]之間是交錯稠密的。 

1k  
0 

2k  
1M  

2M  
s s 

1 

< qk1
> < qk2

> 

d 
3M  

<
q

m2 > <
q

m3 > <
q

m
> <

q

m1 > 

1k  
0 

2k  
1R  2R  

t t 

1 

< qk1
> < qk2

> 

d 
3R  

<
1

2

q

r > <
1

3

q

r > <
1q

r
> <

1

1

q

r > 
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陸、結論 

一、在三角形 ABC 中，由原點 B 射到邊 AC 上一點 P ，若CP長為有理數（如圖

35），令 1
1

0,,,1),(, 
m

Nbaba
a

b
CP ，則 















B→C→A→B)1(6 所需總 則射回原點 (mod3) 2ba

B→A→C→B)1(6 所需總 則射回原點 (mod3) 1ba

B→B)1(2 所需總 則射回原點 (mod3) 0ba

次，次數為，若

次，次數為，若

次，次數為，若

a

a

a

 

 
圖 35、由原點 B 射出光線 

二、我們將正三角形的圖無限翻轉，得一展開圖，並將其座標化(如圖 36) 

 
圖 36 

 可得，令 q 為直線 L 與第一條橫線交點之 x 座標值， 

     則入射線 L 與平行橫軸( BC )的直線 nL 的交點坐標 ( , )nP nq n  

       入射線 L 與平行縱軸( AB )的直線 nL 的交點坐標 ( , )n

n
P n

q
  

       入射線 L 與平行右斜線( AC )的直線 nL 的交點坐標 ,
1 1

n

nq n
P

q q

 

 

  
 

三、入射線 L 與水平線 Ln 的交點座標為 ( , )nP nq n 其中某些 P 點是交在BA上，另

一些 P 點是交在BC 、 AC 上。如何判斷，我們亦推出： 

    若   )3(modnnq  ，則 nP 在BC 上 

      若   )3(mod1 nnq ，則 nP 在CA 上 

      若   )3(mod2 nnq ，則 nP 在 AB 上 

四、入射線 L 與平行縱軸( BA )的直線 '

nL 的交點坐標為 ( , )n

n
P n

q
 ，其中某些 'P 點

是交在BA上，另一些 'P 點是交在BC 、 AC 上。如何判斷，我們亦推出： 

b

a
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上在則若

上在則若

上在則若

BCPn
q

n

CAPn
q

n

ABPn
q

n

n

n

n

),3(mod2

),3(mod1

),3(mod

  

五、入射線 L 與平行右斜線(CA )的直線 ''

nL 的交點坐標 ,
1 1

n

nq n
P

q q

 

 

  
，其中某

些 ''P 點是交在BA上，另一些 'P 點是交在BC、AC 上。如何判斷，我們亦推出： 


















































AB上在P),則(n
q

n
若

上CA在P),則(n
q

n
若

上BC在P),則n(
q

n
若

n

n

n

3mod2
1

3mod1
1

3mod
1

 

六、在三角形 ABC 中，由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P ，若CP長為無理數，我

們證明出：它經過無窮多次的入射、反射，都無法回到三頂點（如圖 37）。 

 

圖 37、以
2

3
CP 為例，反射無窮多次皆無法回到原點 

七、在三角形 ABC 中，由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P ，若CP長為無理數，取

)10(
1

 m
m

CP ，令 q 為直線 L 與第一條橫線交點之 x 座標值，則 1 mq ，

我們證出：無論

(1)  [ ] (mod3)      

(2)  [ ] 1(mod3) 

(3)  [ ] 2(mod3)

nq n

nq n

nq n




 
  

nP nq 皆稠密於[0，1]，意即稠密於BA  

八、在三角形 ABC 中，由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P ，若CP長為無理數，取

)10(
1

 m
m

CP ，令 q 為直線 L 與第一條橫線交點之 x 座標值，則 1 mq ，
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我們證出：無論





















)3(mod2][  )3(

 )3(mod1][  )2(

      )3(mod][  )1(

n
q

n

n
q

n

n
q

n

n

n
P

q
  皆稠密於[0，1] ，意即稠密於BA  

九、 ,
1 1

n

nq n
P

q q

 

 

  
在BA上的分佈亦證明出其稠密性。 

十、當 q 為無理數， nP nq 
n

n
P

q
  及 nP 

1

n

q 
這三堆無窮多點混雜在BA上 

   時，其在BA上的分佈是稠密的；同理，這三堆無窮多點在BC 、 AC 上的分 

  佈亦是稠密的。由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P，若CP長為無理數，則它經 

  過無窮多次的入射、反射，都無法回到三頂點，光點打在三邊上的無窮多點， 

  在三邊上的分佈是稠密的。  

柒、展望 

在
2

3
CP

3

11


m
的反射路徑途中，可發現許多三線交於一點的情況，因此，我們

又觀察了其他
m

1
不同時的路徑圖，亦可發現相同的情況，我們稱之為「三叉點」

(如圖 38 中的黃點 K，共有 6 個三叉點)，未來我們將試著找出圖中所有的三叉

點，並探討(1)三叉點個數是否和 m 有關？(2)可否找出三叉點個數的公式解？(3)

三叉點之對稱性 

 

圖 38 

捌、參考文獻 

  一、林義雄、林紹雄，理論分析初步，九章出版社，1993 年 7 月 

  二、張景中，從 2 談起，凡異出版社，1994 年 3 月 

  三、THOMAS，Calculus and analytic geomotry，亞美出版社，1971 年 7 月 
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K K 

K K 
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附錄 A、正三角鏡反射軟體之操作方法 

步驟 1. 滑鼠左鍵點兩下軟體                ，即可打開 

步驟 2. 由原點 B 射到對邊 AC 上一點 P 

(1) 調整反射的速度 → (2) 輸入CP的長度 → (3) 按「開始」 

 

步驟 3.輸出執行結果 

例 1：
1

7
CP   

反射 36 次回到原點 B 

 

例 2. 
3

2
CP   

反射無窮多次無法回到原點 B 

 

 (1)調整反射速度  

(2)可輸入「有理數」或「無理數」 

例如：  

 

(3)按「開始」，軟體 

即開始執行動作， 

若要再重來一次，請

按下面按鈕「重來」 
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附錄 B、交點的同餘性質 

令
1 b

CP
m a

  及 1AP q ，討論交點的同餘

性質之前，先求 q 與m 關係為 1q m   

【說明】如圖 B-1，因為△PBC ～△ 1PP A 

對應邊成比例： 1: :BC PC AP AP  

1 1 1
1: : : (1 ) 1

q
q

m m m m
     1q m    

                                

圖 B-1 

（一）有理數的例子，例 
1 2

5
CP

m
  時如圖 B-2 及

1 2

5m
 展開圖 B-3，整理得 

 

圖 B-2 
1 2

5
CP

m
  之反射圖               圖 B-3 

1 2

5
CP

m
  展開圖 

表一、當
5

21


m
、

3
1

2
q m   時 [ ]nq 、[ ]

n

q
之同餘情況 

 
( , )nP nq n 為入射線與 nL 之交點 

當 n=1,2,…,6 時, 取[ ]nq 之值 

( , )n

n
P n

q
 為入射線與 nL 之交點 

當 n=1,2,…,9 時, 取[ ]
n

q
之值 

交於 AB  

 

4 [6] 6 4 2 (mod3)(A )P     點  

5

15
[ ] 7 5 2 (mod3)

2
P    

 
 

'

7

14
[ ] 4 7 0(mod3)

3
P      

'

8

16
[ ] 5 8 0(mod3)

3
P      

'

9

18
[ ] 6 9 0(mod3)

3
P      

交於BC  

 

1

3
[ ] 1 1 0 (mod3)
2

P      

6 [9] 9 6 0 (mod3)P      

 

1

2
[ ] 0 1 2 (mod3)
3

P      

2

4
[ ] 1 2 2 (mod3)
3

P       

3 [2] 2 3 2 (mod3)(C )P     點  

交於CA  

 

2 [3] 3 2 1 (mod3)(C )P     點  
4

8
[ ] 2 4 1 (mod3)
3

P       

表一： 

B C 

1 



22 
 

3

9
[ ] 4 3 1 (mod3)
2

P      
5

10
[ ] 3 5 1 (mod3)

3
P      

6 [4] 4 6 1 (mod3)(A )P      點  

由上述
1 2

5m
 為例的數據，整理可得表下表二： 

 nP  
nP   

交於 AB  [ ] 2nq n  (mod3)  [ ]
n

n
q
 (mod3)  

交於BC  [ ]nq n (mod3)  [ ] 2
n

n
q
  (mod3)  

交於CA
 

[ ] 1nq n  (mod3)
 

[ ] 1
n

n
q
  (mod3)

 

（二）無理數的例子，例
2

31


m
CP 時（圖 B-4）展開（圖 B-5），整理得表三： 

         

圖 B-4 
2

3

m

1
CP   之反射圖        圖 B-5 

2

3

m

1
CP   之展開圖 

表三、當
1 3

2m
 、

2 3-3
1

3
q m   時 [ ]nq 、[ ]

n

q
之同餘情況 

 
( , )nP nq n 為入射線與 nL 之交點 

當 n=1,2,…,21 時, 取[ ]nq 之值 

( , )n

n
P n

q
 為入射線與 nL 之交點 

當 n=1,2,…,21 時, 取[ ]
n

q
之值 

交

於

AB
 

 

210]
3

3-32
[p1   

240)]
3

3-32
[4(p4   

281)]
3

3-32
[8(p8  …… 

0425)]
3-32

3
[4(p4   

0532)]
3-32

3
[5(p5   

01064)]
3-32

3
[10(p10  … 

交

於

BC
 

 

030)]
3

3-32
[3(p3   

060)]
3

3-32
[6(p6   

071)]
3

3-32
[7(p7  …… 

216]
3-32

3
[p1   

2638)]
3-32

3
[6(p6   

2745)]
3-32

3
[7(p7  …… 
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交

於

CA
 

 

120)]
3

3-32
[2(p2   

150)]
3

3-32
[5(p5   

191)]
3

3-32
[9(p9  …… 

1212)]
3-32

3
[2(p2   

1319)]
3-32

3
[3(p3   

1851)]
3-32

3
[8(p8  …… 

由上述
2

31


m
為例的數據，整理可得下表四： 

 nP  
nP   

交於 AB  [ ] 2nq n  (mod3)  [ ]
n

n
q
 (mod3)  

交於BC  [ ]nq n (mod3)  [ ] 2
n

n
q
  (mod3)  

交於CA
 

[ ] 1nq n  (mod3)

 

[ ] 1
n

n
q
  (mod3)

 

（三）點  ,nP nq n 其  nq 同餘性質之證明過程： 

1. 實例驗證 

例 1：
3

5
q  ， 14n    ∵ 14 2(mod3)n    ∴開頭為 C   

又∵
3

[ ] [ 14] 8 2 (mod3)
5

nq n       ∴ 14P 在BC 上 

  

例 2：
3

5
q  ， 12n    ∵ 12 0(mod3)n      ∴開頭為 B 

    又∵
3

[ ] [ 12] 7 1 1(mod3)
5

nq n       ∴ 7P 在CA上 

 

例 3：
3

5
q  ， 16n    ∵ 16 1(mod3)n       ∴開頭為 A  

又∵
3

[ ] [ 16] 9 0 2(mod3)
5

nq n        ∴ 9P 在 AB上 

  
A B C A A B ...... 

9P  

B C A 

A 

B C A ...... 

7P  

C A B C B C ...... 

14P  
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2. 理論證明 

令 B 開頭之橫線 nL
為型 1 )3(mod0n , 

如 0L , 3L , 6L …觀察 nL 得：上每三個整數點為一循

環，如 

 

 

設一線段  nBP nq nq    , 01   

若   )3(mod0 nnq  ，則  nq 為 B 點，故 nP 在BC 上 

 

若   )3(mod11  nnq ，則  nq 為 C 點，故 nP 在CA 上 

 

若   )3(mod22  nnq ，則  nq 為 A 點，故 nP 在 AB 上 

 
(2)令 A 開頭之橫線 nL 為型 2 )3(mod1n ,如 1L , 4L , 7L … 

設一線段    nqnAPn ， 01   

若   )3(mod20  nnq ，則  nq 為 A 點，故 nP 在 AB 上 

 

若   )3(mod1 nnq  ，則  nq 為 B 點，故 nP 在BC 上 

 

若   )3(mod12  nnq ，則  nq 為 C 點，故 nP 在CA 上 

A B C………………… B C 

Pn [nq] 

β 

A B C………………… A B 

Pn [nq] 

β 

B C A………………… A B 

Pn [nq] 

α 

B C A………………… C A 

Pn [nq] 

α 

B C A………………… B C 

Pn [nq] 

α 

B(0) C(1) A(2) B(3) C(4) A(5) B(6)……………… 
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(3) 令 C 開頭之橫線 nL 為型 3 )3(mod2n ,如 2L , 5L , 8L … 

設一線段    nqnCPn ， 01   

若   )3(mod10  nnq ，則  nq 為 C 點，故 nP 在CA 上 

 

若   )3(mod21  nnq ，則  nq 為 A 點，故 nP 在 AB 上 

 

若   )3(mod2 nnq  ，則  nq 為 B 點，故 nP 在BC 上 

由(1)(2)(3)可知：  若   )3(modnnq  ，則 nP 在BC 上 

                 若   )3(mod1 nnq ，則 nP 在CA 上 

                 若   )3(mod2 nnq ，則 nP 在 AB 上成立 

（四） nP其 








q

n
同餘性質之證明： 

1. 將 X Y 平面第一象限的區域和直

線 L，以 Y 軸作鏡射，得 YX  平

面及 L ，由圖 B-6 可知 TBSB   

∴ P 和Q之橫坐標一樣皆為 nq又

∵ SP TQ  ∴ P 和Q之橫坐標一

樣皆為 n，故 P 和Q之坐標一樣皆

為( nq , n )，又∵ L 和 X Y 平面之

相對位置與 L 和 YX  平面之相

對位置相同，可知直線 L 和 nL 之交

點 ),( nnqPn 之  nq 同餘性質會和

L和 nL之交點 ),( nnqQ 之  nq 同餘性質完全一樣。   圖 B-6 

C A B………………… B C 

Pn [nq] 

γ 

C A B………………… A B 

Pn [nq] 

γ 

C A B………………… C A 

Pn [nq] 

γ 

A B C………………… C A 

Pn [nq] 

β 
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2. 將圖 B-6 之紅線右左側之圖形順時針轉 60 得到下圖 B-7, C Q q   ∴
1

A R
q

 

 

 
圖 B-7 

由（三）之結論，同理可得下表五： 

 nP  

交於 A B   [ ] 2nq n  (mod3)  

交於B C   [ ]nq n (mod3)  

交於C A 
 

[ ] 1nq n  (mod3)

 

令C Q q  ，再將圖 B-7 中, B B  代入,C A  , A C  代入得下表六之結果： 

 'nP  

交於 AB  [ ]nq n  (mod3)  

交於BC  [ ] 2nq n   (mod3)  

交於CA
 

[ ] 1nq n   (mod3)

 

再由圖 B-8 知當 1AP q 時， '

1

1
CP

q
  

圖 B-8 

1

q
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故圖 B-7 中的 
1

q
q



，故可得
1

q
q

  。再將表六中之q以
1

q
代入，得下表七：  

 'nP  

交於 AB  [ ]
n

n
q
 (mod3)  

交於BC  [ ] 2
n

n
q
  (mod3)  

交於CA
 

[ ] 1
n

n
q
  (mod3)

 

 
最後，故可得如下表八之結果： 

 nP  
nP   

交於 AB  [ ] 2nq n  (mod3)  [ ]
n

n
q
 (mod3)  

交於BC  [ ]nq n (mod3)  [ ] 2
n

n
q
  (mod3)  

交於CA
 

[ ] 1nq n  (mod3)

 

[ ] 1
n

n
q
  (mod3)

 

3.  如圖 B-9 

 

圖 B-9 

即












































上在則若

上在則若

上在則若

BCPn
q

n

CAPn
q

n

ABPn
q

n

n

n

n

),3(mod2

),3(mod1

),3(mod
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附錄 C、
1

n

q 
同餘性質之證明 

1. 先求 nP 之坐標（如圖 C-1） 

 

圖 C-1 

證明： 

∵ L 過 (0,0)和 ( ,1)q 兩點  ∴ : 0L x qy    又 :nL x y n   

解
0x qy

x y n

 


 
 得 ,  

1 1

nq n
x y

q q
 

 
  

∴ ,
1 1

n

nq n
P

q q

 

 

  
 

2. 斜線同餘之證明： 

令以 B 開頭之斜線 nL  為型 1 0 n (mod 3) 0 n (mod 3),如 0L  , 3L  , 6L   

 

令以 C 開頭之斜線 nL  為型 2 1 n (mod 3) 2 n (mod 3),如 1L  , 4L  , 7L   

 

令以 A 開頭之斜線 nL  為型 3 2 n (mod 3) 1 n (mod 3),如 2L  , 5L  , 8L   

 

A(0) B(1) C(2) A(3) B(4) C(5) A(6)……………… 

C(0) A(1) B(2) B(3) C(4) A(5) B(6)……………… 

B(0) C(1) A(2) B(3) C(4) A(5) B(6)……………… 
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又 nL  上坐標每 3 點為一循環 

(1) 設一線段 nPB  =
1q

n
= 









1q

n
, 01  )3(mod0)3(mod0  nn  

若 )3(mod0
1

nn
q

n











,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 B 點,故 BCPn在 上 

 

若 )3(mod111
1











nn

q

n
,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 C 點,故 CAPn在 上 

 

若 )3(mod22
1











nn

q

n
,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 A 點,故 ABPn在 上 

 

(2) 設一線段 nPC  =
1q

n
= 









1q

n
, 01  )3(mod2)3(mod1  nn  

若 )3(mod120
1











nn

q

n
,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 C 點,故 CAPn在 上 

 

若 )3(mod21
1











nn

q

n
,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 A 點,故 ABPn在 上 

 

C A B A B 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

C A B C A 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

B C A A B 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

B C A C A 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

B C A B C 
α 

]
1

[
q

n ''

nP
x 
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若 )3(mod12
1

nn
q

n











,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 B 點,故 BCPn在 上 

 

(3) 設一線段 nPA  =
1q

n
= 









1q

n
, 01  )3(mod1)3(mod2  nn  

若 )3(mod10
1

nn
q

n











,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 A 點,故 ABPn在 上 

 

若 )3(mod121
1











nn

q

n
,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 B 點,故 BCPn在 上 

 

若 )3(mod22
1











nn

q

n
,則動點 )

1
( 









q

n
X 停在 C 點,故 CAPn在 上 

 

由(1)(2)(3)得   


















































AB上在P),則(n
q

n
若

上CA在P),則(n
q

n
若

上BC在P),則n(
q

n
若

n

n

n

3mod2
1

3mod1
1

3mod
1

 

 

A B C C A 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

A B C B C 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

A B C A B 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 

C A B B C 

α 
]

1
[

q

n
''

nP

x 



【評語】040409 

對一邊長為 1之正三角形，本作品討論由一頂點射到對邊一點，

然後持續反射，是否會回到原頂點，諸如路徑的稠密性，能回到原

頂點之條件及回到原頂點所需次數，均為探討範圍，題材有趣，討

論亦相當完整，是一不錯的作品。 

 

040409-評語 
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