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作品名稱：點點圓---------西姆松線研究 

摘  要 

勾股定理中以直角三角形三邊邊長引作正方形，則兩股正方形面積和等於直角三角形斜邊正

方形的面積；那一般三角形呢?有無類似情形呢? 

我們找到一種方法，以西姆松線為主題作出的三角形面積和等於原三角形的面積。 

壹、研究動機 

在一次數學課程中，老師提到：圓內接三角形有很多有趣的圖形，有五心，即重心、外心、

垂心、內心、旁心，有尤拉線，西姆松線。使我們感到好奇與興趣，想要再多了解有關圓方

面的知識，因此選擇了西姆松線來研究。 

貳、研究目的 

本研究要探討的主題如下： 

一、 探討什麼樣的點以三邊 AB 、BC 、 AC 為他的西姆松線？。 

二、 探討一般三角形是否三邊同時都有西姆松點？。 

三、兩股正方形面積和等於直角三角形斜邊正方形的面積；那一般三角形呢?有無類似情形呢? 

四、與九點圓的關係。 

五、西姆松線的推廣-斜西姆松線。 

參、研究設備及器材 

國中數學第五、六冊(翰林、康軒版)、電腦、GSP 數學繪圖軟體 

 

肆、研究過程及結果 

定義:若 p 為△ABC 外接圓上一點，且 P 點 0的斜西姆松線(Oblique Simson Line)恰為三角形三

邊直線 BC 、 AB 或 AC ，則稱 P 為直線BC 、 AB 或 AC ， 0的西姆松點。當 0=900 時，簡

稱為西姆松點。 

西姆松(Simson)線(定理)及其逆定理： 

過△ABC 外接圓上一點 P 分別向三邊 BC、CA、AB 所在直線做垂線，設垂足為 D、E、F，則 D、

E、F 三點共線。 
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證明：如(圖一) 

(1) P,A,B,C 四點共圓，∴∠PAF＝∠PCD   (外角性

質) 

(2) 連接 CP，則 P、D、C、E 四點共圓，(∠PEC

＝∠PDC=900) ∴∠PED＝∠PCD (等弧對等圓心角) 

(3) 連接 AP，則 P,A,F,E 四點共圓，(∠PEA＝∠

PFA=900，對同弧 AP) ∴∠PEF＋∠PAF＝180° 

(4) 故∠PEF＋∠PED＝∠PEF＋∠PCD＝∠PEF＋∠

PAF＝180° ∴ D、E、F 三點共線。 

逆定理用上述過程反推即可。 

討論： 

1. 什麼樣的點以三邊 AB、BC、AC 為它的西姆松

線？如(圖一) p、F、D 連動時， 

(1)當∠AEF=00 時， AC 即成為 P 點的西姆松線，即 AP ⊥ AB 於 A，PC ⊥BC 於 C。 

四邊形 ABCP 為圓內接四邊形， BP 為直徑。P 在 AC 弧上。 

(2) 當∠AFE=00 時， AB 即成為 P 點的西姆松線，即 PA ⊥ AB 於 A， PB ⊥BC 於 B。 

四邊形 APBC 為圓內接四邊形，PC 為直徑。P 在 AB 弧上。 

(3) 當 F=B 時，BC 即成為 P 點的西姆松線，即 PB ⊥ AB 於 B，PC ⊥ AC 於 C。 

四邊形 ABPC 為圓內接四邊形， AP 為直徑。P 在 BC 弧上。 
2.是否有點落在它本身的西姆松線上? 

  (1)當∠PED=00 時 P=D=E=C 此時 P 在過 P 點的西姆松線(垂直 AB )上。 

  (2)當∠PEA=00 時 P=E=F=A 此時 P 在過 P 點的西姆松線(垂直BC )上。 

3.由 1、2 得知西姆松點存在。下文開始研究一般三角形是否三邊同時存在西姆松點？特性？ 

 

一、存在性 
1.銳角三角形恰存在三點為三邊的西姆松點，且相交於外心。此六邊形分成三組全等的三角

形。如(圖二) 

證明：設 P、D、E 為△ABC 三邊BC 、 AC 、 AB 之 

西姆松點， AP 、CE相交於 O，BD交 AP 於 O’。 

   (1)在△ABP 中  ∠ABP=(∠2+∠3)+∠4=∠BAD 

 =(∠2+∠3)+∠5=900 

      ∴∠4=∠5 則 '' BOAO   

   ∠1+∠5=∠BAD =(∠2+∠3)+∠5=900所以∠1=∠2+∠3  

    則 ''' AOBOPO    'O 為 AP 之中點，直角△ABP

之外心  

 

(圖一) 

 

(圖二) 
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      且 ''' BOAODO    'O 為BD之中點，直角△ABD 之外心 

    (2) 在△AEC 中∠AEC=∠APC=∠ABC=∠3+∠4=∠3+∠5=∠EAP=∠ECP 

       ACEA   ACPC    PCEA     P C OAEO  。    

       則 POAO  ，O 為 AP 之中點，直角△ABP 之外心  

由(1)(2)得 'O =O 所以三條西姆松線相交於外心 O。 

同理 CDOBEO    A D OBPO  。    

 

2.由 1.可得： 

利用直徑的圓周角為直角的性質，分別從三角形頂點 A，B，C 作直徑與圓相交的交點即為西

姆松點。 

種類 圖形 說明 

直角 

 

P 點： 

PB ⊥ AB 於B，PC ⊥ AC 於C，則P為BC

的西姆松點，BC 為過 p 的西姆松線。此

時 ABPC 為圓內接四邊形，∠ABP＝∠

ACP=90 度。 

其他兩邊： 

B、C 點：直線 L⊥ BC 於 B，直線 K⊥ AB

於 B，BA ⊥ AC 於 A，則 B 為 AB 的西姆

松點，AB 為過 B 的西姆松線。同理 C 為

AC 的西姆松點。 

P，B，C

為西姆松

點。 

銳角 

 

P 點：同上。 

D 點： 

DC ⊥BC 於 C，DA⊥ AB 於 A，則 D 為

AC 的西姆松點， AC 為過 D 的西姆松

線。此時 ABCD 為圓內接四邊形，∠DAB

＝∠DCB=90 度。 

E 點： 

EA ⊥ AC 於 A，EB ⊥BC 於 B，則 E 為 AB

的西姆松點， AB 為過 E 的西姆松線。此

時 AEBC 為圓內接四邊形，∠EAC＝∠

EBC=90 度。 

P，D，E

為西姆松

點。 
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鈍角 

 

P 點：同上。 

D 點： 

DC ⊥BC 於 C，DA⊥ AB 於 A，則 D 為

AC 的西姆松點， AC 為過 D 的西姆松

線。此時 ABDC 為半圓內的圓內接四邊

形，∠DCA，∠CAB>900 

E 點： 

EA ⊥ AC 於 A，EB ⊥BC 於 B，則 E 為 AB

的西姆松點， AB 為過 E 的西姆松線。此

時 ABEC 為半圓內的圓內接四邊形，∠

CAB，∠ABE>900 

P，D，E

為西姆松

點。 

表(一) 

二、唯一性 

1.△ABC 中 P 為外接圓上的一點，若 p 為三角形三邊長的西姆松點之一則 P 點唯一且在通過頂點

的直徑的另一端點上。 

如表(一)上的圖 

 (1)若 p 在銳角三角形△ABC 的 BC 弧上，為BC 的西姆松點則 P 點唯一且在通過 A 點的直徑

的另一端點上，P 點亦不能為 AC 或 AB 的西姆松點。 

證明:設 P 為BC 的西姆松點， AB 與BC 的交點只有 B，∴要垂直 AB 且垂足在BC 上， 

     則必垂直於 B，同理要垂直 AC 且垂足在BC 上，則垂直於 C∴∠ABP=∠ACP=900

， 

     ∴P 必為通過 A 點的直徑的另一端點上且唯一。 

     P 在 BC 弧上，若為 AC 或 AB 的西姆松點，由上述證明可得 P 不在 BC 弧上的矛盾。 

(2)若 p 在鈍角(直角)三角形△ABC 的 BC 弧上，∠BAC 為鈍角(直角)則 P 點可為三邊長BC、AC

或 AB 的西姆松點，但對應關係與銳角三角形相同，即 P 為 BC 的西姆松點時，對應點為 A。

P 為 AC 的西姆松點時，對應點為 B。P 為 AB 的西姆松點時，對應點為 C。 

證明: ∠BAC 為鈍角(直角)且直徑的圓周角為直角，∴從 A、B、C 過 O 點的直徑的另一端

點皆在半圓 BC 弧上，此時 P 點可為三邊長BC、AC 或 AB 的西姆松點，但對應形式與銳

角三角形相同且唯一。 

三、旋轉對稱性 
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(一) ABCPDE  ，是以△ABC 外心 O 為旋轉中心，旋轉 180 度的旋轉變換；即以 O 為

旋轉中心的點對稱。 

(圖三) (圖四) 

 

證明: 如圖三，由等弧對等圓周角 及∠4=∠5 得∠P=∠A，∠D=∠B，∠E=∠C 

    在 ABPD 中， ADAB  ， PBAB  且 ADAD  ，則 ABPD 為矩形 

     ABPD   ， ABCPDE  (ASA 全等) 

  圖形為以 O 為旋轉中心的點對稱圖形。 

如圖四，所以△ABC 的外心、重心、垂心共線的尤拉線旋轉 180 度後，亦為△PDE 的尤拉線 

且平分此六邊形 AEBPCD 的面積。 

 

(二)已知 △ABC 中 ∠BAC 為鈍角，D，E 分別為 AC 、 AB 的西姆松點，則 D 在 PC 劣弧，E

在 PB 劣弧上。 

證明: 如表(一)上的圖  

圖形為點對稱圖形 ，∴E 為 C 的對稱點。CE為圓 O 的直徑，∠CPE=900。 

    若 E 位於 AB 弧上則弧 CPB 為劣弧與已知∠BAC 為鈍角，弧 CPB 為優弧矛盾。又圖形為

點對稱圖形，P 為 A 的對稱點，C 在 A 的右邊，∴E 在 PB 劣弧上。 

同理可證 D 在 PC 劣弧。 

(三) 如圖三，設 P、D、E 為銳角△ABC 三邊 BC、AC、AB 之西姆松點則兩大三角形△SIN、 

    △KQM 及圓內接六邊形 AEBPCD 六個邊所引六個三角形△AIE、△KBE、△PBN、△PQC、 
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     △SDC、△ADM 皆與△ABC 相似。 

    證明：由內角的推導得知           

         ∠BAC=∠ISN=∠MKQ=∠AIE=∠BKE=∠BPN=∠QPC=∠DSC=∠MAD=∠2+∠5 

         ∠BCA=∠INS=∠KMQ=∠AEI=∠BEK=∠BNP=∠QCP=∠DCS=∠AMD=∠2+∠3 

        由 AA 相似性質得證 

四、由正三角形探討面積的相關性 

探討△ABC 的面積是否等於△BPC+△AEB+△ADC 面積之和 

1.設 P、D、E 為正△ABC 三邊BC 、 AC 、 AB 之西姆松點則 

(1)P,D,E 在三邊中垂線上且△ABC 的面積=△BPC+△AEB+△ADC 面積之和 

(2) △FGI 和△JHK 為正三角形 

(3) P,B 三等分線段 IG  

(4)AEBPCD 為圓內接正六邊形，各邊銜接相同邊長的正三角形。 

證明： 

(1) ABPB    ACPC    

 30PCBPBC   PCPB   

      同理可證其餘兩點都在三邊的中

垂線上 

   △BPC+△AEB+△ADC 面積=

22

4

3

34

1
3 BCBC  =△ABC 的面積 

                                                        

(2) CPGPCG  =60° △PCG 為正三

角形同理△BEI、△AFD 為正三角形 

      所以△FGI 為正三角形，△JHK

為正三角形。 

(3) △PCG 為正三角形  所以

PBPCPG          同理 BPBEIB   所以 P,B 三等分線段 IG  

(4)   30PCBPBC  ∴  120BPC ，
000 120306030 EBP 得證。 

 

五、與九點圓的相關性 

圖五 
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若三角形的垂心為 H，P 為三角形的西姆松點。以 P 的西姆松線和PH 的交點為線段PH 的中

點，亦為三角形三邊的中點，且這點在九點圓上。 

銳角三角形 圖六 

鈍角三角形 圖七 

已知 ABC 中 H 為垂心，O 為外心且 P、D、E 為BC、AC、AB 的西姆松點，則PH 、DH 、

EH 的中點為 BC、AC、AB 的中點，均在九點圓上且 ABC 的面積與 PBC ， ACD ， ABE

的面積和有特殊關係。 

證明：在 HBPC 中PB ⊥ AB (西姆松點)、 CH ⊥ AB (垂線) BP //CH  

               PC ⊥ AC (西姆松點)、 BH ⊥ AC (垂線) BH // PC  

      HBPC 為平行四邊形，對角線互相平分 PH 的中點為BC 的中點，在九點圓上,且 

       H B C 的面積= PBC 的面積。        餘此類推。 

所以當 ABC 為銳角三角形時 ABC 的面積= HBC + HAC + HAB 的面積和 

                                 = PBC + ACD + ABE 的面積和 

    當 ABC 為鈍角三角形時 PBC 的面積= HBC 的面積 

= ABC + HAC + HAB 的面積和 
                  即     ABC 的面積= PBC - ACD - ABE 的面積和 
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伍、西姆松線的推廣-斜西姆松線（Oblique Simson Line, Carnot） 

一、卡諾(Carnot)定理： 
若一點 P 在△ABC 的外接圓上，從 P 向三邊 BC、CA、AB 所在直線分別引線段 PA'、PB'、P

C'成同向等角，則三交點 A'、B'、C'共線（此線稱為斜西姆松線（Oblique Simson Line））。 

證明：連 PA、PB 

  ∵∠PC'B=∠PA'B，∠PA'B=∠PB'A ∴P、C'、A'、B

四點共圓，P、B'、C、A'四點共圓  

  得∠PC'A'+∠PC'B' 

  =∠PC'A'+∠PAB'（∵P、B'、A、C'四點共圓） 

  =∠PC'A'+∠PBA'（∵P、A、C、B 四點共圓） 

  =π（∵P、C'、A'、B 四點共圓）  故 A'、B'、C'

三點共線。 

討論：如(圖八) B'、C'、A' 連動時 

(1)當∠B'C'A=00時， AB 即成為 P 點的斜西姆松線。 

(2)當∠B'C'C=1800時， AC 即成為 P 點的斜西姆松線。 

(3)若 P 為 BC  度的西姆松點，以逆時針方向作圖，則 P

可在 AB 弧、BC 弧、AC 弧上。 

二、存在性及作圖 

研究 E 在各個弧上的情形。E、P、D 為 AB 、 BC 、 AC ， 度的西姆松點。 

 

圖九形態一 
 

圖十形態二 

(一) 

如圖九 不失一般性設∠A>∠C>∠B。 

   1.作△ABC 及外接圓圓 O。 

   2.作∠HBE= 度(假設存在)，交外接圓 O 於 E，設 AE 與BC 交點為 H， 

則∠EAC=∠HBE= 度     (圓內接四邊形性質) 

   3.作 EB 的中垂線與過 B 垂直BC 的直線相交於一點 'O 圓心，以此圓心作切於 B 點 

 
            圖八 
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     的圓交 AB 於 C1 ，作 1EC ，則弦切角∠HBE=圓周角∠BC1E  。 

   4. 過 B 作平行 1EC 交弧 BC 於 P，則∠PBA=∠BC1E= 度(內錯角相等)，作PC 。 

   5. 過 P 作平行 EB 交 BC 於 A2，則∠PA2C=對頂角=∠EBH= 度 

   6. 過 C 作平行 2PA 交弧 AC 於 D，則∠DCB=∠EBH= 度(同位角相等) ，作DA。 

    形態二:當 >(∠B+∠C)時 D 在 PC 弧上。 

   7. 過 D 作平行PC 交 AC 於 B3，則 P、D、E 即為以三邊為 度的斜西姆松線。 

 

討論： 

1.圖形唯一，從哪一邊長開始作圖皆可。C1，A2，B3 的數字只是表示第 1，2，3 次取得的點。 

2.(1)當∠BAC<900時 

       ∵∠BOC=2∠A ∴∠OBC=∠OCB=(1800-2∠A)/2=900-∠A 

    ∠OBE=900時， BE 與圓相切不相交， 

      由作圖得知∠OBE=1800-∠EBH-∠OBC=1800- -(900-∠A)=900

    =∠A 不成立 

       <∠A 時 E 反轉在 BC 弧上    >1800-∠B 時 E 反轉在 AC 弧上 

    ∠OBP=900時， BP 與圓相切不相交， 

      由作圖得知 =∠ABP=∠ABO+∠OBP=∠B-∠OBC+900

=∠B-(900-∠A)+900

=∠A+∠B 不 

成立     >(∠A+∠B) 時 P 反轉在 AB 弧上 

∠OCD=900時，CD與圓相切不相交， 

      =∠DCB=∠DCO+∠OCB=900+900-∠A=1800-∠A=∠B+∠C 不成立  

      >(∠B+∠C)時，D 反轉在 BC 弧上 圖形變成形態二 

 (2) 當∠BAC=900時 

∠OBE=900時， BE 與圓相切不相交， 

      由作圖得知∠OBE=1800-∠EBH=1800- =900

    =∠A 不成立 

       <∠A 時 E 反轉在 BC 弧上    >1800-∠B 時 E 反轉在 AC 弧上 

    ∠OBP=900時， BP 與圓相切不相交， 

      由作圖得知 =∠ABP=∠ABO+∠OBP=∠B+900

=∠A+∠B 不成立    

  >(∠A+∠B) 時 P 反轉在 AB 弧上 

∠OCD=900=1800- 時，CD與圓相切不相交， 

      =900=∠B+∠C 不成立  
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      <(∠B+∠C)時，D 在 AC 弧上 

 (3)當∠BAC>90
0
時 

∠OBE=900時， BE 與圓相切不相交， 

      由作圖得知∠OBE=1800-∠EBH+∠OBC =1800- +(∠A-900)=900

    =∠A 不成立 

       <∠A 時 E 反轉在 BC 弧上    >1800-∠B 時 E 反轉在 AC 弧上 

    ∠OBP=900時， BP 與圓相切不相交 

      由作圖得知 =∠ABP=∠ABO+∠OBP=∠B+(∠A-900)+900

=∠A+∠B 不成立    

 >(∠A+∠B) 時 P 反轉在 AB 弧上 

∠OCD=900=∠BCD-∠BCO=1800- -(∠A-900)時，CD與圓相切不相交， 

 =∠B+∠C 不成立 
 <(∠B+∠C)時，D 反轉在 AC 弧上      

結論 

∴作圖條件：∠A < <1800-∠B，  ∠A、∠A+∠B、∠B+∠C 

 

(二) 

如圖十一 不失一般性設∠A>∠C>∠B。 

   1.作△ABC 及外接圓圓 O。 

   2.作∠EBC= 度(假設存在)，交外接圓 O 於

E 

   3.作 BE 的中垂線與過 B 垂直BC 的直線相

交於一點 O'，以 O'為圓心作切於 B 點 

     的圓交 AB 於 C1 ，作 1EC ，EA則弦切角

∠CBE=圓周角∠EC1B=圓周角∠EAC。 

   4. 過 C 作平行EA交圓 O 於 P，則∠PCA=

∠EAC= 度(內錯角相等)。 

     過 P 作平行 BE 交 BC 於 A2，則∠PA2B=

∠EBC= 度(內錯角相等) 

     作 PB，則∠PBA=∠PCA= 度(同弧圓周

角)。 

   5. 過 A 作平行PB 交圓 O 於 D，則∠DAB=∠PBA= 度(內錯角相等)。 

 

圖十一形態三 
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     過 D 作平行CP交 AC 於 B3，則∠DB3C=∠PCA= 度(內錯角相等) 

     作 DC，則∠DCB=∠DAB= 度(同弧圓周角)。 

則 P、D、E 即為以三邊為 度的西姆松點。 

討論： 

(1)當∠BAC<900時 

    ∠OBE=900時， BE 與圓相切不相交， 

      由作圖得知∠OBE=∠CBE+∠OBC= +(900-∠A)=900

    =∠A 不成立 

       >∠A 時 E 反轉在 AB 弧上 

    ∠OCP=900時， CP 與圓相切不相交， 

      由作圖得知∠OCP=∠PCA+∠OCA= +∠C-(900-∠A)=900

    =∠B 不成立 

       >∠B 時 P 反轉在 BC 弧上 

    ∠OAD=900時， CP 與圓相切不相交， 

   由作圖得知∠OAD=∠DAB+∠OAB= +(900-∠C)=900

    =∠C 不成立 

       >∠C 時 D 反轉在 AC 弧上 

 

(2) 當∠BAC=900時 

∠OBE=900= 時， BE 與圓相切不相交， 

 =∠A 不成立 

       >∠A 時 E 反轉在 AB 弧上    >1800-∠B 時 E 反轉在 AC 弧上 

    ∠OCP=900=∠C+ 時， BP 與圓相切不相交， =900-∠C=∠B 不成立 

  >∠B 時 P 反轉在 BC 弧上 

 

∠OAD=900= +∠B 時， AD 與圓相切不相交， =900-∠B=∠C 不成立 

∵ >∠C，∴D 在 AC 弧上 

 

(3)當∠BAC>900時 

∠OBE=900時， BE 與圓相切不相交， 

      由作圖得知∠OBE=∠EBC-∠OBC = -(∠A-900)=900

    =∠A 不成立 

       >∠A 時 E 反轉在 AB 弧上    >1800-∠B 時 E 反轉在 AC 弧上 

    ∠OCP=900時，CP與圓相切不相交， 
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      由作圖得知∠OCP=∠BCX1-∠PCX1-(∠A-900)=∠A+∠B- -(∠A-900)=900

 

 =∠B 不成立    

∵ <∠B 時 P 反轉在 AC 弧上 

∠OAD=900= +∠OAB= +(900-∠C)時， AD 與圓相切不相交， =∠C 不成立 

 >∠C 時，D 反轉在 AC 弧上 

結論 
∴作圖條件：00 < <∠A，  ∠A、∠B、∠C 

作圖條件：00 < <1800
 除  ∠A、∠B、∠C、∠B+∠C、∠A+∠B 外 

P、D、E 可同時存在各個弧上的情形。 

 

 

銳角形態 11 銳角形態 12  P、D 同弧 

 

 

銳角形態 13  E、P 同弧 直角形態 11  P、D 同弧 
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直角形態 12 鈍角形態 11  P、D 同弧 

 

 
鈍角形態 12 銳角形態 21 
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銳角形態 22   E、P 同弧 銳角形態 23   E、P 同弧 

 

 

直角形態 21 鈍角形態 21 

 

 AB 弧 BC 弧 AC 弧 

E 點的位置 ∠A < <1800-∠B 00< <∠A 1800-∠B< <1800 

P 點的位置 (∠A+∠B) < <1800 ∠B < <(∠A+∠B) 00< <∠B 

D 點的位置 00< <∠C (∠B+∠C) < <1800 ∠C < <(∠B+∠C) 

 

因形態多樣、篇幅有限。以下研究以銳角形態 11 為主。 

三、全等性質 

(一)如圖十二△ABC△PDE，但對應點的連線並不一定交於一點(當α =900時交於一點) 
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圖十二 

   證明：∵ EA // PC (作圖) ，∴ EBP 弧=ADC 弧 ， CAEP   (等弧對等弦) 

          ∠ABC=∠PDE(等弧對等圓周角) 

       同理 AD // BP ， AB = PD  ， BE //CD，DE = BC  ∴ △ABC△PDE( SSS 全等) 

     同理可證 P、D、E 為△ABC 三邊的 0的西姆松點，所形成的△PDE 與△ABC 全等。 

(二)如圖十二 △ABC 為銳角時，圓內接六邊形 AEBPCD 對邊互相平行，但不一定相等 

      (當α =900時相等) 

  (1)  四邊形 ABPD 、四邊形 AEPC、 四邊形 EBCD 為等腰梯形， CEBDAP  。 

  (2)  DFAF  、 PFBF   、 PGEG   、 CGAG   、 BGER   、 CRDR   。 

證明：在四邊形 AEPC 中 EA // PC  (作圖) ，又△ABC△PDE( SSS 全等) 

     ∴ EP = AC  (對應邊)，∴四邊形 AEPC 為等腰梯形。 

      同理可證 四邊形 AEPC 、四邊形 EBCD 為等腰梯形， CEBDAP  (等腰梯形對角線

相等)。 
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      利用等腰梯形相等的底角減去相等的圓周角得 

    DFAF  、 PFBF   、 PGEG   、 CGAG   、 BGER   、 CRDR   。 

(三) △PBC+△DAC+△EAB 的面積和△ABC 的面積 

  證明：利用圓內接△ABC 面積=
R

BCACAB

4


；(R：外接圓半徑)。 

       由作圖 及 由邊角關係 得 PCAE  ， CDBE  ， ADBP  ， ACBC   

                              ∠6>∠4>∠5>∠3>∠2>∠1 

       ∴ 4R*△ABC 面積= ACBCAB  = ACDEAB  )(  (∵ DEBC  )  

               = ACADBEBDAE  )( = )()( ACADBEACBDAE   

= )()( ACADBEPEBDAE   (∵ ACPE  ) 

= )()( ACADBEDEBPPDBEAE   

= ACADBEBCBPAEABBEAE   (∵ ABPD  ， BCDE  ) 

                      =4R*△ABE 面積+ ACADBEBCBPAE   

                     =4R*△ABE 面積+4R*△PBC 面積+4R*△ACD 面積 

+ ACADBECDBCBPPCAE  )()(  

 如圖十二 ，作CT // PE 交 AE 於 T，則 ATPCAE  ；∠ACT=∠6-∠4 

作 EW // BC 交CD於 W，則 DWBECD  ；∠DEW=∠2-∠1 

∵∠2+∠4=∠1+∠6(已證)，∴∠ACT=∠6-∠4=∠2-∠1=∠DEW 

又∠TAC=∠1+∠5+∠4=∠WDE，∴△ATC、△DWE 相似 

∴
DE

AC

DW

AT
 ， DEATACDW    代入 

      原式=4R*△ABE面積+4R*△PBC 面積+4R*△ACD 面積+ ACADDWBCBPAT   

         =4R*△ABE 面積+4R*△PBC 面積+4R*△ACD 面積+ DEADATBCBPAT   

         =4R*△ABE 面積+4R*△PBC 面積+4R*△ACD 面積+ )( ADBPBCAT   
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在本文的作圖條件下 BP > AD  

∴△PBC+△DAC+△EAB 的面積和△ABC 的面積 得證 

 

四、對角線共點 

(一) 如圖十三兩大三角形△SIN、△KQM 及圓內接六邊形 AEBPCD 六個邊所引六個三角形

△AIE、△KBE、△PBN、△PQC、△SDC、△ADM 皆與△ABC 相似。 

   證明：由內角的推導得知           

         ∠BAC=∠ISN=∠MKQ=∠AIE=∠BKE=∠BPN=∠QPC=∠DSC=∠MAD 

=∠3+∠6=∠4+∠5 

         ∠BCA=∠INS=∠KMQ=∠AEI=∠BEK=∠BNP=∠QCP=∠DCS=∠AMD 

=∠2+∠4=∠1+∠6 

        由 AA 相似性質得證 

 

圖十三 
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(二)如圖十三△ABC 中 P、D、E 為直線BC 、 AC 或 AB 的斜西姆松點。則 

  平行四邊形 AKPS 的對角線 KS 與等腰梯形的 BCDE 對角線EC 、BD共點。 

  平行四邊形 MENC 的對角線MN 與等腰梯形的 ABPD 對角線 AP 、BD共點。 

  平行四邊形 IBQD 的對角線 IQ與等腰梯形的 AEPC 對角線 AP 、EC 共點。 

證明：在△RKB 和△RDS 中  ∵△KBE ~  △SDC(AA 相似) 

     ∴
CD

BE

SD

KB
 又△BER ~  △DCR(等腰梯形性質) 

    ∴
DR

BR

CD

BE
   ∴

DR

BR

SD

KB
   ……(1) 

     ∵ BE //CD   ∴∠EBR=∠CDR(內錯角相等) 

      又△KBE ~  △SDC  ∴∠KBE=∠SDC 

     ∴∠KBR=∠KBE+∠EBR=∠SDC + ∠CDR = ∠SDR……(2) 

     由(1)(2)得 △RKB ~  △RDS (SAS 相似) 

     ∴∠BRK=∠SRD  (對應角) 

     ∴∠KRE+∠ERD+∠DRS =∠KBE +∠DRS+∠ERD=∠KRE+∠BRK+∠BRC=1800。   

     ∴K、R、S 共線 ，得證。同理可證另兩組條件。 

(三) 如圖十三△ABC 中 P、D、E 為直線 BC 、 AC 或 AB 的斜西姆松點。則平行四邊形 IBQD

的對角線 IQ、平行四邊形 AKPS 的對角線 KS 與平行四邊形 MENC 的對角線MN 共點。 

證明：設 IQ與MN 相交於 J，作 JK 、 JS ，令∠BKJ= a、∠MNS=b、∠NIQ=c、∠DSJ=d。 

     則∠NZJ=∠1+∠5+a，∠IZJ=∠3+∠6-a+∠2+∠4 

       ∠IJZ=1800-(c+∠3+∠6-a+∠2+∠4)=∠1+∠5+a-c 

       ∠IAM=3600-(∠1+∠2+∠4+∠5+∠3+∠6+∠3+∠6)=∠1+∠2+∠4+∠5 

             =(∠1+∠5-c)+b+ ∠IJM 

     ∴∠IJM=∠2+∠4+c-b 

       ∠MJS=1800-d-∠JYS=1800-d-[∠1+∠5+(∠2+∠4-b)]=∠3+∠6+b-d 

∠IJZ+∠IJM+∠MJS=(∠1+∠5+a-c)+(∠2+∠4+c-b)+(∠3+∠6+b-d)= 1800+a-d 

當 a=d 時三線共點，∵ KS 為平行四邊形 AKPS 的對角線∴得證 

(四)當∠EAB=∠DAC 即∠1=∠2 時，R=F=G=O， =900。 

  證明：如圖十三，在△DER 中，∠1=∠2， 則DR= ER  (等腰) 
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        ∵CR = DR、 ER = BR  (已證) ∴ ER =CR = BR = DR  即 R=O 

 ∵∠2+∠4=∠1+∠6、∠2+∠3=∠1+∠5 (已證)  ∴∠4=∠6、∠3=∠5 

同理可證 F=O=G ∴R=F=G=O 

        ∵ AE //CP   (∠1+∠5+∠4)+(∠1+∠5+∠6)=2(∠1+∠5+∠4)=2 =1800。 

        ∴ =900。 

(五) 如圖十四設 'P 、 'D 、 'E 為BC 、 AC 或 AB 的西姆松點由托勒密定理得 

     PCAEPEACCEAP 
  

∴ PCAEACAP 
22

 

當 'P =P 時
222

PCACAP 
 

∴ PCAE   同理 BECD  、 ADBP  形成三個矩形交會，與西姆松點的結構相同。 

由△A 'P P△B 'D D △C 'E E(RHS 全等) 

則∠ 'P AP=900-(∠1+∠4+∠5)=900- =
2

1
(∠2-∠1)  

即此種作圖旋轉的角度為 1800+2*(900- )=3600-2  

以平面座標而言，若 A(x,y)被旋轉了 =3600-2 後的座標 P (X’，Y’)，滿足 

 

 
 

或 
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圖十四 

 

(六) 如圖十三過外心 O 作等腰梯形 ABPD、AEPC、EBCD 的上底及一腰的中垂線,則形成的圓

心角為 、(180
0
- )為△ABC 旋轉變換中兩次反射變換的反射軸。 

   證明：以 ABPD 為例 圓心角=1800-∠ADP=1800-(∠1+∠5+∠6)= 得證 

   ∵本文的作圖中 AD // BP ∴過外心 O 垂直 AD 的直線為△ABC 的第一次反射軸，將 A 對應

到 D，B 對應到 P，C 對應到圖中一點，過外心 O 垂直PD的直線為第二次反射軸再將 D 對應

到 P，P 對應到 B，C 的對稱點對應到 E，形成 3600-2 的旋轉。 

陸、結論與討論 
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(一)、如何找到三角形三邊的西姆松點： 

1.做三角形的外心畫出外接圓，以外心為 1800的旋轉中心，找出三頂點的對稱點，即可完成。 

作法(1) 作△ABC 的外接圓 圓 O 

    (2) 分別作 AO 、 BO、CO交圓 O 於 P、D、E 

       則 P、D、E 分別為△ABC 三邊的西姆松點。 

    (3) 從 P、D、E 分別連接各自西姆松線在△ABC 各頂點 則此三個三角形即為所求。 

2.做三角形的垂心，以三邊中點為點對稱中心，找出三頂點的對稱點，即可完成。 

 

(二)、西姆松點的面積關係  

 

  

                                        表(二) 

如表(二)上的圖，因為圖形為點對稱圖形因此 C 的對稱點 E 一定在直線 AP 的異側(P 為 BC 西

姆松點)，因此以下定義中 

X 介於西姆松線與外心所形成的夾角之內部，是指若 X 的西姆松線為 AB ，且 X 在∠BAO 內

部，∠BAO 的次序排列是依 XA > XB 而定，若 XA = XB 時，∠BAO 或∠ABO 均可，餘此類推。 

定義：符號函數（sgn）是一個邏輯函數，用以判斷實數的正負號。其定義為：X 為西姆松點， 

            -1 ：x 介於西姆松線與外心所形成的夾角之內部。 

Sgn x =     0 ：x 在西姆松線上。 

            1：x 不在西姆松線與外心所形成的夾角之內部。 

說明：例如 E 為 AB 的西姆松點， 

      當 EA= EB 時， AC = BC ，不管 ABC 為銳角或鈍角，E 不在∠BAO 或∠ABO 內部， 

         Sgn E = 1。 

     當 EA> EB (如表三中的圖)， ABC 為銳角三角形時，E 不在∠BAO 內部，Sgn E = 1。 

                        ABC 為鈍角三角形時，E 在∠BAO 內部，Sgn E =-1。 

      當 BAC 為直角時，E=B 在西姆松線上，Sgn E =0。BC 為直徑 D=C 
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      當 ACB 為直角時， AB 為直徑 E 不在∠BAO 或∠ABO 內部，Sgn E = 1。 

 

1.已知 ABC 中 P、D、E 為 BC 、 AC 、 AB 的西姆松點，則 

ABC 的面積=(sgn P) PBC +(sgn E) ABE +(sgn D) ACD 的面積和。 

亦即外心所屬的三角形面積等於三個由三邊的西姆松點、三角形三個頂點組成的三角形的面

積和。 

 (1)當 ABC 為直角三角形時，ABPC 為矩形，所以 

ABC 的面積=(sgn P) PBC +(sgn E) ABE +(sgn D) ACD 的面積和 

            = PBC +0+0 的面積和= PBC 面積 

(2)當 ABC 為銳角三角形時 

   ABC 的面積=(sgn P) PBC +(sgn E) ABE +(sgn D) ACD 的面積和 

               = PBC + ABE + ACD 的面積和，如圖十五 

 
圖十五 

  證明：如圖十五 
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     ABC 的面積= AACAB sin
2

1
 = )52sin(

2

1
 ACAB ......(1) 

    在 ACP 中  cos (∠2)= APAC /   ；sin (∠2)= APCP /    

    在 BCE 中  sin (∠3)= CEBE /   ； 

    在 ABD 中  sin (∠4)= BDAD /   ；  

   Sin(∠2+∠5) = Sin(∠2) cos(∠5)+ Sin(∠5) cos(∠2) 

             =
APAP

ACBPABCP




   (托勒密定理) 

             =
APAP

BCAP




 =

AP

BC
 

  帶入(1)得 ABC 的面積=
AP

BCACAB 


2

1
 

  A C DBPCABE  的面積 

   = )2sin(
2

1
 BEAB  + )2sin(

2

1
 BCBP  +  )4sin(

2

1
 ACCD     

   = )(
2

1
ADACCDCPBCBPBEABAE

AP



 

   = ])([
2

1
ADACCDBCBPBEABAE

AP



   ( CPAE  )            

= ])([
2

1
ADACCDDEBPBEPDAE

AP



 ( PDAB  ， DEBC  )  

 = )(
2

1
ADACCDBDPEAE

AP



  (托勒密定理) 

= )(
2

1
ADCDBDAEAC

AP



  ( ACPE   ) 

= )(
2

1
ADBEBDAEAC

AP



  ( BECD   ) 

= DEABAC
AP


2

1
    (托勒密定理) 



24 

  = BCABAC
AP


2

1
  ( BCDE   ) 

  =∆ABC的面積   得證    

(3)當 ABC 為鈍角三角形時 

    ABC 的面積=(sgn P) PBC +(sgn E) ABE +(sgn D) ACD 的面積和 

                                 = PBC - ABE - ACD 的面積和， 

即 PBC 的面積= ABC + ABE + ACD 的面積和  如圖十六 

圖十六 

證明：因為∠BAC 為鈍角，所以弧 BPC 大於 1800即 O 為銳角 PBC 的外心 

且 A、E、D 為 PBC 的 BC 、 PB 、 PC 的西姆松點 

所以由定理 1 得 PBC 的面積= ABC + BEP + PDC 的面積和。 

                        = ABC + ACD + ABE 的面積和(點對稱圖形) 

(三)六點共圓 
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任意三角形的垂心 H 分別以三角形三邊中點為點對稱中心產生三個對稱點，此三點即為 

三邊的西姆松點，則此三個對稱點與三頂點共圓。此六點依序形成對邊互相平行的圓內接 

六邊形，因對邊互相平行。 

(四)、如何找到△ABC 三邊的 0 的西姆松點： 

    設 P、D、E 為直線BC 、 AB 或 AC ， 0 的西姆松點。將△ABC 旋轉 3600-2  

    得△PDE，連接PB 、 PC 、DA、 DC 、 EA 、 EB ，以此作圖即可得。 

作得逆時針 0 的西姆松點，即可作得(1800- )順時針 0 的西姆松點。 

(五)、如何找到△ABC 三邊的 0 的西姆松點的旋轉反射軸： 

∴過外心 O 垂直 AD 的直線為△ABC 的第一次反射軸，將 A 對應到 D，B 對應到 P，C 對應

到圖中一點，過外心 O 垂直PD的直線為第二次反射軸再將 D 對應到 P，P 對應到 B，C

的對稱點對應到 E，形成 3600-2 的旋轉。 
(六) △ABC 與三邊的 0 的西姆松點的面積關係 

銳角形態 11、銳角形態 12、銳角形態 13、銳角形態 22、銳角形態 23、直角形態 11 中， 

滿足  (sgn P) PBC +(sgn E) ABE +(sgn D) ACD 的面積和 ABC 的面積。 
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【評語】030416 

本研究對西姆松線進行相關研究，雖然這方面的研究已有不少

成果，本作品的優點為作者將西姆松線重新做了一個更廣泛的定義，

得出新的研究方向，值得鼓勵。 

本研究的成果還可以再做完整一點，有些名詞的說明亦可更清

楚交待，例如「同方向」的意義。 
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