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當「皇后」遇見「小三」 

-正三角形棋盤上的皇后互不侵犯問題 

 

摘要 

    如下圖所示，在一邊有 6 個圓圈的正三角形棋盤，將某個圓圈擺上皇后，此為皇后的根

據地，箭號所指的三個與邊平行的方向，是皇后所能管轄的範圍，且兩個皇后不能互相管轄

到對方的根據地，不是根據地的圓圈可以兩個皇后共管。我們的研究在討論一邊有 n 個圓圈

的正三角形棋盤中使每個圓圈都被管轄到時，最少需要幾個皇后以及最多可放幾個皇后。       

 

 

 

 

 

 

 

 

    為了解最少需要的皇后數，我們採用算術推理以及從三個方向（↘、↙、⟵）的考慮、由

外而內的一整排來作邏輯上的推理得到了一邊有1~12 個圓圈的正三角形棋盤的最少皇后數，

並嘗試透過電腦程式的執行求出更大邊圓圈數棋盤的最少皇后數。最多皇后數部分，我們透

過數學歸納法得到了所有邊數情況的最多皇后數。 

壹、研究動機 

    在一次偶然的機會下，在網路上看到一道八皇后

問題(也就是如何能夠在 8×8 的西洋棋棋盤上放置八

個皇后，使得任何一個皇后都無法直接吃掉其他的皇

后，為了達到此目的，任兩個皇后都不能處於同一條

橫行、縱行或斜線上)，因八皇后問題的解已被全部解

出(12 組解)且限制將八個皇后放在西洋棋盤上，所以

我們將棋盤更改為正三角形棋盤，雖然僅需考慮到三

個方向，但不限制其皇后數，就可以討論在一邊有 n

個圓圈且所有圓圈需被管轄到時，最少和最多可擺放

幾個皇后。研究過程中，我們也運用了數學一上的「以

符號列式」、「式子的化簡」與二下的「等差級數」單

元來進行研究。 

                                                            八皇后範例 

 a b c d e f g h 

8         

7         

6         

5         

4         

3         

2         

1         
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C1 

貳、研究目的 

1、討論皇后在不同的圓圈位置時，所能管轄的總圓圈數的差異。 

2、探討兩個皇后至少共同管轄幾個圓圈？最多共同管轄幾個圓圈？ 

3、將一邊有 n 個圓圈的正三角形棋盤上擺放皇后使得所有圓圈都被管轄到，最少需要幾個皇 

   后？  

4、盡可能在一邊有 n 個圓圈的棋盤上擺放皇后使得所有圓圈都被管轄到，最多可以擺幾個皇 

   后？ 

 

参、研究設備及器材 

紙、筆、電腦程式 Visual Basic 

 

肆、研究過程與方法 

一、不論皇后在哪一個位置，所管轄的圓圈數皆相同。 

    【證明】 

     令ai,j表示正三角形棋盤由上而下數第 i 列，由左至右數第 j 個圓圈 

     令C1表示棋盤中↔方向的最下面一排圓圈 

    
     在一邊有 n 個圈的正三角形棋盤上任意一個圈擺上皇后，三個與邊平行的方向是此皇后 

     所能管轄的範圍。 
 

     如上圖所示，假設左上方正三角形(即紅色三角形)的一邊有 x 個圈；右上方正三角形(即 

     藍色三角形)的一邊有 y 個圈；正下方正三角形(即紫色三角形)的一邊有 z 個圈 
 

     例如：上圖為一邊有 6 個圈的正三角形棋盤，當皇后在a4,2時，x 為 2、y 為 3、z 為 3 

假設 m 為一邊的圓圈數，考慮C1排可得 x+y+z-2=m 

假設 n 為 1 個皇后所管轄的圓圈總數，可得(x+y-1)+(x+z-1)+(y+z-1)-2=n  

     ⇒2(x+y+z)-4=2m…(1)  

       2(x+y+z)-5=n…(2)  

     ⇒由(1)(2)可得 n=2m-1  
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B 

     故將皇后擺置任一個圓圈上，其管轄圓圈數恆相等(等於 2 倍邊上圓圈數－1)  

      

 

二、任兩個皇后至少共同管轄 4 個圓圈，最多共同管轄 6 個圓圈。 

【證明】 

     將第一個皇后的位置分成三種情況討論：在頂點、在邊上但不在頂點、不在頂點也不在 

     邊上。接著探討第二個皇后在不同的區域與第一個皇后所產生的共同管轄圓圈數，結果 

     發現兩個皇后共同管轄的圓圈數為 4 個、5 個或 6 個。 

     1、第一個皇后在頂點： 

 

  

            

             

                      

               

     2、第一個皇后在邊上但不在頂點： 

 

                                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 個 

1 個 

2 個 

4 個 

C 

A B 

第二個皇后在 A區： 

2 個 

0 或 1 或 2 個 

2 個 

4 個、5 個

或 6 個 

第二個皇后在 C區： 

2 個 

1 或 2 個 

1 個 

4 個或 

5 個 

1 個 

第二個皇后在 B區： 

1 或 2 個 

2 個 

4 個或 

5 個 
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B C 

A 

D 

E 

F 

     3、第一個皇后不在頂點也不在邊上 

 

※(此可包含到任何皇后不在 

                                                 頂點不在邊的情形，因此 

                                                 討論一次即可) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第二個皇后在 A區： 

2 個 

2 個 

0 或 1 或 2 個 

4 個、5 個

或 6 個 

第二個皇后在 B區： 

1 或 2 個 

2 個 

1 或 2 個 

4 個、5 個

或 6 個 

 

第二個皇后在 C區： 

2 個 

1 或 2 個 

1 或 2 個 

4 個、5 個

或 6 個 

第二個皇后在 E區： 

1 或 2 個 

1 或 2 個 

2 個 

4 個、 

5 個或 

6 個 

第二個皇后在 D區： 

0 或 1 

或 2 個 

2 個 

2 個 

4 個、 

5 個或

6 個 

第二個皇后在 F區： 

2 個 

0 或 1 或 2 個 

2 個 

4 個、 

5 個或

6 個 
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三、至少需要幾個皇后才可管轄到所有的圓圈？ 

    在探討至少需要幾個皇后才可管轄所有圓圈的過程時，我們發現了如一、二所述的結果，

因此一邊有 3 個圓圈~7 個圓圈的最少皇后數便能快速地透過算術推理而得到結果，例如： 

  (一) 一邊有 6 個圈的正三角形棋盤至少需要 3 個皇后才可管轄到所有圓圈 

   【證明】 

1.  3 個皇后能管轄到所有圓圈 

 

2.  證明 2 個皇后無法管轄到一邊有 6 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈。          

由一與二所述的結果：不管在任何位置，皇后管轄的圓圈數恆等於其正三角形棋

盤之邊上圓圈數的 2 倍減 1。兩個皇后至少共同管轄 4 個圓圈。 

故 2 個皇后最多可管轄的總圓圈數=2×(2×6−1)−4=2×11−4=18(個) 

又棋盤總圓圈數=(1+6)×6×
1

2
=21 

∵ 18＜21  

          ∴ 2 個皇后無法管轄到一邊有 6 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈    

       因此，由 1、2 可得一邊有 6 個圓圈的正三角形棋盤至少需要 3 個皇后才可管轄到所 

       有圓圈。 

 

 

 

 

 

 

但藉由一、二之結論的算術方法無法求出一邊有 8 個圈以上的棋盤的最少皇后數，所以 

我們改用以三個方向（↘、↙、⟵）的考慮、由外而內的一整排來作邏輯上的推理，得到了一

些成果，如下所示： 

 

 (二)、一邊有 11 個圈的正三角形棋盤至少需要 5 個皇后才可管轄到所有圓圈。 

      【證明】 

           我們先說明 5 個皇后可以管轄到所有圓圈以及提出 5 個皇后的位置圖，接著再證 

明 4 個皇后無法管轄到所有圓圈，以這兩個部分來證明一邊有 11 個圈的正三角形棋 

盤至少需要  5 個皇后才可管轄到所有圓圈。 
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（I）5 個皇后能管轄到所有圓圈。 

 

 

 

   

                                M1 

 

 

 

 

   M2 

     

 

 

                                        N3             N1 

  

 

  

              M3                     N4                   N2 

 

1、考慮↘方向 

      A1～A11 任選 5 排 

      ⟹B1 剩 6 個圓圈未管轄 

      若↙方向未選 B1，則只剩⟵方向可考慮而 5 個皇后最多管轄 5 排，而 B1 剩下 6 個圓圈 

   故 B1 必有皇后。 

 
 

2、若 A1 無皇后，則 M 區(M1+M2+M3)的 1 個皇后與 N 區(N1+N2+N3+N4)的 4 個皇后 

最多可管轄NA1排(表 N 區中 A1 排)1+4×2＝9 個圓圈，但NA1排有 10 個圓圈。 

故 A1 必有皇后 

 
 

3、若 C1 無皇后 

 M1 M2 N1 N3 最多可管轄 N4 的圓圈數 

皇

后

數 

1 0 0 4 →4×2＝8 
 

→2+3×2＝8 0 1 1 3 

故 5 個皇后最多管轄 N4 中 8 個圓圈，但 N4 有 9 個圓圈， 

故 C1 必有皇后 

 

 
 

令Ai、Bj、Ck分別表示   方向、  方向、    方向之一整排的圓圈， 

 i＝1,2,…,11；j＝1,2,…,11；k＝1,2,3。 

A1 

A2 

A3 

A4 

A5 

A6 

A7 

A8 

A9 

A10 

A11 

B1 

B2 

B3 

B4 

B5 

B6 

B7 

B8 

B9 

B10 

B11 

C1 

C2 

C3 
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 M1 M2 M3 N1 N2 N3 N4 合計 

皇后數 1 0 0 0 0 3 1  

→7 

 

→7 

若 A2 無皇后，最多可

管轄到 A2 的圓圈數 

0  6 1 

若 B2 無皇后，最多可

管轄到 B2 的圓圈數 

0 6 1 

 

4、 A1、B1、C1 皆須有皇后，接著依 M1、M2、N1 三區的皇后數作分類討論： 

   (1)  

 

 

 

 

 
  

 故 N3 中的 A2、B2 皆須有皇后去管轄，否則 5 個皇后最多只可管轄 7 個圓圈 

        若a3,2有皇后，則 A3、B3 亦必有皇后，否則無法管轄完N3區中 A3 與 B3 兩排的所 

          有圓圈。嘗試後發現 5 個皇后可管轄所有圓圈，皇后位置圖如下所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            因為已發現 5 個皇后可管轄所有圓圈，故不再探討其他情況是否 5 個皇后可管 

            轄到所有圓圈。 
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A11 

  （II）證明 4 個皇后無法管轄到一邊有 11 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈。 

 

 

 

                                   M1 

 

 

  

                            M2                             

 

 

                                  N5        N1 

 

                     M3           N6           N2 

                  M4              N7            N3                          

                M5                N8             N4 

 

 

 

   1、若 B1、B2、B3 無皇后 

      考慮↘方向 

      ⇒A1~A11 任選 4 排 

      ⇒B1 剩 7 個圓圈待管轄，而 4 個皇后↔方向最多可管轄 4 個圓圈 

        B2 至少剩 6 個圓圈待管轄，而 4 個皇后↔方向最多可管轄 4 個圓圈 

        B3 至少剩 5 個圓圈待管轄，而 4 個皇后↔方向最多可管轄 4 個圓圈 

      ⇒故 B1、B2、B3 必有皇后 

 

   2、若 A1 無皇后，M 區(=M1+M2+M3+M4+M5)的 3 個皇后與 N 區(=N1+N2+N3+N4+N5+N6+N7+N8) 

   的 1 個皇后最多可管轄NA1排(表 N 區中 A1 排)3+1×2=5 個圓圈,但NA1排中有 8 個圓圈 

      ⇒故 A1 必有皇后 

      同理 A2、A3 亦必有皇后 

 

   3、若 C1 無皇后 

 

 

 

 

 

     4 個皇后最多可管轄 N8 中 2 個圓圈⇒故 C1 必有皇后 

     同理 C2、C3 亦必有皇后 

 M1 M2+M3+M4 N1+N2+N3 N5+N6+N7 最多可管轄到 N8 中的圓圈數 

皇

后

數 

3 0 0 1 ⇒2 

2 1 1 0 ⇒2 

B2 

B3 

B4 

B5 

B6 

B7 

B8 

B9 

B10 

B11 

B1 A1 

A2 

A3 

A4 

A5 

A6 

A7 

A8 

A9 

A10 

C2 

C1 

C3 
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   4、A1﹑A2﹑A3﹑B1﹑B2﹑B3﹑C1﹑C2﹑C3 皆須有皇后，接下來以 M1、M2、N1 三區的皇后數作分類討 

      論： 

 

 M1 M2 N1 

(1) 3 0 0 

(2) 2 1 1 

(3) 2 1 0 

(4) 2 0 0 

(5) 1 2 1 

(6) 1 2 0 

(7) 1 1 1 

(8) 1 1 0 

(9) 1 0 0 

(10) 0 3 1 

(11) 0 3 0 

(12) 0 2 2 

(13) 0 2 1 

(14) 0 2 0 

(15) 0 1 1 

(16) 0 1 0 

(17) 0 0 0  

 

    則 

 M1 M2 M3 M4 M5 N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8  

(1) 3 0    0     1 1 1 至少需 6 個皇后(不合) 

(2) 2 1    1     1 1 1 至少需 7 個皇后(不合) 

(3) 2 1    0 1     1 1 至少需 6 個皇后(不合) 

(4) 2 0 1   0  1     1 至少需 5 個皇后(不合) 

(5) 1 2    1 1     1 1 至少需 7 個皇后(不合) 

(6) 1 2    0 1 1     1 至少需 6 個皇后(不合) 

(7) 1 1 1   1  1     1 至少需 6 個皇后(不合) 

(8) 1 1 1   0  1 1     至少需 5 個皇后(不合) 

(9) 1 0    0        ( M3＋M4＋M5)區需 2 個

皇后，( N2＋N3＋N4)區需

2 個，共需 4 個皇后。但

這兩區最多可有 3 個皇

后，故不合。 

(10) 0 3    1 1 1     1 至少需 7 個皇后(不合) 

(11) 0 3    0 1 1 1     至少需 6 個皇后(不合) 

(12) 0 2 1   2  1     1 至少需 7 個皇后(不合) 

(13) 0 2 1   1  1 1     至少需 6 個皇后(不合) 

(14) 0 2    0        ( M3＋M4＋M5)區需 1 個

皇后，( N2＋N3＋N4)區需

3 個，共需 4 個皇后。但
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   因此 4 個皇后無法使得 A1﹑A2﹑A3﹑B1﹑B2﹑B3﹑C1﹑C2﹑C3 皆有皇后    

   故 4 個皇后無法管轄到一邊有 11 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈。 

   

   由(I)、(II)可得一邊有 11 個圈的正三角形棋盤至少需要 5 個皇后才可管轄到所有圓 

圈 

 

 
 

 

 

  (三)一邊有 12 個圈的正三角形棋盤至少需要 6 個皇后才可管轄到所有圓圈。 

     【證明】 

          （I）6 個皇后可管轄到所有圓圈， 

       皇后位置如右圖所示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

這兩區最多可有 3 個皇

后，故不合。 

(15) 0 1    1        ( M3＋M4＋M5)區需 2 個

皇后，( N2＋N3＋N4)區需

2 個，共需 4 個皇后。但

這兩區最多可有 3 個皇

后，故不合。 

(16) 0 1    0        ( M3＋M4＋M5)區需 2 個

皇后，( N2＋N3＋N4)區需

3 個，共需 5 個皇后。但

這兩區最多可有 3 個皇

后，故不合。 

(17) 0 0    0        ( M3＋M4＋M5)區需 3 個

皇后，( N2＋N3＋N4)區需

3 個，共需 6 個皇后。但

這兩區最多可有 3 個皇

后，故不合。 
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（II）證明 5 個皇后無法管轄到所有圓圈。 

 

 

     

     1、考慮↘方向                               

        A1~A12 任選 5 排⇒B1 剩 7 個圈未管轄 

                       B2 至少剩 6 個圈未管轄 

        若↙方向未選 B1、B2，則只剩←方向可考慮，5 個皇后最多管轄 5 排而 B1、B2 分別剩 

        7 個圈以及至少 6 個圈，故 B1、B2 必有皇后。 

     2、若 A1 無皇后,則 M 區(=M1+M2+M3+M4)的 2 個皇后與 N 區(=N1+N2+N3+N4+N5+N6)的 3 個 

皇后最多可管轄NA1排(表 N 區中 A1 排) 2+3×2=8 個圈,但NA1排有 10 個圈，故 A1 必有 

皇后，同理 A2 亦必有皇后。 

 

     3、 

      (1) 若 C1 無皇后 

 M1 M2+M3 N1+N2 N4+N5 最多可管轄 N6 的圓圈數 

皇

后

數 

2 0 0 3 →3×2=6 

→1+1+2×2=6 

→2+2+1×2=6 

1 1 1 2 

0 2 2 1 

         5 個皇后最多消去 N6 中 6 個圈，但 N6 有 8 個圈，故 C1 必有皇后。 

 

 

 

令Ai、Bj、Ck分別表示   方向、  方向、    方向之一整排的圓圈， 

 i＝1,2,…,12；j＝1,2,…,12；k＝1,2,…,12 
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      (2) 若 C2 無皇后 

 M1 M2 M4 N1 N3 N4 N6 最多可管轄 N5 的圓圈數 

皇

后

數 

2 0 0 0 0 2 1 →2×2+1×2=6 

→1+1+2+2=6 

→1+2×2=5 

→1+2×2=5 

→2+2+2=6 

→2+1+2=5 

1 1 0 1 0 1 1 

1 1 0 0 1 2 0 

1 0 1 1 0 2 0 

0 2 0 2 0 0 1 

0 2 0 1 1 1 0 

5 個皇后最多只能管轄 N5 中 6 個圈，但 N5 有 7 個圈，故 C2 必有皇后。 

 

4、A1、A2﹑B1﹑B2﹑C1﹑C2 皆須有皇后，接著以 M1、M2、N1 三個區域的圓圈數來做分類討論， 

  可能成立的情形如下表所示： 

 M1 M2 N1 

(1) 2 0 0 

(2) 1 1 1 

(3) 1 1 0 

(4) 1 0 0 

(5) 0 2 1 

(6) 0 2 0 

(7) 0 1 1 

令 ai,j 為第 i 列(由上往下數)第 j 個(由左往右數)圓圈 

 

     (1)若 A3、A4、B3、B4 無皇后 

 M1 N4 N5 N6  

皇后數 2 1 1 1  

→4 

→4 

→4 

→4 

最多可管轄到 N4中 A3排的圓圈數 0 2 1 1 

最多可管轄到 N4中 A4排的圓圈數 0 2 1 1 

最多可管轄到 N4中 B3排的圓圈數 0 2 1 1 

最多可管轄到 N4中 B4排的圓圈數 0 2 1 1 

5 個皇后最多只能管轄 4 個圈，故 A3、A4、B3、B4 皆須有皇后去管轄，則 N4 中的皇后 

必在 a5,3﹑a6,3﹑a6,4﹑a7,4 四個位置之ㄧ，N5 與 N6 的兩個皇后位置便確定(譬如:若 N4 的皇 

后在 a6,3,則 N5、N6 的兩個皇后在 A3、B4)，結果 a9,5、a10,5、a10,6 無法被管轄到。 
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(2)若 A3、B3 無皇后 

 M1 M2 M3 M4 N1 N2 N3 N4 N5 N6  

 

→5 

→5 

皇后數 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 

最多可管轄到 N4 中 A3 排的圓圈數 0 1   2  1 1 

最多可管轄到 N4 中 B3 排的圓圈數 0 2 1 1 1 

故 A3、B3 必須要有皇后去管轄，則 M2、N1、N5、N6 中的 4 個皇后有 2 個在 A3、B3， 

剩下兩個皇后最多可管轄 N4 的 A4 排、B4 排 3 個圓圈，故 A4、B4 亦需有皇后，結果 

a9,5、a10,5、a10,6 無法被管轄到。 

 

 

 

     (3)若 A3、A4、B3、C3 無皇后 

 M1 M2 M3 M4 N1 N2 N3 N4 N5 N6  

 

→4 

→4 

→5 

→5 

皇后數 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 

最多可管轄到 N4 中 A3 排的圓圈數 0 1  0  2  1 

最多可管轄到 N4 中 A4 排的圓圈數 0 1 0 2 1 

最多可管轄到 N4 中 B3 排的圓圈數 0 2 0 2 1 

最多可管轄到 N4 中 C3 排的圓圈數 0 1 0 2 2 

        故 A3、A4、B3、C3 必須要有皇后去管轄 

        ⟹N4 中的皇后在 a5,3、a6,3、a10,3、a10,7、a10,8 五個位置之ㄧ，另兩個在 M2、N6 的皇后位 

        置便確定，但結果皆無法管轄到 a8,4、a9,4、a9,5。 

 

 

 

(4)若 A3、A4、B3、B4 無皇后 

 M1 M2 M3 M4 N1 N2 N3 N4 N5 N6  

 

→4 

→4 

→4 

→4 

皇后數 1 0 1 0 0 0 1 2 0 0 

最多可管轄到 N4 中 A3 排的圓圈數 0  0  0 4  

最多可管轄到 N4 中 A4 排的圓圈數 0 0 0 4 

最多可管轄到 N4 中 B3 排的圓圈數 0 0 0 4 

最多可管轄到 N4 中 B4 排的圓圈數 0 0 0 4 

5 個皇后最多只能消去 4 個圈，故 A3、A4、B3、B4 必須要有皇后去管轄，N4 中的 

2 個皇后分別在 a5,3 和 a7,4，結果 a9,5、a10,5、a10,6 無法被管轄到。  
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(5)若 A3、C3 無皇后 

 M1 M2 M3 M4 N1 N2 N3 N4 N5 N6  

 

→5

→5 

皇后數 0 2 0 0 1 1 0 0 0 1 

最多可管轄到 N4 中 A3 排的圓圈數  2  2 0  1 

最多可管轄到 N4 中 C3 排的圓圈數 2 1 0 2 

5 個皇后最多只能管轄 5 個圈，而 N4 中 A3 排、C3 排各有 6 個圈，故 A3、C3 皆須要有 

皇后去管轄，則 M2 與 N6 中的 3 個皇后其中一個在 A3    

        ⟹若 A4 無皇后，考慮 N4 中的 A4，最多能被管轄到 1+1+2=4 個圈，故 A4 必有皇后。 

因此 M2、N1、N6 中的 3 個皇后分別在 A3、A4、C3 其中之ㄧ，結果剩下的 1 個皇后無 

法將 a7,3、a8,3、a8,4、a9,3、a9,4、a9,5 全管轄完。 

(6)若 A3、A4、C3、C4 無皇后 

 M1 M2 M3 M4 N1 N2 N3 N4 N5 N6  

 

→4 

→4 

→4 

→4 

皇后數 0 2 0 0 0 1 1 1 0 0 

最多可管轄到 N4 中 A3 排的圓圈數  2  0 0 2  

最多可管轄到 N4 中 A4 排的圓圈數 2 0 0 2 

最多可管轄到 N4 中 C3 排的圓圈數 2 0 0 2 

最多可管轄到 N4 中 C4 排的圓圈數 2 0 0 2 

         故 A3、A4、C3、C4 必須要有皇后去管轄 

         ⇒N4 中的皇后在 a9,6、a9,7、a10,7、a10,8 這四個位置之ㄧ，M2 的兩個皇后的位置便確定， 

結果 a7,3、a8,3、a8,4 無法被管轄到 

 

(7)若 A3、B3、C3、C4 無皇后 

 M1 M2 M3 M4 N1 N2 N3 N4 N5 N6  

皇后數 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0  

→5 

→5 

→4 

→4 

最多可管轄到 N4 中 A3 排的圓圈數  1 0  2  0 2  

最多可管轄到 N4 中 B3 排的圓圈數 2 0 1 0 2 

最多可管轄到 N4 中 C3 排的圓圈數 1 0 1 0 2 

最多可管轄到 N4 中 C4 排的圓圈數 1 0 1 0 2 

故 A3、B3、C3、C4 必須要有皇后去管轄 

        ⇒N4 中的皇后在 a5,3、a9,3、a10,3、a9,7、a10,8 這五個位置之一，則 M2 與 N1 的兩個皇后位置 

便確定，但結果 a7,4、a8,4、a8,5 無法被管轄到 

 
 

故由 1、2、3、4 可知 5 個皇后無法管轄到一邊有 12 個圓圈的正三角形棋盤的所有圓圈 
 

 

因此，由(I)、(II)可知一邊有 12 個圈的正三角形棋盤至少需要 6 個皇后才可管轄到所有 

圓圈 
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圖一 

 

圖二 

    對於邊圓圈數更大的正三角形棋盤，如(二)、(三)的邏輯推理解法將會越來越複雜，在未

想到其他更好的方法之下，我們嘗試透過 Visual Basic 程式的執行，由電腦進行檢查，找出其

他邊圓圈數的正三角形棋盤的最少皇后數。程式介面如下所示，輸入正三角形一邊的圓圈數

與皇后數，程式便會檢查該皇后數是否可以管轄到所有圓圈。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    預測一邊有 13 個圈的正三角形棋盤至少需要 6 個皇后才可管轄到所有圓圈，如圖(一)所

示，因此由電腦檢查 5 個皇后是否可管轄到所有圓圈，檢查結果為否，如圖(二)所示，因此確

定一邊有 13 個圈的正三角形棋盤至少需要 6 個皇后才可管轄到所有圓圈。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    預測一邊有 14 個圈的正三角形棋盤至少需要 7 個皇后才可管轄到所有圓圈，如圖(三)所

示，因此由電腦檢查 6 個皇后是否可管轄到所有圓圈，檢查結果為否，如圖(四)所示，因此確

定一邊有 14 個圈的正三角形棋盤至少需要 7 個皇后才可管轄到所有圓圈。 
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圖四 

圖三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    由於時間限制，一邊有 15 個圈以上的正三角形棋盤的最少皇后數的程式檢查結果未能列

入。 

    此外，也藉由此程式，再一次檢驗其他由推理得到的最少皇后數結果是正確的，譬如： 
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四、一邊有 n 個圓圈的正三角形棋盤最多可放置幾個皇后？ 

    為了思考這個問題，我們選擇從一邊圓圈數較少的棋盤開始思考，先在一邊有 7 個 

圈、一邊有 8 個圈、一邊有 9 個圈、一邊有 10 個圈、一邊有 11 個圈、一邊有 12 個圈這 

幾種正三角形棋盤上試著畫出皇后的位置（盡可能畫出多一些皇后），經過了多次的嘗試 

，發現了一種似乎可放置最多個皇后的方法，如(一)所述。 

    接著，以此放置皇后的方法所得的皇后數作為基礎來試著解開一邊有 n 個圓圈的正 

三角形棋盤最多可放置幾個皇后。 

    令 n=t 表示一邊有 t 個圓圈的正三角形棋盤。 

 

   (一)似乎可放置最多個皇后的方法 

      1、一邊有(3k＋1)個圓圈的正三角形棋盤，k 為 0 或正整數。  

         n＝7 

 

 

 

                                              n＝7＝3×2＋1      

                                                  皇后數(3＋2)個 

 

 

 

 

 

 

 

 

             n＝10 

 

 

 

 

 

n＝10＝3×3＋1      

                                                      皇后數(4＋3)個 
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n＝3k＋1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 上圖中的下方數字表示該直排(上下方向)的圓圈總數，譬如綠色長方形中的 

 圓圈數為 2 個。 

               Q1在↘方向為第(k＋1)排：(3k＋1)－2k＝k＋1  

               Q4在↘方向為第 k 排 

               Q2在↙方向為第(k＋1)排             

   Q3在↙方向為第(k＋2)排：(3k＋1)－2k＋1＝k＋2 

               故此圖的皇后位置成立。 

               n＝3k＋1 時，皇后數：(k＋1)＋k＝2k＋1(個) 

      2、一邊有(3k＋2)個圓圈的正三角形棋盤，k 為 0 或正整數。  

         n＝8 

 

 

 

 

                                                  n＝8＝3×2＋2      

                                                      皇后數(3＋2)個 
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         n＝11 

 

 

 

 

   

                                                   n＝11＝3×3＋2      

                                                           皇后數(4＋3)個 

 

 

                    

 

 

 

n＝3k＋2 

 

               Q1在↘方向為第(k＋2)排：(3k＋2)－2k＝k＋2 

               Q4在↘方向為第 k 排 
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               Q2在↙方向為第(k＋1)排             

   Q3在↙方向為第(k＋3)排：(3k＋2)－2k＋1＝k＋3 

               故此圖的皇后位置成立。 

               n＝3k＋2 時，皇后數：(k＋1)＋k＝2k＋1(個) 

 

      3、一邊有 3k 個圓圈的正三角形棋盤，k 為正整數。  

         n＝9 

 

 

 

                                                 n＝9＝3×3    

                                                         皇后數(3＋3)個 

 

 

 

  

 

 

 

         n＝12 

 

 

 

 

 

                                                         n＝12＝3×4    

                                                                 皇后數(4＋4)個 
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n＝3k 

 

                   Q1在↘方向為第(k＋2)排：3k－2(k－1)＝k＋2 

                   Q4在↘方向為第 k 排 

 

                   Q2在↙方向為第 k 排             

   Q3在↙方向為第(k＋3)排：3k－2k＋1＝k＋1 

                   故此圖的皇后位置成立。 

                   n＝3k 時，皇后數：k＋k＝2k (個) 
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   (二)證明當 n＝3k+1 時，最多可放置(2k+1)個皇后；當 n＝3k+2 時，最多可放置 

 (2k+1)個皇后；當 n＝3k+3 時，最多可放置(2k+2)個皇后，k＝0，1，2，3，… 

 

如下所示，第二排列出的皇后數為(一)的結果，我們的想法：從 n＝2 明顯成立出 

發，藉此證明 n＝3 與 n＝4 成立，再用 n＝4 來證明 n＝5 成立。接著以相同的模 

式，用 n＝5 來證明 n＝6 與 n＝7 成立，再用 n＝7 來證明 n＝8 成立。以此類推…， 

透過數學歸納法確認所欲證明的目標皆成立，對於所有 n 為正整數值。 

 

 

   n    1  2  3  4  5  6  7  8  9 …… 3(k-1)+1  3(k-1)+2  3(k-1)+3  3k+1  3k+2  3k+3 

皇后數  1  1  2  3  3  4  5  5  6 ……  2k-1      2k-1     2k     2k+1  2k+1  2k+2    

 

 

      【證明】 

 

1、n＝1 與 2 時明顯最多可放置 1 個皇后，故 n＝1 與 n＝2 時成立。 

         

        2、 

（1）假設 n＝3k-1 時，最多可放置（2k-1）個皇后 

   則當 n＝3k 時 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           又由(一)的 3 知：n＝3k 可放置 2k 個皇后 

              故 n＝3k 時最多可放置 2k 個皇后 

 

 

 

 

 

 

3k-1 

3k 

最多 2k-1 個 

最多 1 個 

最多共可放置

2k 個皇后 
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（2）假設 n＝3k-1 時，最多可放置（2k-1）個皇后 

   則當 n＝3k+1 時 

 

 

 

 

 

 

                 

 

           又由(一)的 1 知：n＝3k+1 時可放置(2k+1)個皇后 

              故 n＝3k+1 時最多可放置(2k+1)個皇后 

 

（3）假設 n＝3k+1 時，最多可放置（2k+1）個皇后 

   則當 n＝3k+2 時 

 

 

 

                                                   考慮 N 區中的(2k+1)個皇后至少    

                                                   可管轄C3k 2排幾個圓圈？   

 

 

 

 

 

              因探討至少管轄的圓圈數，故在 N 區中的皇后共同管轄C3k 2排的圓圈越多越好， 

               也就是類似下列的圖形的組數越少越好。 

 

 

                                            (紅圈表 N 區中的皇后，綠圈表C3k 2排的 

                                                 圓圈，類似這樣的圖形定為 1 組) 

 

 

 

 

3k-1 

3k+1 

最多(2k-1)個 

最多 2 個 

最多共可放置 

(2k+1)個皇后 

3k+2 

3k+1 

N 區 

← C3k 2 
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1＋2k  

3＋(2k－2)  

5＋(2k－4) 

  ⋮ 

(2k－1)＋2 

2k＋1 

(k＋1)組 

              由(一)的 2，(2k+1)個皇后可分成(k+1)組。如下圖所示，綠色線那組的總間距 

       為 1＋2k（1 與 2k 分別表示兩個皇后管轄C3k 2排圓圈時所形成之間距），其餘 

       以此類推。 

 

 

           設im表示C3k 2排由左向右數第im個圈，jm表示C3k 2排由右向左數第jm個圈， 

           m 表示第 m 組  

           故第 m 組於C3k 2排所形成的總間格數為     

           3k+2-(im+jm)+2-1 

              ＝3k+3-(im+jm) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 m 組 

 

 

 

  

 

 

 
3k+1 

3k+2 

→ im ← jm 

← C3k 2 

…
…

…
…

…
…

…
…

…
…

…
. 
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             考慮(2k+1)個皇后是否可分成 k 組？ 

               +… +     =3k+3-(i1+j1) 

               +… +     =3k+3-(i2+j2) 

               . 

               . 

               . 

               . 

               +… +     =3k+3-(ik+jk) 

+ 

               

 

 

 

 

 

 

 

 

      ∵(2k+1)(k+1)＞2k(k+1) 

∴k 組不可能 

         因此(2k+1)個皇后最少可分成(k+1)組 

         設Mt為第 t 組的皇后總數 

      M1     M2      ………………………  Mk+1 

 

 

    (2k+1)個皇后至少管轄C3k 2排的圓圈數為： 

    ( M1+1)+(M2+1)+ ……………+(Mk+1+1)  

         =(M1+M2+…………+Mk+1)+(k+1)×1 

         =2k+1(皇后總數)+(k+1)× 1 

         =3k+2 個 

         ∴C3k 2排全被管轄完，無法放置 1 個皇后 

         故 n＝3k+2 時，最多可放置的皇后數依舊為（2k+1）個 

        由 1、2 依數學歸納法，得到所有 n 值的最大皇后數 

  

可填 1~3k+1 

最少
(1 2𝑘 1)(2𝑘 1)

2
 

   =(2k+1)(k+1) 

k(3k + 3) − (i1 + i2 + ~ + ik) − (j1 + j2 + ~+ jk) 

最多 

=k(3k + 3) −
(1 k)k

2
× 2 

=k(3k+3)-k(1+k) 

=k(2k+2) 

=2k(k+1) 
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伍、研究結果 

1、不管在任何位置，皇后管轄的圓圈數恆等於其正三角形棋盤之邊上圓圈數的 2 倍減 1。 

   例：一邊有 8 個圈的正三角形棋盤，一個皇后所管轄的圓圈數皆為 15 個。 

2、兩個皇后至少共同管轄 4 個圓圈，最多共同管轄 6 個圓圈。  

3、一邊有 n 個圈的正三角形棋盤，至少需要 a 個皇后才能管轄到所有圓圈，只做出部分結果 

   ，如下所示： 

 

 

 

4、一邊有 n 個圈的正三角形棋盤， 

   (1)當 n＝3k+1 時，最多可放置(2k+1)個皇后，k＝0，1，2，3，…… 

(2)當 n＝3k+2 時，最多可放置(2k+1)個皇后，k＝0，1，2，3，…… 

(3)當 n＝3k+3 時，最多可放置(2k+2)個皇后，k＝0，1，2，3，…… 

   例如：一邊有 25 個圈的正三角形棋盤，最多可放置 17 個皇后。 

         一邊有 48 個圈的正三角形棋盤，最多可放置 32 個皇后。 

   放置皇后的方式見四、(一)。 

 

陸、未來發展 

    在最少的皇后數部分，即使透過程式也只能做出部分結果，由 n＝6~14 的 a 值結果發現

最少皇后數有可能是有規律的，未來希望能找到合適的方法以解出所有邊數情形的最少皇后

數。 

    此外，我們認為這個問題可以有很多的變化，很值得未來繼續探討。 

 

柒、參考資料 

1、維基百科 八皇后問題 
  http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%85%AB%E7%9A%87%E5%90%8E%E9%97%AE%E9%A2%98 

2、作者：黃品翰 陳毓笙 林政勛 洪翊倫 王柏鈞 

   作品名稱：中華民國第四十八屆中小學科學展覽會數學科 

             『當「月曆縱橫刪」遇上「八皇后棋」』 

3、第一冊數學課本。3-1 以符號列式、3-2 式子的化簡。翰林版 

4、第四冊數學課本。1-2 等差級數。翰林版 

 

 

 

 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

a 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 6 6 7 
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附錄一 

（一）一邊有 4 個圈的正三角形棋盤至少需要 2 個皇后才可管轄到所有圓圈 

   【證明】 

1. 2 個皇后能管轄到所有圓圈 

      

 

 

 

2. 證明 1 個皇后無法管轄到一邊有 4 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈 

由伍、研究結果第 1 點：不管在任何位置，皇后管轄的圓圈數恆等於其正三角形

棋盤之邊上圓圈數的 2 倍減 1。 

故 1 個皇后最多可管轄的總圓圈數=2×4−1=7(個) 

又 n=4 時棋盤總圓圈數=(1+4)×4×
1

2
=10 

∵ 7＜10 

 ∴ 1 個皇后無法管轄到一邊有 4 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈    

因此，由 1、2 可得一邊有 4 個圓圈的正三角形棋盤至少需要 2 個皇后才可管轄到所 

有圓圈。 

 

（二）一邊有 7 個圈的正三角形棋盤至少需要 3 個皇后才可管轄到所有圓圈 

     【證明】 

1、由一邊有 11 個圓圈的皇后位置圖得知，3 個皇后能管轄到一邊有 7 個圓圈的正三 

角形棋盤的所有圓圈，即圖中綠色三角形內。 

 

 

 

 

 

 

 

                       

 

2、證明 2 個皇后無法管轄到一邊有 7 個圓圈的正三角形棋盤的所有圓圈 

由伍、研究結果第 1 點與第 2 點：不管在任何位置，皇后管轄的圓圈數恆等於其

正三角形棋盤之邊上圓圈數的 2 倍減 1。兩個皇后至少共同管轄 4 個圓圈。 

故 2 個皇后最多可管轄的總圓圈數=2×(2×7−1)−4=2×13−4=22(個) 

又 n=7 時棋盤總圓圈數=(1+7)×7×
1

2
=28 
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∵ 22＜28  

          ∴ 2 個皇后無法管轄到一邊有 7 個圈的正三角形棋盤的所有圓圈    

       因此，由 1、2 可得一邊有 7 個圓圈的正三角形棋盤至少需要 3 個皇后才可管轄到所 

       有圓圈。 

 

（三）一邊有 10 個圈的正三角形棋盤最少需要 5 個皇后才可管轄到所有圓圈。 

     【證明】 

1. 5 個皇后能管轄到所有圓圈 

 

2.  證明 4 個皇后無法管轄到一邊有 10 個圓圈的正三角形棋盤的所有圓圈          

 
              （1）若B1無皇后 

考慮↘方向 

   A1~A10任選 4 排 
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                   ⟹ B1剩 6 個圓圈待管轄、B2至少剩 5 個圓圈待管轄，而 4 個皇后在⟵方 

                      向最多可管轄B1、B2餘下的 4 個圓圈。 

   故B1、B2必有皇后 

（2）若A1無皇后，則 M 區(=M1+M2+M3)的 2 個皇后與 N 區(=N1+N2+N3+N4) 

的 2 個皇后最多可管轄NA1排(表 N 區中的A1排)1×2+2×2=6 個圓圈，但 

NA1排有 8 個圓圈，故A1必有皇后。 

同理A2亦必有皇后 

（3）若C1無皇后 

 

 

 

 

 

故 4 個皇后最多可管轄N4中的 4 個圓圈，但N4有 6 個圓圈 

                   故C1必有皇后 

              （4）A1、A2、B1、B2、C1皆需有皇后且只有 4 個皇后可放置，接下來以M1 

、M2、M3、N1、N2、N3、N4七區的皇后數做分類討論，發現可分為如 

下四種放置皇后的情形，其餘情形明顯不合。 

 M1 M2 M3 N1 N2 N3 N4 

 2 0 0 0 0 1 1 

 1 1 0 1 0 0 1 

 1 1 0 0 1 1 0 

 0 2 0 1 1 0 0 

 

                (N3+N4)區為一邊有 6 個圓圈的正三角形棋盤，由附錄一的(四)知至少需 

                  3 個皇后才可管轄到所有圓圈，故N3、N4各 1 個皇后共 2 個皇后無法管 

                  轄到(N3+N4)區所有圓圈。 

 

                 

 M1 M2 N1 N4 合計 

若A3無皇后，最多可管轄到N3區A3排的圓圈數 0 1 2 1 4 

若B3無皇后，最多可管轄到N3區B3排的圓圈數 0 2 1 1 4 

若C2無皇后，最多可管轄到N3區 C2排的圓圈數 0 1 1 2 4 

                 因N3中的A3、B3、C2皆有 5 個圈，故N1、N4、M1的 3 個皇后必在此三排， 

                 否則無法管轄完。但此時a7,4、a8,4、a8,5無法被管轄到。 

                若A3無皇后，則M2、N3各 1 個皇后多可管轄N3的A3排 1+1×2=3 個圈，但 

                  N3的A3排有 5 個圈，故A3排必有皇后 

 M1 M2 N1 N3 最多可管轄到N4中的圓圈數 

皇 

后 

數 

2 0 0 2 2×2=4 

1 1 1 1 1+1+1×2=4 
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                  同理A4排亦必有皇后 

                  故M2與N3的 2 個皇后在A3與A4排，但此時N3的皇后最多可管轄N3中A5 

                  排 2 個圈，故無法管轄到所有圓圈。 

 

                 

 M2 N1 合計 

若A3無皇后，最多可管轄到N3區A3排的圓圈數 2 2 4 個 

若C2無皇后，最多可管轄到N3區C2排的圓圈數 2 1 3 個 

若C3無皇后，最多可管轄到N3區C3排的圓圈數 2 1 3 個 

                  故M2、N1的 3 個皇后在A3、C2、C3排，此時a6,3、a7,3、a7,4無法被管轄 

到。 

由(1)、(2)、(3)、(4)可知 

4 個皇后無法管轄到一邊有 10 個圓圈的正三角型棋盤的所有圓圈 

 

因此，由 1、2 可得一邊有 10 個圓圈的正三角形棋盤至少需要 5 個皇后才可管轄到 

所有圓圈。 

 

 



【評語】030403 

1. 以三個方向來考慮，推導出 8≦n≦14 時皇后數的下界，藉由

電腦程式檢驗，發現“可能的規律”這個部份值得作進一步的

驗證，使其完整。 

2. 作者發現“似乎可能”放置最多皇后的方法，並以此為基礎透

過數學歸納法“解決了”上界問題，宜“確定”放置法的正確

性，以強化這些結果的價值。 

3. 問題有趣，報告條理清楚。 
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