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壹、摘要 

點跟點移動產生線、線跟線移動產生面、面跟面移動產生體。我們把柏拉圖

多面體的點、線、面換一種方式來表達出不同的幾何性質，並使用木棒來架構另

一個全新的多面體。用點線交換以及拼合產生規律的美感；如蜂窩、原子排列等

等。 

在製作模型時、為求詳盡以及徹底了解多面體，在實驗過程中也包含定理的

證明與電腦作圖。 
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貳、研究動機 

最初以為多面體跟我們沒什麼關係，而是只會出現在數學課本裡枯燥乏味的

東西，但有次在百貨公司看到可做出多種不同形狀的玩具，其中排成柏拉圖多面

體模樣的玩具吸引了我們的目光。原來多面體可以這麼有趣，於是我們查了有關

多面體的資料才發現多面體不只是數學、玩具更是古人研究的智慧結晶，同時也

對多面體產生了濃厚的興趣，因此我們以多面體當成科展的主題。 

 

圖 1 有趣的益智玩具 

 

 



 

參、研究目的 

一、研究正多面體所帶來的變化，並以運算來製作模型。 

二、把具有規律性的正多面體加以利用，發展出具藝術與工業價值的結構。 

三、了解對偶體，並運用其概念製作出模型。 

四、製作有正多面體性質的扭曲多面體。 
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肆、研究設備及器材 

一、使用工具 

1. 直立式銑床 

2. 游標卡尺 

3. 量角規 

4. 可拉式圓鋸機 

5. 銑刀(Φ24,Φ12,Φ8,Φ4) 

二、電腦輔助軟體 

1. Autodesk AutoCAD 2008 

2. Microsoft Word 2007 

3. Microsoft PowerPoint 2007 

三、使用材料 

1. 方型飛機木 

2. 圓棒型實木(長 90cm, 直徑分別為(Φ12,Φ10,Φ8,Φ6 四種) 

3. 模型用模造紙、馬糞紙(厚 1mm, 2mm) 

4. 樹脂 

5. 墊圈 

6. 棉繩 

7. 橡皮筋 

直立式銑床 
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伍、研究過程及方法 

一、 事前準備：  

（一）柏拉圖多面體的探討與分析 

 

     柏拉圖多面體是以四個或四個以上的正多邊形組合而成的一個立

體形狀。以下為此分析： 

1. 柏拉圖多面體（Regular Polyhedron），即一般所稱之正多面體。 

2. 構成的必要條件：每一面須以正多邊形組合而成、各個頂角皆相等、

每一條的菱邊都相等。而存在的柏拉圖多面體只有五種，為正四面

體、正方體、正八面體、正十二面體、正二十面體。 

正四面體                正八面體                     正十二面體 

                           

                正方體                          正二十面體 

3.證明：我們可以使用歐拉定理證明目前僅有五種正多面體，證明如下： 

面的數目(F)+頂點的數目(V)=邊的數目(E)+2 

 F+V=E+2 ................................................(1) 

設每個頂點和其他R個邊相連，且每個面是正N邊形組成。由此可知： 

(a)MR= 2E  (b)FN=2E      
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把(a)與(b)代入歐拉定理(F+V=E+2) 

⇒
ERN
1

2
111
+=+ ----------------(1) 

 由於E是正整數，因此
E
1

＞0
RN
11

+⇒ ＞
2
1 ---------------- (2) 

由(2)可以知道N，R不能同時大於3，否則(2)將會不成立。 

另外，R與N的意義(正多面體頂點處的邊數以及正多邊形的邊數)得知 

3≥R ， 所以R或N其中一個必須等於3 3≥N

當N=3的時候，
R
1

＞
6
1
⇒R=3、4、5 

同理R=3的時候N=3、4、5 

故只有五種可能： 

 

 

 

 

 

 

 

（R , N） 類型 

 ( 3 , 3 ) 正四面體 

 ( 4 , 3 ) 正六面體 

 ( 3 , 4 ) 正八面體 

 ( 5 , 3 ) 正十二面體 

 ( 3 , 5 ) 正二十面體 

從上表可知，只有以上五格是有合理的解。因此，只存在五種正多面

體。 

 

 

 

正多面體 
各面之正多

邊形 
面數 稜數 頂點數 各頂點稜數

正四面體 正三角形 4 6 4 3 

正六面體 正四邊形 6 12 8 3 

正八面體 正三角形 8 12 6 4 

正十二面體 正五邊形 12 30 20 3 

正二十面體 正三角形 20 30 12 5 
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4.主要特性： 

對偶性：對偶多面體亦稱共軛多面體(Conjugate polyhedron)。如果有兩

個菱數相同，並且其中的一個正多面體的頂點數和面數等於另一個正多面

體的頂點數和面數，則稱此兩個多面體稱為共軛多面體(Conjugate 

polyhedron)。 

 
正六面體對偶體  

正八面體對偶體 

5.相關數值：                                     備註:  

名稱 每個面之面積 內切圓球半徑 外接圓半徑 體積 

正四面

體     

正立方

體  
  

 

正八面

體     

正十二

面體  

正二十

面體    

 

(二) 材料選用 

1. 圓棒：本次我們選用的材料為木材，選用的理由是由於在模型的製作使用
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紙，因為考慮到紙的強度所以不能用太重的材質，不然容易壓壞模型：另

一方面木材也比金屬便宜、也更好加工，尺寸是依據一開始塑膠模型不斷

的試驗所尋找出來的。 

2. 橡皮筋：在一開始放入圓棒時由於尚未卡住因此很容易掉落，所以使用橡

皮筋來暫時固定。一開始有嘗試使用棉線，但棉線缺乏彈性 

需要綁緊才能固定圓棒，因此為了方便操作與容易拆卸、我們選擇使用橡

皮筋。 

3. 模型：使用紙模型有成本低與容易製作的好處，而且這個實驗需要把模型

破壞、取出成品所以很適合使用紙當材料 

二、 正多面體的作圖法 

（一）正四面體電腦繪圖 

1.先畫出展開圖(如下圖1) 

 
圖 1 

 
2.以相接角形之邊長中點畫圓垂直此平面、半徑設為三角形的高(如

下圖 2) 

 

圖 2 

3.步驟2於另一三角形上，這時兩圓會產生兩交點、兩交點皆為正

四面體的頂點(見圖3) 
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圖 3 

4.然後以三角形邊長中點為基準點、參考角度設為三角形邊長中點

與頂點旋轉(見圖 4) 

 

圖 4 

5.重複步驟 4 於各個三角形後及完成(見圖 5) 

 
圖 5 

（二）正二十面體電腦繪圖 
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1. 先畫出正五邊形、之後以其邊長畫相鄰正三角形(見圖 6)      

 

圖 6 

2. 以三角形邊長中點畫圓垂直此平面、半徑為三角形的高(見圖 7) 

 

圖 7. 

3. 重複步驟二於另一三角形上，這時兩圓產生兩交點、兩角點皆為正二十

面體頂點之一(見圖 8) 

 

圖 8 
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4. 然後以三角形邊長中點為基準點、參考角度設為三角形邊長中點

與頂點旋轉(見圖 9) 

 
圖 9 

5. 重複步驟 4 到每一個三角形(見圖 10) 

 
圖 10 

複製數個步驟 5 所完成的物件，接著使用對齊(align)、使得邊與邊相接直到整個

正二十面體完成(見圖 11) 
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圖 11 

 



 

（三）正十二面體電腦繪圖 

1. 先畫出三個相接的五邊形(見圖12)  

 
圖 12 

2. 連接對應的點(見圖13) 

 
圖 13 

3. 驟二所畫的輔助線中點為圓心、線長的一半為半徑畫圓(見圖 14) 

 
圖 14 
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4.重複步驟 3 於另一條輔助線上、這時產生兩交點，這兩交點為正十

二邊形之頂點(見圖 15)  

      

圖 15 

5.先找出五邊形之外接圓圓心，然後使用陣列中心點為外接圓圓心、

選取正五邊形項目總數 5、佈滿角度 360 度。在此步驟中需注意 Z

軸的方向要與五邊形垂直(見圖 16) 

 
圖 16 
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3. 複製步驟 6 的物件、使用對齊即完成(見圖 17)  

 

圖 17 

 

 

三、 紙模型製作 

(一)、 紙的選用： 

由於需要固定木棒，紙的選用極為重要，需要比一般紙更為堅固，才

可承受木棒與木棒間干涉所產生的力，這次我們選用厚紙板來當作模型的

基礎。 

 

(二)、 展開圖的製作： 

因為厚紙板影印費用比一般的紙高出許多，基於成本考量，我們使

用另一種方式，影印於一般的白紙上，在把展開圖黏在厚紙板，這樣可

省不少的成本。 

(三)、 內孔的製作：切割後的紙模型依照我們一開始所使用的塑膠模型為

依據，把內孔所切割出來。 
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四、 模型製作 

我們所使用的圓棒為零售品、購買單位以公尺計價，買回來後使用圓鋸，鋸

成我們想要的長度。 

（一）一開始先使用橡皮筋把套住圓棒，主要目的是要讓圓棒不容易掉

落。 

（二）接著依照放入的圓棒數與多面體插入內孔，要注意螺旋方向須一致

(在這裡用正六面體當範本)  

（三） 接著塗上白膠使棍棒黏牢。在黏的過程中盡量避免 

黏到橡皮筋，如果不小心黏到在後面拆開的步驟會更麻煩。 

（四） 等到白膠乾了之後破壞紙模型，在破壞的時候需要注意以下事

項: 

1. 白膠的黏性不如強力膠強、所以要小心的拆，特別注意當白膠黏到

紙模型時須慢慢的拉開不可用力扯，不然會造成木棒掉落。 

2. 最好使用美工刀或小型剪刀，因為一般的剪刀較大，在處理正十二
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面體、二十面體時特別容易碰到圓棒，使得模型變形甚至造成圓棒

掉落。 

3. 在使用美工刀的時候要注意不行把模型底部當作支點，否則底部的

木棒容易變形。 

4. 若不小心黏到橡皮筋要小心的用刀子切斷，否則硬拉會扯下白膠，

導致結構不穩固。 

（五）完成。 

 

五、 最佳內孔的計算 

我們先提出一個假設圓棒會在各個面平面上相切，所以當圓棒旋轉時，

會呈現一個橢圓，這時它的長軸不變、短軸變成（cos 兩面角×圓棒的直徑）。

之後依照這個式子所製作出的模型為錯誤的，這表示我們的假設是錯誤的，

因此經由觀察發現圓棒的相切點並不會在三角形平面上，而在平面上方，因

為我們的角度經過扭曲而忽略了傾斜角，所以我們經由電腦輔助程式以及模

型測試而得知，［(cos 兩面角+sin 傾斜角）×圓棒的直徑］ 才是我們所需的

答案。 

       此為假設相切狀態，每個橢圓接

與其他橢圓相切，並與外三角形相接。 
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六、 螺旋角計算 

經由觀察八面體，我們發現它的邊延伸後會構成一個扭曲的截半立方

體，再正更進一步的觀察截半立方體，因此我們想出了一個計算一個傾斜角

度的計算方法。 

首先我們先使用電腦繪圖軟體畫出的立體圖來做更精確的觀察邊固定

長為 63mm，發現其中有一個結構為正三角形的扭曲，所以我們把這個物件

分離出來計算。從此視圖(圖 18)測量出傾斜角度為 。所以正八面體螺

旋角為 偏轉 。 

°8.064

°45 °8

 

                               圖 18 

七、 夾具的概念與製作 

  做出的成品，因為有複斜角的關係、所以製作較困難，而我們想到製作夾

具，讓製作過程更加快速簡便。 

  首先要製作出一個空心管，它的直徑要比木棒大 0.13mm，而材質我們選

用鐵製，使用 CNC 加工複斜角，如此加工出來的成品就更為精確。 

在夾具的使用上只需要固定圓管就可以只用鑽床加工，因為刀具與維修

上 CNC 的費用高上許多，且技術需求較高。 

↑圓棒 ↑鐵管 ↑螺絲 
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陸、研究結果 

 
正二十面體之一 正六面體 正四面體 

正八面體 

 
               正二十面體之二 

 

 

在多面體中我們選擇了最容易製作與計算角度的正多面體，但是在不經意的

情況下出現了截半立方體，截半立方體是由扭曲正八面體的邊與邊相切點轉換成

頂點。截半立方體是混合立方體，是由正八面體混合成的半正多面體，這是一個創

新的多面體結構，在幾何性質上還有很大的發展空間。 

由於前次所做的模型缺乏強度與計算導致無法量化數據來進行機械力學的計

算，而這次我們所做的是把所有數據固定，以利進行其他實驗。在這種有無限組合

方式的結構上，我們只能訂出一個最接近正多面體的數據來觀察它的性質。 

正多邊形皆可以分刻成多個正三角形，而封閉三角形在機械力學上具有合力等

於零的特性，所以我們使用木釘來讓整體構成一個封閉的多面體，而正多面體的性

質使的它的分力均勻，因此此結構能發揮 材料最大的受力。 
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柒、討論 

一、 Q:如何將圓棒的長度、直徑與模型的開口大小做出組合？ 

A:在製作模型的過程中可能會因為圓棒過粗而導致模型形狀呈現

不規則狀態，甚至可能成不了形。木棒的長度是由模型的兩開口距離決

定(木棒長度＞兩開口距離)這樣木棒才能架在模型上。木棒的直徑與模

型開口大小成正比，但因紙模型已完成所以只能改變圓棒直徑。 

二、 Q:如何找出圓棒的最佳直徑？ 

A:將每種直徑的木棒個別插入模型中並找出最適切直徑，不過這還

不是最佳直徑，因為市面上賣得圓棒直徑都只有 1mm 差距，為了找出

最佳直徑可以將紙包住圓棒來調整直徑，這麼一來就可以解決找不到適

合的圓棒的問題。 

三、 Q:所有開口處的圓棒都必須成順時針或逆時針嗎？ 

A: 是，因為若全部順時針或逆時針的方法呈現圓棒就會相互作用而

變的比較牢固，並且為了將模型做的較規則所以圓棒必須成一致性。 

四、Q:如何解決圓棒容易脫落的問題? 

A:可以使用夾具來代替紙模型，解決白膠黏性不夠，以及紙模型拆

開時常常碰到圓棒、造成模型扭曲的問題。 
五、Q:如何確定我們的數據是正確的? 

A:由於這個主題的相關資料很少，所以我們只能借由模型來驗證我

們的假設是否正確。 

六、Q:是否有其他圓棒的製作方式? 

A：如果每一個圓棒都直接使用 CNC 鑽孔，雖然精密度較高但是相

當的昂貴，因此使用夾具來固定角度，這樣就可以只用鑽床來加工 
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捌、結論 

我們研究與觀察以及幾何空間的概念去探討柏拉圖多面體（regular 

polyhedron）的結構，我們發現了點、線、面之間的規則與變化，而我們加以善

用變化，來製作別於一般的正多面體，來呈現出柏拉圖多面體的藝術。 

 

以木棒為材料的製作模型的過程中，我們研究出如何剛好把木棒卡進紙模型

中，其中木棒的直徑與扭曲的角度其製作的重點，因此採用作圖的方式來算出最

佳直徑，以確保接下來實驗的準確性。而最後找出其對應的大小，而大小型成品

的製作再以數學算出其關係式。算出各項所需的數值後，我們為了使製作更為方

便，所以製作出了〝夾具〞，能達到更快速且更為經濟的作法。 

 

成品的應用非常的廣泛，小的物件可以作為藝術品或者益智玩具出售，大則

可以用在建築、利用其結構可發揮材料的最大受力，讓建築物上能有更為堅固以

及空間上的利用能更為節省。目前建築上使用逐漸廣泛的衍架（truss）就與我

們研究的結果大同小異，設計面積極具彈性，並可做無限度的伸延，未來對於太

空建築上有莫大的幫助。然而現代建築物講求簡單的設計、運算、製作、結構、

組裝，進一步的將所有零件標準化及量產化，大幅度的提高品質與降低成本，再

使用具有韌性的材料；如鋼，就能有效提升建築物的耐震、耐撞擊。 
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【評語】090901 

本組隊員以柏拉圖多面體為幾何基礎，研發可以建構在

其上之全新多面體組件。本組成員合力推導製作新多面體之

數學模型，並齊力花時間構建許多件全新多面體，團體合作

精神良好。本作品新多面體頗具藝術價值，但是工業價值尚

待發掘和確認。 
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