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  摘要 

 

設有一組數列定義{ 1,, jia }，如下： 

1. 0,, 111 =a  

2. 1,, jia 規定： 

   (1) 除了 11 ,, ja ， 12 ,, ja ， 13 ,, ja ，…， 11 ,, jia −  的整數不能再出現外的最小非

負整數。 

   (2) 除了 11 ,,ia ， 12 ,,ia ， 13 ,,ia ，…， 11 ,, −jia 的整數不能再出現外的最小非負

整數。 

 

本研究首先發現 11 ,,,, ijji aa = ， 0,, 1 =iia ， 1,, 11 −= ja j ， j
j ja )1()1(,, 12 −−−= 。

並發現下列現象，並構造 rA ,1 方塊。 

 

  [ ]01,1 =A ， 
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3,1A ， 

設 rA ,1 成立， [ ]
12211 11,,,

×× −−= kkjir aA ， [ ]
1221

*
1 11,,,

×× −−= kkjir bA ，則 1
11 2,,,, −+= r

jiji ab  

rA ,1 方塊分割成 4 個方塊， rA ,1 = 
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1111
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,,

,,
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ED
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，則 rA ,1 = 
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,,
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本研究發現方塊的對稱，主對角線，次對角線的性質，並利用二進位法尋找 1,, jia

的一般式。 

 

 

本研究並延伸到三維空間，發現三維方塊的構造、三維的軸對稱、三維空間最小

步數的奇偶性及以二進位法探討三維空間一般式。 
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壹、前言 

一、研究動機 

設計一個 4×4 特殊魔方陣規則： 

              4×4 方塊中，每一列 0、1、2、3 只能出現一次；  

              4×4 方塊中，每一行 0、1、2、3 只能出現一次；) 

              小的 2×2 方陣在 4×4 方塊中呈對角關係，數字安排要相同： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖一、4×4 特殊魔方陣 

如圖一，在二維空間 4×4 特殊魔方陣是 24 種。 

改變遊戲規後，即是本研究的研究主題。 
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二、研究主題 

二維的平面中，考慮方塊： 

（1） 0,, 111 =a  

 (2)  1,, jia ： 2,2 ≥∀≥∀ ji ； 

    除了 11 ,, ja ， 12 ,, ja ， 13 ,, ja ，…， 11 ,, jia −  不能再出現外的最小非負整數。 

    除了 11 ,,ia ， 12 ,,ia ， 13 ,,ia ，…， 11 ,, −jia  不能再出現外的最小非負整數。 

本研究在於如何構造方塊 rA ,1 ，觀察 rA ,1 方塊的性質並列出 1,, jia 一般式。 

 

 

 

貳、二維平面 

一、構造 rA ,1 方塊 

本部分討論二維空間，都以第 1 層最為討論範圍，即三度空間中 z軸為 1；顯然， 

 

[ ] 12211 000, ××=A  

 

命題一命題一命題一命題一、、、、
122

21
1101

10
,

××







=A 。 

【證明】 

考慮二維空間的第一層 [ ] 12211 000, ××=A 。 

在 21 ,A 第 1 行第 2 列， 1,2,1 a 只能選擇 1，即 1 1,2,1 =a ； 

在 21 ,A 第 2 行第 1 列， 1,1,2 a 只能選擇 1，即 1 1,1,2 =a ； 

考慮 1 1,2,1 =a ， 1 1,1,2 =a ，在 21 ,A 第 2 行第 2 列， 1,2,2 a 只能選擇 0，即 0 1,2,2 =a 。 

□ 
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構造
122

21
1101

10
,

××







=A 後，可以發現： 

命題二命題二命題二命題二、、、、 21 ,A 中，每一列的 0 和 1 只出現 1 次。每一行的 0 和 1 只出現 1 次。 

命題三命題三命題三命題三、、、、

122

31

220123

1032

2301

3210

,

××


















=A  

【證明】 

依命題二， 2 1,3,1 =a 即 3 1,4,1 =a ； 

          2 1,3,1 =a 即 3,, 132 =a ； 

          3 1,4,1 =a ， 3,, 132 =a 即 2,, 142 =a ； 

同理，    2 1,1,3 =a 即 3 1,1,4 =a ； 

          2 1,1,3 =a 即 3,, 123 =a ； 

          3 1,1,4 =a ， 3,, 123 =a 即 2,, 124 =a ； 

考慮 31 ,A 中第 3 列 2 1,3,1 =a ， 3,, 132 =a ；第 4 列 3 1,4,1 =a ， 2,, 142 =a ； 

          第 3 行 2 1,1,3 =a ， 3,, 123 =a ；第 4 行 3 1,1,4 =a ， 2,, 124 =a ； 

所以，在 31 ,A 中 0 1,3,3 =a ， 1 1,3,4 =a ， 1 1,4,3 =a ， 0 1,4,4 =a 。 

□ 

 

定義：
122

2
*
1

1123

32
,

××







=A  

命題四命題四命題四命題四、、、、    [ ]
122121 11,,,

××
= jiaA ， [ ]

12212
*
1 11,,,

××
= jibA ， 則 2

122122 2222 += ×××× ab 。 

命題五命題五命題五命題五、、、、 31 ,A 分割成四塊，

122

31

220123

1032

2301

3210

,

××


















=A =

122212
*
1

2
*
121

22,,

,,

××









AA

AA
。 
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命題六命題六命題六命題六：：：：

122

31

220123

1032

2301

3210

,

××


















=A ， 

        每一列的 0、1、2 和 3 只出現 1 次， 

        每一行的 0、1、2 和 3 只出現 1 次。 

定義： [ ]
12211 11,,,

×× −−= kkjir aA 則 [ ]
1221

*
1 11,,,

×× −−= kkjir bA ，其中， 1
11 2,,,, −+= r

jiji ab 。 

命題七、 

若 rA ,1 每一列由 0 至 12 1 −−r 出現一次，則 rA ,*
1 每一列由 12 −r 至 12 −r 出現一次； 

若 rA ,1 每一行由 0 至 12 1 −−r 出現一次，則 rA ,*
1 每一行由 12 −r 至 12 −r 出現一次。 

命題命題命題命題八八八八、、、、 rA ,1 方塊分割成4個方塊， rA ,1 = 
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,,
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【證明】 

直觀觀察如 [ ] 12211 000, ××=A 、命題一及命題三。 

依命題七，若 11, −rA 每一列 0 至 12 2 −−r 出現一次， 

          每一行數字由 0 至 12 2 −−r 出現一次， 

          則 1
*
11111 ,,, −−− == rrr BCD ； 

同時， 1
*
1 , −rB 每一列數字由 12 2 −−r 至 12 1 −−r 出現一次， 

      1
*
1 , −rB 每一行數字由 12 2 −−r 至 12 1 −−r 出現一次， 

      則 1111 ,, −− = rr BE 。 

□ 

 

由命題六及命題八可以構造出 41,A 方塊如圖四。 

 

 

 

 

 

   圖二、 21 ,A 方塊             圖三、 31 ,A 方塊          圖四、 41,A 方塊 
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二、 11 ,,ia 及 12 ,,ia  的數值 

命題命題命題命題九九九九、、、、給定 rA ,1 方塊， 1,, 11 −= ja j 。 

【證明】 

如圖五， 

1110,, 111 −=−== ja 。 

0,, 111 =a 則 1121,, 121 −=−== ja 。 

0,, 111 =a 且 1,, 121 =a 則 1132,, 131 −=−== ja 。 

由第一行 0,, 111 =a ， 1,, 121 =a ， 2,, 131 =a ，             圖五、 1,, 11 −= ja j  

假設 wj ≤ 時 1,, 11 −= ja j 成立， 

即在第 1 行， wj ≤ 時 1,,0 11 −≤≤ wa j ，0、1、2、…、 1−w 唯一存在， 

所以當 1+= wj 時， wwa w =−+=+ 11,, 111 。依數學歸納法得證。 

□ 

命題十命題十命題十命題十、、、、給定 rA ,1 方塊， j
j ja )1()1(,, 12 −−−=  

【證明】 

(i)   直觀 12,112,2 −=− ka k 如圖六；直觀 22,12,2 −= ka k 如圖七。 

(ii)  由圖六及圖七，設 22 −≤ kw ，第 2 行，0、1、2、…、 32 −k  唯一出現， 

      由(i)得到 22,, 1121 −=− ka k ， 12,, 1122 −=− ka k ， 

      由(i)得到 12,, 121 −= ka k ，又 12,, 1122 −=− ka k ，所以 22,12,2 −= ka k 。 

(iii)  1)1( 12 =−− −k ， 12
1122 )1(1)12(12,, −

− −−−−=−= k
k kka  

(iv)   1)1( 2 −=−− k ， k
k kka 2

12,2 )1()1)2((22, −−−=−= 。 

□ 

 

 

 

 

 

 

 

  圖六、 12,112,2 −=− ka k                     圖七、 22,12,2 −= ka k   
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三、 rA ,1 方塊的對角線主與次對角線 

命題十命題十命題十命題十一一一一、、、、給定 rA ,1 方塊，則主對角線 0,, 1 =iia 。 

【證明】 

如圖八， 0,, 111 =a ，即 11 ,,ia ＞0， 2≥∀i ；且 11 ,, ja ＞0， 2≥∀j 。 

        112 ,,a ＞0，且 121 ,,a ＞0，則 0,, 122 =a 。 

        0,, 122 =a ，即 12 ,,ia ＞0， 3≥∀i ；且 12 ,, ja ＞0， 3≥∀j 。 

        113 ,,a ＞0， 123 ,,a ＞0， 131 ,,a ＞0，且 132 ,,a ＞0，則 0,, 133 =a 。 

設 wi = 時， 0,, 1 =wwa ，即 1,,wia ＞0， 1+≥∀ wi ；且 1,, jwa ＞0， 1+≥∀ wj 。 

11 ,, jwa + ＞0， wj ≤≤1 ；且 11 ,, +wia ＞0， wi ≤≤1 則 0,, 111 =++ wwa 。 

依數學歸納法得證。 

 

 

 

 

      甲                乙                丙                 丁 

圖八、 0,, 1 =iia 的演算 

□ 

命題十命題十命題十命題十二二二二、、、、給定 rA ,1 方塊， 2≥r ，則 rA ,1 次對角線 12,, 1
112 1 −= −

−+−
k

ii ka 。 

【證明】 

21 ,A 方塊次對角線 121,, 12
1121 −== −

−+ iia ， 

31 ,A 方塊次對角線 123,, 13
1121 −== −

−+ iia ，如圖九。 

設 mr = 成立，即 12,, 1
112 1 −= −

−+−
m

ii ma 。 

                                                       圖九、次對角線 

當 mr = +1，將 11 , +mA 分割成 4 個方塊，則 1,1 +mA = 








mm

mm

AA

AA

,,

,,

1
*
1

*
11 。  

),(,1 jim aA 及 ),(,*
1 jim bA ， 12,, −+= m

jiji ab ， 12212,, 11
112

−=+−= −−
−+

mmm

ii ma 。  

□ 
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以 51 ,A 方塊為例，可細分為 16 個小區塊，其小區域次對角線數值如圖十的甲部

分；再觀察圖十的乙部分、丙部分及丁部分可以推論命題十五。 

圖十中的綠色箭頭是增加數值， 

        藍色箭頭是不增不減， 

        紅色箭頭則減少數值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          圖十、 51 ,A 方塊的數值變化示意圖 
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命題十三命題十三命題十三命題十三、 

給定 rA ,1 方塊， 3≥r ，可分割成 16 個小方塊各個小區塊的分別如圖十一。 

 

 

 

 

 

 

圖十一、 rA ,1 方塊分割成 16 個小方塊後次對角線數值 

 

四、對稱 

命題命題命題命題十四十四十四十四、、、、給定 rA ,1 方塊， 11 ,,,, ijji aa = 。 

 

命題十命題十命題十命題十五五五五、、、、給定 rA ,1 方塊，延著主對角線 0,, 1 =iia ， rA ,1 方塊出現線對稱。 

 

命命命命題十題十題十題十六六六六、、、、給定 2≥r ，延著次對角線 12,, 1
112 1 −= −

−+−
k

ii ka ， rA ,1 方塊出現線對稱。 

【證明】 

直觀觀察： 21 ,A 方塊延著次對角線出現線對稱，如圖十二； 

          31 ,A 方塊延著次對角線出現線對稱，如圖十三； 

          41 ,A 方塊延著次對角線出現線對稱，如圖十四。 

 

 

 

 

 

 

    圖十二、 21 ,A 方塊     圖十三、 31 ,A 方塊      圖十四、 41 ,A 方塊 
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設 1−= tr 時， 11 , −tA 方塊沿次對角線呈現線對稱。 

當 tr = 時，比較 ),,(, 111 jit aA − 和 ),,(, 11
*
1 jit bA − ，如圖十五，甲的綠色箭頭， 

               2
11 2,,,, −+= t

jiji ab ， 

               ),,(, 111 jit aA − 呈現線對稱則 ),,(, 11
*
1 jit bA − 呈現線對稱。 

         如圖十五的乙，假設 11 , −tA 方塊沿次對角線呈現線對稱，任取 e， fe = 。 

         如圖十五的甲，藍色箭頭兩邊的方塊是相同，及丙的 ge = ， hf = 。 

          因此， he = ， gf = ，因此， tA ,1 方塊沿次對角線呈現線對稱。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 圖十五、 rA ,1  方塊沿次對角線的線對稱 

□ 

觀察圖十六、發現 51 ,A 方塊呈現點對稱。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十六、 51 ,A 方塊的點對稱 
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命題十七命題十七命題十七命題十七、、、、給定方塊 rA ,1 方塊呈現點對稱。 

【證明】 

依命題十五、給定 rA ,1 方塊，延著主對角線 0,, 1 =iia ， rA ,1 方塊出現線對稱。 

依命題十六、給定 rA ,1 方塊， 2≥r ，延著次對角線 12,, 1
112 1 −= −

−+−
k

ii ka ， 

            rA ,1 方塊出現線對稱。 

□ 

 

由命題十七可推理: 

命題十八、 

一個方塊沿著其主對角線呈線對稱，又沿次對角線呈現對稱，則該方塊呈點對稱。 

 

 

五、最少步數的奇偶性 

定義：最少步數： 

二維空間進位法的最小步數，是由 111 ,,a 到 1,, jia 的最少步數，其中規定只能「→」

及「↓」，不能走斜的及後退。如圖十七： 

 

 

 

 

 

                                       

                              圖十七 

命題命題命題命題十九十九十九十九、、、、二維空間的最少步數為 2−+ ji  

【證明】 

給定 i，從 1 到 i的最少步數為 1−i ， 

給定 j ，從 1 到 j 的最少步數為 1−j ， 

則最少步數為 211 −+=−+− jiji  

□ 
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以下為 41 ,A 的最少步數如甲圖。 

偶數的為淡黃色網底，奇數的為淡綠色網底，如乙圖。 

又從 1,, jia 出發，第 1 步必然是奇數，第 2 步是偶數，依此類推，走完奇數步後

就是偶數步，走完偶數步後就是奇數，因此將所有的最少步數值mod  2，如丙圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖十八 

命題二命題二命題二命題二十十十十、、、、： 2mod,,2 1jiaji ≡−+ 。 

 

六、同餘 

如圖十九、給定 41 ,A 方塊， 2mod),,( 1jia 有 22 22 × 個 21 ,A 方塊； 

如圖二十、給定 41 ,A 方塊， 4mod),,( 1jia 有 22 × 個第 31 ,A 方塊。 

 

 

 

 

 

    圖十九、 2mod),,( 1jia                    圖二十、 4mod),,( 1jia  

 

命題命題命題命題二十一二十一二十一二十一、給定第 rA ,1 方塊，若除以
m2 ，則得到有 mrmr −− × 22 個第 mrA −,1 方塊。 

【證明】 

Nmxx mm ∈∀≡+ ,)2(mod2 ，所以得到有 mrmr −− × 22 個 mrA −,1 方塊。 

□ 
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七、方塊對稱 

定義:方塊對稱：以圖二十一為例，出現方塊對稱。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖二十一、 51,A 方塊對稱 

方塊對稱的現象，引導以「降階尋求二維方塊一般式」的演算方法如附錄二。 

 

 

八、二進位法 

尋找二維的方陣一般式是本研究的重要目的，其思考過程： 

       (一)一個歷經千辛萬苦但被放棄的經驗，如附錄一。 

       (二)由圖十九， 51,A 方塊對稱啟發的「降階演算法」，如附錄二。 

       (三)由第 50 屆國展作品『與二進位法邂逅的數列』得到的靈感。 

 

    

觀察圖二十二，特別注意加上顏色網底的部份， 

              給定 )1(,, 1 −− ja ji ， 12 += ti 。 

              得到下列命題。    

命題二十命題二十命題二十命題二十二二二二、 t

j

j

t

t

t ja 2)1(1,, 2

12

112
×−−−= 










 −+

+
， 

}0{∪∈ Nt 。 

                                                圖二十二、 )1(,, 1 −− ja ji  
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定義： t

j

j

t

t

td 2)1(,, 2

12

112
×−−= 










 −+

+
， }0{∪∈ Nt 。 

猜測一猜測一猜測一猜測一、給定 j ， 112
,, jtd

+
和整數有同樣的加法性質。 

                                   

命題二十三命題二十三命題二十三命題二十三、、、、以二進位法求一般式 

【作法】       

先描述演算方法，再以 Excel2003 程式說明演算方法。 

第一步驟：演算方法：給定 1,, jia ，若 ji = ，則 1,, jia =0。 

          電腦程式: 給定 B2= 1216 −≤i ，D2= 1216 −≤j ， 

                     if  ji =   then  1,, jia =0，即 H20=0。 

第二步驟：演算方法：給定 1,, jia ， 1−i 取二進位法，即 201231 )......(1 cccccci ss −=− 。 

      電腦程式：B3=B2-1，B4=int(B3/2)，C4=mod(B3，2)依此遞迴。 

第三步驟：演算方法： ),,(1,, 112
0

1 j

s

t
tji tdcja

+
=
∑ ×+−= 。 

          電腦程式：給定某一 t2 ，設 0=t 即 A4=0，則 

 

E4=(C4)*(-1)*((-1)^(INT(($D$2+(2^A4)-1)/(2^A4))))*(2^A4)依此遞迴， 

直到 201231 )......(1 cccccci ss −=− 的 s2 位。 

因為採 Excel2003 程式，設 D2= 1216 −≤j ，故令 s2 = 152 。 

計算 ),,(1,, 112
0

1 j

s

t
tji tdcja

+
=
∑ ×+−= ， 1,, jia H20=$D2-1+SUM(E4:E19)。 

□ 
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叁、三維空間 

一、構造三維的 )(rV 方塊 

定義： [ ] 000 2220)1( ××=V  

 

命題二十命題二十命題二十命題二十四四四四、、、、    

2221 ,,)2( AAV +=  

 

 

 

 

                                 圖二十三 

 

【證明】 

考慮三維空間的 )2(V 。 

在 21 ,A 第 1 行第 2 列， 1,2,1 a 只能選擇 1，即 1 1,2,1 =a ； 

在 21 ,A 第 2 行第 1 列， 1,1,2 a 只能選擇 1，即 1 1,1,2 =a ； 

考慮 1 1,2,1 =a ， 1 1,1,2 =a ，在 21 ,A 第 2 行第 2 列， 1,2,2 a 只能選擇 0，即 0 1,2,2 =a 。 

 

在 22 ,A 第 1 行第 1 列， 2,1,1 a 只能選擇 1，即 1 2,1,1 =a ； 

考慮 1 1,2,1 =a ， 1 2,1,1 =a ，在 22 ,A 第 1 行第 2 列， 2,2,1 a 只能選擇 0，即 0 2,2,1 =a ； 

考慮 1 1,1,2 =a ， 1 2,1,1 =a ，在 22 ,A 第 2 行第 1 列， 2,1,2 a 只能選擇 0，即 0 2,1,2 =a ； 

在 22 ,A 第 2 行第 2 列， 2,2,2 a 只能選擇 1，即 1 2,2,2 =a 。 

□ 
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命題二十命題二十命題二十命題二十五五五五、、、、    

當 1=z 且 1=x 時，0、1 出現一次； 

當 1=z 且 2=x 時，0、1 出現一次； 

當 1=z 且 1=y 時，0、1 出現一次； 

當 1=z 且 2=y 時，0、1 出現一次。 

 

當 2=z 且 1=x 時，0、1 出現一次； 

當 2=z 且 2=x 時，0、1 出現一次； 

當 2=z 且 1=y 時，0、1 出現一次； 

當 2=z 且 2=y 時，0、1 出現一次。 

 

當 1=x 且 1=y 時，0、1 出現一次； 

當 1=x 且 2=y 時，0、1 出現一次。 

 

當 2=x 且 1=y 時，0、1 出現一次； 

當 2=x 且 2=y 時，0、1 出現一次。 

 

 

定義： [ ] 000 2220)1( ××=V ，則 [ ] 000 222
* 1)1( ××=V  

 

命題二十命題二十命題二十命題二十六六六六、、、、    

將 )2(V 分成 8 塊， )1(*V = 02)1( +V ，構造方式如圖二十四： 

 

 

 

 

 

 

                   圖二十四、 )2(V  

 

 

定義 

設 ),,(1 kjir aV − 以成立， ),,(*
1 kjir bV − 被定義， kjib ,, = 22,, −+ r

kjia 。 

 

命題二十命題二十命題二十命題二十七七七七、、、、    

設 )1( −rV 中，每一個 i軸，0、1、2、…、 12 2 −−r 各只出現過一次。 

             每一個 j 軸，0、1、2、…、 12 2 −−r 各只出現過一次。 

             每一個 k 軸，0、1、2、…、 12 2 −−r 各只出現過一次。 

則 )1(* −rV 中，每一個 i軸， 22 −r 、 12 2 +−r 、 22 2 +−r 、…、 12 −r 各只出現過一次。 

             每一個 j 軸， 22 −r 、 12 2 +−r 、 22 2 +−r 、…、 12 −r 各只出現過一次。 

             每一個 k 軸， 22 −r 、 12 2 +−r 、 22 2 +−r 、…、 12 −r 各只出現過一次。 
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設 )(rV 維邊長是 12 −r 的正方形方塊。 

)(rV = rA ,1 ＋ rA ,2 ＋ rA ,3 ＋…＋ rrA ,12 − =∑
−

=

12

1

,
r

i
rkA  

將 )(rV 分成 8 塊，構造方式如圖二十五：      

                                       

        )1( −rV      )1(* −rV  

 

                 )1(* −rV      )1( −rV  

 

 

 

          )1(* −rV      )1( −rV  

 

                )1( −rV       )1(* −rV  

 

 

                圖二十五、 )(rV 構造 

 

 

二、與 4×4 特殊魔方陣的比較 

 

考慮前言的研究動機提過 4×4 特殊魔方陣，如圖一， 

本研究的 31 ,A 就是圖一的 A：本研究的 32 ,A 就是圖一的 B； 

本研究的 33 ,A 就是圖一的 C：本研究的 34 ,A 就是圖一的 D。 

 

推理得到下列命題： 

 

命題二十八命題二十八命題二十八命題二十八、本研究的 334 ,−kA ，如圖二十六；本研究的 324 ,−kA ，如圖二十七； 

            本研究的 314 ,−kA ，如圖二十八；本研究的 34 ,kA ， 如圖二十九。 

 

44 −k  34 −k  24 −k  14 −k    34 −k  44 −k  14 −k  24 −k  

34 −k  44 −k  14 −k  24 −k    44 −k  34 −k  24 −k  14 −k  

24 −k  14 −k  44 −k  34 −k    14 −k  24 −k  34 −k  44 −k  

14 −k  24 −k  34 −k  44 −k    24 −k  14 −k  44 −k  34 −k  

        圖二十六、 334 ,−kA                        圖二十七、 324 ,−kA  
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24 −k  14 −k  44 −k  34 −k    14 −k  24 −k  34 −k  44 −k  

14 −k  24 −k  34 −k  44 −k    24 −k  14 −k  44 −k  34 −k  

44 −k  34 −k  24 −k  14 −k    34 −k  44 −k  14 −k  24 −k  

34 −k  44 −k  14 −k  24 −k    44 −k  34 −k  24 −k  14 −k  

     圖二十八、 314 ,−kA                          如圖二十九、 34 ,kA  

 

圖二十二用 )1(,, 1 −− ja ji 而發現規律，進而以二進位法處理二維平面的一般式。 

本研究模仿圖二十二的方法，計算： 334 ,−kA － 31,A 如圖三十； 

                                324 ,−kA － 31,A 如圖三十一。 

                                314 ,−kA － 31,A 如圖三十二。 

                                34 ,kA － 31,A 如圖三十三。 

同樣有很漂亮的規律，進而利用二進位法處理三維空間的一般式，如下一頁。 

44 −k  44 −k  44 −k  44 −k    34 −k  54 −k  34 −k  54 −k  

44 −k  44 −k  44 −k  44 −k    54 −k  34 −k  54 −k  34 −k  

44 −k  44 −k  44 −k  44 −k    34 −k  54 −k  34 −k  54 −k  

44 −k  44 −k  44 −k  44 −k    54 −k  34 −k  54 −k  34 −k  

       圖三十、 334 ,−kA － 31,A                圖三十一、 324 ,−kA － 31,A  

 

24 −k  24 −k  64 −k  64 −k    14 −k  34 −k  54 −k  74 −k  

24 −k  24 −k  64 −k  64 −k    34 −k  14 −k  74 −k  54 −k  

64 −k  64 −k  24 −k  14 −k    54 −k  74 −k  14 −k  34 −k  

64 −k  64 −k  14 −k  24 −k    74 −k  54 −k  34 −k  14 −k  

    圖三十二、 314 ,−kA － 31,A                  圖三十三、 34 ,kA － 31,A 。 
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三、以二進位法探討三維空間一般式 

原先平面二進位法一般式為 ),,(1,, 112
0

1 j

t

s
tji tdcja

+
=
∑ ×+−= ， 

定義： t

j

j

t

t

td 2)1(,, 2

12

121 ×−−= 









 −+

+
， }0{∪∈ Nt 。 

命題二十九命題二十九命題二十九命題二十九：：：：探討三度空間二進位法一般式。 

【做法】 

第一步驟：演算方法：先用三維第一層一般式。 

          電腦程式：如三維第一層二進位法的電腦程式。 

第二步驟：將每一層都減掉 rA ,1 ，如圖三十四至圖四十一。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              圖三十四、 4141 ,, AA −        圖三十五、 4142 ,, AA −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                圖三十六、 4143 ,, AA −         圖三十七、 4144 ,, AA −                           
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             圖三十八、 4145 ,, AA −        圖三十九、 4146 ,, AA −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              圖四十、 4147 ,, AA −         圖四十一、 4148 ,, AA −    

第三步驟：演算方式：給定 kjia ,, ， 1−k 取二進位法， 201231 )......(1 ggggggk ss −=−  

         電腦程式：F3=F2-1，F4=int(F3/2)，G4=mod(F3，2)依此遞迴。 

第四步驟：演算方法： ∑∑
=

++
=

×+×+−=
s

t
jtj

s

t
tkji tt dgdcja

0
121112

0

),,(),,(1,, 。 

          電腦程式：先用三維第一層一般式，再給定某一 t2 ，設 0=t 即 A4=0，  

            則 I4= G4*(-1)*((-1)^(INT(($D$2+(2^A4)-1)/(2^A4))))*(2^A4) 

第五步驟：思考方式：如下一頁的圖四十二，先從側面算下來，如三維第一層的 

                    方式。不過再從側面算進去時，需要再一次調正負號。 

          演算方法： 

      ∑∑
=











 ++

++
=

−−××+×+−=
s

t

i

jtj

s

t
tkji

t

t

tt dgdcja
0

2

12

121112
0

)))1((,,(),,(1,, 。 

          電腦程式： 

          J4= I4*((-1)*((-1)^(INT(($B$2+(2^A4)-1)/(2^A4))))) 

          依此遞迴，直到 201231 )......(1 ggggggk ss −=− 的 s2 位。 

因為採 Excel2003 程式，設 D2= 1216 −≤j ，故令 s2 = 152 。 
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計算 ∑∑
=











 ++

++
=

−−××+×+−=
s

t

i

jtj

s

t
tkji

t

t

tt dgdcja
0

2

12

121112
0

)))1((,,(),,(1,, ， 

M20=$D2-1+SUM(E4:E19)+ SUM(J4:J19)。 

 

            甲                                    乙 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖四十二、第五步驟調解正負號示意圖 

 

 

 

對三維空間本研究利用 Excel2003 的一個例子如附錄三。 

 

 

 

四、三維的軸對稱 

給定 )(rV 立體方塊，取這個方塊的中心點為原點(0，0，0)， 

以藍色的 x軸為軸心，旋轉 180 度，還是跟原本的一樣。 

以綠色的 y 軸為軸心，旋轉 180 度，還是跟原本的一樣。 

以紅色的 z 軸為軸心，旋轉 180 度，還是跟原本的一樣。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖四十三、軸對稱 
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命題命題命題命題三十三十三十三十、、、、    

給定 )(rV 立體方塊，取這個方塊的中心點為原點(0，0，0)，則 

                  對 x軸為軸心旋轉 180°還是原來樣子的軸對稱， 

                  對 y 軸為軸心旋轉 180°還是原來樣子的軸對稱， 

                  對 z 軸為軸心旋轉 180°還是原來樣子的軸對稱 

 

 

 

五、三維空間最小步數的奇偶性 

 

可以利用二維平面的命題二十推理到三維空間。 

命題命題命題命題三十一三十一三十一三十一、 2mod,,3 kjiakji ≡−++ 。  
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肆、結果 

一、二維平面 

1. 方塊構造 

[ ] 12211 000, ××=A  

122

21
1101

10
,

××







=A  

122

31

220123

1032

2301

3210

,

××


















=A  

 

設 rA ,1 成立， [ ]
12211 11,,,

×× −−= kkjir aA ， [ ]
1221

*
1 11,,,

×× −−= kkjir bA ，則 1
11 2,,,, −+= r

jiji ab  

rA ,1 方塊分割成 4 個方塊， rA ,1 = 








−−

−−

1111

1111

,,

,,

rr

rr

ED

CB
，則 rA ,1 = 









−−

−−

111
*
1

1
*
111

,,

,,

rr

rr

BB

BB
。 

 

2. 對角線 

給定 rA ,1 方塊，則主對角線 0,, 1 =iia 。 

給定 rA ,1 方塊， 2≥r ，則 rA ,1 次對角線 12,, 1
112 1 −= −

−+−
k

ii ka 。 

 

3. 對稱 

給定 rA ,1 方塊， 11 ,,,, ijji aa = 。 

給定 rA ,1 方塊，延著主對角線 0,, 1 =iia ， rA ,1 方塊出現線對稱。 

給定 2≥r ，延著次對角線 12,, 1
112 1 −= −

−+−
k

ii ka ， rA ,1 方塊出現線對稱。 

發現 51 ,A 方塊呈現點對稱。 
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給定方塊 rA ,1 方塊呈現點對稱。 

一個方塊沿著其主對角線呈線對稱，又沿次對角線呈現對稱，則該方塊呈點對稱。 

 

4. 最小步數的奇偶性 

二維空間的最少步數為 2−+ ji ， 2mod,,2 1jiaji ≡−+  

 

5. 同餘 

給定第 rA ,1 方塊，若除以
m2 ，則得到有 mrmr −− × 22 個第 mrA −,1 方塊。 

 

6. 二進位法 

 

定義： 201231 )......(1 cccccci ss −=−  

),,(1,, 112
0

1 j

s

t
tji tdcja +

=
∑ ×+−= ，其中 t

j

j

t

t

t ja 2)1(1,, 2

12

112
×−−−= 










 −+

+ ， 

                                t

j

j

t

t

td 2)1(,, 2

12

112
×−−= 










 −+

+  

 

 

 

 

 

 

二、三維空間 

1. 構造 

 

定義： [ ] 000 2220)1( ××=V ， 2221 ,,)2( AAV += 。 

 

定義：設 ),,(1 kjir aV − 以成立， ),,(*
1 kjir bV − 被定義， kjib ,, = 22,, −+ r

kjia 。 

 

設 )(rV 維邊長是 12 −r 的正方形方塊。 

)(rV = rA ,1 ＋ rA ,2 ＋ rA ,3 ＋…＋ rrA ,12 − =∑
−

=

12

1

,
r

i
rkA  



 25

2. 以二進位法探討三維空間一般式 

定義： 201231 )......(1 cccccci ss −=− ， 

      201231 )......(1 ggggggk ss −=− 。 

      t

j

j

t

t

td 2)1(,, 2

12

121 ×−−= 









 −+

+ ， }0{∪∈ Nt 。 

 

計算 ∑∑
=











 ++

++
=

−−××+×+−=
s

t

i

jtj

s

t
tkji

t

t

tt dcdcja
0

2

12

121112
0

)))1((,,(),,(1,, 。 

3. 三維的軸對稱 

給定 )(rV 立體方塊，取這個方塊的中心點為原點(0，0，0)，則 

                  對 x軸為軸心旋轉 180°還是原來樣子的軸對稱， 

                  對 y 軸為軸心旋轉 180°還是原來樣子的軸對稱， 

                  對 z 軸為軸心旋轉 180°還是原來樣子的軸對稱。 

 

4. 三維空間最小步數的奇偶性 

可以利用二維平面推理到三維空間。 2mod,,3 kjiakji ≡−++ 。 
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附錄一、 1,, jia 一般式的原先想法 

 

舉 13113 ,,a : 

1321 ,,a =32-1=31＞30＞0，且 1321 ,,a 最接近 30，區塊第一個數為 16
2

131 =+
。 

1161 , +a ~ 321 ,a 每列都有(32-16)、(32-16+1)、(32-16+2)、…、31，則 3113 ,a 落在第

5 區塊的倒數第 2 列，如表一及表二。 

113132,3213 +−−=a =19，再利用 11 ,, ja 轉成 12 ,, ja 的方式，為 19+ 18)1( 13 =−  

 

                  表一                            表二 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

本研究原先想利用區塊及方塊對稱處理 1,, jia 一般式，但始終無法有很有效的系

統整理。後來發現圖二十二、 )1(,, 1 −− ja ji 有規律出現，即命題二十二： 

 

t

j

j

t

t

t ja 2)1(1,, 2

12

112
×−−−= 










 −+

+ ， }0{∪∈ Nt 。 

 

最後利用命題二十三、以二進位法求一般式。 

 

數學的美麗就在於尋找答案的過程，發現不同的思考方向，產生新的解法。 
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附錄二、降階演算方法 

以降階演算法求二維平面一般式，概念來自圖十九、 51,A 方塊對稱。 

【作法】 

第一步驟：給定 1,, jia ，若 ji = ，則 1,, jia =0。 

第二步驟：設 122 12 −≤≤ −− kk i ，進入第三步驟。 

第三步驟：若 i＞ j 則 1,, jia = 1,,ija ，進入第四步驟，如圖三十六的甲。 

第四步驟： 1,, 11 −= ja j ； j
j ja )1(1,, 12 −−−= ； 

          並累計過去計算 )(ks 本次的 11 ,, ja 或 12 ,, ja ，合計為 1,, jia ； 

          若此時 1,, jia ， 3≥i 則進入第五步驟。 

第五步驟：若此時 1,, jia 中 122 12 −≤≤ −− kk j 則 1122
,,,, 22 jiji

aa kk =−− −−
， 

          並記錄 0)( =ks ，如圖三十六的乙。 

          若此時 1,, jia 中 121 2 −≤≤ −kj 則 112
,,,,2 jiji

aa k =−−
， 

          並記錄 22)( −= kks ，如圖三十六的丙和丁。 

          此時進入第六步驟。 

第六步驟：判斷此時的 22 −− ki 的範圍，並依其範圍進入另一次迴圈， 

          由第二步驟開始。 

 

 

 

     甲                  乙                 丙                丁 

圖三十六、二維平面的降階方法 

□ 
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附錄三、利用 Excel2003 對三維空間一般式的一個例子 

 

表三、 3,, 334 =a 的一個 Excel2003 計算例子 
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附錄四、數學演算照片的舉例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖三十七、本研究利用黑板演算三維空間的二進位法一般式 



【評語】080410 

1. 主題的選擇相當有挑戰性，討論也相當深入，並掌握問

題的基本結構。 

2. 問題的延伸性及創意性較弱，但數學的深度值得肯定。 

3. 推演到三維的情況，也相當有趣，討論也相當完整。 
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