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向左走向右走~~相鄰移位遊戲最佳策略探討之研究 

摘要 

本研究為傳統遊戲創新，改變遊戲形式與玩法，中間前後不留空格，且題目中花色種類

按 a、b、c……順序排列，在每種花色數量相等的情況下進行直線相鄰移位遊戲。研究裡設定

了三種不同的最後排列順序要求，觀察當花色種類數與每種花色數量為任意數時的最少移位

次數，試著從操作過程歸納最少移位次數(最佳解決策略)之規律，並得到通式。 

接著，將直線型改為其他排列圖形─順時鐘環形，同樣的歸納在最後三種不同排列順序

要求下最少移位次數之規律，得到通式，並比較與直線排列之相關性。 

壹、 研究動機 

 記得三年級時，資優班玩過一個團體遊戲~分成兩隊，一人為隊長，其餘六人拿卡片 a、

b，排成                     

 
 

當時身為隊長的我，第一個想法是，既然要求在最短時間內完成，就代表要用最少的

移位次數來進行，到底如何才能得到最少次數的移位方法呢？ 

後來，資優班陸續又安排一些尋找規律性的課程，例：毛蟲棋等，仔細想想，其中題

目雖不同，但都是運用「稍微改變遊戲條件」就能創新的原則。既然如此，之前玩的遊戲，

我好奇的想，是否也可以試著創新，按照原訂規則，額外增加不同的條件，尋找在每種花色

數量相等，只能相鄰移位的情況下，數量增加(aabb 變為 aaa…bbb…)、花色增加(aabb 變為

aabbcc)，或者是改變遊戲結果的排列順序，最少移位次數是否仍有規律性？為了解決困惑、

滿足我熱愛探索的心，我就想藉著這次科展研究清楚了解，在符合相鄰移位的遊戲條件下，

最少移位次數與花色種類、花色數量之間的規律，並且將尋找到的規律式子，運用五上第八

單元「多步驟問題」所學的「乘法對加減分配律」、「四則混合計算」，與六下第二單元「分

數四則計算」，嘗試將式子化為最簡。 

貳、 研究目的 

一、符合遊戲條件下進行直線排列 

(一) 有兩種花色，每種花色量相等下進行相鄰移位，探討排列順序完全互換位置之

最少移位次數之規則。 

(二) 花色排列順序完全互換位置下，探討最少移位次數與花色種類、花色數量之間

的規則。 

(三) 尋找其他最少移位次數的方法。 

(四) 改變排列順序來設計新遊戲，探討最少移位次數和花色種類、花色數量之間的

規則，與二者相關性。 

二、 符合遊戲條件下，改變排列圖形為順時鐘環形 

(一) 花色排列順序完全互換位置下，探討最少移位次數與花色種類、花色數量之間

的規則。 

a a a b b b 隊形。接著由隊長下指令，一次只能指引一組相鄰的 2 位 

b b b a a a 隊員互換，最後要將排列隊形改變為 
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(二) 改變排列順序下，探討花色種類數或每種花色數量之其中一項固定為 2，另一

項為任意數下最少移位次數之規則。 

(三) 探討兩種排列圖形之相關性。 

參、 文獻探討 

經由老師的建議，我從歷屆全國科展得獎作品中，找到移位遊戲有關的主題，分別從花色種

類數、每種花色的數量、最後排列順序、遊戲條件以及排列圖形進行比較，以釐清本研究的

價值。 
 

序
號 

屆別 

組別 

得獎 
名次 

主題名稱 研究參考內容 與本研究之比較 

1 24屆

初小 

全國 

第三名 

有趣的移位

遊戲 

早期移位遊戲作品，為日後其

他移位遊戲研究的基礎。 

 

2 34

屆 

高

小

組 

全國 

第二名 

毛毛蟲變蝴

蝶~ 

移位遊戲的

新發現 

探討直線與環狀兩邊(棋子數)

等長與不等長移位規律性，並

首次嘗試蝴蝶形(平面空間)移

位。 

除了「環狀兩邊不等長」無法

歸納最少步數公式；「蝴蝶形」

移位無歸納明顯結果外，其餘

做了完整的討論，並歸納出規

律與公式。 

2 種花色 

每種花色數 N 

最後排列順序~ 

花色排列順序完全互換位
置 

遊戲條件~ 
有空格 
隔位(跳)或鄰移 

排列圖形~ 

直線、環狀、蝴蝶形 

3 41

屆

國

中

組 

全國 

第二名 

 

解開難題的

奧秘--「個人

移位跳棋」

遊戲的探

討。 

以不同觀點詮釋移位遊戲(毛

蟲棋)，並歸納多種不同形狀

的規律與最少步數公式。 

 

等長直線型、不等長直線型、

迴路型、十字形、雙迴路型、

A 字形、日字形、分道盤型、

時鐘型 

2 種花色 

每種花色數 N 

最後排列順序~ 

花色排列順序完全互換位
置 

遊戲條件~ 
有空格 
隔位(跳)或鄰移 

排列圖形~ 

直線、環狀、…. 

4 44

屆

國

小

組 

第一名 三色移位毛

毛蟲~ 

三色移位遊

戲的探討 

首次出現在全國的三色移位

遊戲，在大量的實驗中，找出

最低步數，並歸納規律性。 

3 種花色 

每種花色數 N 

遊戲條件~ 
有空格 
隔位(跳)或鄰移 

排列圖形~直線 

5 46 

、

47

屆

全國

佳作 

全國

佳作 

乾坤大挪移 

 

跳島攻法─ 

破解移位遊

移位方式與毛蟲棋相同~跳

(隔位移位)或相鄰移位，探討

有 1~4 格空格情況下之最低

步數，並歸納字母數至任意數

K 種花色 

每種花色數 1 個 

最後排列順序~ 

花色排列順序完全互換位



 

3 
 

國

小

組 

戲的最佳策

略 

時其規律性。 

ABCDDCBA 

 ABCD DCBA 

 ABCD DCBA 

ABCD DCBA 

ABCD 

DCBA 

置 

遊戲條件~ 

有空格 
隔位(跳)或鄰移 

排列圖形~直線 

6 48

屆

國

小

組 

全國

佳作 

毛毛蟲爬眼

鏡- 

移位遊戲變

形玩法 

除了解毛蟲棋之一般直線、環

狀與十字形移位遊戲的規

律，並以此為基礎，將環形棋

盤做了翻轉扭曲，歸納多折眼

鏡形移位遊戲的規律性。 

2 種花色 

每種花色數 N 

最後排列順序~ 
花色排列順序完全互換位
置 

遊戲條件~ 

有空格 
隔位(跳)或鄰移 

排列圖形~ 

直線、環狀、十字形 
、多折眼鏡形 

 
【本研究與毛蟲棋研究之差異】 

1. 每種花色的數量相等，題目依順序排列，中間前後都不留空格。 

2. 移位方式只能相鄰移位。 

3. 依據兩種不同的排列圖形，設計了最後三種不同的排列要求。 

4. 將花色種類數與每種花色的數量分別增加為任意數，歸納和最少移位次數的關係。 

5. 將所得的規律式子化簡，尋找通式。 
 

肆、 研究器材 

記錄表與整理表、筆、電腦 
 

伍、 研究過程、方法與結果 

一、 遊戲條件： 

(一) 每種花色的數量需相等，依順序排列，中間前後都不留空格。 

如 a、b、c 三種花色，每種花色 2 個，題目排列為 aabbcc。 

(二) 只能進行相鄰移位，移位一步即算一次。 

(三) 依照最後排列順序要求，尋找最少移位次數。 

二、 符號定義說明： 

(一) 花色種類以 a、b、c…等分別代表。 

(二) K 代表共有 K(任意)種花色，N 代表每種花色有任意個，B 代表最少移位次數。 

(三) 操作中用國字一、二、三……代表花色的種類數，(2)、(3)、(4)……代表每種花色的

數量。如：三-(4)代表 aaaabbbbcccc。 
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三、 研究架構 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

四、 研究價值與特色 

(一) 將傳統遊戲做創新。 

將傳統有空格的直線排列方式進行相鄰或隔位移位，改為無空格的排列方式進行相

鄰移位，增加遊戲的趣味與挑戰性。 

(二) 針對花色種類數、每種花色數量與最少移位次數三者之間的關係做深入的探討，從

大量的操作中，找出其為任意數時，直線型與環形的 B 之規律和通式。 

如：三-(2)aabbcc 

(一)最少移位次數 

(二)策略：一一列出、畫線(研究三) 

有 K 種花色 
每種花色有N 個 

之 B 

花色種類數(K) 每種花色的數量(N) 

花色排列順序 

完全互換位置 

如：ccbbaa 

依原花色順序 

重新循環排列 

如：abcabc 

顛倒花色順序 

重新循環排列 

如：cbacba 

直線型 環形 直線型 直線型 

有 K 種花色 
每種花色有N 個 

之 B 

有 K 種花色 
每種花色有N 個 

之 B 

有 K 種花色 
每種花色有N 個 

之 B 

環形 環形 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

N 

B 

2 
有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

B 

K 

2 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

N 

B 

2 
有 

 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

B 

K 

2 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

N 

B 

2 
有 

 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

B 

K 

2 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

N 

B 

2 
有 

 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 
個
之 
B 

K 

2 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 
N 

B 

2 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 

 

個
之 

B 

K 

2 

有 
 

種
花
色
，
每
種
花
色
都
有 
 

個
之 

N 

B 

2 
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五、 研究過程與結果 

研究一：有兩種花色，在每一種花色數量相等下，探討花色完全互換位置之 B 規則。 

 

 

1. 過程 

「花色數量相同」是此遊戲重要條件，且須找出「最少移位次數」，於是，我用「土法

煉鋼」方式一一列出。採取了許多移位方法之後，我發現，先選取一種花色為移位者，

將第一位按照排列順序移至位置後再移位下一個，會是最有規律的最少移位次數。 

(見「移位過程記錄表」P1-2) 

B 之整理如下： 

 

 
(2) (3) (4) (5) (6) 

二 4 9 16 25 36 

 
 

2. 發現 

以題目二-(3) 為例： 

(1) 將題目丙 a 移位到己，需與 3 個 b 

(一種花色的數量)相鄰互換，所以

移位 1×3 次。 

(2) 因為 a 花色的數量有 3 個，分別移

位至丁、戊、己時，上述步驟需重

複 3 次，所以，B 為 1×3×3=9。 

 

1×3×3=9 

位
置 甲 乙 丙 丁 戊 己 

題
目 

a a a b b b 

 

最

少

移

位

次

數 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

b 

b  

b 

a 

b  

b  

b 

a 

b 

b 

b 

a 

a 

a 

a 

b  

b  

b 

a 

b  

b 

b 

a 

b 

b  

b  

a  

a 

a 

a 

b  

b  

b 

a 

b 

b 

b 

a 

b 

b 

b 

a 

a  

a 

a 

a 

a 

a 

結
果 

b b b a a a 

3. 尋找規律 

用上述方法分別去檢驗二-(2)～(6)，觀察 N 和 B 間的關係： 

題目 二-(2) 二-(3) 二-(4) 二-(5) 二-(6) 

最少移

位次數 

4 9 16 25 36 

1×2×2 1×3×3 1×4×4 1×5×5 1×6×6 

我發現 B 與花色數量 N 有關。 

a 和 1 個花色(b) 
進行移位。 

一種花色 

 

所移位的花色(b)， 
其數量為 3 個。 

花色數量有 3 個 

因花色(a)的數量有
3 個，動作重複 3 次 

花色數量有 3 個 

1×3 次 

1×3 次 

花 色 

數 

 

最 少 移 位 
次 數 

花 色 
種 類 數 

每 
量 

 N 

 K 
B 

1×3 次 

【表一】見「移位過程紀錄表」P1-2 

【表二】依照「移位過程紀錄表」P1-2 之整理 

【圖一】二-(3) 

aa…abb…b bb…baa…a 

 

N 個 

 
N 個 

 

N 個 

 

N 個 
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預測 

最少移位次數 

題目 

(見「移位過程紀錄表」P3-4 之整理) 

【表四】見「移位過程紀錄表」P5-13、P14-18 

4. 發現通式 

在兩種花色、每種花色數量相等下進行直線相鄰移位，花色完全互換位置的 B 規則： 

BN=1×𝑁2 

5. 預測 

根據發現的通式預測，當每種花色數量改變為(7)、(8)、(9)時，B 為： 

 二-(7) 二-(8) 二-(9) 

   1×7×7 1×8×8 1×9×9 

49 64 81 

6. 驗證：(1)實際操作結果和預測相同。 

(2)將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 
 

7. 疑問 

在得到的通式 BN=1×𝑁2，1 是指在兩種花色下，…a…b 需經過一種花色 b (a 為基準)。

N 是指一種花色的數量。 

可是如果增加花色種類，理論上就不再×1(移動時經過 1 種花色)，那麼是否依然會有

規律性變化？變化同時，花色數量𝑁2會不會有改變？ 

 

 

 

 

研究二：符合遊戲條件下，花色排列順序完全互換位置，探討最少移位次數與花色種類、花

色數量之間的規則。 

 

 

 

 

 

 

1. 過程 

我一一列出研究主題(一)之 三四五-(2)～(5) 和研究主題(二) 之 二三四五-(2)~(4) 的

所有排列。操作結果整理如下： 

 
(2) (3) (4) (5) 

三 12 27 48 75 

四 24 54 96 150 

五 40 90 160 250 

花 色 

數 

 

最 少 移 位 
次 數 

花 色 
種 類 數 

每 
量 

 N 

 K 
B 

【表三】 

aa…aabb…bbcc…ccdd…dd………………kk…kk 

kk…kk………………dd…ddcc…ccbb…bbaa…aa 

K 種花色， 
花色排列順序完全互換位置 

N 個 N 個 N 個 N 個 N 個 

N 個 N 個 N 個 N 個 N 個 
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b 花色數量為 2 

 

a 要經過兩個花色 

2. 發現 

以題目三-(2) 為例： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3、 尋找規律 

用上述方法分別去檢驗研究主題(一)之 三四五-(2)～(5)；研究主題(二)之 二三四五

-(2)(3)(4)，綜合研究一之 二-(2)~(5)，整理如下： 

 

 
 

   

(2) 1×22 (1+2)×22 (1+2+3)×22 (1+2+3+4)×22 

(3) 1×32 (1+2)×32 (1+2+3)×32 (1+2+3+4)×32 

(4) 1×42 (1+2)×42 (1+2+3)×42 (1+2+3+4)×42 

(5) 1×52 (1+2)×52 (1+2+3)×52 (1+2+3+4)×52 

 

 

 

 
(2) (3) (4) 

二 1×22 1×32 1×42 

三 (1+2)×22 (1+2)×32 (1+2)×42 

四 (1+2+3)×22 (1+2+3)×32 (1+2+3)×42 

五 (1+2+3+4)×22 (1+2+3+4)×32 (1+2+3+4)×42 

 
 
 

(1) 題目乙 a 移位到己，須經過兩種花色

(b、c)，每種花色數量都有 2 個，移位

2×2 次。 

(2) 題目甲 a 移位到戊，與(1)方式相同，

移位 2×2 次。 

(3) 乙 b 移位到丁，須經過一種花色(c)，

花色數量為 2，移位 1×2 次。 

(4) 甲 b 移位到丙，與(3)方式相同，也是

1×2 步。 

(5) 所以，B 為 12： 

B=12 

 

=1×2×2+2×2×2 

=(1+2)×22 

位

置 
甲 乙 丙 丁 戊 己 

題
目 a a b b c c 

最

少

移

位

步

驟 

a b a b c c 
a b b a c c 
a b b c a c 
a b b c c a 
b a b c c a 
b b a c c a 
b b c a c a 
b b c c a a 
b c b c a a 
b c c b a a 
c b c b a a 
c c b b a a 

結
果 c c b b a a 

 

1×2 次 

b 花色數量為 2 

 

【表五】依照「移位過程紀錄表」P5-13 之整理 

2×2 次 

2×2 次 

1×2 次 

b 要經過一種花色 c 

b、c 花色數量各為 2 

 

a 花色數量為 2 

 c 花色數量為 2 

 

b、c 

【圖二】三-(2) 

每 花 色 最 少 移 
數 量 

類 種 
色 花 

數 

 

次 
位 

數 

【表六】依照「移位過程紀錄表」P14-18 之整理 

B N 
K 

花 色 種 最 少 移 位 次 
數 

花 
色 數 量  

類 

每 

N 
B 

數 

K 
三 二 四 五 
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 

2

2

2

2

)1(

2

1
)1()11(

)1(.....321

N
KK

NKK

NKB










 

根據發現的通式預測，當每種花色與數量改變為六-(2)、六-(3)、七-(2)時，B 為： 

題目 

(見「移位過程紀錄表」P19-21 之整理) 

我發現： 

(1) 表七和表八是相同，只是基準不同。 

(2) K 從二種增加至三、四、五種時，對花色數量𝑁2不會有影響。 

(3) 表七能清楚看見在花色種類數相等之下，N 增減的規律性變化。 

(4) 表八能清楚看見在每種花色數量相等之下，K 增減的規律性變化。 

(5) 觀察「表七、八」之 K、N 與 B 間的關係，發現「B 會隨 K、N 增減呈規律性變化」， 

因此推論： 

 

 

 
 

4. 發現通式 

從上面推論的規律作式子化簡，可得到： 

 

 

 
 
 

5. 預測 

 

 六-(2) 六-(3) 七-(2) 

 22
2

56



 23

2

56



 22

2

67



 

60 135 84 

 
6. 驗證：實際操作結果和預測相同。 

將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 

7. 疑問 

以研究二之「三-(2)」為例，從操作中得知，乙 a 

移位至己時，要與兩個 b、兩個 c 進行相鄰移位， 

B 為 4，其他花色以此類推。 

我突然想到，如果試著將題目與結果之每個相同花色 

各連成一條線，如右圖，線與線之間會產生許多交點 

，這些交點數和 B 是否相關？ 

 

研究三：符合遊戲條件與最後排列順序要求下，尋找其他最少移位次數的方法。 

1. 過程 

我分別將研究二之 二三四五-(2)(3)、二三四-(4) 的題目與最後結果列出，將題目與結

果中每個相同花色各連成一條線，數出它們線與線之間產生的交點數，檢驗是否符合

B。 

位置 甲 乙 丙 丁 戊 己 

題目 a a b b c c 

       

       

       

結果 c c b b a a 

K 固定為 2，每種花色數量=N 時，BN= 1× 𝑁2 

N 固定為 2，有 K 種花色時，BK=〔1+2+3……+(K－1)〕×22 

預測 

最少移位次數 
【表七】 

所以，當 K=1、2…、或 K，N=1、2…、或 N 時，B=〔1+2+3……+(K－1)〕×𝑁2 

【圖三】三-(2) 
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2. 發現 

以研究二「三-(2)」為例，我將題目與結果列出後，把每個相同花色各連成一條線，繪

製為圖四，並把移位過程進行分解。 

﹝移位動作皆以研究二實際排列方法按順序解釋﹞ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

位置 甲 乙 丙 丁 戊 己 

題目 a a b b c c 

  

 

 

結果 c c b b a a 

位置 甲 乙 丙 丁 戊 己 

題目 a a b b c c 

  

 

結果 b b a a c c 

位置 甲 乙 丙 丁 戊 己 

題目 b b c c a a 

  

 

結果 c c b b a a 

位置 甲 乙 丙 丁 戊 己 

題目 b b a a c c 

  

 

結果 b b c c a a 

【圖四】 【圖四】-分解 1 

【圖四】-分解 2 【圖四】-分解 3 

從研究二移位過程可得知，將乙

a 移位至丁 a，須經過 2 個 b，將

甲 a 移位至丙 a，同樣須經過 

2 個 b，甲丙 a̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 與乙丁 a̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 皆分別和

丙甲 b̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅與丁乙 b̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅皆產生相交，交點

數為 4，恰好是甲乙 a 移動至丙

與丁位置的 B(最少移位次數)。 

 

接續「分解 1」進行移位，再將丁 a

移位至己 a，須經過 2 個 c；將丙 a

移位至戊 a 同樣須經過 2 個 c。 

丙戊 a̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 與丁己 a̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 皆分別和戊丙 c̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 與

己丁 c̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 產生相交，交點數也恰好是

丙、丁 a 移動至戊、己位置的最少移

位次數。由此可進一步了解，丁 a 移

位時，如線段的交點一樣，代表會與

戊 c 與己 c 進行相鄰移位，可知交點

與最少移位次數有相關性。 

 

接續「分解 2」進行移位，將乙 b 移位至

丁 b 須經過 2 個 c，將甲 b 移位至丙 b 同

樣須經過 2個 c，甲丙 b̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅與乙丁 b̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅和丙甲 c̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 與

丁乙 c̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 皆產生相交的交點，交點數為 4，如

分解 1、2 恰好是它們之間最少移位次數。 

我發現，以乙為例，移位時就如線段所呈

現，會相交到從丙 c、丁 c 出發的線段，實

際排列時也同樣會與丙 c、丁 c 進行相鄰移

位，由此可證明：交點數與最少移位次數

是相同的，且圖上的交點即代表兩條線段

實際移位時會彼此進行相鄰移位。 

線段交點共有 12 個，與最少移位次數

相同，實際操作得知，圖上每個交點

等同此(a 或 b 或 c)線段移位時會與另

(a 或 b 或 c)線段進行相鄰移位。例如

甲戊 a̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 其中的交點分別是與丙 b、戊

c、己 c 丁 b、出發的線段產生，表示

當甲 a 移位至戊處時，會與上述的 b

和 c 共作 4 次相鄰移位動作，所以圈

圈有 12 個，最少移位次數即為 12 次。 
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「一一列出」 

最少移位次數 

驗證結果 

交點數 

【表八】見「移位過程紀錄表」P24-25 

(見「移位過程紀錄表」P22-23) 

3. 分別數出 二三四五-(2)(3)、二三四-(4) 的交點數，對照研究二所知的 B，觀察二者相關

性，結果一切符合。 

 

4. 猜測 

「各相同花色相連之線兩兩相交的交點數」就是直線相鄰移位之 B。 

5. 舉例與驗證 

依照遊戲條件，我設計四個題目。將題目中出現的花色隨意排成結果，分別用一一列

出和畫線的方法，數出它們的 B 與交點數，實際操作結果整理如下： 

 abcde 

ebadc 

aabbcc 

bcaabc 

aaabbb 

baabab 

aaaabbbb 

abbaabba 

 

 
6 5 4 8 

 6 5 4 8 

 相同 相同 相同 相同 

 
 

6. 疑問 

只要稍微改變遊戲條件，就能創造新的數學遊戲。研究一、二是在花色排列順序完

全互換位置的條件下進行移位，假如我試著改變最後的排列結果，是否依然有規律

性？ 

 

 

 

 

研究四：符合遊戲條件下，改變最後排列順序來設計新遊戲，探討最少移位次數與任意種花

色種類、每種花色數量為任意個之間的規則。 

依原花色順序重新循環排列 

 

 

 

 

 

 

 

1. 過程 

由研究二知，主題(一)和(二)內容一樣，只是基準不同。因此，我依照最後排列要求

～依原花色順序重新循環排列，一一列出 二三四五-(2)(3)(4)(5) 的所有排列方式。 

(見「移位過程記錄表」P26-31、「移位過程整理表」P3) 

 

設計題目 

aa…aabb…bbcc…ccdd…dd………………kk…kk 

abcd…kabcd…k…………………abcd…kabcd…k 
N 組排列 

N 個 N 個 N 個 N 個 N 個 

K 種花色， 
依原花色順序重新循環排列 
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2. 發現 

(1) 當 N=2， 

花色種類=K，BK 的推論過程見「附錄一」。因此 BK 整理如下： 

 

 
二 三 四 五 六 七 … K 

(2) 1×1 (1+2)×1 (1+2+3)×1 (1+2+3+4)×1 (1+2+3+4+5)×1 (1+2+3+4+5+6)×1 …… 〔1+2+3+……+(K－1)〕×1 

(2) 以此類推，當 N 固定為(3)、(4)、(5)，而花色種類為二種、三種、……、或 k 種時，

B 整理如下；並觀察 K 固定時，改變 N 因素對 B 所產生的變化。 

 

 
二 三 四 五 ……. K 

(2) 1×1 (1+2)×1 (1+2+3)×1 (1+2+3+4)×1 …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×1 

(3) 1×3 (1+2)×3 (1+2+3)×3 (1+2+3+4)×3 …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×3 

(4) 1×6 (1+2)×6 (1+2+3)×6 (1+2+3+4)×6 …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×6 

(5) 1×10 (1+2)×10 (1+2+3)×10 (1+2+3+4)×10 …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×10 

 

 

 

 

 

 

(3) 當 K=2， 

每種花色數量=N，BN 的推論過程見「附錄二」。因此 BN 整理如下： 
 

 

 
(2) (3) (4) (5) (6) ……. (N) 

二 1×1 1×(1+2) 1×(1+2+3) 1×(1+2+3+4) 1×(1+2+3+4+5) …… 1×﹝1+2+3+……+(N－1)﹞ 

 

(4) 以此類推，當 K 固定，分別有二、三、四、五種花色，而每種花色數量為(2)、(3)、

(4)、(5)……、或(N)個時，B 整理如下： 

 

 
(2) (3) (4) (5) (N) 

二 1×1 1 ×(1+2) 1 ×(1+2+3) 1 ×(1+2+3+4) 1 ×(1+2+…+N) 

三 (1+2)×1 (1+2) ×(1+2) (1+2) ×(1+2+3) (1+2) ×(1+2+3+4) (1+2) ×(1+2+…+N) 

四 (1+2+3)×1 (1+2+3) ×(1+2) (1+2+3) ×(1+2+3) (1+2+3) ×(1+2+3+4) (1+2+3) ×(1+2+…+N) 

五 (1+2+3+4)×1 (1+2+3+4) ×(1+2) (1+2+3+4) ×(1+2+3) (1+2+3+4)×(1+2+3+4) (1+2+3+4) ×(1+2+…+N) 

 

 

【表九】 

【表十】三四五-(2)(3)(4)(5)見「移位過程紀錄表」P26-31 之整理 

花
花 

色
色 

種

種 
最

最 
少

少 
移

移 
位

位 
次

次  
 色

色 
數

數 
  

類

類 每

每 N 
 

數

數 K
K 

種 

花
花 

色
色 

種

種 
最

最 
少

少 
移

移 
位

位 
次

次 

類

類 

數

數 K
K 

數

數 花

花 

色

色 
數

數 

量

量 

 

每

每 N 
B
B 

種 

不管花色種類是二、三、四、五、……、或 K 種， 

K 固定時，隨著 N 的改變，B 所產生的變化皆相同。 

K 影響 B 最小，故選

擇 K=2 情況下，探討

N 與 B 的規律關係。 

 

……. 

N 固定，隨著 K 的改變，B 所產生的變化皆相同。 

每 花 色 最 少 移 位 次 
數 色 

種

色 

類 數

K 

 

數 

花 

K 
B 

量 

N 

【表十二】 

【表十一】 
每 花 色 最 少 移 位 次 
數 色 

種

色 

類 數

K 

 

數 

花 

K 
B 

量 

N 
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根據發現的通式預測，當每種花色與數量改變為  二-(8)、二-(9)、三-(6)時，B 為： 

題目 

(見「移位過程紀錄表」P34-35 之整理) 

3. 尋找規律 

綜合「發現」，將 K、N 與 B 間之變化，整理如下並觀察之： 

 

 
二 三 四 

(2) 1×1 (1+2)×1 (1+2+3)×1 

(3) 1×(1+2) (1+2)×(1+2) (1+2+3)×(1+2) 

(4) 1×(1+2+3) (1+2)×(1+2+3) (1+2+3)×(1+2+3) 

(5) 1×(1+2+3+4) (1+2)×(1+2+3+4) (1+2+3)×(1+2+3+4) 
. . . 

. 

. 

. 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

(N) 1×﹝1+2+…+(N-1)﹞ (1+2)×﹝1+2+…+(N-1)﹞ (1+2+3)×﹝1+2+…+(N-1)﹞ 

 

 

 
 五 ……. K 

(2) (1+2+3+4)×1 …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×1 

(3) (1+2+3+4)×(1+2) …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×(1+2) 

(4) (1+2+3+4)×(1+2+3) …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×(1+2+3) 

(5) (1+2+3+4)×(1+2+3+4) …… ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×(1+2+3+4) 
. . . 

. 

. . 
. 
. . 

. 

. . 

(N) (1+2+3+4)×﹝1+2+…+(N-1)﹞ ……. ﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×﹝1+2+…+(N-1)﹞ 

 
我發現，當有 K 種花色，每種花色數量為 N 時， 

 
 
 

4. 發現通式 

從上面推論的規律作式子化簡，可得到： 

 

 

 
 

5. 預測 

 
 

二-(8) 二-(9) 三-(6) 

 

 2

)18(8

2

)12(2 



 

2

)19(9

2

)12(2 



 

2

)16(6

2

)13(3 



 

28 36 45 

 

6. 驗證：(1)實際操作結果和預測相同。 

(2) 將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 

 

B=﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×﹝1+2+3+……+(N－1)﹞ 

B=﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×﹝1+2+3+……+(N－1)) 

=
2

)1(

2

)1( 


 NNKK
 

預測 

最少移位次數 

花 色 種 最 少 移 位 次 
數 

花 色 數 量  

類 

每 

N 
B 

數 

K 種 

花 色 種 最 少 移 位 次 
數 

花 色 數 量  

類 

每 

N 
B 

數 

K 種 

【表十三】 

【表十四】 
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【表十五】 (依照「移位過程紀錄表」P36-41 之整理) 

顛倒花色順序重新循環排列 

 

 

 

 

 

 

1. 過程 

我依照最後排列要求～顛倒花色順序重新循環排列，一一列出 二三四五-(2)(3)(4)的所

有排列方式。(見「移位過程記錄表」P36-41) 

2. 發現 

N 固定為 2，觀察 二三四-(2) 之規律。 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

3. 尋找規律 

用同樣方法檢驗二三四五-(2)(3)(4)，整理如下，並觀察 K、N 和 B 間的關係： 

 

 

 

二 

 

三 

 

四 

 

五 

(2) 1×(1+2) (1+2)×(1+2) (1+2+3)×(1+2) (1+2+3+4)×(1+2) 

(3) 1×(1+2+3) (1+2)×(1+2+3) (1+2+3)×(1+2+3) (1+2+3+4)×(1+2+3) 

(4) 1×(1+2+3+4) (1+2)×(1+2+3+4) (1+2+3)×(1+2+3+4) (1+2+3+4)×(1+2+3+4) 

aa…aabb…bbcc…ccdd…dd………………kk…kk 

k…dcbak…dcba…………………k…dcbak…dcba 
N 組排列 

K 種花色， 
顛倒花色順序重新循環排列 

N 個 N 個 N 個 N 個 N 個 

花 色 種 最 少 移 位 次 
數 

花 
色 數 量  

類 

每 

N 
B 

數 

K 

【圖五】 

題目 
二-(2) 
aabb 

abab 
baab 
 
baba 1×1 次 

1×2 次 

四-(2) 

aabbccdd  

ababccdd 
baabccdd 
 
babaccdd 
 
babcacdd 
bacbacdd 
bcabacdd 
cbabacdd 
 
cbabcadd 
cbacbadd 
 
cbacbdad 
cbacdbad 
cbadcbad 
cbdacbad 
cdbacbad 
dcbacbad 
 
dcbacbda 
dcbacdba 
dcbadcba 

 

3×2 次 

3×1 次 

1×2 次 

1×1 次 

2×2 次 

2×1 次 

c 經過 b、a 

1 個 b、1 個 a 

K=2  (有兩種花色 b、a) 

N=1  (ba 每種花色數量各為 1) 

2×1 次 

三-(2) 
aabbcc 

ababcc 
baabcc 
 
babacc 
 
babcac 
bacbac 
bcabac 
cbabac 
 
cbabca 
cbacba 

 

1×2 次 

1×1 次 

2×2 次 

2×1 次 

相同 

相同 

cbabac 
 
cbabca 
cbacba 
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根據發現的通式預測，當每種花色與數量改變為二-(5)、三-(5)、二-(6)時，B 為： 

二-(2) 

【表十七】兩種最後排列順序之比較 

題目 

(見「移位過程紀錄表」P42 之整理) 

我發現「B 會隨 K、N 增減呈規律性變化」，因此推論： 

(1) N=2，花色種類=K，BK=﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×(1+2) 

(2) K=2，每花色數量=N，BN=1×(1+2+3+……+N) 

(3)  

4. 發現通式 

將上面推論的規律作式子化簡，可得到： 
 

 
 
 
 

5. 預測 

 
 

 

 

 

 
 

6. 驗證：(1)實際操作結果和預測相同。 

(2)將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 

7. 疑問 

在尋找規律過程中，我發現和依原花色順序重新循環排列有雷同之處： 

 

 

 

 

 

 
 

1×(1) 1×(1+2) 
 

1×(1+2) 1×(1+2+3) 
 

1×(1+2+3) 1×(1+2+3+4) 
 

1×(1+2+3+4) 1×(1+2+3+4+5) 

 
(1+2) ×(1) (1+2)×(1+2) 

 

(1+2) ×(1+2) (1+2)×(1+2+3) 
 

(1+2) ×(1+2+3) (1+2)×(1+2+3+4) 
 

(1+2) ×(1+2+3+4) 
 

 

這是甚麼原因？ 

 

 

 

 

二-(5) 三-(5) 二-(6) 
 

2

)15(5

2

)12(2 



 

2

)15(5

2

)13(3 



 

2

)16(6

2

)12(2 



 

15 45 21 

所以，當 K=1、2…、或 K，N=1、2……、或 N 時，B=﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×(1+2+…+N) 

B=﹝1+2+3+……+(K－1)﹞×(1+2+…+N) 

=
2

)1(

2

)1( NNKK 


  

最
後 

後 排 最 少 移 位 次 
數 

目  

列 

題 B 

順 
序 

二-(3) 

二-(4) 

二-(5) 

依原花色順序重新循環排列 
abab…ab 

顛倒花色順序重新循環排列 
baba…ba 

二-(2) 

三-(2) 

三-(3) 

三-(4) 

三-(5) 

相同 

相同 

相同 

相同 

相同 

相同 

(1+2)×(1+2+3+4+5) 

預測 

最少移位次數 

【表十六】 
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兩種最後排列順序之比較  ~~ 以「二-(3)」為例 

1、 觀察與發現 

用畫線方式觀察 K 與 B 的關係。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2、 二者關聯 

比較其移位方式，發現 B 之差異是在 N，因此，從二者規律式子之 N 觀察： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我發現： 

(1) 由【圖六】知，實際上是中間的 4 個數~aabb 移位成 baba，此結果

與顛倒花色順序重新循環排列的二-(2)相同。 

【圖六】 
【圖七】 

a  a  a  b  b  b 

a  b  a  b  a  b 

依原花色順序重新循環排列 

頭尾 ab 不需進行移位 

只有 4 個數進行相鄰移位。 

N 少 1 個，因此移位同二-(2) 

a  a  a  b  b  b 

b  a  b  a  b  a 

顛倒花色順序重新循環排列 

6 個數都要進行相鄰移位 

N 不變，有(3)個。 

(頭尾)和=N 

因 B 受 K 影響皆相同，直接找出兩者 N 的關聯。 

將 N＋1 

將 N－1 

aaabbb 

bababa ababab 

N (N − 1)  (N + 1) N 

－1 －1 

＋1 ＋1 

【圖八】 

 

個數=(N-1) 

依原花色順序重新循環排列 

B =
K(K − 1)

2
×

N (N − 1)

2
 

相差一個 N 
個數=N 

1+2+3+……+(N-3)+(N-2)+(N-1) 

(頭尾)和=N 

顛倒花色順序重新循環排列 

B =
K(K − 1)

2
×

(N + 1) N

2
 

(頭尾)和=N+1 

1+2+3+……+(N-2)+(N-1)+N 

(頭尾)和=N+1 
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【表十八】依照「移位過程紀錄表」P43-44、P48-55 之整理 

研究五：符合遊戲條件下，改變排列圖形為順時鐘環形 

(一) 花色排列順序完全互換位置下， K、N 為任意數時，探討 B 之規則：。 

 

 

 

 

 

 

1、 過程 

(1) 過程中採用直線移位方法雖然能解開遊戲，卻不是「最少移位次數」。 

(2) 經過多方嘗試後，我發現在移位過程中有些採用「倒走」，搭配「順走」~與直線移

位相同，會是最少移位次數。(見「移位過程記錄表」P43-44、P48-55) 

B 之整理如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2、 發現 

以題目「五-(2)」為例 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(2) (3) (4) 

二 0 0 0 

三 1×2×2 1×3×3 1×4×4 

四 （1+1）×2×2 （1+1）×3×3 （1+1）×4×4 

五 （1+2+1）×2×2 （1+2+1）×3×3 （1+2+1）×4×4 

六 （1+2+2+1）×2×2   

七 （1+2+3+2+1）×2×2   

八 （1+2+3+3+2+1）×2×2   

九 （1+2+3+4+3+2+1）×2×2   

每 花 色 最 少 移 位 次 
數 色 

種

色 

類 數

K 

 

數 

花 

K 
B 

量 

N 

(1) a「倒走」，與 2 個 e (一種花色的數量)

相鄰移位，移位 1×2 次。因 a 花色數量

有 2 個，步驟重複 2 次，所以，移位 1

×2×2=4 次。 

(2) b「倒走」、「順走」都是經過 2 種花色，

因此採用「順走」(與直線移位相同)，

移位 2×2 次(經過 2 種花色 c、d，每種

花色數量皆 2 個)。因 a 花色數量有 2

個，所以，移位 2×2×2=8 次。 

(3) c「順走」，與 2 個 d (一種花色的數量)

相鄰移位，移位 1×2 次。因 a 花色數量

有 2 個，所以，移位 1×2×2=4 次。 

(3) 

【圖九】~分解 2 

 

【圖九】 

 

e e 

b 
b 

c c d 

a 
a 

d 

e e 

d 
d 

c c b 

a 
a 

b 

e e 

c 
c 

d d b 

a 

b 
a 

【圖九】~分解 3 

(2) 

a a 

(1) 

【圖九】~分解 1 

 

b 
b 

c c d 

e 
e 

d 

N 個 

N 個 

N 個 

N 個 

二種花色， 
花色排列順序完全互換位置 

 . 
. 

. 
. 

. . c 
b c 

a 

a

K K 

d 
d 

N 個 

N 個 

N 個 

N 個 
.. 

. . . 
. 

. 
. 

. . a
ba

b
b 

c 

c 

d d 
. 

. 
K 

. 

K . 

. 

. 
. 

. 

. 
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根據發現的通式預測，當每種花色與數量改變為六-(3)、七-(3) 時，B 為 

題目 

 

 

 

 

 

3、 尋找規律 

(1) 觀察環形題目 K、N 與 B 的關係，我發現： 

以「三-(2)～(4)」為例 

 

 

 

 

 

 

 

當 K 固定，B 會受 N 的影響而改變。 
 

(2) 以此方法交叉檢驗、觀察「表十八」之 K、N 與 B 間的關係，發現「B 會隨 K、N 增

減呈規律性變化」，因此推論： 

K 為偶數， 

K 為奇數， 

4、 發現通式 

將上面推論的規律作式子化簡，可得到： 

K 為偶數 

 

 

 

K 為奇數 

 

 

 

5、 預測 

 

 

 

 

 

 
(2) (3) (4) 

三 1×2×2 1×3×3 1×4×4 

 

六-(3) 七-(3) 
 

6 × (6 − 2)

4
× 32 

(7 − 1)2

4
× 32 

54 81 

順走 

B = ( 1 + 2 + 1 ) × 2 × 2 

所經過的每種花色種類
的數量有 2 個。 

本身花色數量有 2 個，
動作重複 2 次。 

所經過的花色種類數 

倒走 

B = [2 + 4 + 6 + ⋯ + (K − 3) +
K − 1

2
 ] × N × N 

B = [2 + 4 + 6 + ⋯ +(K − 2)] × N × N 

= [2 + 4 + 6 + ⋯ +(K − 2)] × N × N 

= K ×
K − 2

2
×

1

2
× N2 =   

K(K − 2)

4
× N2 

 

B 

= [2 + 4 + 6 + ⋯ + (K − 3) +
K − 1

2
 ] × N × N 

= (K − 1) ×
K − 1

2
×

1

2
× N2 =  

(K − 1)2

4
 × N2 

B 

【表二十】 

預測 

最少移位次數 

【表十九】 

1 皆沒改變，可知受 K 固定影響。 數目皆不同，且與 N 相似，可知

受 N 改變影響。 

每 花 色 最 少 移 位 次 
數 色 

種

色 

類 數

K 

 

數 

花 

K 
B 

量 

N 
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(見【表二十一】環形與直線 B 之藍色數字) 

6、 驗證 

(1) 實際操作結果和預測相同。 

(2) 將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 

7、 疑問 

在尋找規律過程中，我發現和直線型移位有雷同之處，這是怎麼一回事呢？ 

 

 

與直線型之比較~~以「五-(2)」為例 

1. 從操作過程中觀察二者： 

我將直線型與環形兩種排列圖形在花色排列順序完全互換位置的遊戲條件下，一一

列出 二～九-(2) 二～五-(3)～(5) 的移位過程並進行比對，觀察之間的差異，進而找

到兩者關聯。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

(1) 環形拆開便是直線型。 

(2) 觀察【圖十】移位方式對 B 的影響： 

由於環形可「倒」的走(頭、尾相鄰移位)，因此會較直線型減少所經過的「花色種

類數」，降低移位次數。 

(3) 觀察【表二十一】，發現在適當位置~「
𝐾

2
− 1」(K 為偶數)、

𝐾−1

2
− 1(K 為奇數)前移

位方式採用「倒」的走，B 較直線型少。 

222 

(見「移位過程紀錄表」P45-47 之整理。) 

與直線同 

倒走 

e e 

b 
b 

c c d 

a 
a 122 

abbccddeea 

bbccddeeaa 422 

ebbccddeaa 

eebbccddaa 322 eebbccddaa 

d 

eeccddbbaa 

e e 

d 
d 

c c b 

a 
a 

b 

e e 

c 
c 

d d b 

a 

b 
a 

222 

eebccddbaa 

eeccddbbaa 

【順走】(與直線同) 
經過 2 個花色 c、d 
【倒走】 
經過 2 個花色 e、a 

相同(222) 
 

222 

eecddcbbaa 

eeddccbbaa 

【順走】(與直線同) 
經過 1 個花色 d 
【倒走】 
經過 3 個花色 eab 

順走快(122) 
 

與直線同 

122 eeddccbbaa 122 

【順走】(與直線同) 
經過 4 和 3 個花色 
【倒走】 
經過 1 個花色 e 

倒走快(122) 
 

【圖十】 

 

順時鐘環形 直線 (移位次數) 
利用直線說明 
(從 a、e 處拆開) 

a a 

b 
b 

c c 
d 

d 

e 
e 

aabbccddee 
aabbccddee 

題目 
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【表二十一】(依照「移位過程紀錄表」P48-51 之整理) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 從規律式子中觀察二者： 

觀察其移位方式，發現 B 之差異是在 K，因此，從二者規律式子之 K 觀察： 

(1) K 為偶數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) K 為奇數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

 

0 1 × 22 

 1 × 22 (1 + 2) × 22 

 (1 + 𝟏) × 22 (1 + 𝟐 + 𝟑) × 22 

 (1 + 2 + 𝟏) × 22 (1 + 2 + 𝟑 + 𝟒) × 22 

 (1 + 2 + 𝟐 + 𝟏) × 22 (1 + 2 + 𝟑 + 𝟒 + 𝟓) × 22 

 (1 + 2 + 3 + 𝟐 + 𝟏) × 22 (1 + 2 + 3 + 𝟒 + 𝟓 + 𝟔) × 22 

 (1 + 2 + 3 + 𝟑 + 𝟐 + 𝟏) × 22 (1 + 2 + 3 + 𝟒 + 𝟓 + 𝟔 + 𝟕) × 22 

 (1 + 2 + 3 + 4 + 𝟑 + 𝟐 + 𝟏) × 22 (1 + 2 + 3 + 4 + 𝟓 + 𝟔 + 𝟕 + 𝟖) × 22 

二-(2) 

三-(2) 

七-(2) 

排
花 

列
色 

 最

最 
少

少 
移

移 
位

位 次

次 
數

數

數

數 

題
花

花

花 

目
量

量 

圖

類 B
B
B
B 

形

數

數 

三-(2) 

四-(2) 

五-(2) 

六-(2) 

八-(2) 

順時鐘環形 直 線 

九-(2) 

B＝(K－1) ×
𝐾−1

2
×

1

2
× 𝑁2 B＝K × (K − 1) ×

1

2
× 𝑁2 

相異處 

相異處 

2+4+6+………+(K-7)+(K-5)+(K-3)+ 
𝑘−1

2
 

個數＝K−1 (頭尾)和＝K 

 

依順時鐘環形排列 直線型排列 

1+2+3+………+(K-3)+(K-2)+(K-1) 

個數＝
𝐾−1

2
 (頭尾)和＝K－1 

 

【圖十二】 

【圖十一】 
倒走數 

 

相異處 

個數＝K−1 個數＝
𝐾

2
− 1 (頭尾)和＝K 

 

(頭尾)和＝K 

 

依順時鐘環形排列 直線型排列 

2+4+6+………+(K-6)+(K-4)+(K-2) 1+2+3+………+(K-3)+(K-2)+(K-1) 

B＝K × (
𝐾

2
− 1) ×

1

2
× 𝑁2 B＝K × (K − 1) ×

1

2
× 𝑁2 
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題目 

(二) 有任意種花色，每種花色數量都是 2 個(N=2)排列成順時鐘環形下，進行相鄰移位，依

原花色順序重新循環排列成順時鐘環形，尋找 B 之規律。 

 

 

 

 

 

1. 過程 

我依照題目要求，列出二～九-(2)的排列方式(記錄表中一個圖、即為 1K 其中 1N 的移

位過程)，並註明移位次數。(見「移位過程記錄表」P58-59) 

2. 尋找規律 

N=2， 

改變 K，將 B 之操作依據「移位過程記錄表」P 48～P49 整理如下，並觀察 K 與 B 間的

關係： 

題目  

二-(2) 1 

三-(2) 31+2 

四-(2) 61+2+3 

五-(2) 101+2+3+4 

六-(2) 151+2+3+4+5 

七-(2) 211+2+3+4+5+6 

八-(2) 281+2+3+4+5+6+7 

九-(2) 361+2+3+4+5+6+7+8 

 
我發現「B 會隨 K 增減呈規律性變化」，因此推論： 

N 固定=2，花色種類=K 時， BK=1+2+3+……+(K－1) 

3. 發現通式 

從上面推論的規律作式子化簡，可得到： 

N 固定=2 

 

 
 

4. 預測 

 
 

十-(2) 十一-(2) 十二-(2) 

 10(10 − 1)

2
 

11(11 − 1)

2
 12(12 − 1)

2
 

45 55 66 

 

B(最少移位次數) 

BK =1+2+3+……+(K－1) 

=﹝1+(K－1)﹞×(K－1)×
1

2
 =  

K(K−1)

2
 

根據發現的通式預測，N 固定=2，K(花色種類數)改變為十、十一、十二種時，B 為： 

預測 

最少移位次數 

【表二十三】 

K 種花色， 
依原花色順序重新循環排列 

b 
b a a K

a 

. 

. 
. Ka 

. 
. 

c 

c 
d 

d e e 

2 組 
e 

. a c 
d
a 

. 
. 

. 
K 

. 

. 
. 

a b
a 

c
a 

d
a 

. b K 

e
a 

+ 2 

+ 3 

+ 4 

+ 5 

+ 6 

+ 7 

+ 8 
【表二十二】 
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5. 驗證： 

(1) 實際操作結果和預測相同。 

(2) 將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 

6. 疑問： 

B 和直線(N＝2，K 為任意數)相同，這是怎麼回事？ 

 

 

與直線型之比較~~以「五-(2)」為例 

1. 觀察與發現 

(1)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(見「移位過程紀錄表」P60-61 之整理) 

從 a、e 處拆開 
順時鐘環形 

順走 

與直線相同 

【圖十三】 

 我發現： 

由【圖十三、十四】知，頭尾 a、e 不需進行移位，因此環狀所需移位的花色

數與直線相同，步驟(順著走)也相同。如：【圖十三】環狀「b」移到 a、a 間，

需經過 1 個 a，次數 11 次，同【圖十四】(綠色圓圈)。c、d、e 以此類推。 

我發現： 

由【圖十五、十六】知，環形「倒走」~從頭尾 a、e 處移位，所需移位的花

色數與從「e、d」處拆開呈直線相同，步驟也相同。 

如：【圖十五】環形「a」倒走，移到 e、e 間，需經過 1 個 e，次數 11 次，

同【圖十六】(綠色圓圈)。b、c、d 以此類推。 

結論：依原花色順序重新循環排列成順時鐘環形，其 B 和直線(N＝2，K 為任意數)相同。 

a a 

b 
b 

c c d 

e e 

d 

【圖十四】 

 

直線  

a a b b c c d d e e  

a b c d e a b c d e  

順時鐘環形 

倒走 
從頭尾 ae 處移位 

【圖十五】 

 

a a 

b 
b 

c c d 

e e 

d 

利用直線說明 
(從 e、d 處拆開) 

【圖十六】 

 

e e a a b b c c d d  

e a b c d e a b c d  
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(三) 有二種花色(a、b)，每種花色數量都相等(2 個、3 個、…、或 N 個) 下排成順時鐘環形，

並進行相鄰移位，依原花色順序重新循環排列成順時鐘環形，尋找 B 之規律。 

 

 

 

 

1. 過程 

我依照題目要求，一一列出二-(2)～(9)的排列方法。經過多次試驗，發現了兩種能夠找

出最少移位次數的方法。 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

兩種類似的移位方法，因(方法二)較容易看出與直線型之間的關係，故本研究採用此移

位方法記錄過程。 

【圖二十】 【圖二十一】 【圖二十二】 

(方法二)「a、b 為直線型之頭尾」 

 
a 

b 

a 

a
a 

b 

b 

b 

b
a 

a 

a 倒走 
從頭尾 a、e 處移位 

a 

a 
a 

a
a 

b 

b 

b 

b
a 

a 

b 

以「倒走」方式分別

將 a 往軸 b 進行移

位。 

考慮「倒走」，將圖中綠框

內的 a 與 b 設定為對稱中

心，同(法一)分成兩邊移位

~「倒走」與「順走」。 

對稱中心的一邊完

成移位，接著再換另

一邊(即「順走」)進

行移位。 

順走 

a 

a 

a 

b
a 

b 

b 

b 

b
a 

a 

a 

b 

【圖十七】 【圖十八】 【圖十九】 

在 b 花色數量的中間

形成 aba 此狀態。 
a 分兩邊向下進行移位 

a 同第一步驟，向左右兩

邊進行移位。 

(方法一) 

 

a a 

a 

b 

a 

b
a 

b 
b 

a 

b 

a a a 

b
a 

b
a 

a 
b 

a b
a 

a 

b
a 

a 
b
a 

a 
b 

a b
a 

a 
b 

二種花色， 
依原花色順序重新循環排列 

N 個 

. 

. 
a 

a a 
. 
. 
. 

b b 

b b 

. 

a 

N 組 

a b
a a 
b
a a b . . 

. 
a 
b
a 

a b 
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2. 尋找規律 

 

 
 
 

題目  

二-(2) 11×11×1 

二-(3) 21×(1+1) 1×2 

二-(4) 41×(1+2+1) 1×2+2 

二-(5) 61×(1+2+2+1) 1×(2+4) 

二-(6) 91×(1+2+3+2+1) 1×(2+4)+3 

二-(7) 121×(1+2+3+3+2+1) 1×(2+4+6) 

二-(8) 161×(1+2+3+4+3+2+1) 1×(2+4+6)+4 

二-(9) 201×(1+2+3+4+4+3+2+1) 1×(2+4+6+8) 

 

 

我發現「B 會隨 K 增減呈規律性變化」，因此推論：： 

(1) K 固定=2，每種花色數量=N 且為奇數時： 

BN=2 + 4 + 6 + ⋯ + ﹝N－1) 

(2) K 固定=2，每種花色數量=N 且為偶數時： 

BN=[2 + 4 + ⋯ (N − 2)] +
N

2
 

3. 發現通式 

從上面推論的規律，可化簡如下： 

K 固定=2，每種花色數量=N 且為奇數時： 

BN = 2 + 4 + 6 + ⋯ + ﹝N－1) 

 = (2 + N − 1) ×
N−1

2
×

1

2
 =  

N2−1

4
 

 

K 固定=2，每種花色數量=N 且為偶數時： 

 

 

 

 

 

 

 

K=2，改變 N，將 B 之操作依據「移位過程記錄表」P 62-64、P 67-69

整理如下， 

並觀察 N 與 B 間的關係： 

B (最少移位次數) 

BN = [2 + 4 + 6 + ⋯ + (N − 2)] +
N

2
 

= (2 + N − 2) ×
N

2
×

1

2
 =

N2

4
 

+ 1 

+ 2 

+ 2 

+ 3 

+ 3 

+ 4 

+ 4 

因環形對稱中心兩邊，採用「倒走」與「順走」的 B 分別相同，所以我將兩邊移法

同樣步數的加在一起，列出規律式子。 

 

 

 

a a 

a 

b 

a 

b
a 

b 
b 

a 

b 

倒走 順走 

兩者移位次數皆為 1×2，將兩邊

合併，變為 1×(2×2)=1×4。 

 

1×2 1×2 

【表二十四】 

二-(5) 
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題目 

4. 預測 

 

 

 

 

5. 驗證： 

(1) 實際操作結果和預測相同。 

(2) 將通式帶入已完成題目，所得的 B 與之前操作結果相同。 

6. 疑問： 

研究五-(二)發現環形(N＝2，K 為任意數)之 B 和直線相同。但此題環形(K＝2，N 為任

意數)之 B 和直線型卻變為不相同，這是怎麼回事？ 

 

 

與直線型之比較~~以「二-(5)」為例 

1. 從操作過程中觀察二者 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二-(10) 二-(11) 二-(12) 

 10 × 10

4
 

11 × 11 − 1

4
 12 × 12

4
 

25 30 36 

根據發現的通式預測，K 固定=2，N(花色數量)改變為(10)、(11)、(12)個，B 為： 

預測 

最少移位次數 

【表二十五】 

(見「移位過程紀錄表」P65-66 之整理。) 

【圖二十五】 【圖二十六】 

倒走 

從頭尾 ab 處移位 

倒走的步數 順走的步數，無跨越頭尾 

(與直線相同) 

從 b 處拆開 

b b a a a a a b b b  

a b a b a b a b a b  b
a 

a 

兩者為對稱中心 

b 
a 

a 

a 

b
a 

b 

b a 

順時鐘環形 直線 

從 a、b 處拆開 順走 

與直線移法相同 

我發現： 

不採取「倒走」方式(移位時不跨越頭尾 a、b)，將環狀型用「順走」方

式移位，雖與直線型相同，卻不是環形的最少移位次數。 

【圖二十四】 

a a a a a b b b b b  

a b a b a b a b a b  a b
a 

【圖二十三】 

a 

a 

a 

b
a 

b 

b 

b 

a 
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2. 從規律式子中觀察二者～以「二-(5)」為例 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

因此，發現 B 之差異是在 N，因此，從二者規律式子之 N 觀察： 

(1) N 為奇數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2)  N 為偶數 

 

 

 

 

 

 

我發現： 

由【圖二十五】知，環形橘色圈內採取「倒走」方式移位~運用對稱的觀

念，圖中 b 與綠框內的 a 設定為對稱中心，分兩邊進行移位。 

先從環形使用「倒走」步數較少的一邊開始移位，由【圖二十六】可知，

此移法等同將環形從 b 處和須「倒走」的 b 之間拆開為直線型，進行直

線紫框內的移位情形。 

此環形採用「倒走」移法會降低移位次數，所以 B 比直線型少。 

 

【圖二十八】 倒走數 

 

相異處 

個數＝N−1 個數＝
N−1

2
 (頭尾)和＝N 

 

(頭尾)和＝N+1 

 

順時鐘環形 直線型 

2+4+6+………+(N-5)+(N-3)+(N-1) 1+2+3+………+(N-3)+(N-2)+(N-1) 

B＝(N+1) ×
𝑁−1

2
×

1

2
 B＝N × (N − 1) ×

1

2
 

相異處 

【圖二十九】 

B＝N ×
𝑁

2
×

1

2
 B＝N × (N − 1) ×

1

2
 

相異處 

2+4+6+………+(N-6)+(N-4)+(N-2)+ 
𝑁

2
    

依順時鐘環形排列 直線型形排列 

個數＝
𝑁

2
 (頭尾)和＝N 

 
個數＝N−1 (頭尾)和＝N 

 

1+2+3+………+(N-3)+(N-2)+(N-1) 

環狀型 

直線型 1×(1+2+3+4) 

1×(1+2+2+1) 

所得規律式子 

K 相同 不同：因直線型移法為「順走」，環

形移法為「倒走」。 

相同：因直線型與環形移法皆為「順

走」。 

環形兩邊

分別進行

左圖的移

位方法。 

a 

a 

a 

b
a 

b 

b 

b 

b
a 

a 

a 

a a b b 

b a b a  

【圖二十七】 
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(四) 有二種花色(a、b)，每種花色數量都相等(2 個、3 個、…、或 N 個) 下排列成順時鐘環

形，進行相鄰移位，顛倒花色順序重新循環排列成順時鐘環形，尋找 B 之規律。 

 

 

 
 
 
 

1. 發現 

此問題與上題依原花色順序重新循環排列成順時鐘環形結果相同，因花色固定只有二

種，只要觀看不同的起始點就能達到題目要求。假如從環形圖的 b 順時鐘方向看去，

就是此題目的結果。 

陸、 討論 

一、 舊遊戲新玩法。 

只要從「最後排列順序」、「排列圖形」或「遊戲條件」做簡單改變，便可設計出新

的遊戲，並增加其趣味與挑戰性。如：這次將舊遊戲~毛蟲棋之遊戲條件做簡單【改

變】--○1 每種花色數量相等 ○2 題目為無空格、依順序排列方式  ○3 相鄰移位，便創

造出新遊戲。 

二、應用實作、觀察與分析、歸納及驗證的數學方法來研究直線與環形相鄰移位。 

針對不同最後排列要求進行實際操作，從大量操作中觀察可能的規律後進行推論及

假設，並驗證以確定其通式。之後，將通式帶入已完成題目，確保通式的正確性。 

三、尋找規律的方法。 

觀察規律式子的變化時，變因只能有一個，其他可能影響最少移位次數的因素都須

固定。 

四、 考慮到作品說明書頁數與字數限制，許多操作歷程與證明過程以研究日誌呈現。 

柒、 結論與展望 

一、 結論 

(一) 符合遊戲條件下，進行直線與環形相鄰移位，分別就不同的最後排列順序要求，探

找最少移位次數與花色種類、每種花色數量間的規律性。 

1. 直線型 

有 K 種花色，每種花色數量有 N 個，最少移位次數如下： 

(1) 花色排列順序完全互換位置，尋找規律後所得之通式為：
K(K−1)

2
× N2 

(2) 依原花色順序重新循環排列，尋找規律後所得之通式為：
K(K−1)

2
×

N(N−1)

2
 

(3) 顛倒花色順序重新循環排列，尋找規律後所得之通式為：
K(K−1)

2
×

N(N+1)

2
 

二種花色， 
顛倒花色順序重新循環排列 

N 個 

. 

. 
a 

a a 
. 
. 
. 

b b 

b b 

. 

a 

N 組 

a b
a a 

b
a a 

b
a 

. 
. . a 

b
a 

a 
b 
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2. 環形 

(1) 有 K 種花色，每種花色數量有 N 個，花色排列順序完全互換位置下，尋找

規律後所得之通式為：  

K 為偶數時，B =
K(K−2)

4
× N2 

K 為奇數時，B =
(K−1)2

4
 × N2 

 

(2) 有 K 種花色，每種花色數量有 2 個，依原花色順序重新循環排列，尋找規

律後所得之通式為：𝐵𝐾 =
K(K−1)

2
 

(3) 有二種花色，每種花色數量有 N 個，依原花色順序重新循環排列，尋找規

律後所得之通式為： 

N 為奇數時，BN=
N2−1

4
 

N 為偶數時，BN=
N2

4
 

(4) 有二種花色，每種花色數量有 N 個，顛倒花色順序重新循環排列的結果因

與【依原花色順序重新循環排列】只是觀看的起始點不同(剛好相反)，所

以最少移位次數也會一樣。 

(二) 尋找最少移位次數之方法。 

發現除了將各遊戲題目相鄰移位過程一一列出以外，還可用畫線的方式，從各相同

花色相連之線兩兩相交的交點數中，觀察出最少移位次數。 

(三) 各研究間相關性 

1、 觀察直線型依原花色順序重新循環排列和顛倒花色順序重新循環排列之間雷同

之處，發現前者由於頭尾 ab 不需進行移位，N 少 1 個，因此 B 會與後者少一個

N 相同，如：前者「五(4)」之 B 同後者「五-(3」 之 B。 

2、 在花色排列順序完全互換位置的遊戲條件下，將直線型與環形相鄰移位遊戲之過

程比對，發現環形因可「倒」的走(頭、尾相鄰移位)，因此會減少所經過的「花

色種類數」，降低移位次數。 

3、 依原花色順序重新循環排列成順時鐘環形，其 B 和直線(N＝2，K 為任意數)相同。

這是因為二者頭、尾都不需移位。 

4、 在依原花色順序重新循環排列成順時鐘環形的遊戲條件下，其 B 和直線(K＝2，N

為任意數)不同，是因：環形因可「倒」的走(頭、尾相鄰移位)，因此降低移位次

數。 
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二、 展望 

經過我深入的研究，發現後面還有很多問題值得在進一步探討， 

(一) 舉例來說：研究是以【花色種類數】、【每種花色的數量】為變因、探討任意數

時和 B 間關係，然因時間因素，在環狀型部分，依原花色順序重新循環排列與

顛倒花色順序重新循環排列並未特別找出 K、N 皆為任意數，兩者與 B 之間的

規律。其中，顛倒花色順序重新循環排列之題目，只求到 N 為 2，K 為任意數

之 B 規律，並未找出 K 為 2，N 為任意數之 B 規律。希望有時間能將此部分再

做進一步的研究。 

(二) 此外，在此遊戲條件下我只在三種最後排列順序~「花色排列順序完全互換位置」、

「依原花色順序重新循環排列」、「顛倒花色順序重新循環排列」探討最少移

位次數之規律。日後有機會，可以針對不同最後排列順序，進行花色種類與每

種花色數量之間規律性的研究。 

(三) 本研究除直線與環形排列外，可持續發展其它變化型，如矩形、十字形…等；

移位方式也可嘗試做改變，如相鄰移位改為跳格，都是很值得開發與努力方向。 
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二、 心得感想 

從大量實作例子中自己發現通式，有別於平常數學學習歷程(很快的告訴你公式，之

後應用公式解各種數學問題)。雖然過程中需花許多時間，但歸納出通式的那一刻，

卻是充滿喜悅與成就。 

 

 

 

Shari
矩形

Shari
打字機文字
捌

Shari
打字機文字

Shari
打字機文字



【評語】080405 

一個有意思的移位遊戲。為了之前已有的多種移位遊戲

區隔，作者自己定義了一種新的移位規則，針對這樣的規

則，作者討論了將 n 類給定的物件依直線或環形排列，再重

新依規則排成相反順序，或是看來像是循環的次序，完成重

排所需的最少步數，能自己思考一個新的問題並推演規則，

是十分難得的。比較可惜的是，由於規則過於簡單，許多的

結果變成只是單純的級數和計算。如能去除掉每類物件個數

相同限制，並針對環形列給出完整的解答，會是很不錯的結

果。 
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