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摘摘摘摘          要要要要 

Y 擺是迷人的科學之旅！！！！ 

來自百貨公司"動能沙擺"的啟發，奇異的圖形深深打動我們的好奇心！ 

它沒辦法用一般的單擺週期來觀察，當它擺出複雜的圖形時，讓很多人都

感到不知道如何研究。 

剛開始進行實驗很迷惑，但是我們仍不怕辛勞，不斷探索其中的奧秘。 

提出 ABH1H2 標示法、定義 T、Tx、Ty 三項測量值，研究在不同象限、

擺幅、角度、AB、H1 與 H2 長度變化、擺繩材質、抖動的影響；與傳統的頻率

估算法 m：n 及 Java 程式比對，得到 Ty/Tx 取代 m：n 的新方法，促使我們積極

地去探究箇中所藴含的物理奧妙！ 

提出新方法以初始條件－長度(L、l )估算擺圖變化，導出 Y 擺方程式與重

力加速度 g，實驗 g 值與理論 g 值相比，誤差可在 3%以內！ 

最後，請您 DIY 感受它的美！Trust me,You can make it. 

 
 

壹壹壹壹、、、、研研研研    究究究究    動動動動    機機機機    

YYYY 擺擺擺擺((((Y-suspended pendulum))))比單擺多點變化，卻能

畫出奇幻瑰麗、令人難以捉摸的複雜圖形，這圖有個特別的

名稱叫利薩如圖形(Lissajous Curve、李沙育圖形、繪圖擺)。 

遇見它在新光三越的專櫃－"動能沙擺"，當你輕放擺

鎚，它會在白沙上來來回回有規律的擺盪。它引起我們深深

的好奇和著迷！ 

說明書中提到這是利薩如圖形，細察歷屆科展、文獻

資料，動手研究 Y 擺實驗時才明白，根本沒人說清楚它－Y

擺－是怎麼一回事[1[1[1[1----3]3]3]3]！ 

於是它激起了我們強烈的企圖心去尋找解答！ 

雖然實驗相當複雜，一時之間沒法釐清，但這就是實

驗最最迷人的地方，我們深入觀察、嘗試而愈加清晰！ 

內容涉及基礎的數學能力(小五/六代數運算、成正比等觀念)、電磁鐵與物

體運動(單擺)的觀念，在加上敏銳的心靈！ 
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貳貳貳貳、、、、研研研研    究究究究    目目目目    的的的的    

一、對「利薩如圖形」、「Y 擺」進行文獻討論並判斷實驗的可行性。 

二、尋找簡單讀出Y擺實驗長度變因的方法－ABH1H2標示法。 

三、研究測量時間的方法測量時間的方法測量時間的方法測量時間的方法－T、Tx、Ty 與可行性。 

四、研究起始點－在不同的象限、角度、抖動、擺幅對 T、Tx、Ty 的影響。 

五、討論 fx/fy 的意義與 m：n 和 Ty/Tx 的關係。 

六、探討主長度 AB、H1、H2 變化對圖形與 T、Tx、Ty、fx/fy 的影響。 

七、研究
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之間的關係。 

八、提出 Y 擺方程式並研究和重力加速度間的可能關係。 

參參參參、、、、研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材    
氧化鋁砂、白鋁砂、鐵砂、棉線、鐵夾、支架、刷子、升降台、完稿紙、針筒、

數位相機、高速攝影機、尖嘴鉗、電磁鐵、直流電源、鐵條、電腦、分析軟體 

 

    

肆肆肆肆、、、、研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法    
研究一研究一研究一研究一、、、、定義名詞與基礎實驗分析定義名詞與基礎實驗分析定義名詞與基礎實驗分析定義名詞與基礎實驗分析    

研究研究研究研究 1-1：：：：Y 擺擺擺擺名詞與標示名詞與標示名詞與標示名詞與標示 

首先，我們將支撐 Y 擺的橫桿叫做 AB 軸，它正下方直接投影在紙上的橫

線我們把它叫做 X 軸(會和 AB 平行)；和 X 軸垂直的直線是 Y 軸。X、Y 軸會將

完稿紙分成四個象限區域圖 1.1。 

Y 擺主要由 V、I 兩個部分組成；V 字形的高以 H1 表示，I 字形的下擺繩

長用 H2、h 表示；當砂筒的注射針筒長 h 是 10cm 圖 1.2。 
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※※※※實驗編號實驗編號實驗編號實驗編號 ABH1H2ABH1H2ABH1H2ABH1H2：：：：506020506020506020506020 標示法標示法標示法標示法    

我們用長度我們用長度我們用長度我們用長度 ABABABAB、、、、H1H1H1H1 和和和和 H2H2H2H2 依照從上而下的順序來編號依照從上而下的順序來編號依照從上而下的順序來編號依照從上而下的順序來編號，，，，方便讀出實驗的方便讀出實驗的方便讀出實驗的方便讀出實驗的

長度長度長度長度！！！！如編號 505050506060606020202020：：：：就是就是就是就是 ABABABAB、、、、H1H1H1H1、、、、H2H2H2H2 的的的的長度是長度是長度是長度是 50505050、、、、60606060、、、、20202020cmcmcmcm 在進行在進行在進行在進行 YYYY 擺實擺實擺實擺實

驗驗驗驗。。。。※※※※注意針筒長注意針筒長注意針筒長注意針筒長 hhhh 沒有列入編號沒有列入編號沒有列入編號沒有列入編號(圖 1.3)；；；；這次研究的所有實驗都這樣來標示這次研究的所有實驗都這樣來標示這次研究的所有實驗都這樣來標示這次研究的所有實驗都這樣來標示。。。。    

※※※※定義定義定義定義 TTTT、、、、TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy 

Y 擺擺擺擺不是簡單的單擺不是簡單的單擺不是簡單的單擺不是簡單的單擺，，，，經過我們研究發現經過我們研究發現經過我們研究發現經過我們研究發現，，，，沒辦法用單沒辦法用單沒辦法用單沒辦法用單擺的週期來量來回擺的週期來量來回擺的週期來量來回擺的週期來量來回

一次的時間一次的時間一次的時間一次的時間，它擺圖複雜，以我們分析圖形的經驗，決定用下列的方法進行： 

初始線初始線初始線初始線：：：：從起始點釋放，畫出第一條還沒轉彎前的線條，來當初始線。(

圖 1.4 起始點到初始線間的曲線) 

TTTT(T 時間)：以起始點到交初始線第二次交點的時間當做 T 時間。(圖 1.4 左

圖 A 到 F 的時間；右圖 A 到 C 的時間) 

TxTxTxTx(x 時間)：圖形第一次交 Y 軸到第三次再交 Y 軸的時間叫做 Tx。請仔細

想想，其實這是圖形在 X 軸上來回的時間。(圖 1.4，B 到 D 的時間)        

TyTyTyTy(y 時間)：跟 Tx 一樣，圖形第一次交 X 軸到第三次再交 X 軸的時間叫做

Ty。這是圖形投影在 Y 軸上來回的時間。(圖 1.4，左圖 C 到 E 的時間；右圖：顯

示出還沒完成第 3 次交 X 軸的動作) 

      

    

時間的量測時間的量測時間的量測時間的量測    

用攝影機(SANYO HD2000)對 Y 擺進行高速錄影，10 秒拍 2342 張畫面(就

是 1111 張張張張=1/234.2=1/234.2=1/234.2=1/234.2 秒秒秒秒)，再以 Quick Time Player 進行格放，點算 T、Tx 與 Ty 的張數。

為了方便起見，時間用"張張張張"為單位(必要時才換算為秒秒秒秒)。 

   

圖 1.1：完稿紙象限分法 圖 1.2：H1H1H1H1、、、、H2H2H2H2 與與與與 hhhh 圖示 圖 1.3：標示 506020506020506020506020 方法方法方法方法 
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B 

C 

D 

X 軸 

Y 軸 

起始起始起始起始點點點點 A 

初始線初始線初始線初始線 

B 

C 

D 

E 

F 

X 軸 

Y 軸 

1 2 

4 3 

圖 1.4：定義各測量時間的起點與終點 
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      針筒一放開就計時，常發生測量上的誤差，每個人"感覺開始"的差異很大

，才改良用電磁鐵控制，砂也從褐色氧化鋁砂改成鐵砂。(圖 1.5~1.7) 

    

※※※※實務量測實務量測實務量測實務量測 TTTT、、、、TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy 值值值值 

注意：1.因攝影的角度，紙上紅線紅線紅線紅線為 XXXX 軸、黑線黑線黑線黑線為 YYYY 軸，皆自第四象限釋放。 

2.時間以張張張張((((影片畫面數影片畫面數影片畫面數影片畫面數))))為單位，每張可準確至 1/234.2 秒。 

   

圖 1.5：手送+氧化鋁砂 圖 1.6：電磁鐵+氧化鋁砂 圖 1.7：電磁鐵+鐵砂 

   

圖 1.8：初始時間－T 計時 圖 1.9：Tx 計時開始 

   

圖 1.10：Ty 計時開始 圖 1.11：Tx 計時結束 

   

圖 1.12：Ty 計時結束 圖 1.13：T 計時結束 

LED X 軸軸軸軸 

Y 軸軸軸軸 

電磁鐵電磁鐵電磁鐵電磁鐵    
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研究研究研究研究 1-2：：：：起始點效應起始點效應起始點效應起始點效應(1)(1)(1)(1)－－－－不同不同不同不同象限釋放的差異象限釋放的差異象限釋放的差異象限釋放的差異 

步驟步驟步驟步驟：：：：首先，以編號 101050(就是 ABH1H2)，讓 Y 擺的針筒自然垂放下對

準 X、Y 軸的中心(原點)【【【【我們叫做原點校正我們叫做原點校正我們叫做原點校正我們叫做原點校正】】】】，再將針筒拉到每一象限的中間 45

度，在擺幅 12cm(距離原點 r)釋放(圖 1.14)。比較 4 個象限圖形的差異。 

圖 1.15 看出，在不同象限

釋放，但圖形具有一定的規律性

： 

1.1.1.1.由第 4 象限出發，起始

擺線必定以順時間方向前進。2.2.2.2.相鄰兩象限，圖形的順逆方向一定相反。3.3.3.3.圖形

間存在著對稱性。4.4.4.4.當起始點非常靠近 X、Y 軸時，那這兩種狀況都可能發生。 

    

這說明不必每一區都實驗這說明不必每一區都實驗這說明不必每一區都實驗這說明不必每一區都實驗，，，，做一區就可以知道其他區的變化做一區就可以知道其他區的變化做一區就可以知道其他區的變化做一區就可以知道其他區的變化。我們以下的我們以下的我們以下的我們以下的

實驗都由第四象限進行實驗都由第四象限進行實驗都由第四象限進行實驗都由第四象限進行。。。。 

 

研究研究研究研究 1-3：：：：起始點效應起始點效應起始點效應起始點效應(2)(2)(2)(2)－－－－角度的影響角度的影響角度的影響角度的影響 

接下來討論在第四象限，以 505060(H2 為鐵條)在不同角度釋放(擺幅 r 為

12cm 釋放)對圖形與 T、Tx、Ty 的影響(圖 1.16~1.21)。 

 

在這些圖中(圖 1.17~1.21)可以發現：同一長度同一長度同一長度同一長度(H1(H1(H1(H1、、、、H2)H2)H2)H2)擺出的圖形會相似擺出的圖形會相似擺出的圖形會相似擺出的圖形會相似

，或者說是它們行進的軌跡會完全相同或者說是它們行進的軌跡會完全相同或者說是它們行進的軌跡會完全相同或者說是它們行進的軌跡會完全相同；；；；不同的角度釋放"感覺上"是將圖形拉長

或壓縮。 

 

圖 1.14：原點校正、釋放 

順時針方向 

 

逆時針方向 

 

 
逆時針方向 

 
順時針方向 

圖 1.15：不同象限釋放的異同 

   

圖 1.16：不同角度釋放 圖 1.17：0°(即 X 軸)釋放 圖 1.18：30°釋放 

1 2 

4 3 
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圖 1.22：不同角度釋放對 T、Tx 與 Ty 的影響 

(表 1.1 部分作圖) 

 

 

表 1.1：同象限不同角度釋放的影響【【【【以 505060(但 H2 為鐵條)為例為例為例為例】】】】 

 單擺 120cm 90° 75° 60° 45° 30° 15° 0° 單擺 70cm 

T   622.00 624.67 624.00 624.33 622.00   

TxTxTxTx         372.33372.33372.33372.33    379.75379.75379.75379.75    333381.0081.0081.0081.00    379.67379.67379.67379.67    377.67377.67377.67377.67    380.00380.00380.00380.00    377.67377.67377.67377.67    

TyTyTyTy    490.75490.75490.75490.75    499.33499.33499.33499.33    496.00496.00496.00496.00    495.50495.50495.50495.50    495.00495.00495.00495.00    496.67496.67496.67496.67    482.33482.33482.33482.33      

fx：fy   1.332 1.305 1.299 1.308 1.277   

註：1.T、Tx 與 Ty 為時間平均值，單位：張。方法詳見研究 1-1，以下不再說明。 

   2.單擺 120、70cm 分別是 Y 擺(505060)的總長 L 與下擺總長 l。3.fx：fy=Ty：Tx。 

 

結論：1.不同角度釋放，T、Tx

與 Ty 差異不大，幾乎不影響。 

2.在圖 1.23 中，一項重要的觀重要的觀重要的觀重要的觀

察是察是察是察是，從 90°釋放的 Ty 值和單擺 120cm

的 T 值幾乎一樣(圖 A、B)；從 0°釋放

的 Tx 值和單擺長 70cm 的 T 值幾乎一

樣(圖 B、C)。 

從高速攝影看到：它們的擺動是

一樣的。 

所以在表 1.1 中 ，我們把單擺

120cm 的 T 值當 Ty，單擺 70cm 的 T 值當

Tx。 

    

很訝異看到這樣的結果很訝異看到這樣的結果很訝異看到這樣的結果很訝異看到這樣的結果，，，，本來想偷本來想偷本來想偷本來想偷

懶一下懶一下懶一下懶一下，，，，以單擺的時間來替代以單擺的時間來替代以單擺的時間來替代以單擺的時間來替代 YYYY 擺的擺的擺的擺的週週週週

期期期期，，，，卻意外出現這結果卻意外出現這結果卻意外出現這結果卻意外出現這結果，，，，為什麼呢為什麼呢為什麼呢為什麼呢？？？？我們我們我們我們

試圖在試圖在試圖在試圖在研究研究研究研究 3333----1111 探討探討探討探討！！！！    

      那 fx：fy 表達哪種涵義？請見下

一節分析。 

 

   

圖 1.19：45°釋放 圖 1.20：60°釋放 圖 1.21：75°釋放  
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圖 1.23：AB 在 90°釋放 Ty 值相同， 

BC 在 0°釋放 Tx 值相同 
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研究研究研究研究 1-4：：：：fxfxfxfx：：：：fyfyfyfy 的意義的意義的意義的意義－－－－從從從從 mmmm：：：：nnnn 估算法到估算法到估算法到估算法到 TyTyTyTy：：：：TxTxTxTx    

我們搜索資料後發現，利薩如圖形在網路上有廣泛的討論，不過都是以示

波器產生的封閉性圖形為主。其中關於頻率比頻率比頻率比頻率比的簡潔判斷方法如下[5[5[5[5----8]8]8]8]：    

在圖 1.24 中，利薩如圖上畫一條橫線和一條垂直線，這兩線不要經過圖上

任何的交叉點。先數曲線與垂直線有 m 個交點，再數曲線圖與橫線有 n 個交點。

那頻率比有下列關係：    

xxxx 頻率頻率頻率頻率：：：：yyyy 頻率頻率頻率頻率=fx=fx=fx=fx：：：：fy=mfy=mfy=mfy=m：：：：nnnn--------------------------------(1) m(1) m(1) m(1) m：：：：nnnn 的估算法的估算法的估算法的估算法！！！！    

無意中將 m：n 的方法和 Y 擺中具有規律的圖形比對(如圖 1.25、1.26)，觀

察到 m：n 和 Ty：Tx 這兩個值的非常接近(表 1.2)，我們覺得有以下的關係： 

fxfxfxfx：：：：fy=Tyfy=Tyfy=Tyfy=Ty：：：：Tx= mTx= mTx= mTx= m：：：：n n n n ------------------------------------------------------------(2)(2)(2)(2)    

表 1.2：m：n 與 Ty：Tx 的關係 

註：1.以 505080 為例，誤差= %100
250.1

)241.1250.1(
×

−
。2.括弧中的數據為比值。 

其實，fx：fy=Ty：Tx 本來就成立，只是沒想到 Ty：Tx=m：n！ 

Y 擺不見得是封閉圖形，而 m：n 估算對複雜的擺圖並不容易判斷，我們

以 Ty：Tx 代替 m：n，到這裡就不必在傷腦筋問：究竟擺到什麼程度才算完成！

只從只從只從只從 TyTyTyTy：：：：TxTxTxTx－－－－初始的數據初始的數據初始的數據初始的數據－－－－就能決定它是屬於哪種圖形就能決定它是屬於哪種圖形就能決定它是屬於哪種圖形就能決定它是屬於哪種圖形！！！！ 

   

圖 1.24：fx/fy=2222：：：：3333 圖 1.25：505080 圖 1.26：505050 

編號 505080 505050 備註 

m：n 5：4(1.250) 4：3(1.333)  

Ty：Tx 557.67：449.33(1.241) 449.33：361.17(1.358) Ty:Tx 為實驗值 

誤差 0.72％ -1.88％  

   

圖 1.27：Java 程式－fx：fy=1.372 圖 圖 1.28：505050(H2：鐵條) 
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真的可以嗎？我們把實驗數據 fx：fy=1.372 代入模擬利薩如圖形的 Java 程

式(圖 1.27)，發現它們相似度極高，可惜的是 Java 程式可以模擬的畫面有限[9[9[9[9、、、、

10]10]10]10]！(註：圖 1.28 多一條「初始線」)；應用應用應用應用 JavaJavaJavaJava 程式比對擺圖得到程式比對擺圖得到程式比對擺圖得到程式比對擺圖得到：：：：fx/fyfx/fyfx/fyfx/fy 就是擺就是擺就是擺就是擺

圖圖圖圖、、、、就是圖形軌跡就是圖形軌跡就是圖形軌跡就是圖形軌跡！！！！    

    

研究研究研究研究 1-5：：：：起始點效應起始點效應起始點效應起始點效應(3)(3)(3)(3)－－－－抖動與擺幅的影響抖動與擺幅的影響抖動與擺幅的影響抖動與擺幅的影響    

    

抖動對抖動對抖動對抖動對 TTTT、、、、TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy 值的影響值的影響值的影響值的影響 

實驗時 Y 擺容易因為操

作不良(如電磁鐵的振動、擺繩

沒靜止)，而使得圖形抖動，這

對 T、Tx 與 Ty 有什麼影響？ 

以 1002080100208010020801002080 為例在第 4 象

限、擺幅 12cm、45°釋放為例。 

 

表 1.3：以 1002080100208010020801002080 研究抖動對 T、Tx 與 Ty 的影響 

編號 1 2 3 4 5 6 7 8 

T 686 673 690 683 671 676 682 688 

Tx 442 442 443 442 444 435 440 444 

Ty 489 499 486 487 497 490 495 500 

fx/fy 1.106 1.129 1.097 1.102 1.119 1.126 1.125 1.126 

編號 9 10 11 12 13 14 15 16 

T 685 684 677 682 681 684 693 677 

Tx 446 445 439 441 442 439 440 441 

Ty 500 501 485 499 490 486 491 496 

fx/fy 1.121 1.126 1.105 1.132 1.109 1.107 1.116 1.125 

註：表中藍字為圖形抖動、黑字是沒抖動的；以上均為單一次實驗值。 

 

1.將表 1.3 中有無抖動的數

據各自分開取平均，以沒抖動的數

據當做標準。 

 

有沒有抖動它們之間的 T

、Tx、Ty、fx/fy 的誤差分別是 0.32

、0.14、0.18 與 0.03％。顯示抖動抖動抖動抖動

對對對對 TTTT、、、、TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy、、、、fx/fyfx/fyfx/fyfx/fy 的影響不大的影響不大的影響不大的影響不大。。。。    
 

2.觀察表 1.3 中沒抖動的 T

值，最大與最小值的差為 19 張(÷

234.2 張/秒)合 0.081 秒，這說明實實實實

  

圖 1.29：沒抖動的 1002080 圖 1.30：抖動的 1002080  

圖 1.31：有無抖動對 T、Tx 與 Ty 的影響 
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驗結果相當精準驗結果相當精準驗結果相當精準驗結果相當精準。。。。 

3.雖然抖動對實驗數據影響不大，但實驗時還是要讓圖形美麗漂亮。 

    

擺幅對擺幅對擺幅對擺幅對 TTTT、、、、TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy 值的影響值的影響值的影響值的影響 

以上的實驗都是在擺幅 r 為 12cm 處釋放，我們想瞭解在不同擺幅的影響。

以 1002080100208010020801002080 為例，於第四象限 45°方向，以 r=4.25~18.45cm 的變化進行實驗。 

 

表 1.4：以 1002080100208010020801002080 研究擺幅對 T、Tx 與 Ty 影響 

擺幅 r 4.25cm 7.10cm 9.90cm 12.80cm 15.60cm 18.45cm 

T 665.33 677.75 684.60 685.67 693.00 690.40 

Tx 452.00 447.75 446.20 445.00 442.67 444.40 

Ty 490.33 492.25 496.00 500.33 500.33 499.20 

fx/fy 1.085 1.099 1.112 1.124 1.130 1.123 

註：以上數據均為平均值。 
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圖 1.35：擺幅對 T、Tx 與 Ty 之影響             圖 1.36：擺幅對 fx/fy 之影響 

 

我們觀察到越接近原點，fx/fy 似乎有偏差，但不容易從數字上看出；一旦

擺幅太小或遠離中心，圖形線條都不美觀，容易抖動或太過怪異，但是針筒的行

進路線是相同的。 

往後的實驗我們統一以擺幅往後的實驗我們統一以擺幅往後的實驗我們統一以擺幅往後的實驗我們統一以擺幅 rrrr 為為為為 12cm12cm12cm12cm 處當作起始點處當作起始點處當作起始點處當作起始點，根據我們根據我們根據我們根據我們觀察觀察觀察觀察：：：：它在它在它在它在

此區中的數據穩定此區中的數據穩定此區中的數據穩定此區中的數據穩定、、、、圖形美觀且大小適中圖形美觀且大小適中圖形美觀且大小適中圖形美觀且大小適中。。。。    

   

圖 1.32：不同擺幅圖示 圖 1.33：擺幅 7.10cm 圖 1.34：擺幅 15.60cm 

擺幅擺幅擺幅擺幅 

時間時間時間時間(張張張張) 

擺幅擺幅擺幅擺幅 

fx/fy 
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研究二研究二研究二研究二、、、、三個關鍵三個關鍵三個關鍵三個關鍵長度變化的探究長度變化的探究長度變化的探究長度變化的探究－－－－AB、、、、H1 與與與與 H2 

 

研究研究研究研究 2-1：：：：ABABABAB 長度改變的影響長度改變的影響長度改變的影響長度改變的影響 

首先探討 Y 擺橫桿上 AB 長度變化，對圖形、T、Tx、Ty、fx/fy 的影響。 

以 AB2080 為例，AB 由 10~100cm 改變，H1、H2 長度分別為 20、80cm，

擺線為棉繩，由第四區擺幅 12cm45°方向釋放。 

 

表 2.1：以 ABABABAB2080208020802080 研究 AB 變化的影響 

編號 1002080 902080 802080 702080 602080 502080 402080 302080 202080 102080 

AB 長度 100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 

T 684.10 691.25 687.25 687.00 687.00 687.25 685.13 685.00 687.75 687.00 

Tx 447.40 446.50 446.50 447.00 448.33 447.75 447.22 444.11 445.75 449.00 

Ty 494.10 497.25 498.00 495.00 494.33 492.50 491.89 492.22 493.75 493.00 

fx/fy 1.104 1.114 1.115 1.107 1.103 1.110 1.101 1.108 1.108 1.098 
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圖 2.4：AB 長度變化對 T、Tx、Ty 的影響     圖 2.5：AB 長度變化對 fx/fy 的影響 

 

觀察到：橫桿上長度 AB 的變化，對圖形(圖 2.2~2.3)、行進軌跡、T、Tx

、Ty 與 fx/fy 幾乎沒產生多大的改變！我們推測橫桿長度橫桿長度橫桿長度橫桿長度 AB 的變化不是主要的的變化不是主要的的變化不是主要的的變化不是主要的

變因變因變因變因。。。。這同時透露出這同時透露出這同時透露出這同時透露出：：：：當當當當 H1H1H1H1、、、、H2H2H2H2 長度沒改變長度沒改變長度沒改變長度沒改變，，，，圖形軌跡也沒變圖形軌跡也沒變圖形軌跡也沒變圖形軌跡也沒變。。。。 

   

圖 2.1：AB 改變圖示 圖 2.2：902080 擺圖 圖 2.3：302080 擺圖 

AB 長度長度長度長度 

時間時間時間時間(張張張張) fx/fy 

AB 長度長度長度長度 
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研究研究研究研究 2-2：：：：當當當當 H1+H2=100cm 時時時時    

接下來固定 AB 長度 100cm，在 H1+H2=100cm

條件下，改變 H1 與 H2 長度(H1 每 10cm 增加)，擺繩使

用棉繩，由第四區擺幅 12cm，45°方向釋放。 

 

從觀察圖形的變化看出和 H1、H2 長度改變習習

相關；圖形環繞著特定軌跡(基本圖形)行進，受到阻力

的影響會使擺幅漸漸縮小而複雜化，最終使圖形無法

判斷或呈現出美麗的紋路(見附錄)。 

 

表 2.2：在 H1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cm 條件下，以 100100100100H1H2H1H2H1H2H1H2：H1、H2 改變來探討相關的變化 

編號 1001090 1002080 1003070 1004060 1005050 1006040 1007030 1008020 1009010 

H1 改變 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

T 709.25 681.24 663.40 630.17 598.57 564.00 525.67 486.50 432.33 

Tx 470.17 440.77 415.80 390.50 358.00 325.00 291.33 248.00 204.33 

Ty 493.83 491.54 489.60 488.67 487.29 491.00 490.00 488.50 488.67 

fx/fy 1.051 1.115 1.177 1.251 1.361 1.510 1.682 1.970 2.391 
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圖 2.7：以 H1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cm 研究 T、Tx、Ty 變化 圖 2.8：以 H1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cm 研究對 fx/fy 的影響 

 

圖 2.6：H1+H2=100cm 圖示 

     

1001090 1002080 1003070 1004060 1005050 

     

1006040 1007030 1008020 1009010 1008020 美麗紋路 

H1 長度增加長度增加長度增加長度增加 
H1 長度增加長度增加長度增加長度增加 

fx/fy 時間時間時間時間(張張張張) 
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圖表中觀察到：1.當 H1↑(或 H2↓)時，T、Tx 是緩慢的下降曲線，而 fx/fy

是上昇的曲線，與圖形使用 m：n 的估計方式兩者相當一致(也說明：的確可以用

Ty/Tx 取代 m：n)。最重要的是最重要的是最重要的是最重要的是，，，，TyTyTyTy 居然保持水平居然保持水平居然保持水平居然保持水平，無法想像！我們嘗試在研究研究研究研究

三三三三討論。 

 

2.圖形中可以看出剛開始都是順時針方向順時針方向順時針方向順時針方向擺動！ 

3.在 fx/fy 曲線左端，透露出當 H1 在小一點，會讓 fx/fy 更接近 1！喔！真

的會這樣嗎？我們好奇的進行表 2.3 的實驗條件，從第四區的 45°方向放開，果真

出現直線和橢圓形。 

表 2.3：100100100100H1H1H1H1100100100100 的 T、Tx、Ty、fx/fy 相關資料 

H1 1.5cm 1.5cm 1.5cm 5.2cm 5.2cm 

T 740 735 744 724 716 

Tx 503 502 497 499 518 

Ty 503 503 509 507 507 

fx/fy 1.000 1.002 1.024 1.016 0.979 

 

研究研究研究研究 2-3：：：：當當當當 H1 改變時改變時改變時改變時    

緊接著討論 H1 改變的影響。固定 AB 長度 50cm、H2 長度 50cm，改變 H1

長度 10~100cm，擺繩：棉繩，由第四區擺幅 12cm、45°方向釋放(圖 2.10)。 

 

表 2.4：以 50505050H1H1H1H150505050 為例，說明改變 H1 長度對 T、Tx、Ty、fx/fy 相關變化情形 

 

圖 2.9：H1=1.5cm 

     

501050 502050 503050 504050 505050 

     

506050 507050 508050 509050 5010050 

編號 H1 改變 T Tx Ty fx/fy 編號 H1 改變 T Tx Ty fx/fy 

501050 10 550.00 360.67 391.00 1.084 506050 60 616.33 364.67 513.67 1.409 

502050 20 561.33 361.00 414.33 1.148 507050 70 632.33 364.67 537.33 1.473 

503050 30 578.00 361.67 442.00 1.222 508050 80 644.17 367.50 553.83 1.507 

504050 40 590.67 362.33 470.00 1.297 509050 90 650.00 368.75 571.50 1.550 

505050 50 603.20 363.40 489.20 1.346 5010050 100 665.75 373.25 591.50 1.585 
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結論： 

1.H1↑則 T、Ty 和 fx/fy↑，但快慢不同，Ty 上昇

較快而 fx/fy 曲線趨於緩和。 

2.沒想到這裡變成 TxTxTxTx 呈現水平線呈現水平線呈現水平線呈現水平線，，，，不受不受不受不受 H1H1H1H1 增加增加增加增加

的影響的影響的影響的影響，它表達出哪種涵義？我們將在研究研究研究研究 3333----1111 中討論。 

 

3.耐心的用筆細心的自起點描繪圖形軌跡耐心的用筆細心的自起點描繪圖形軌跡耐心的用筆細心的自起點描繪圖形軌跡耐心的用筆細心的自起點描繪圖形軌跡，將看到

它其實是不斷重複基本圖形的過程(如 504050)，最後圖

形會變得複雜；各圖形間的變化是逐漸改變基本圖形的各圖形間的變化是逐漸改變基本圖形的各圖形間的變化是逐漸改變基本圖形的各圖形間的變化是逐漸改變基本圖形的

過程過程過程過程，所以軌跡相似的圖形才會相鄰的靠在一起軌跡相似的圖形才會相鄰的靠在一起軌跡相似的圖形才會相鄰的靠在一起軌跡相似的圖形才會相鄰的靠在一起 (如

507050 到 5010050；也可從 fx/fy 的連續變化觀察到)。 

 

4.各圖形間長度些微的改變，最後使得圖形個個相異(見附錄)。 
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圖 2.11：以 H1H1H1H1 長度改變研究 T、Tx、Ty 變化  圖 2.12：以 H1H1H1H1 長度改變研究對 fx/fy 的影響 

 

研究研究研究研究 2-4：：：：H2 改變時改變時改變時改變時    
接著討論 H2 改變的影響。固定 AB 長度 50cm、H1 為 50cm，改變 H2 長度

由 10~100cm，但 H2 的擺繩分棉繩、鐵條兩種，由第四區擺幅 12cm 處，45°方向

釋放(圖 2.13)。 

 

一部分換上稍微複雜的擺圖，讓您體會它的錯綜複雜，乍看下圖形似乎大 

 
圖 2.10：H1 改變圖示 

     

505010 505020 505030 505040 505050 

     

505060 505070 505080 505090 5050100 

H1 長度增加長度增加長度增加長度增加 H1 長度增長度增長度增長度增加加加加 

時間時間時間時間(張張張張) fx/fy 
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同小異，不過小小差異結局不同。但一定是來自基本圖形的不斷變化，什麼是基

本圖形呢？請看陸陸陸陸、、、、討論討論討論討論。 

 

表 2.5：5050505050505050H2H2H2H2：：：：改變 H2 長度、材質對 T、Tx、Ty、fx/fy 相關變化 

 H2 使用棉繩 H2 使用鐵條 

編號 H2 改變 T Tx Ty fx/fy T Tx Ty fx/fy 

505010 10 396.00 200.00 390.00 1.950 390.00 197.50 384.25 1.946 

505020 20 456.83 248.00 417.00 1.682 447.67 244.33 415.67 1.701 

505030 30 512.00 293.33 446.67 1.523 502.67 286.33 438.67 1.532 

505040 40 562.50 331.50 474.67 1.431 541.33 318.67 459.67 1.433 

505050 50 602.50 361.17 490.33 1.358 587.83 349.83 480.33 1.373 

505060 60 642.45 393.78 512.34 1.301 623.00 372.67 493.00 1.323 

505070 70 685.50 424.50 537.00 1.265 664.00 407.50 519.00 1.274 

505080505080505080505080    80808080    720.33720.33720.33720.33    449.33449.33449.33449.33    557.67557.67557.67557.67    1.2411.2411.2411.241    690.00 431.33 539.33 1.250 

505090 90 755.80 470.60 574.80 1.221 719.00 449.33 549.00 1.222 

5050100 100 790.33 495.67 598.67 1.208 751.67 473.25 567.50 1.199 

註：505080 數據在研究 3-1、3-4 中使用。 
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圖 2.14：H2 長度、材質對 T、Tx 與 Ty 的影響  
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圖 2.13：H2 改變圖示 

H2 長度長度長度長度 

fx/fy 

時間時間時間時間(張張張張) 

      這研究觀察到： 

1.H2 使用棉線的 T、Tx

、Ty 會比鐵條大一些，當 H2 長

度↑這差異的感覺會更加明顯。 

 

      2.雖然 Tx、Ty 受到材質

影響，但 fx/fy 卻不受影響，幾

乎是重疊的一條曲線。 
H2 長度長度長度長度 

圖 2.15：H2 長度、材質對 fx/fy 的影響 
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由此得知：fx/fy 必定與長度變化存在著密切關係必定與長度變化存在著密切關係必定與長度變化存在著密切關係必定與長度變化存在著密切關係；；；；擺繩的材質會影響擺動擺繩的材質會影響擺動擺繩的材質會影響擺動擺繩的材質會影響擺動

的時間的時間的時間的時間(T、、、、Tx、、、、Ty)，材質愈重所花的時間愈少材質愈重所花的時間愈少材質愈重所花的時間愈少材質愈重所花的時間愈少，，，，使擺動來回的時間變快使擺動來回的時間變快使擺動來回的時間變快使擺動來回的時間變快。。。。 

 

3.H2↑，T、Tx、Ty 均上揚，但 fx/fy 卻是下滑趨勢，這也是我們首次觀察

到 T、Tx、Ty 同時上揚的情形。 

 

研究研究研究研究 2-5：：：：針筒引起的問題針筒引起的問題針筒引起的問題針筒引起的問題：：：：H1=H2 vs H1=H2+h    
我們觀察到相同比例放大相同比例放大相同比例放大相同比例放大 H1H1H1H1、、、、H2H2H2H2，似乎擺圖相似

！而我們也想了解究竟針筒的長度要不要納入考慮究竟針筒的長度要不要納入考慮究竟針筒的長度要不要納入考慮究竟針筒的長度要不要納入考慮？？？？所

以我們設計了下面的實驗。 

 

我們將實驗分成兩組，AAAA 組組組組：：：：H1=H2H1=H2H1=H2H1=H2；；；；BBBB 組組組組：：：：H1=H2+hH1=H2+hH1=H2+hH1=H2+h(

針筒 h 長 10cm)來比較差異。其他實驗條件為 AB 長 50cm

，從第四區擺幅 12cm 處，45°方向釋放，都使用棉繩。 

 

表 2.6：A、B 兩組相同比例放大相同比例放大相同比例放大相同比例放大對 T、Tx、Ty、fx/fy 變化 

AAAA 組組組組：：：：H1=H2H1=H2H1=H2H1=H2    BBBB 組組組組：：：：H1=H2+hH1=H2+hH1=H2+hH1=H2+h(納入針筒長 h) 

編號 T TxTxTxTx    TyTyTyTy    fx/fy 編號 T TxTxTxTx    TyTyTyTy    fx/fy 

501010 311.67 195.33195.33195.33195.33    241.00241.00241.00241.00    1.234 502010 341.00 197.00197.00197.00197.00    288.67288.67288.67288.67    1.465 

502020 398.67 245.33245.33245.33245.33    318.33318.33318.33318.33    1.298 503020 424.50 247.75247.75247.75247.75    354.50354.50354.50354.50    1.433 

503030 472.33 288.67288.67288.67288.67    384.00384.00384.00384.00    1.330 504030 495.15 288.25288.25288.25288.25    422.25422.25422.25422.25    1.465 

504040 537.00 328.67328.67328.67328.67    442.67442.67442.67442.67    1.347 505040 563.50 329.75329.75329.75329.75    469.50469.50469.50469.50    1.4241.4241.4241.424    

505050 601.00 360.50360.50360.50360.50    490.00490.00490.00490.00    1.3591.3591.3591.359    506050 617.67 362.67362.67362.67362.67    512.33512.33512.33512.33    1.4131.4131.4131.413    

506060 654.33 391.00391.00391.00391.00    533.33533.33533.33533.33    1.3641.3641.3641.364    507060 667.00 389.33389.33389.33389.33    555.00555.00555.00555.00    1.426 

507070 706.67 422.67422.67422.67422.67    581.67581.67581.67581.67    1.376 508070 722.33 425.00425.00425.00425.00    598.33598.33598.33598.33    1.408 

508080 755.00 446.00446.00446.00446.00    615.00615.00615.00615.00    1.379 509080 771.25 452.00452.00452.00452.00    635.50635.50635.50635.50    1.406 

509090 792.67 471.00471.00471.00471.00    652.00652.00652.00652.00    1.384 5010090 806.33 48033480334803348033    672.33672.33672.33672.33    1.400 

50100100 840.67 503.00503.00503.00503.00    685.33685.33685.33685.33    1.363 50110100 856.50 504.50504.50504.50504.50    703.25703.25703.25703.25    1.394 

 

結論：1.由擺圖看出圖形具有高度的相似(∵彼此的 fx/fy 值接近)。2.AB 兩

組中，T、Tx、Ty 都隨 H2 的增加而增加，其中 Ty(BTy(BTy(BTy(B 組組組組))))>>>>Ty(ATy(ATy(ATy(A 組組組組))))；但 TxTxTxTx 值卻出值卻出值卻出值卻出

奇的接近奇的接近奇的接近奇的接近((((圖形互相重疊圖形互相重疊圖形互相重疊圖形互相重疊))))。3.在一定長度後 AB 兩組的 fx/fy 會彼此接近。究竟要

不要列入針筒長 h，我們等待研究三研究三研究三研究三來破解！ 

 
圖 2.16：H1、H2、h 

    

505050(A 組組組組) 506060(A 組組組組) 505040(B 組組組組) 506050(B 組組組組) 
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圖 2.17：A、B 兩組對 T、Tx 與 Ty 的影響       圖 2.18：A、B 兩組對 fx/fy 的影響 

      

      

研究三研究三研究三研究三、、、、Eureka!Y 擺擺擺擺方程式方程式方程式方程式 

 

研究研究研究研究 3-1：：：：YYYY 擺方程式擺方程式擺方程式擺方程式 

藤井青在«物理寫真集»中對 Y 擺實驗提出一

項具有建設性的看法『由於單擺的週期是由長度而定

，在圖 3.1 上適當選擇兩者的長度比率(L：l)，又精確

選定兩個方向開始擺動的時機，那擺圖會得到所想要

的擺動形態。 

如圖 3.2 中，長度是採長度是採長度是採長度是採 LLLL：：：：l=4：：：：1111，，，，那那那那 XXXX、、、、YYYY 方方方方

向的頻率比為向的頻率比為向的頻率比為向的頻率比為 fxfxfxfx：：：：fy=2fy=2fy=2fy=2：：：：1111，，，，撒出的白砂會正好顯示出撒出的白砂會正好顯示出撒出的白砂會正好顯示出撒出的白砂會正好顯示出

該組合的狀態該組合的狀態該組合的狀態該組合的狀態。。。。』文中同時提到『以上方法無法實驗

證實』節錄自文獻節錄自文獻節錄自文獻節錄自文獻[11][11][11][11]。。。。 

 

似乎長度[L：l=4：1]和頻率[fx：fy=2：1]存在

平方關係！真的是這樣嗎？我們以 505050505080808080 為例(表 3.1)，代入各項實驗數據： 

556.1
90

140
==

l

L
； [ ] 540.1241.1

33.449

67.557 2

222

==





=





=









Tx

Ty

fy

fx
 

兩個誤差 1.028％。 

 

 

圖 3.1：Y 擺圖示 

表 3.1：505050505080808080 實驗數據 

505050505050505080808080(長度：cm) 

AB=5AB=5AB=5AB=50000，H1=H1=H1=H1=50505050，H2=H2=H2=H2=80808080，h=10 

L    H1H1H1H1+H2H2H2H2+h 140cm 

l    H2H2H2H2+h 90cm 

T 720.33 張 3.076 秒 

Tx 449.33 張 1.919 秒 

Ty 557.67 張 2.381 秒 

fx：fy=Ty：Tx 1.241 

數據引自：表 2.5，棉繩 
  

圖 3.2： fx：fy=2：1[11][11][11][11] 圖 3.3：505080 擺圖 

H2 長度長度長度長度 H2 長度長度長度長度 

時間時間時間時間(張張張張) fx/fy 
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圖 3.4：H1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cmH1+H2=100cm 實驗實驗實驗實驗(原圖 2.7) 

所以我們認為這式子是存在的 

l

L

Tx

Ty

fy

fx
=





=








22

………(1111)   

 

∴
l

Tx

L

Ty 22

= ………(2222) 

(2)式真的會相等嗎？繼續以 505050505080808080 為例說明(表 3.1)： 

0405.0
140

381.2 22

==
L

Ty
； 0409.0

90

919.1 22

==
l

Tx
 

兩個誤差 0.99％。我們覺得(2)式是正確的！ 

我們嘗試以(2)式試圖解開研究二研究二研究二研究二的實驗所產生的疑惑。 

 

 

研究研究研究研究 3-2：：：：YYYY 擺方程式驗證與應用擺方程式驗證與應用擺方程式驗證與應用擺方程式驗證與應用(1)(1)(1)(1) 

以研究二的實驗說明如下： 

一一一一、、、、在在在在 H1+H2=100cm(研究研究研究研究 2-2)實驗實驗實驗實驗    

在 H1+H2=100cm 條件下，為什麼

Ty 會出現一條水平線？ 
 

當總長 L 不變時，Ty 必須保持不

變來滿足(2)式的要求(圖 3.4)。 

 

Tx 曲線下滑：∵H1 增加(H2 減少)，使得 l 變小∴Tx 跟著變小。      

由(1)式可知： l 變小也造成 fx/fy↑∴造成 fx/fy 曲線上揚；圖 2.8 或 3.11。 

 

 

二二二二、、、、當當當當 H1 改變改變改變改變(研究研究研究研究 2-3)實驗實驗實驗實驗    

當 H1 增加時，它的 Tx 為什麼會保持不變(水平線)？ 

H1 增加就是下擺總長 l (H2+h)保持不變，那 Tx 必須保持不變來滿足(2)式的

要求(圖 3.5)。 

Ty 曲線上揚：∵H1 長度增加，使得總長度 L 增加∴Ty 跟著上揚。    

理所當然，fx/fy 曲線上揚是∵Ty 上升而上揚[或∵ L 增加所引起的(由 1 式

)]；圖 2.12 或 3.9。 
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圖 3.7：A、B 兩組實驗(原 2.17) 

 
圖 3.5：H1H1H1H1 長度改變實驗(原圖 2.11)          圖 3.6：H2H2H2H2 長度改變實驗(原圖 2.14)    

 

三三三三、、、、當當當當 H2 改變改變改變改變(研究研究研究研究 2-4)實驗實驗實驗實驗    

當 H2 增加，L、l 也跟著增加∴由(2)式可知，Tx、Ty 勢必上揚(圖 3.6)。 

這實驗明白傳達：Tx、Ty 會受材質影響，但 fx/fy 不受影響－這是受到 L/l

比值約束的結果；圖 2.15 或 3.8。 

 

四四四四、、、、H1=H2 vs H1=H2+h((((研究研究研究研究 2-5))))實驗實驗實驗實驗 

實驗分成 A 組(H1=H2)、B 組(H1 

=H2+h)。 

結果最讓我們驚訝的是兩組的兩組的兩組的兩組的

TxTxTxTx 相等而且相等而且相等而且相等而且 Ty(B)Ty(B)Ty(B)Ty(B)＞＞＞＞Ty(A)Ty(A)Ty(A)Ty(A)，why？(圖 3.7) 

 

我們觀察發現，它們的 l 值(H2+h)

相同∴Tx 必相同[由(2)式得知，數據分

析在表 3.2]。 

 

B 組的總長 L 都大於 A 組，自然 Ty 也較大，由(2)式看出 Ty(B 組)＞Ty(A

組)。 

 

表 3.2：A、B 兩組，總長 L 與下擺長 l 值 

AAAA 組組組組    501010501010501010501010    502020502020502020502020    503030503030503030503030    504040504040504040504040    505050505050505050505050    506060506060506060506060    507070507070507070507070    508080508080508080508080    509090509090509090509090    55550100100010010001001000100100    

llll    20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 

LLLL    30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 

BBBB 組組組組    502010502010502010502010    503020503020503020503020    504030504030504030504030    505040505040505040505040    506050506050506050506050    507060507060507060507060    508070508070508070508070    509080509080509080509080    5010090501009050100905010090    50110100501101005011010050110100    

llll    20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 

LLLL    40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 

 

※※※※從從從從上面的分析上面的分析上面的分析上面的分析，，，，確認確認確認確認影響影響影響影響 Tx 的關鍵在的關鍵在的關鍵在的關鍵在 l(下擺長下擺長下擺長下擺長)、、、、Ty 的關鍵在的關鍵在的關鍵在的關鍵在 L(Y 擺總擺總擺總擺總

長長長長)。。。。這項研究同時解開在這項研究同時解開在這項研究同時解開在這項研究同時解開在研究研究研究研究 1-3、、、、表表表表 1.1(p.6)中中中中，，，，為什麼為什麼為什麼為什麼 Y 擺擺擺擺從從從從 90°(Y 軸軸軸軸)釋放釋放釋放釋放

的的的的 Ty 會恰恰好等於等長單擺的週期會恰恰好等於等長單擺的週期會恰恰好等於等長單擺的週期會恰恰好等於等長單擺的週期(此長為此長為此長為此長為 L)；；；；而而而而從從從從 0°(X 軸軸軸軸)釋放的釋放的釋放的釋放的 Tx 會等於會等於會等於會等於

等長單擺的週期等長單擺的週期等長單擺的週期等長單擺的週期(此長為此長為此長為此長為 l)。。。。 

※※※※方程式方程式方程式方程式
l

Tx

L

Ty 22

= 符合實驗的結果符合實驗的結果符合實驗的結果符合實驗的結果，，，，這是一個非常重要的成果這是一個非常重要的成果這是一個非常重要的成果這是一個非常重要的成果。。。。    
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研究研究研究研究 3-3：：：：YYYY 擺方程式驗證與應用擺方程式驗證與應用擺方程式驗證與應用擺方程式驗證與應用(2)(2)(2)(2)    

我們以更多例子來確認方程式
l

L

Tx

Ty

fy

fx
=





=








22

的等號是否真的成立

！以 A....
l

L
當當當當標準值標準值標準值標準值和 B.B.B.B.各實驗的

2








Tx

Ty
為實驗值為實驗值為實驗值為實驗值，分別由 AAAA 和 BBBB 得到

2










fy

fx
曲

線圖進行比對： 

 
圖 3.8：H2 長度改變實驗                     圖 3.9：H1 長度改變實驗 

 

  
圖 3.10：AB 長度改變實驗            圖 3.11：H1、H2 改變(但 H1+H2=100)實驗 

 

討論： 

1.由圖 3.8~3.11 看到：
l

L
與

2








Tx

Ty
非常接近－幾乎重疊(圖形的趨勢也一

致)∴∴∴∴
l

L

Tx

Ty

fy

fx
=





=








22

無庸置疑。 

2.∵∵∵∵
l

L
是假分數∴∴∴∴ 1≥

fy

fx
，，，，難怪，我們一直很難找到

fy

fx
會小於 1 的情形

，原來是
fy

fx
有最小值 1(當 L=l)。 

 

實際上會不會出現 fx/fy 小於 1 的情況？有的，不過 fx/fy 值也很接近 1(表

2.3 紅字，p.12)。 
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3.3.3.3.在研究研究研究研究 2-5 中，實驗分成 A 組(H1=H2)與 B 組(H1=H2+h)。 

表 3.3 中，A、B 兩組也分別計算標準值(
l

L
)並和實驗值(

2








Tx

Ty
)比較！ 

在圖 3.12 中 B 組：當 H2 愈短時，實驗容易偏離標準值誤差大；而 A 組誤

差極小且整體趨勢與標準值相符合。 

針筒長針筒長針筒長針筒長 h 要不要算入要不要算入要不要算入要不要算入下擺長下擺長下擺長下擺長 l？？？？一定要，如果在下擺長 l 和總長 L 中不計算不計算不計算不計算

針筒長針筒長針筒長針筒長 h，那誤差變大跟

2










fy

fx
及圖形完全不符合！ 

表 3.3：研究 2-5，AB 兩組

2










fy

fx
數值：實驗(

2








Tx

Ty
)與標準值(

l

L
)比較 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

註：表中數據來源引自表 2.6(p.15)。計算如右： 

 

 
圖 3.12：研究 2-5，AB 兩組[fx/fy]

2 數值－ 

實驗值與標準值相比較 

  [fx/fy]
2
  [fx/fy]

2
 

H2 長度 A.編號 A,實驗值 A,標準值 B.編號 B,實驗值 B.標準值 

10 501010 1.522 1.500 502010 2.147 2 

20 502020 1.684 1.667 503020 2.053 2 

30 503030 1.770 1.750 504030 2.146 2 

40 504040 1.814 1.800 505040 2.027 2 

50 505050 1.847 1.833 506050 2.306 2 

60 506060 1.861 1.857 507060 2.008 2 

70 507070507070507070507070    1.8941.8941.8941.894    1.8751.8751.8751.875    508070 1.982 2 

80 508080 1.902 1.889 509080 1.977 2 

90 509090 1.916 1.900 5010090 1.959 2 

100 50100100 1.858 1.909 50110100 1.943 2 
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研究研究研究研究 3-4：：：：重力加速度重力加速度重力加速度重力加速度 

在研究 3-1 中提到，為什麼藤井青說他的想法無法以實驗證實想法無法以實驗證實想法無法以實驗證實想法無法以實驗證實呢？我們深我們深我們深我們深

深體會這美妙的想法為什麼沒辦法經實驗證實的感覺深體會這美妙的想法為什麼沒辦法經實驗證實的感覺深體會這美妙的想法為什麼沒辦法經實驗證實的感覺深體會這美妙的想法為什麼沒辦法經實驗證實的感覺！！！！理由是藤井青無法清楚

地說明 Tx、Ty 值！ 

 

在歷屆科展、Y 擺文獻或是線上搜尋的資料都無法清楚的描述無法清楚的描述無法清楚的描述無法清楚的描述 TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy 值值值值

，，，，自然沒能真正找到自然沒能真正找到自然沒能真正找到自然沒能真正找到 fx/fyfx/fyfx/fyfx/fy 值值值值，，，，只能用只能用只能用只能用 mmmm：：：：nnnn 簡略的方式討論簡略的方式討論簡略的方式討論簡略的方式討論(詳見研究 1-4)。我們我們我們我們

找到找到找到找到 TxTxTxTx、、、、TyTyTyTy 值值值值，，，，確認他的想法是對的確認他的想法是對的確認他的想法是對的確認他的想法是對的！！！！    

 

繼續推導公式，滿足我們小小的好奇心！ 

l

Tx

L

Ty 22

= ………(2222) 

 

∴
lL

TyTx

l

Tx

L

Ty

+

+
==

2222

………(3333)  

 

讓 222 TyTxTp += (TpTpTpTp 表週期)代入得到 

lL

Tp

l

Tx

L

Ty

+
==

222

………(4444) 

 

令人好奇的是(4)式中，個別的比值真的會相等嗎？ 

 

表 3.4：以 50H150 為例，討論
L

Ty 2

、
l

Tx 2

、
lL

Tp

+

2

比值是否相等？ 

編號編號編號編號    501050501050501050501050    502050502050502050502050    503050503050503050503050    504050504050504050504050    505050505050505050505050    506050506050506050506050    507050507050507050507050    508050508050508050508050    509050509050509050509050    5010050501005050100505010050    

A.A.A.A. LTy /2  0.0398 0.0391 0.03960.03960.03960.0396    0.0403 0.0397 0.0401 0.0405 0.0399 0.0397 0.0399 

BBBB.... lTx /2  0.0395 0.0396 0.03970.03970.03970.0397    0.0399 0.0401 0.0404 0.0404 0.041 0.0413 0.0423 

C.C.C.C. lLTp +/2  0.0397 0.0393 0.03960.03960.03960.0396    0.0401 0.0398 0.0402 0.0405 0.0403 0.0402 0.0405 

註：原 50H150 數據取自表 2.4(p.12)－改變 H1 的研究。 

    

在表 3.4 中，我們看到數學令人驚奇的魅力！(4)式中每一項的比值都非常

的接近！ 

    

我們無意中看出一項重要我們無意中看出一項重要我們無意中看出一項重要我們無意中看出一項重要的事實的事實的事實的事實，不僅同一長度不僅同一長度不僅同一長度不僅同一長度－－－－"H1"H1"H1"H1、、、、H2(H2(H2(H2(LLLL、、、、l) ") ") ") "的比值的比值的比值的比值

接近接近接近接近(如 503050)，在不同長度下它們的比值竟然也互相接近在不同長度下它們的比值竟然也互相接近在不同長度下它們的比值竟然也互相接近在不同長度下它們的比值竟然也互相接近，比值居然不受長度比值居然不受長度比值居然不受長度比值居然不受長度

改變的影響改變的影響改變的影響改變的影響，，，，不會吧不會吧不會吧不會吧！！！！這些這些這些這些比值究竟是什麼比值究竟是什麼比值究竟是什麼比值究竟是什麼？？？？意味著什麼事實呢意味著什麼事實呢意味著什麼事實呢意味著什麼事實呢？？？？    

 

∵單擺週期
g

l
T π2= �

gl

T 22 4π
= ，g 是重力加速度………(5555) 

我們觀察(4)式和單擺週期(5)式，互相比較後得到： 
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glL

Tp

l

Tx

L

Ty 2222 4π
=

+
== ………(6666) 

 

重力加速度和緯度有關，由 Google 地圖或 iphone 手機可以查到學校的緯度

22.958459°N，將它代入含有緯度的 g 值計算公式[12[12[12[12、、、、13]13]13]13]。 

得到 g=978.8177g=978.8177g=978.8177g=978.8177cm/s
2  (  (  (  (重力加速度標準值重力加速度標準值重力加速度標準值重力加速度標準值))))………(7777) 

 

將 g 值代入 0403.0
4 2

=
g

π
，與表 3.4 數據相比對，誤差非常的微小！ 

 

仍以 505080 為例(表 3.1)： 

cmL 140= ， cml 90= ， 222222 3511.9381.2919.1 sTyTxTp =+=+=  

將 L、l、Tp
2222
代入(6)式 

⇒=
+ glL

Tp 22 4π
  

g

22 14159.34

90140

3511.9 ×
=

+
 

得 g=971.0126cm/s
2 與 g=978.8177g=978.8177g=978.8177g=978.8177cm/s

2 
(7 式：重力加速度標準值)相比較，

誤差 0.797％。令人驚令人驚令人驚令人驚訝訝訝訝！！！！ 

 

表 3.5：討論 A.
L

Ty 2

、B.B.B.B.
l

Tx 2

、C.C.C.C.
lL

Tp

+

2

誤差比較(數據：表 3.4) 

編號編號編號編號    501050501050501050501050    502050502050502050502050    503050503050503050503050    504050504050504050504050    505050505050505050505050    506050506050506050506050    507050507050507050507050    508050508050508050508050    509050509050509050509050    5555010050010050010050010050    

A 誤差% 1.28 3.00 1.88 0.00 1.66 0.61 -0.39 0.96 1.57 1.15 

B 誤差% 2.00 1.82 1.45 1.09 0.51 -0.19 -0.19 -1.75 -2.44 -4.96 

C 誤差% 1.61 2.49 1.71 0.50 1.25 0.34 -0.33 0.00 0.43 -0.51 

註：1.T、Tx、Ty(數據引自表 2.4)單位：秒；L、l 單位：cm；2.標準值是 g/4 2
π =0.0403

。3. 100%
0403.0

0403.0
%A ×

−
=

A
誤差 ；其他 B、C 計算方式相同。 

 

 

在表 3.6 中以研究二的六項實驗數據分別去計算 g 值，再和(7)式標準值比

較，得到： 

 

1.擺繩的材質的確會影響實驗擺繩的材質的確會影響實驗擺繩的材質的確會影響實驗擺繩的材質的確會影響實驗 gggg 值值值值，，，，鐵條誤差大，輕繩比較理想。    

為什麼對輕繩會比較有利呢為什麼對輕繩會比較有利呢為什麼對輕繩會比較有利呢為什麼對輕繩會比較有利呢？？？？原來在單擺裡有個重要的條件，就是繩子愈

輕愈好，輕到可以不考慮繩子重量。 

 

2.下擺長下擺長下擺長下擺長 l 愈短愈短愈短愈短((((即即即即 H2H2H2H2 愈短愈短愈短愈短))))會不利會不利會不利會不利 gggg 值值值值；從擺圖觀察，愈短的下擺長 l 圖

形愈容易抖動、失敗。∴H2 愈短、誤差愈大。 
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3.一般而言，擺的方程式通常是對單擺公式的修正[4][4][4][4]。所以，我們修我們修我們修我們修正單正單正單正單

擺公式中的長度項擺公式中的長度項擺公式中的長度項擺公式中的長度項，，，，讓長度項讓長度項讓長度項讓長度項====L+ l 成為成為成為成為 YYYY 擺方程式擺方程式擺方程式擺方程式。。。。 

    

我們建議我們建議我們建議我們建議 YYYY 擺方程式為擺方程式為擺方程式為擺方程式為：：：：    

l

L

Tx

Ty

fy

fx
=





=








22

 ， 
l

Tx

L

Ty 22

=  ， 
glL

Tp 22 4π
=

+
 

其中 222 TyTxTp +=  

 

表 3.6：不同 Y 擺實驗計算得到重力加速度 g(cm/s
2)與標準 g 值的數據比較 

 

註：編號紅字的表示：H2 使用鐵條，其餘藍字編號為棉繩。    
    

    

H1=H2 實驗 H2 改變實驗(H2：鐵條) H2 改變實驗(H2：棉線) 

編號 實驗 g 值 誤差％ 編號 實驗 g 值 誤差％ 編號 實驗 g 值 誤差％ 

501010 1125.05 14.94 505010 1044.09 6.67 505010 1014.49 3.64 

502020 1072.49 9.57 505020 1024.57 4.67 505020 1011.89 3.38 

503030 1032.09 5.44 505030 1025.81 4.80 505030 985.79 0.71 

504040 997.28 1.89 505040 1038.23 6.07 505040 968.98 -1.00 

505050 994.74 1.63 505050 1042.53 6.51 505050 992.58 1.41 

506060 990.29 1.17 505060 1077.21 10.05 505060 985.31 0.66 

507070 963.34 -1.58 505070 1044.35 6.70 505070 970.46 -0.85 

508080 975.49 -0.34 505080 1044.27 6.69 505080 971.03 -0.80 

509090 970.65 -0.83 505090 1075.59 9.89 505090 980.95 0.22 

50100100 958.81 -2.04 5050100 1070.75 9.39 5050100 967.82 -1.12 

H1 改變實驗 AB 改變實驗 H1+H2=100cm 實驗 

編號 實驗 g 值 誤差 編號 實驗 g 值 誤差 編號 實驗 g 值 誤差 

501050 994.82 1.64 1002080 974.73 -0.42 1001090 978.06 -0.08 

502050 1003.85 2.56 902080 969.67 -0.93 1002080 993.54 1.50 

503050 995.82 1.74 802080 968.06 -1.10 1003070 997.15 1.87 

504050 983.75 0.50 702080 973.57 -0.54 1004060 996.11 1.77 

505050 991.22 1.27 602080 972.41 -0.65 1005050 1006.83 2.86 

506050 982.18 0.34 502080 977.52 -0.13 1006040 999.29 2.09 

507050 975.61 -0.33 402080 979.89 0.11 1007030 999.49 2.11 

508050 980.29 0.15 302080 985.35 0.67 1008020 1010.05 3.19 

509050 983.01 0.43 202080 978.74 -0.01 1009010 1003.39 2.51 

5010050 973.82 -0.51 102080 973.97 -0.50    
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研究四研究四研究四研究四、、、、等長度下圖形的變異等長度下圖形的變異等長度下圖形的變異等長度下圖形的變異 

之前分析與觀察得知，等長度下等長度下等長度下等長度下((((L、、、、l))))的擺圖模式是恆定的的擺圖模式是恆定的的擺圖模式是恆定的的擺圖模式是恆定的((((∵∵∵∵fx/fyfx/fyfx/fyfx/fy 相同相同相同相同))))

。在無意間發現如果在 Y 擺擺心(就是上 V 擺繩與下擺繩交接處)，加掛螺絲會改

變這一情況(圖 4.1~3)。 

以 505050 為例，擺心兩邊各放兩顆螺絲，H1、H2 皆為 50cm，擺線為棉繩

，自第四區擺幅 12cm45°方向釋放。 

 

表 4.1：擺心加重對 Y 擺 T、Tx、Ty 的影響 

原 505050 擺心加螺絲(圖 4.5)A 擺心加螺絲(圖 4.6)B 
 

505050 505050 平均 1 2 平均 3 4 5 平均 

T 603.20 601.00 602.10 588 587 587.50 581 581 579 580.33 

TxTxTxTx    363.40363.40363.40363.40    360.50360.50360.50360.50    361.95361.95361.95361.95    362362362362    359359359359    360.50360.50360.50360.50    361361361361    360360360360    360360360360    360.33360.33360.33360.33    

Ty 489.20 490.00 489.6 452 457 454.50 436 436 433 435.00 

fx/fy 1.346 1.359 1.353 1.249 1.273 1.261 1.208 1.211 1.203 1.207 

備註 表 2.4 表 2.6(A)  針筒鐵砂全滿時擺圖 針筒鐵砂半滿時擺圖 

註：注射筒鐵砂全滿時約重 45.7 克，半滿時約重 22.7 克，單顆螺絲重 12.58 克。    
 

從觀察得知，1.擺心加重會影響擺心加重會影響擺心加重會影響擺心加重會影響 TTTT、、、、TyTyTyTy、、、、fx/fy(fx/fy(fx/fy(fx/fy(擺圖擺圖擺圖擺圖))))，，，，但不影響但不影響但不影響但不影響 TxTxTxTx。2.首度首度首度首度

觀察到擺重觀察到擺重觀察到擺重觀察到擺重((((針筒針筒針筒針筒))))影響擺圖的情形影響擺圖的情形影響擺圖的情形影響擺圖的情形，，，，盛砂的量在過程中影響擺畫的軌跡盛砂的量在過程中影響擺畫的軌跡盛砂的量在過程中影響擺畫的軌跡盛砂的量在過程中影響擺畫的軌跡，擺心未

加重前是沒有這項結果。這可能是擺心加重以後使得在擺心處擺盪的幅度加大，

使針筒擺重的細微變化成為無法忽略的一項變因，進而被呈顯出來。    

   

圖 4.1：擺心圖示 圖 4.2：實驗圖示 圖 4.3：擺心懸掛螺絲 

   

圖 4.4：原 505050 擺圖 圖 4.5：505050 擺心加螺絲 A 圖 4.6：505050 擺心加螺絲 B 
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伍伍伍伍、、、、研研研研 究究究究 結結結結 果果果果 

研究一研究一研究一研究一：1.查尋 Y 擺的相關文獻資料；提出 ABH1H2 標示法標示法標示法標示法方便判斷主長度的變

化。2.定義 T、Tx、Ty 三個主要時間的測量方法與意義。 

3.研究初始點效應－不同象限(圖形對稱圖形對稱圖形對稱圖形對稱)、角度、抖動、擺幅對 T、Tx、Ty 與 fx/fy

對擺圖的影響，主要在找出主要在找出主要在找出主要在找出關鍵變因關鍵變因關鍵變因關鍵變因。 

4.討論文獻頻率 m：n 與實驗測量值 Ty：Tx 的關係，研究以 Ty：Tx 精確的方法

取代 m：n 方法的可行性(以 Java 程式輔助證明是可行的)。 

 

研究二研究二研究二研究二：將六個實驗變化整理如下表。表說明一項觀察，就是當擺長變長，擺動

變慢，T時間增加。 

 

  實驗變因 實驗結果 

 AB H1 H2 L  l  T Tx Ty fx/fy 

研究 2-1 AB 改變 ↑ － － － － － － －  

研究 2-2 H1+H2=100cm － ↑ ↓ － ↓ ↓ ↓ －  

研究 2-3 H1 改變 － ↑ － ↑ － ↑ － ↑  

研究 2-4 H2 改變 － － ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑  

研究 2-5 H1=H2，改變 － ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑  

研究 2-5 H1=H2+h，改變 － ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑  

註：1."－"在「實驗變因」表：控制變因；在「實驗結果」表：常數、不改變。 

2."↑"：增加，"↓"：減少。 

 

研究三研究三研究三研究三：1.根據藤井青先生的提示，在單擺中，T (週期)與 L (長度)習習相關。我

們假設 Y 擺方程式為 lLTxTyfyfx /]/[]/[ 22
== ，研究發現與研究二的實驗幾乎

相同，並可預測實驗結果。 

 

2.比對單擺週期公式後，我們進一步修正單擺公式的長度項，得到 Y 擺週期方程

式：
glL

Tp 22 4π
=

+
或

g

lL
Tp

+
= π2 ，代入實驗值求得重力加速度 g 值，與理

論 g 值比對誤差可在 3％以內。 

 

在此在此在此在此，，，，我們以我們以我們以我們以 Ty：：：：Tx 取代文獻方法取代文獻方法取代文獻方法取代文獻方法 m：：：：n，，，，精確描述精確描述精確描述精確描述 Y 擺行為擺行為擺行為擺行為，，，，缺點是需要費

力的點算 Tx、Ty；而由 Y 擺方程式的研究，得知 lL / 可在實驗前推論擺圖形式

(fx/fy)，這這這這方法方法方法方法－－－－從初始從初始從初始從初始條件就能條件就能條件就能條件就能決定決定決定決定 Y 擺圖形擺圖形擺圖形擺圖形－可以提供做為可以提供做為可以提供做為可以提供做為 Y 擺研究擺研究擺研究擺研究的新方的新方的新方的新方

法法法法。 

 

研究四研究四研究四研究四：一旦擺長(L、l)決定，擺圖形式就被確定；我們無意中發現，只要 Y 擺

擺心(H1 與 H2 交會處)，掛上重物(螺帽)，可以讓擺圖(fx/fy)產生變異。 
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陸陸陸陸、、、、討討討討                    論論論論 

一、為何如此定義 T、Tx、Ty？ 

      Y擺圖形是利薩如曲線，它圖形變化複雜，同長度(H1、H2)下所得到的相

同圖形或許可以找出週期，但在不同長度下圖形間變化差異太大，根本沒辦法用

簡單的週期來說明。 

 

面對這一難題，必須用不同的角度和思考，才能打破僵局進行研究。我們

掌握週期的概念－來回一次的觀念，把時間分成兩個可以觀察的量：Tx 和 Ty。 

 

Ty：：：：眼睛從 X 軸的方向看到 Y 擺只在 Y 軸上來回擺動軸上來回擺動軸上來回擺動軸上來回擺動－如同在 AB 間來

回穿梭，這測量到的時間叫做 Ty(y 時間)圖 6.1、6.3。 

Tx：：：：跟 Ty 一樣，從 Y 軸的方向看 Y 擺，只看到它在 CD 間穿梭－如同在

X 軸軸軸軸上上上上來回來回來回來回，這來回的時間就叫 Tx(x 時間)圖 6.2~3。【見研究 1-1：Y 擺名詞與標

示】 

 

這樣定義這樣定義這樣定義這樣定義 T、、、、Tx、、、、Ty 真的可以嗎真的可以嗎真的可以嗎真的可以嗎？？？？ 

感覺好像我們創造了一個新的物理量？它可以得到認同嗎？ 

事實上，直接以交 X、Y 軸來測定 Ty、Tx 的方法，並不特別就是物理上就是物理上就是物理上就是物理上

簡諧運動簡諧運動簡諧運動簡諧運動(S.H.M.)的觀念的觀念的觀念的觀念！！！！最初分析實驗，在摸不著頭緒時，曾經請教成大物理

系蔡錦俊教授討論這個想法究竟可不可以(∵也找不到更好的測量方式)！艱苦奮

戰一個月，好奇將 Ty 除以 Tx－竟然會是 m：n，恍然大悟，原來我們在無意中找

到新的研究方法！【m：n 見研究 1-4：fx/fy 的意義】 

 

頻率比的意義何在頻率比的意義何在頻率比的意義何在頻率比的意義何在？？？？ 

假設假設假設假設 fx/fy=Ty/Tx=3/2，，，，表示表示表示表示同樣同樣同樣同樣在軸上來回一次在軸上來回一次在軸上來回一次在軸上來回一次

，，，，在在在在 X 軸軸軸軸上上上上要花要花要花要花 2 秒秒秒秒(Tx)，，，，而在而在而在而在 Y 軸軸軸軸卻卻卻卻要要要要 3 秒秒秒秒(Ty)；換

句話說，花花花花相同的時間相同的時間相同的時間相同的時間，，，，Y 擺擺擺擺在在在在 Y 軸上軸上軸上軸上是是是是來回來回來回來回 2 次次次次(fyyyy)

，，，，但但但但 X 軸上軸上軸上軸上卻擺了卻擺了卻擺了卻擺了 3 次次次次(fxxxx)。。。。 

  

 

 

 

圖 6.1：觀看 Ty  圖 6.2：觀看 Tx 圖 6.3：實務 圖 6.4：觀看 T 時間 

觀看方向 Y 

X 

Tx 

Ty 

秒

秒

2

3
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次
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Tx、、、、Ty 都是在都是在都是在都是在 XXXX、、、、YYYY 軸上來回擺動軸上來回擺動軸上來回擺動軸上來回擺動，從這觀點出發，Tx、Ty 可以看成是

xxxx 週期週期週期週期、、、、yyyy 週期週期週期週期。。。。 

因為因為因為因為 Tx、、、、Ty 在在在在 XY 軸上所用的時間不同軸上所用的時間不同軸上所用的時間不同軸上所用的時間不同，，，，造成造成造成造成 Y 擺圖形有豐富的變化擺圖形有豐富的變化擺圖形有豐富的變化擺圖形有豐富的變化；；；；

當我們找到圖形密碼當我們找到圖形密碼當我們找到圖形密碼當我們找到圖形密碼，，，，原本不可思議的利薩如擺圖便慢慢地褪下了神秘的面紗原本不可思議的利薩如擺圖便慢慢地褪下了神秘的面紗原本不可思議的利薩如擺圖便慢慢地褪下了神秘的面紗原本不可思議的利薩如擺圖便慢慢地褪下了神秘的面紗！！！！ 

 

關於關於關於關於 T 的討論的討論的討論的討論 

當初測量 T 值是為了評估週期測量週期測量週期測量週期測量究竟可不可能，圖 6.5(5050H2)顯示出

單擺運動很難和 Y 擺運動相比，Y 擺根本不是簡單的反覆運動。我們同時考慮初初初初

始線始線始線始線和和和和初始線兩邊初始線兩邊初始線兩邊初始線兩邊的曲的曲的曲的曲線線線線都都都都有有有有變變變變化的情形化的情形化的情形化的情形－－－－這幾乎這幾乎這幾乎這幾乎是一種漸進變化過程是一種漸進變化過程是一種漸進變化過程是一種漸進變化過程(∴∴∴∴fx/fy

曲線是連續的曲線是連續的曲線是連續的曲線是連續的)，才定義 T 為：從起始點到交初始線第二次交點的時間。 

 

可以想像成跟擺動方向成 90°的地方，看見 Y 擺只剩一條線的來回運動－

這一點都不特別，實驗上就看到這情形(圖 6.4)。 

最有趣的是，我們發現 T≒Tpppp，，，，真美！【Tp 見研究 3-4：重力加速度】 

 

二、基本圖形 

在文章中常常提到基本圖形，那是指

圖形總是反覆著基礎的線條進行擺動！一如

右圖： 

到此，相信您對這應該不陌生，有著

似曾相識的感覺！沒錯就是它！[14] 

 

 

 

 

 

 

     

505010 505020 505030 505040 505050 

     

505060 505070 505080 505090 5050100 

圖 6.5：5050H2 圖形漸變過程 
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柒柒柒柒、、、、結結結結        論論論論 

 

一、、、、參加科展活動參加科展活動參加科展活動參加科展活動，，，，讓我們讓我們讓我們讓我們體會科學體會科學體會科學體會科學家家家家的的的的付出付出付出付出、、、、對研究的熱情對研究的熱情對研究的熱情對研究的熱情和投入和投入和投入和投入、、、、找找找找

不到方法的無助不到方法的無助不到方法的無助不到方法的無助、、、、千頭萬緒不知如何著手的徬徨千頭萬緒不知如何著手的徬徨千頭萬緒不知如何著手的徬徨千頭萬緒不知如何著手的徬徨，，，，摸索一陣好長的時光後摸索一陣好長的時光後摸索一陣好長的時光後摸索一陣好長的時光後，，，，曙光曙光曙光曙光

才從漆黑的才從漆黑的才從漆黑的才從漆黑的偶然偶然偶然偶然中露出訊息中露出訊息中露出訊息中露出訊息，，，，愈研究愈有心得愈研究愈有心得愈研究愈有心得愈研究愈有心得愈有樂趣愈有樂趣愈有樂趣愈有樂趣！！！！ 

尋找尋找尋找尋找解答解答解答解答的動力的動力的動力的動力，，，，鼓舞我們盡情鼓舞我們盡情鼓舞我們盡情鼓舞我們盡情地投入地投入地投入地投入。。。。 

我們我們我們我們有過不畏失敗的追尋有過不畏失敗的追尋有過不畏失敗的追尋有過不畏失敗的追尋－－－－看看看看不到成功的不到成功的不到成功的不到成功的機會機會機會機會。。。。一旦開始成功一旦開始成功一旦開始成功一旦開始成功，，，，就好像就好像就好像就好像獲獲獲獲

得得得得“天啟天啟天啟天啟”，，，，靈感靈感靈感靈感、、、、創意不斷地湧現創意不斷地湧現創意不斷地湧現創意不斷地湧現，，，，陰霾陰霾陰霾陰霾終終終終於一掃而空於一掃而空於一掃而空於一掃而空。。。。 

這正是科學研究這正是科學研究這正是科學研究這正是科學研究迷人的所在迷人的所在迷人的所在迷人的所在！！！！探索的歷程探索的歷程探索的歷程探索的歷程不不不不總是苦痛與歡欣交織成的歲總是苦痛與歡欣交織成的歲總是苦痛與歡欣交織成的歲總是苦痛與歡欣交織成的歲

月月月月；；；；一旦一旦一旦一旦發現真理發現真理發現真理發現真理，，，，心心心心中的喜悅無法形容中的喜悅無法形容中的喜悅無法形容中的喜悅無法形容。。。。 

二二二二、、、、這研這研這研這研究非常有意思究非常有意思究非常有意思究非常有意思！！！！動手動手動手動手 DIY，，，，跟我們一起領略跟我們一起領略跟我們一起領略跟我們一起領略“利薩如利薩如利薩如利薩如 Y 擺擺擺擺”的美的美的美的美！！！！ 

三三三三、、、、本研究內容無涉抄襲本研究內容無涉抄襲本研究內容無涉抄襲本研究內容無涉抄襲。。。。 
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玖玖玖玖、、、、附附附附                        錄錄錄錄 

 

1.H1 改變但改變但改變但改變但 H2 僅僅僅僅 3cm 

     

50103 50203 50303 50403 50503 

     

50603 50703 50803 50903 501003 

2.H1+H2=100cm，，，，H1=10~90cm 

     

1001090 1002080 1003070 1004060 1005050 

     

1006040 1007030 1008020 1009010 1009010 

3.個別圖例個別圖例個別圖例個別圖例 

    

5050100：由簡單到複雜，細心以筆臨摹，行進軌跡與最左圖同 

   

505080：：：：這是實驗中最有趣的特例，左圖為一般常見圖會漸變為中間的圖，偶而會出現右圖情況

；注意右圖是左圖的對稱，所以它們的 fx/fy 相同。 



【評語】080120 

1. 實驗結果的呈現佳。 

2. 數據的誤差頗小(約百分之一)值得鼓勵。 
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