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摘要 

自從捷克小說《羅薩姆的萬能機器人》提出「Robot」這個詞彙之後，機器人已經成為常

見的小說、電影題材，機器人在生活中的應用成為今天的重點產業，已經廣泛應用在工業自

動化、軍事方面，機器人也逐漸走入家庭，無論是應用在哪方面，都必須解決如何定位

（Localization）機器人的問題。 

為了解決這格問題，目前已經發展了 GPS 等方式「直接提供座標」來定位機器人。若機

器人沒有定位器的輔助下，只能在機器人位置的觀點蒐集數據，其中機器視覺建構地圖（map 

building）是透過機器視覺的分析來建立周邊地圖，是一種常見的解決方案。這裡我們更進一

步，進行只讓機器人擁有羅盤感應器和閉路伺服馬達的條件下的研究。 

 

壹、研究動機 

我們在學校社團接觸有關機器人定位的過程中，想到一個問題：如果我規定機器人不可

以透過定位系統，嚴苛限制機器人只能知道方位，以及馬達的角度位置（Tachometer），該如

何在有限的條件中發揮最大效益，達到最準確的定位。我們想到 PID 控制器廣泛應用在誤差

控制，想把這個方式使用在方位上，研究這種方式是否可行，試圖使用相對上比較廉價、技

術門檻更低的方式，幫助機器人修正軌跡 

 

貳、研究目的 

（一） 測試二輪機器人理論模型中，將羅盤數據套用 PID 控制器是否可行。 

（二） 若依據實驗結果此方式可行，討論這種方式的優劣以及限制條件 

（三） 若依據實驗結果此方式不可行，討論其無法成功的原因 

 

參、研究設備及器材 

一、軟體 

（一） Microsoft Excel 2007，用於數據分析和統計，以及製圖 

（二） The Geometer's Sketchpad 5.0，用於測試行車軌跡數學模型 

（三） LeJOS 0.85，NXT 機器人程式開發平台，程式語言為 Java 

 

二、硬體 

 

 

圖 3-打點用筆 

可擦拭原子筆、橘色，裝置於機器人上，用於機器人行走時在方格紙上打點 
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圖 1-方格紙 

用於測量機器人位置，四張全開尺寸黏成，方

格精細度 1mm 

圖 2-NXT 機器人 

用於建構二輪車機構 

 

  

圖 4-機器人二輪車機構完成圖（第一版） 圖 5-機器人二輪車機構完成圖（第二版） 

 

 

三、使用器材考量 

為了減少實驗誤差，建立機器人的模型時所顧慮到的考量： 

（一） 盡量對稱，防止重心偏移過大 

（二） 車身必須堅固，避免車身晃動而造成實驗誤差 

（三） 確保電力在 70%～80%，指定使用鹼性電池，以減少電力造成馬達的轉速誤差 

（四） 兩動輪是實驗結果的影響對象，故後輪不包胎皮以減少摩擦阻力 

（五） 羅盤感應器必須遠離主機和馬達至少 10cm，減少外在磁場影響 

（六） 車身不要太輕，減少打滑的影響，故使用兩台 NXT 主機 

（七） 打點位置必須在兩輪中點上 
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四、機器人兩輪車機構說明（第一版） 

 

 

 

 

圖 6-機器人電腦模型示意圖 

 

 

 

  

羅盤感應器 

更新速率每分鐘 100 次，精確

度為 360。單位是度（°），正

北為 0°，順時鐘為順向。 

打點馬達 

每秒打點 2 次 

右馬達 

說明同左馬達 

左馬達 

類型為伺服馬達，內建

精確度 360 的角度感應

器，電力分為 100 階

段，最大轉速 900°/s，

使用 PID 固定轉速 

 

 

NXT 主機(×2) 

使用鹼性電池 3 號 6 個，

電力保持在 70~80%之間 

萬向輪 

可轉任一方向的無

動力輪，作為支撐

用途，不包胎皮以

減少阻力 

夾筆器 

夾住打點筆（圖 3）的機構 
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肆、研究過程或方法 

一、實驗流程 

我們先製作實驗的流程，確保實驗工作按部就班，不至於失去目的。 

 

圖 7-實驗工作流程圖 

 

二、建構二輪車理論 

（一）、已知假設和條件 

在我們研究的模型中，我們給機器人比較嚴苛的條件（請見表 1），機器人只能知道

方位和馬達的情形，不能透過定位器得知自己的實際位置，機器人要盡可能的透過有限

的資料來走出最接近理論的路線。 

輸入 輸出 

羅盤感應器（方位） 

馬達（角度位置） 
馬達（移動） 

表 1-機器人已知條件 
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接者整理二輪機器人模型的已知條件，作為這理論的假設，下表是理論的設定。 

 

圖 8-代號圖例 

 

項目 代號 單位 備註 

輪距 L cm 已知為 17.7 cm 

車輪半徑 r cm 已知為 2.8cm 

左輪、右輪、中點速率 vL、vR、vM cm/s 
皆為常數，且   

圓周圓心和左輪距離 d cm 左轉時為正值，右轉時為負值 

轉動圓心位置 O cm 設這點為原點(0,0) 

於圓心 O 轉動的角速

度 

ω (rad)/s  

左輪點、右輪點、中點 PL、PR、PM cm 座標點、位置向量 

表 2-代號表 

我們從參考資料找出適合二輪機器人模型的方程式，我們整理出兩種推導方式，一

是適合高中生的程度，另一是用微積分方式。 

 

（二）二輪機器人模型的方程式推導（簡易）  

令機器人行走 t 秒，軌跡會如圖 9 所示。 

 

圖 9-代號圖例 

Ld

vM

PMO PL PR

vL

vR

vM=(vR+vL)÷2

Ld

PMO PL PR

vL

vR
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車子行進經過時間 t 秒後，車會走出圓弧，設左、右輪所走的弧長分別為 SL、SR。  

 

 

已知 SL、SR，分別在兩相似扇形上（見圖 9），其長度比等於兩扇型半徑比，可得 

  

d 即右輪轉彎半徑，左輪轉彎半徑為 d+L，兩輪中點轉彎半徑為  
 

 
，計算可得 

 

對車上 PL、PM、PR 三點而言，角速度相同，可利用點 PL，使用公式    ，求

得ω 

 

利用等速率圓周運動公式                                 得到 PM 位置向

量。 

 

 

令       ，其中 k 是 vR 和 vL 的比值，帶入 d，可證明半徑和兩輪速率比例有關，

而和兩輪速率大小無關。 

 

  

SL=vL∙t SR=vR∙t

SL:SR=vL:vR=d:d+L d=
vL∙L

vR-vL

d+L=
vR∙L

vR-vL
d+

L

2
=

L

2
∙
vR+vL

vR-vL

ω=
vR-vL

L

rM=
L

2
∙
vR+vL

vR-vL

∙cos
vR-vL

L
∙t+θ0( )∙i+ L

2
∙
vR+vL

vR-vL

∙sin
vR-vL

L
∙t+θ0( )∙j

d=
vL∙L

vR-vL

=
vL∙L

kvL-vL

=
L

k-1
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（三）二輪機器人模型的方程式推導（微積分方法） 

方程式也可以用微積分的方式在推論出相同的方程式，微積分的方式會更嚴謹。 

利用相對速度概念，假設 PL 點靜止，則 PR 點速率修正為 vR-vL。 

 

圖 10-代號圖例 

 

在左輪座標中，利用等速率圓周運動公式 v=rω，在 PR 點上作出ω。 

 

時間對ω 積分，可得角位移 θ，其中 θ0 是初角位移。 

 

 

回到地面坐標系中，已知兩輪中點 PM 速度向量。 

 

已知   
     

 
、  

     

 
     ，代入        向量得到。 

 

 

以時間對        向量作積分，可得軌跡向量方程式        。 

 

  

L

PM PRPL

vR-vL

vR-vL=ωL
ω=

vR-vL

L

θ=
vR-vL

L
∙t+θ0

vM=vM∙cosθ∙i+vM∙sinθ∙j

vM=
vR+vL

2
∙cos

vR-vL

L
∙t+θ0( )∙i+ vR+vL

2
∙sin

vR-vL

L
∙t+θ0( )∙j

rM=
L

2
∙
vR+vL

vR-vL

∙cos
vR-vL

L
∙t+θ0( )∙i+ L

2
∙
vR+vL

vR-vL

∙sin
vR-vL

L
∙t+θ0( )∙j
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五、關於實驗組使用的校正方式 

（一）構思 

我們先從機器人可以得知資訊出發，機器人可以偵測的數值有實際方位，以及馬達

的角度位置，應用控制理論的閉路迴路的模型（圖 11）。為了滿足閉路模型，必須假設

車輪轉速有意義，這方面我們在機器人程式中設定機器人電力對馬達轉速進行 PID 控制

（P/I/D 值：96/32/32），是馬達的依據是轉速（單位°/s）而非電力。感應器利用馬達的

tachometer 和羅盤作為回饋（Feedback）。 

 

圖 11-閉路方式示意圖 

我們考慮而論機器人移動時發生誤差的情形，從經驗得知誤差常見肇因於馬達內部

機械耗損或地面阻力，始馬達轉動未完全達到理論轉速，再者不同馬達的良率會有差異。

我們藉此推論：實際左右輪馬達轉速比例不同於理論左右輪馬達轉速比例，造成機器人

的轉彎半徑比實際大或小，造成軌跡誤差（如圖 12，SB 為理論軌跡，SA、SC 分別為半徑

過小或過大）。從一開始設定機器人不能得知坐標的設定下，最直接的方式是修正兩輪轉

速比例。我們想到的方式是用羅盤偵測數值的時變率，利用理論方位時變率和實際方位

時變率之差作為校正依據。因為修正依據是誤差值，我們選擇 PID 控制理論作為修正方

式。 

 

圖 12-閉路方式示意圖 

（二）建立理論 

我們從參考資料中整理來 PID 控制器的內容，將我們構思的想法套用進去。  

我們先定義函數 e(t)，為誤差的函數。 

SA

SC

SB

BCA
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     目標值    實際值    

利用 e(t)做成輸出函數 u(t)，u(t)是 e(t) 數值、積分值、微分值分別乘上 KP、KI、

KD 三個系數的各項之和，其中我們必須自己找出最佳的 KP、KI、KD 三個係數值。 

                       
  

  

    
 

  
     

設定兩輪馬達轉速必須遵守下式的限制，其中 vL0 和 vR0 是左、右輪最初設定的馬達

轉速目標值，。 

   
           

 
 

       

 
 

我們把 u(t) 的積分值加到左馬達的轉速上，減去在右馬達的轉速上。這樣一來馬達

轉速仍會遵守其限制。 

                 
  

  

                  
  

  

 

當 e(t)是 0 的時候（沒有誤差），只有 KI 項之外，其餘兩項是 0，因此轉速的數值一

定會震盪，因此必須找出適合我們機器人的 KP、KI、KD 三個係數值，使劇烈震盪的時

間減短、也比較穩定，我們花了將近 4 小時測試，找出的數值為： 

KP 3.0 KI 1.0 KD 0.8 

表 3-實驗組採用 KP、KI、KD 係數值 

 

將方位時變率的實際值和理論值作為誤差值的來源。 

     理論方位時變率  實際方位時變率 

六、設計實驗 

（一）實驗規劃 

1. 依據軌跡方程式，需要機器人實際位置的資料，以及轉彎的情形，因此要取得的數

據有「實際位置」和「實際方位」兩者。 

2. 我們將實驗分為「對照組」和「實驗組」兩組，實驗組使用套用方用修正，和對照

駔比較。 

3. 兩組各要取得六種數據，六種數據的左、右馬達轉速分配請見下表，每種轉速比例

有兩種不同大小的轉速，每種數據必須重複做四次 4 次，再求平均作為該組數據。 

 

轉速比值 1.5 2 3 

對照組 (1)150-100 (2)75-50 (3)200-100 (4)100-50 (5)300-100 (6)150-50 

實驗組 (7)150-100 (8)75-50 (9)200-100 (10)100-50 (11)300-100 (12)150-50 

表 4-需要取得的實驗數據列表（150-100 代表左、右轉速為 150°/s:100°/s，依此類推） 
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（二）實驗步驟 

以下是套用於對照組和實驗組的實驗步驟。 

 

圖 13-實驗步驟 

 

（三）準備工作 

將方格紙放置在平坦地面並固定四周，Y 軸朝向正北（使用機器人羅盤），將機器人

就定位。選擇機器人初始的位置的選擇必須要讓機器人全身在方格紙上，且實驗的過程

中不會有任一部份離開方格紙範圍。方向朝向正北方，若否則會發出警告音直到方位正

確為止。對齊格線時打點筆在出發點上，並確定後輪與打點筆在同一格線上對齊。準備

完成後按主機上的按鍵，經過 1 秒機器人開始行走。 

常用的初始座標有(15 cm,20 cm)、(15 cm,25 cm)、(20 cm,20 cm)、(20 cm,25 cm)等。 

  



11 
 

（四）測量數據 

機器人行走其間每 0.5 秒用筆在紙上打點，打點的同時機器人會記錄當下方位，總

共歷經 10 秒，共有 20 個點，完成實驗後先記錄機器人螢幕上的方位數據，再逐一測量

點的座標位置。數據分為「方位」、「X、Y 座標」，方位是 0 以上小於 360 之間的整數，

以度「°」為單位。X、Y 座標取值到 1mm，以毫米「mm」為單位。此外，紀錄數據期

間將機器人關機以節省電力，結束紀錄後用橡皮擦把軌跡點擦乾淨再進行下一個實驗。 

  

圖 14-對齊格線、校正方位示意圖 圖 15-方位數據示意圖 

方位以正北為 0°，順時鐘遞增 

伍、實驗結果 

一、摘要 

這部分以表列出實驗組和對照組的實驗數據，這裡我們分成(1)原始數據、(2)平均值

和理論值、(3)軌跡圖三個部分。以下以「75-50」方式表示該實驗左輪對右輪轉速， 單

位「°/s」。 

 

二、對照組原始數據 

 

表 5-對照組 75-50 

180°

0°

270°

N

90°
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表 6-對照組 150-100 

 

 

表 7-對照組 100-50 
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表 8-對照組 200-100 

 

 

表 9-對照組 150-50 
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表 10-對照組 300-100 

 

三、實驗組原始數據 

 

表 11-實驗組 75-50 
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表 12-實驗組 150-100 

 

 

表 13-實驗組 100-50 
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表 14-實驗組 200-100 

 

 

表 15-實驗組 150-50 
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表 16-實驗組 300-100 

 

四、平均數據與理論值 

 

表 17-對照組數據平均（上） 
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表 18-對照組數據平均（下） 

 

 

表 19-實驗組數據平均（上） 
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表 20-實驗組數據平均（下） 

 

 

表 21-理論值數據（上） 
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表 22-理論值數據（下） 

 

五、對照組軌跡 

 

圖 16-對照組軌跡 75-50 
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圖 17-對照組軌跡 150-100 

 

 

圖 18-對照組軌跡 100-50 
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圖 19-對照組軌跡 200-100 

 

 

圖 20-對照組軌跡 150-50 
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圖 21-對照組軌跡 300-100 

 

六、實驗組軌跡 
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圖 22-實驗組軌跡 75-50 

 

圖 23-實驗組軌跡 150-100 
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圖 24-實驗組軌跡 100-50 

 

圖 25-實驗組軌跡 200-100 
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圖 26-實驗組軌跡 150-50 

 

圖 27-實驗組軌跡 300-100 

 

陸、討論 

一、比較角位移 

（一） 將兩組平均值和理論值比較（表 17～22）看來，實驗組的數據大部分符合理論數據， 

角位移數值隨時間接近等差數列增加，最末時間（9.5s）的實驗組方位和理論數據最多相

差 1°。對照組的角位移每 0.5 秒的變化量和理論上的變化量有大約±3°的震盪，且最末時

間的方位數據對照組除了 150-100 之外，其他數據和理論值可以相差到 10°左右，因此從

角位移數據看來，實驗組確實改良對照組的不足。 

 

（二） 將對照組原始數據（表 5～10）、實驗組原始數據（表 11～16）和理論值（表 21、

22）相互比較，實驗組 1.5 秒前的數據有比較不符合理論數據的傾向，1.5 後會比較符合

理論值。我們推斷實驗組機器人會因為 PID 的調控機制，開始前 2 秒會有不小的震盪，

之後穩定造成的結果。對照組前 2 秒數據常常是 0，而之後數值暴增，從對照組平均值

（表 19～20）比較，推斷是因為對照組轉彎半徑有比理論半徑過大的傾向而造成。實驗

組的機器人短時間內會因為震盪而變得不可靠，但是穩定後就不會有問題，對照組機器

人的角度變化比較不會有劇烈的變化，但是誤差經時間累積會變得可觀。這點實驗組除

了一開始端時間外比對照組優勢。 
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二、比較位置 

（一） 將對照組的軌跡（圖 16～21）和實驗組的軌跡（圖 22～27）比較，以整體觀點來看，

對照組各點間隔會比理論上稍長，速率有過快傾向，轉彎半徑有比理論大的傾向，但是

多數軌跡大致上和理論軌跡貼近。實驗組轉彎半徑則時而教理論上小，時而較大，我們

推斷是 PID 控制機制所造成的效應。已偏離程度而言實驗組較優勢，穩定度以對照組較

佳。 

（二） 將對照組的軌跡（圖 16～21）和實驗組的軌跡（圖 22～27）比較，搭配平均數據和

理論數據（表 17～22）。以個別觀點來看，實驗組 100-50、200-100、150-50 數據和理論

軌跡幾乎完全貼合，較對照組佳，但是轉速比 1.5 的 150-100 和 75-50 軌跡數據偏離理論

軌跡，沒有比對照組佳。將實驗、對照組轉速 300-100 的數據比較，對照組從第 2 秒開

始偏離理論軌跡，實驗組從第 4 秒開始偏離，最末時間對照組比實驗組偏離較多。我們

推斷實驗組機器人偏離路線的原因是一開始的方向的震盪，會導致後期整體路徑的偏移。

因此若實驗組的整體軌跡和理論軌跡的貼合程度和一開始震盪時間、程度的大小有關。 

（三） 從實驗組的軌跡看來，隨者時間越長，軌跡仍然會逐漸偏離理論軌跡，但是程度不

會比對照組差，因此一旦使用時間過長，實驗組的校正機制仍然會崩潰，但是保持位置

精確度上可以有較對照組長的時間。 

 

三、其他 

（一） 我們在構思的過程中，也想到使用透過實際轉動角速度 PID 控制校正的方式仍然有

其限制，例如機器人不可以打滑，一旦允許打滑的情形，可能出現機器人在原地轉動的

情況，造成方位上達到目標，位置並沒被修正。 

（二） 能校正的程度會受到羅盤感應器精度限制，例如有一情形是假設機器人應該每 0.5

秒轉動 2.5°，可能應為精度問題而被操控為每 0.5 秒轉動 2°或 3°。 

（三） 在實驗的過程中，發現若用手去轉動機器人，機器人有時會有暴衝的情形，我們推

斷原因是手轉動機器人導致 e(t)值變大使 KI 項（積分值）暴增，導致暴衝的情形。 

 

柒、結論 

一、對小型的二輪機器人模型而言，將轉動角速度用在 PID 控制理論（以下簡稱 PID 方法）

的方式校正位置是可行的。 

二、使用 PID 方法必須遵守以下前提： 

（一）設定 KP、KI、KD 係數值以開始時機器人方向劇烈震盪的時間短、程度小為佳 

（二）羅盤感應器精度會直接影響校正的程度，故不可以太低 

（三）機器人不可以打滑 

三、PID 方法存在的優缺點有： 

（一）可以比不使用者有保持更長在位置上的精確度，但是時間過長仍然會失效 

（二）PID 方法穩定性不會比不使用者差，除了一開始短時間會因為轉動的震盪而降低 

（三）阻力（例如地面磨擦、馬達耗損、輪胎耗損等）造成的影響可以透過 PID 得機制

修正，但是不可以太大，否則會造成機器人暴衝的情形。 
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【評語】040805 

本作品運用小型二輪機器人，探討 PID 控制法則，以校

正運行軌跡，並據以驅動機器人行進。研究過程從理論模型

建立，機器人組織製作、實驗數據分析，及軌跡校正，均以

邏輯程序進行推論及評析，深具科學內涵。後續研究可朝提

升軌跡修正精度，實驗數據統計分析、軌跡校正演算簡化研

究。 
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